Priklady z teoretické mechaniky pro domaci
pocéitani

Doporucujeme spocitat priklady za nejmené 30 bodi.

http://www.physics.muni.cz/ " tomtyc/mech-prik.ps
http://www.physics.muni.cz/~tomtyc/mech-prik.pdf

1. Pocet bodi: 1
Téleso o hmotnosti m je spojené s lanem, které se bez tfeni navinuje na kladku o hmotnosti

M, poloméru R a momentu setrvacnosti I = M R?/2. Gravitacni sila piisobi vertikdlné smérem
dolii. Urcete zrychleni télesa o hmotnosti m.

2. Pocet bodu: 1
Urcete zrychleni télesa o hmotnosti m; pomoci Lagrangeovych rovnic.




3. Pocet bodu: 1
Vélec o hmotnosti M, poloméru R a momentu setrvac¢nosti I = M R?/2 se vali bez klouzani

dolu po naklonéné roviné. Urcete zrychleni valce.

4. Pocet bodu: 1
Urcete zrychleni télesa o hmotnosti m; pomoci Lagrangeovych rovnic. Kladka se pohybuje se
zrychlenim A nahoru. Zrychlenim rozumime zrychleni vzhledem k Zemi.
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5. Pocet bodu: 2
Urcete zrychleni télesa o hmotnosti m;. Naklonéna rovina je v klidu.
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6. Pocet bodu: 2

Blok o hmotnosti m klouze bez tfeni po télese ve tvaru naklonéné roviny o hmotnosti M, které



10.

11.

12.

se miize pohybovat v horizontalni roviné také bez tfeni. Urcete pohybové rovnice bloku a na-
klonéné roviny.

Pocet bodu: 2

Bod zé&vésu matematického kyvadla kona vertikalni pohyb v gravitacnim poli podle zadkona
y = h(t), kde h(t) je dana funkce. Zapiste Lagrangeovy pohybové rovnice. Ukazte, ze pohybujici
se kyvadlo se chova jako matematické kyvadlo na pevném zavésu v gravitacnim poli g + h, kde
tecky znaci ptislusnou derivaci podle casu.

Pocet bodi: (a) — 2, (b) — 3

Teéleso o hmotnosti m je upevnéno na jednom konci nehmotné tyce délky /. Druhy konec tyce
je pripevnén k otoénému c¢epu tak, Ze ty¢ se muze kyvat v roviné. Otocny ¢ep rotuje ve stejné
roviné thlovou rychlosti w v kruhu o poloméru R. Ukazte, ze toto ,kyvadlo“ se chova jako
matematické kyvadlo v gravitaénim poli g = Rw? pro vSechny hodnoty [ a vSechny amplitudy
oscilaci, a to (a) tvahou, (b) pomoci Lagrangeovych pohybovych rovnic.

Pocet bodu: 2

Kyvadlo je tvoreno télesem o hmotnosti m a pruzinou o konstanté pruznosti k. Délka nena-
pjaté pruziny je lp. Systém je umistén ve vertikdlnim gravitacnim poli. Zapiste Lagrangeovy
pohybové rovnice.

Pocet bodu: 2
Koralek o hmotnosti m klouze bez tieni podél dratu, ktery ma tvar paraboly y = Ax?. Gravi-
tacni pole je vertikalni. Zapiste Lagrangeovy pohybové rovnice.

Pocet bodu: 2

Céstice o hmotnosti m klouze po vnitini plose kuzelu. Osa kuzelu je orientovana vertikalné s
vrcholem dolti. Zapiste Lagrangeovy pohybové rovnice a vyjadiete moment hybnosti ¢astice ve
vertikdlnim sméru (osa z).

Pocet bodu: 2

Dveé castice o hmotnostech mq, my jsou spojeny tuhou tyci zanedbatelné hmotnosti a délky (.
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Této cinky ma byt pouzito jako kyvadla. V jaké vzdalenosti r od stfedu tyce musi prochéazet
osa otaceni, ma-li byt doba kmitu tohoto kyvadla minimalni?

Pocet bodu: 3
Lagrangeova funkce nabité ¢astice v elektromagnetickém poli popsaném skalarnim potencialem
¢ a vektorovym potencidlem A je

1 —
L= §mv2 + qAT — .

(a) Naleznéte Lagrangeovy pohybové rovnice a ukazte, Ze pro zrychleni ¢astice plati

d*r 5L o=
m@:q(E—I—va),

kde E=-Vp -2 a B=V x A.
(b) Naleznéte Hamiltonovu funkci a Hamiltonovy pohybové rovnice. Je kanonickd hybnost p
rovna mechanické hybnosti mv?

Pocet bodu: 2

Retéz délky [ je poloZen rovné na stole tak, Ze jeho tsek délky a visi volné pies hranu stolu. V
okamziku ¢ = 0 fetéz uvolnime, takze zacne bez tfeni klouzat ze stolu. VysSetfete pohyb retézu.
Za jakou dobu sklouzne fetéz cely ze stolu, je-lil=2m a a = 0,2 m?

Pocet bodu: 2

Najdéte pohybové rovnice sférického kyvadla (jde o matematické kyvadlo, které nemusi kyvat v
roving). Za zobecnéné souradnice zvolte thly 6, p zndmé ze sférickych souradnic. Jaké velic¢ina
se zachovava béhem pohybu?

Pocet bodu: 1
Valec o poloméru r; a hustoté p; a koule o poloméru r, a hustoté ps se vali po téze naklonéné ro-
viné. Které z obou téles dosahne vétsiho zrychleni? Jak zavisi odpovéd na hodnotach p; o a 7y 27

Pocet bodu: 1

Homogenni ty¢ délky [ a hmotnosti m je upevnéna koncem v otoéném cepu ke sténé a pridrzo-
véna v klidu pod thlem 60 stuprtii od stény (viz obrézek). Pak je uvolnéna. Jakou silou ptisobi
ty¢ na ¢ep v okamziku, kdy je vodorovna?

60
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Pocet bodu: 3

Homogenni ty¢ se opird o dokonale hladkou sténu (viz obrazek) a je v této poloze udrzovana
vnéjsi silou. V urcitém okamziku ty¢ uvolnime, takze zacne bez tieni klouzat po podlaze i po
sténé. V jaké vysSce bude horni konec tyce, kdyz se oddéli od stény? Pivodni vyska tohoto
konce je h.

Pocet bodu: 1
Télisko zacne klouzat z nejvyssiho bodu dokonale hladké koule o poloméru r. V jaké vysce se

od koule oddéli?

Pocet bodu: 1
Krychle o hrané a spociva v rovnovaze stfedem dolni postavy na vrcholu koule o poloméru r.
Urcete podminku pro a,r, aby rovnovazna poloha byla stabilni.

Pocet bodu: 4

Pomoci varia¢niho principu naleznéte kiivku, po které se c¢astice v gravitaénim poli dostane z
bodu (x1,y;) do bodu (z3, y2) za nejkratsi ¢as (viz obrazek). V bodé (z1,y;) ma ¢astice nulovou
rychlost.

—/

(33173/1

*l (@2,12)

22. Pocet bodu: 2

Tézka homogeni deska lezi na dvojici valcl, které rychle rotuji proti sobé v opa¢ném smeéru.
Koeficient treni f nezavisi na relativni rychlosti desky a valcti. Osy valct jsou od sebe vzdaleny



23.

24.

25.

Vv

Pocet bodu: 2
Vztah mezi kartézskymi souradnicemi x,y a zobecnénymi souradnicemi &, 7 v rovin€ je vztah

x =Ecoswt —nsinwt, y = Esinwt + ncoswt.

(a) Jaky je fyzikalni vyznam soufadnic &, 77

(b) Naleznéte vektory rychlosti a zrychleni hmotného bodu, ktery se pohybuje po trajektorii
&(t),n(t). Vektory vyjadiete v ortonormalni bazi (€, ;). Dokazete vysvétlit fyzikalni vyznam
jednotlivych ¢lent zrychleni?

Pocet bodu: 1
Vypoctéte Poissonovy zavorky slozek L., L, vektoru momentu hybnosti a dale Poissonovu
zévorku {L? L.}, kde L* = L? + L} + L2.

Pocet bodu: 2
Homogenni valec o poloméru r se vali uvnitt valcové dutiny o poloméru R. Najdéte jeho Lagran-
geovu funkci a urcete frekvenci malych kmitt valce.



26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Pocet bodu: 2
Urcete zrychleni klinu na obrazku. Vsechna tieni zanedbavame.

Pocet bodu: 2
O vnitini stény rotac¢niho paraboloidu X2 + 4% = 2pz se opird homogenni ty¢ délky a. Urcete
jeji rovnovaznou polohu.

Pocet bodu: 3
Urcete deformaci dlouhého kruhového valce délky [, vertikélné stojictho (podepfeného) v gra-
vitacnim poli Zemé.

Pocet bodu: 3
Urcete deformaci duté valcové roury, na kterou piisobi vnitini tlak p. Vnéjsi tlak se rovna nule,
vnéjsi polomér je Ro, vnitini R;.

Pocet bodu: 2

Néadoba tvaru kruhového kuzele se svislou osou a vrcholem miticim dolt je naplnéna vodou.
Ve vrcholu je velmi maly kruhovy otvor, jehoz polomér je 1/n (n je velké) poloméru kruhu
volné hladiny na pocatku vytoku, kdy vyska volné hladiny je h. Za jaky cas klesne vyska volné
hladiny na polovinu?

Pocet bodu: 3
Urcete deformaci homogenni koule vlastnim gravitacnim polem.

Pocet bodu: 2

Necht jsou sily ptsobici na deformované téleso rozloZeny tak, Ze problém muZeme povazovat za
rovinny. V uréitém bodé P télesa jsou zndma napéti t,,, t,,,t,,. Urcete normalovou a te¢nou
slozku napéti na roviné, ktera svira s osou x thel a.

Pocet bodu: 3
Urcete deformaci duté koule s vnéjsim polomérem R, a vnitfnim R;. Uvnitt koule je tlak p; a
vné po. Material je homogenni a iztropni kontinuum.
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Pocet bodu: 3
Urcete deformaci homogenniho véalce, ktery se rovnomérné otaci kolem své osy.

Pocet bodu: 3
Kapalina o vazkosti i je umisténd mezi dvéma souosymi trubkami o polomérech R; < R,.
Vneéjsi trubka rotuje konstantni rychlosti. Popiste rychlostni pole v kapaliné.

Pocet bodu: 3
V trubici tvaru souosého mezivalci proudi laminarné vazka kapalina. Popiste rychlostni pole v
trubici a urcete odpor trubice proti proudéni kapaliny.

Pocet bodu: 3

Nekonecné dlouhy valec o poloméru R je zaplnén viskézni kapalinou. V c¢ase ¢t = 0 roztoc¢ime
vélec kolem jeho osy thlovou rychlosti w. Odvodte diferencidlni rovnici pro rychlostni pole v
kapaliné.



