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7ZADANI PRIKLADU

1 Hamiltoniv princip

Priklad 1 (P1)
Uvazujte pohyb c¢astice o hmotnosti m po svislé pfimce v homogennim tihovém poli.
Poloha ¢astice je popséna funkci y(t), pfi¢emz v pocatecnim ¢ase ¢t = 0 a koncovém case
t =T je poloha ¢&astice y(0) = y(T') = 0. Pfedpokladejte, ze funkce y(t) ma tvar

a) y(t) = a + bt + ct?,

b) y(t) = a + bsin(ct),

kde a, b, ¢ jsou parametry. Ze znalosti vyse uvedenych podminek vyjadrete parametry a, c
pomoci ¢asu T a zbyvajicitho parametru b. Vypoctéte akci a urcete hodnotu by parametru
b, pro niz je hodnota akce miniméalni. Srovnejte minimalni hodnoty akce odpovidajici
dvéma predpokladanym trajektoriim. Dale urcete zrychleni ¢astice v obecném case ¢ pro
parametr by. Co z toho lze usoudit?

Priklad 2 (S1)
Jednorozmérny harmonicky oscilator je tvofen ¢astici s hmotnosti m a pruzinou tuhosti k.
Poloha ¢astice je popséna funkei z(t), pficemz v poc¢atednim case t = 0 je poloha ¢astice
x(0) = 0, v ¢ase t = T'/2 se ¢astice vrati do vychoziho bodu (jedna se o prvni prichod
timto bodem pro ¢ > 0). Pfedpokladejte, Ze funkce popisujici skuteénou trajektorii ma
tvar x(t) = asin(wt).

a) Ze znalosti vySe uvedenych podminek vyjadiete parametr w pomoci ¢asu 7.

b) Napiste vyraz pro lagrangidn a urcete akci pro pohyb v ¢éasovém intervalu t € [0, 7],
kde 7 > 0, a to nejprve pro obecné m, k a w a pak pro pfipad, ze w = \/k/m.

c) Uvazujte trajektorii (t) = z(t) + u(t), kterd je mirné odlisna od skutec¢né trajektorie
x(t). Za predpokladu u(0) = u(7) = 0 vypoctéte prvni variaci akce pro t € [0, 7]. Za jaké
podminky bude prvni variace akce nulova?

Priklad 3 (52)
Poloha volné ¢astice o hmotnosti m pohybujici se v jednom rozméru je popsana funkci
x(t), pFi¢emz v pocateénim case t = 0 je poloha ¢astice z(0) = 0, v koncovém case t =T
je poloha z(T') = d.

a) Pro uvedené podminky naleznéte vyjadieni funkce x(t), kterd odpovida rovnomérnému
pohybu mezi poc¢ateénim a koncovym bodem. Pro tento pohyb vypoctéte hodnotu akce.
b) Uvazujte funkci z(t) = =(t) + u(t), kde u(0) = u(T) = 0, kterd popisuje obecny
nerovnomérny pohyb mezi poc¢ateénim a koncovym bodem. Pro obecnou funkei u(t) vy-
poctéte akci odpovidajici tomuto pohybu. Ukazte, ze tato akce je vzdy vétsi nez akce pro
rovnomérny pohyb.

Priklad 4 (S3)
Ovérte pfimym dosazenim do Lagrangeovych rovnic, Ze se jejich tvar nezméni, pridame-
i k lagrangidnu tplnou ¢asovou derivaci libovolné funkce f(qy,...,qn,t) zobecnénych

souradnic a ¢asu.



Priklad 5 (P3*)
Tenka struna o délkové hustoté p je pod napétim 7 napnuta mezi dvéma pevnymi body
x = 0 ax = [. Vychylka struny v ¢ase t je popsana funkci y(z,t), pficemz y(0,t) = 0
a y(l,t) = 0. Parcialni derivace funkce y(z,t) oznacme § = % ay = %. Ukazte, zZe
lagrangian pro strunu lze napsat ve tvaru

l
1 1
L= (5p? = =ry?) da.
/o(2py 2Ty) ’

Z tohoto lagrangidanu odvodte vlnovou rovnici popisujici pohyb struny. Urcete rychlost ¢
siteni vlny na struné.

2 Vazby a stabilita

Priklad 6 (S3)
Homogenni ty¢ délky [ se opird o dokonale hladkou sténu (viz obrézek 1) a je v této
poloze udrzovana vnéjsi silou. V urcitém okamziku ty¢ uvolnime, takze zacne bez tieni
klouzat po podlaze i po sténé. V jaké vySce bude horni konec tyce, kdyz se oddéli od
stény? Ptvodni vyska tohoto konce nad podlahou je h.
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Obrazek 1

Priklad 7 (V2¥)
Télisko zacne klouzat z nejvyssiho bodu dokonale hladké koule o poloméru r. V jaké vysce
se od koule oddéli?

Priklad 8 (V2)

Uvazujte valec o poloméru R nachéazejici se v tithovém poli, jehoz osa symetrie je vodo-
rovna. Svisly fez valcem je na obrazku 2. Pfes vrchol valce je natazeno nehmotné vldkno
délky [ = %ﬂ'R, na jehoz koncich jsou upevnéna téliska o hmotnostech m; a msy. Urcete
rovnovaznou polohu téles na valci.

Priklad 9 (V2%)
O vnitini stény rota¢niho paraboloidu x? + y? = 2pz se opird homogenni ty¢ délky a.
Urcete jeji rovnovaznou polohu.



Obrézek 2

3 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

Priklad 10 (V1)
Téleso o hmotnosti m je spojené s lanem, které se bez tieni odvinuje z kladky o hmotnosti
M a poloméru R. Tihova sila piisobi vertikdlné smérem dold. Urcete zrychleni télesa
o hmotnosti m (viz obrazek 3).

L m
Obrézek 3
Priklad 11 (52)

Pomoci Lagrangeovych rovnic urcete zrychleni kostky o hmotnosti m; z obrazku 4. Kladky
i lano povazujte za nehmotné.

Obrazek 4

Priklad 12 (S2)
Pomoci Lagrangeovych rovnic urcete zrychleni télesa o hmotnosti m; z obrazku 5 vzhle-
dem k Zemi. Kladka se pohybuje smérem nahoru se zrychlenim o velikosti A vzhledem
k Zemi. Hmotnost kladky zanedbejte.
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Obrézek 5

Priklad 13 (V1*)
Vélec o hmotnosti m a poloméru R se vali bez klouzani dolti po naklonéné roviné s tthlem
sklonu «. Urcete zrychleni valce.

Priklad 14 (V1)
Vélec o poloméru r; a hustoté p; a koule o poloméru r, a hustoté py se vali po téze
naklonéné roviné s thlem sklonu a. Které z obou téles dosdhne vétsiho zrychleni? Jak
zévisi odpovéd na hodnotach p; o a 71 2?

Piiklad 15 (V1¥)
Urcete zrychleni télesa o hmotnosti m; z obrazku 6. Naklonéna rovina je v klidu, kladku
povazujte za nehmotnou, tfeni neuvazujte.

Obrazek 6

Priklad 16 (S2)
Blok o hmotnosti m klouze bez tieni po télese ve tvaru naklonéné roviny o hmotnosti
M, které se mize pohybovat v horizontalni roviné také bez t¥eni (viz obrazek 7). Urcete
pohybové rovnice a zrychleni bloku a naklonéné roviny.

K

Obrézek 7



Piiklad 17 (V3)
Urcete zrychleni klinu o hmotnosti M z obrazku 8. VSechna tfeni zanedbejte, kladku
povazujte za nehmotnou.

Obrézek 8

Priklad 18 (P2%)
Uvazujte dvojité kyvadlo znazornéné na obrazku 9 — hmotné body maji hmotnosti m,
a Mo, hmotnost vldken zanedbejte. Urcete Lagrangidn soustavy a odvodte Lagrangeovy

rovnice. Pro pfipad malych kmitd je linearizujte a vypoctéte vlastni frekvence kmiti
soustavy.

Obrézek 9

Priklad 19 (S2)
Téleso 0 hmotnosti m je upevnéno na jednom konci nehmotné tyce délky [ (viz obrézek
10). Druhy konec tyce je pripevnén k otocnému ¢epu tak, Ze ty¢ se muze kyvat v roving.
Otocny Cep rotuje ve stejné roviné tthlovou rychlosti w v kruhu o poloméru R. Ukazte, Ze
toto "kyvadlo” se chové jako matematické kyvadlo v tihovém poli g = Rw? pro vSechny
hodnoty [ a vSechny amplitudy oscilaci, a to jednak pomoci Lagrangeovych pohybovych
rovnic, jednak tivahou.

Obrazek 10



Priklad 20 (V3)
Harmonicky oscilator tvofeny pruzinou o tuhosti £ a kvadrem hmotnosti M muze bez
tfeni kmitat ve vodorovné roviné (viz obrazek 11). Délka pruziny v nenapjatém stavu je
2o. Na kvadru je dale pfipevnéno matematické kyvadlo délky [ a hmotnosti m. Napiste
Lagrangeovy rovnice soustavy, linearizujte je pro pfipad malych kmiti a najdéte vlastni
frekvence kmitti soustavy.

Obrazek 11

Priklad 21 (V1)
Koralek o hmotnosti m klouze bez tifeni podél dratu, ktery ma v kartézské soustave
soufadnic (z,y) tvar paraboly y = Ax? (viz obrazek 12). Zapiste Lagrangeovu pohybovou
rovnici popisujici pohyb koralku.
y A -
|

Obrazek 12

Priklad 22 (S1%)
Céastice o hmotnosti m klouze po vnitini plose kuzelu (viz obrazek 13), osa kuzelu je ori-
entovana vertikalné. Zapiste Lagrangeovy pohybové rovnice a vyjadiete slozku momentu
hybnosti ¢astice ve vertikdlnim sméru (osa z).
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Obrazek 13



Priklad 23 (P2%)
Lagrangeova funkce Castice o hmotnosti m a elektrickém naboji g v elektromagnetickém
poli popsaném skalarnim potencidlem ¢ a vektorovym potencidlem A je

1 nd
L:§mv2—|—qA17—<p.

Naleznéte Lagrangeovy pohybové rovnice a ukazte, ze pro zrychleni ¢astice plati

er L
m@:q(E—l—va),
kde E= -V — 2% a B=V x A,

Priklad 24 (P2)
Retéz délky [ je poloZen rovné na stole tak, e jeho tisek délky a visi volné pfes hranu
stolu. V okamziku ¢ = 0 fetéz uvolnime, takze zacne bez tieni klouzat ze stolu. Vysetiete
pohyb fetézu. Za jakou dobu sklouzne fetéz cely ze stolu, je-lil =2m, a = 0,2m?

Priklad 25 (S2)
Uvazujte kulicku o hmotnosti m uzavienou v trubce rotujici v roviné zy kolem svislé osy
z konstantni ithlovou rychlosti w. Odvodte pohybovou rovnici kulicky v radidlnim sméru
a naleznéte jeji feseni, jestlize v ¢ase t = 0 byla rychlost kulicky vzhledem k trubce nulova
a jeji vzdalenost od osy otaceni byla r.

Priklad 26 (52%)
Najdéte pohybové rovnice sférického kyvadla (jde o matematické kyvadlo, které nemusi
kyvat v roviné). Za zobecnéné souradnice zvolte thly 6, ¢ zndmé ze sférickych soutadnic.
Jaka veli¢ina souvisejici s rotaci se zachovava béhem pohybu? Zdtuvodnéte nejméné dvéma
zpusoby.

Piiklad 27 (V1)
Najdéte pohybové rovnice matematického kyvadla o hmotnosti m, jehoz délka zavésu [(t)
se v ¢ase méni podle predepsané funkce [(t).

4 Variac¢ni pocet

Priklad 28 (P2)
Naleznéte kiivku, kterd pfi dané délce h obepind nejvétsi plochu. Vypodet provedte v po-
larnich soufadnicich (r, ¢).

Priklad 29 (P2%)
Pomoci variacniho poc¢tu naleznéte kiivku, po které se castice v homogennim tihovém
poli dostane z bodu A[x1,y;] do bodu Blxs, y5] za nejmensi cas (viz obrazek 14). V bodé
A méa ¢astice nulovou pocatecni rychlost.



AlX,.y.]

BIx..y.]

Obréazek 14

Priklad 30 (P2)
Uvazujte pohyb ¢astice o hmotnosti m a energii £ = mgh, kde h je konstanta, ve svislé
roviné xy v tthovém poli Zemé. Tihové zrychleni je orientovano proti sméru osy y. Pomoci
Maupertuisova principu dokazte, ze trajektorie ¢astice je parabola.

Priklad 31 (V2)
Uvazujte pohyb ¢astice o hmotnosti m a energii E v centralnim silovém poli s potencialni
energii V = —%, kde « je kladna konstanta. Pomoci Maupertuisova principu dokazte, Ze

trajektorie castice je kuzelosecka.

Priklad 32 (P2)
Z Fermatova principu odvodte diferencialni rovnici popisujici trajektorii paprsku v pro-
stfedi se spojitym rozloZzenim indexu lomu n (7).

5 ResSeni pohybovych rovnic

Priklad 33 (P3)
Uvazujte kulicku o hmotnosti m pripevnénou na pruziné tuhosti k£ a uzavienou v trubce
rotujici v roviné zy kolem osy z konstantni tthlovou rychlosti w (viz obrazek 15). Odvodte
rovnici popisujici pohyb kulicky v radidlnim smeéru a naleznéte jeji feseni. Jaky tvar ma
efektivni potencial? Dale porovnejte vztah pro celkovou a zobecnénou energii soustavy a
rozhodnéte, ktera z nich se zachovava.

yt '\w

Xv
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Obréazek 15



Priklad 34 (S1)
Céstice o hmotnosti m se pohybuje v centralnim silovém poli s potencidlni energii V =
—%, kde a > 0 je konstanta. Celkova energie necht je £/ = 0. Ukazte, Ze trajektorie castice
ma tvar logaritmické spiraly, tj. polomér r zavisi na polarnim thlu ¢ exponencialné.

Priklad 35 (P3*)
Koralek o hmotnosti m klouze bez tfeni podél dratu, ktery ma tvar cykloidy (viz obrézek
16). Parametrické rovnice cykloidy jsou x = a(p — singp) a y = a(l + cosyp), kde 0 <
¢ < 27. Urcete Lagrangian soustavy, odvodte Lagrangeovy rovnice a vyteste je. UkaZte,
Ze perioda kmitti nezavisi na amplitude.

<7
(o)
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Obrazek 16

Priklad 36 (P2)
V kartézskych souradnicich uvazujte dvourozmérny harmonicky oscilator, tj. ¢astici o hmot-
nosti m v potencialu V' = %(:1:2 +9?), kde « je kladna konstanta. Celkov4 energie soustavy
je E > 0. Napiste Lagrangian, odvodte Lagrangeovy pohybové rovnice a vyteste je. Doka-
Zte, ze trajektorie oscilatoru jsou elipsy, naleznéte vztahy mezi jejich poloosami a energii
E a velikosti momentu hybnosti [ oscilatoru.

Priklad 37 (S2)
Céstice o hmotnosti m se pohybuje v odpudivém potencidlu V = —%(mZ +19?%), kde a je
kladna konstanta a (x,y) kartézskd soustava souradnic. Celkovéa energie soustavy je E.

Resenim Lagrengeovych pohybovych rovnic dokazte, ze trajektorie ¢astice je hyperbola.

Priklad 38 (S3%)
Keplerova tloha. Popiste pohyb ¢astice o hmotnosti m v centralnim silovém poli s poten-
cidlni energii V' = —%, kde @ > 0 je konstanta. Diskutujte tvar trajektorii v zavislosti na

hodnoté celkové energie £.

Piiklad 39 (52)
Dokazte, ze pii pohybu c¢astice o hmotnosti m po kruhové trajektorii v Newtonové po-
tencidlu V' = —2 kde a > 0, je celkova energie soustavy rovna zdporné vzaté kinetické

energii castice.

Priklad 40 (P3)
Na zakladé Teseni Keplerovy tlohy spoctéte dobu obéhu Zemé kolem Slunce. Vysledek
srovnejte s hodnotou, ktera vyjde, jestlize ve vysledném vztahu pro obéznou dobu misto
redukované hmotnosti pouzijeme hmotnost Zemeé.

10



Priklad 41 (S2)
Jednorozmérny pohyb ¢astice o hmotnosti m v potencidlu V(y) je popsan funkei y(t).
NapiSte vyraz pro celkovou energii F a vyuzijte jej pro obecné vyjadieni funkce ¢(y)
pomoci metody separace proménnych. Pro konkrétni potencidl V (y) = mgy odpovidajici
homogennimu tihovému poli a energii £ = mgyq, kde yo je konstanta, vypoctéte funkci
t(y). Vysledek invertujte a vyjadiete funkei y(t). Jaky pohyb popisuje?

Priklad 42 (V2)
Jednorozmeérny pohyb ¢astice o hmotnosti m v potencidlu V' (z) je popsan funkei z(t).
Napiste vyraz pro celkovou energii E a vyuZijte jej pro obecné vyjadieni funkce t(x)
pomoci metody separace proménnych. Pro konkrétni potencial V(z) = %kxz a energii
E = %k:AQ, kde A je konstanta, vypoctéte funkci t(x). Vysledek invertujte a vyjadiete
funkei z(t). Jaky pohyb popisuje?

Priklad 43 (P3*)
Uvazujte pripad pruzné srazky mezi dvéma dokonale tvrdymi koulemi o polomeérech rq,
ro. Pfedpokladejte, ze stfed koule o poloméru r; je pevné umistén v pocatku kartézské
soustavy soufadnic (z,y, z). Koule o poloméru r, se pted srazkou pohybuje rychlosti o ve-
likosti v po primce, jejiz rovnobézka prochézejici pocatkem se od této primky nachéazi ve
vzdalenosti p. Tuto vzdalenost nazveme impaktnim parametrem (viz obrazek 17). Nalez-
néte zavislost rozptylového thlu x na impaktnim parametru p. Déle urcete diferencialni
ucinny prufez rozptylu do a jeho integraci ptes cely prostorovy thel dopoctéte celkovy
ucinny prifez rozptylu o.

Obrézek 17

Priklad 44 (V3*)
Naleznéte zavislost rozptylového tihlu y na impaktnim parametru p pro rozptyl ¢astice
o hmotnosti m v odpudivém Coulombové potencidlu V' = —2, kde a@ < 0 je konstanta.

Déle urcete diferencialni u¢inny prifez rozptylu do a jeho integraci pres cely prostorovy
thel dopoctéte celkovy ucinny prufez rozptylu o. Ocekavali byste pro o tak velkou hod-
notu?

11



6 Inverzni problém

Priklad 45 (P2)
Céastice se pohybuje v jedné dimenzi v (zatim nezndmém) silovém poli popsaném poten-
cidlni energii V' (z), kterd je rostouci funkci soufadnice x a plati, ze V' (0) = 0. Pohyb s
energii £ > 0, ktery zac¢ina z klidu v bodé = > 0 a pokracuje az do bodu x = 0, trva dobu
7(E) = KVE, kde K je konstanta. Urcete tvar funkce V().

Priklad 46 (P3)
Naleznéte prubéh potencidlni energie V' (x) stacionarniho silového pole, jestlize znate pe-
riodu oscilaci testovaci ¢astice v tomto poli v zavislosti na celkové energii testovaci castice
T(E). Déle feste pro specialni pfipad, kdy 7' je konstantna. Predpokladejte pritom, Ze
hledana potencialni energie ma v oblasti, ve které hledame jeji tvar, pouze jedno minimum.

Priklad 47 (P3*)
Naleznéte pribéh potencidlni energie V(r), jestlize znate zavislost u¢inného prifezu na
thlu rozptylu pro danou energii E nalétévajici ¢astice. Piedpokladejte ptitom, ze V (r) je
monoténni klesajici funkei r (odpudivé pole) a V(0) > E, V(oco) = 0.

7 Hamiltonovy rovnice

Priklad 48 (V2%)
Napiste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézskych, sférickych a valcovych
soutadnicich.

Priklad 49 (S1%)
Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli konzervativnich
sil (v kartézskych souradnicich) a ukazte, Ze ziskané rovnice jsou ekvivalentni s rovnicemi
Newtonovymi.

Priklad 50 (V1*)
Urcete Hamiltonovu funkci a Hamiltonovy rovnice pro rovinné matematické kyvadlo délky

l.

Priklad 51 (S2)
Napiste Hamiltonovu funkci linedrniho harmonického oscilatoru. Déle najdéte feseni Ha-
miltonovych rovnic p(t), ¢(t) obecné a pro pocateéni podminky p(0) = po, ¢(0) = qo.
Zjistéte, jaky tvar ma trajektorie ve fazovém prostoru a ovérte platnost Liouvilleovy véty.

Piiklad 52 (V2¥)

Ve sférickych soutadnicich sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného
bodu v centralnim silovém poli s potencidlem V(7). Urcete integraly pohybu.
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Piiklad 53 (S3)
Pro Lagrangeovu funkci L = %m02+66ﬁ—6¢, kde (7, 1) a ff(f", t) jsou skalarni a vektorovy
potencial elektromagnetického pole, odvodte Hamiltonovu funkci. Pomoci Hamiltonovych
rovnic pak dokazte, ze jde o Hamiltonian castice s ndbojem e a hmotnosti m v daném

vnéjsim elektromagnetickém poli.

Piiklad 54 (P2)
Napiste Lagrangeovu a Hamiltonovu funkci ¢astice v neinercialni souradné soustaveé rotu-
jici s konstantni thlovou rychlosti €2.

Piiklad 55 (V1)
Ve specialni teorii relativity je Lagrangeova funkce pro volnou ¢astici L = —mc?y/1 — Z—j,
kde ¢ je rychlost svétla. Najdéte odpovidajici Hamiltonovu funkci.

Piiklad 56 (52%)
Hmotny bod o hmotnosti m je vazan na valcovou plochu 22 4+ y? = R? a pohybuje se pod
vlivem centralni elastické sily F' = —k7". Urcete Hamiltonovu funkci, sestavte Hamiltonovy

rovnice a teste je.

8 Poissonovy zavorky

Priklad 57 (P3*)
Dokazte Jacobiho identitu {Fy, {Fs, F53}} + {F2, {F5, Fi}} + {F5,{F1, 2} } =0, kde F; =
F; (pj,q;,t) a jeji pomoci Poissonovu vétu: Poissonova zavorka dvou integralti pohybu je
opét integralem pohybu.

Priklad 58 (V1¥)

Vypoctéte Poissonovu zavorku {eaq, efr }, kde «a, [ jsou konstanty.

Priklad 59 (V2)
Vypoctéte Poissonovy zavorky pro rtizné kombinace slozek momentu hybnosti L; s kar-
tézskymi souradnicemi x; a slozkami hybnosti ¢astice p;, tedy zavorky {L;,x;} a {L;,p;}.

Priklad 60 (V2)
Vypoéitejte Poissonovy zavorky {L;, L;} a {L;, [?}, kde L? = 37 | L2. Dale dokaite, 7e
jsou-li Ly, Ly integraly pohybu, potom i L3 je integralem pohybu.

Priklad 61 (V3%)
Ovérte, ze pro Hamiltonian ¢astice v Newtonové potenciadlu H = % — 2, kde a > 0,

spliiuji slozky momentu hybnosti La Runge-Lenzova vektoru A=0xL+ o/; vztahy
{Li, Aj} = €ijn Ak, {Ai, Aj} = eiu(—2H) Ly,

13



9 Kanonické transformace

Priklad 62 (P2%)
Urcete podminku, kterou musi spliiovat linearni transformace Q) = aq + Bp, P = vq + op,
kde a, 3, v, 0 jsou konstanty, aby byla transformaci kanonickou, a naleznéte prislusnou
vytvorujici funkei F(q, Q).

Piiklad 63 (52)
Ukazte, ze kanonicka transformace (1, z2, p1,p2) = (@Qr, @y, Pr, P,) s vytvorujici funkei

F(x1,x9, Pr, P,) = \/23 + 23Pr + (arctan ﬁ) P,
x

prevadi soutadnice kartézské na polarni.

Priklad 64 (S2%)
Dokazte, ze transformace @) = % + QTPQ, P = arctan %, kde « je konstanta, je kanonicka.
Nakreslete ve fazovém prostoru kiivky konstantnich (Q a P a diskutujte.

Priklad 65 (S3%)
Uvazujte Hamiltonovu funkci linedrniho harmonického oscilatoru ve tvaru H = % +

%mw2q2. Naleznéte takovou kanonickou transformaci a ji prislusnou vytvotujici funkci,

aby v novych proménnych P, @) bylo H' = wP, tj. aby @ bylo cyklickou soutradnici.

Priklad 66 (S2)

Ukazte, ze transformace ¢ = —\/W% sin P, p = v/2Qmuw cos P je kanonicka a naleznéte
jeji vytvorujici funkci. Jak souvisi s kanonickou transformaci z pfedchoziho ptikladu?

Priklad 67 (52%)
Uvazujte transformaci (¢, p) — (Q, P), Q = ¢* cos fp, P = ¢*sin fp. Urcete realné hod-
noty «, 3 tak, aby transformace byla kanonickd. Déale odvodte jeji vytvorujici funkei.

Piiklad 68 (V2¥)
Ukazte, ze dané transformace jsou kanonické.

a) Q = ,/Q—I?cosp,P = +/2¢K sinp
b) @ = log Gsinp) ,P=qcotp
¢) @ =log (1+ /gcosp),P =21+ /gcosp)/gsinp

Priklad 69 (P2%)
Ukazte, Ze ve fazovém prostoru R® bodové bezsilové ¢astice H = % funkce G7 = py
generuje jednoparametrickou grupu transformaci FP' : (zy,x9,23,p1,p2,P3) — (21 +
€, X9, T3, D1, P2, P3), Kterd ponechdva H invariantni (zdkon zachovani hybnosti).

Déle ukazte, ze funkce Gy = L3 = x1py — xop; generuje jednoparametrickou grupu trans-
formaci FL3 : (xq, 29,73, p1,p2,p3) — (7108 — T98ine, z1 Sin€ + Ty COSE, T3, P COSE —
posine, py sine + po cose, ps), kterd ponechava H invariantni (zdkon zachovani momentu
hybnosti).
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10 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Priklad 70 (P3*
Napiste a feste Hamiltonovu-Jacobiho rovnici pro linedrni harmonicky oscilétor. (H =

2 k2
zp—m+§¢1)

Priklad 71 (V1*)
Zkonstruujte hlavni funkci Hamiltonovu integraci Lagrangeovy funkce L = ). %mxf od
nuly do ¢ po skutecné trajektorii bezsilového hmotného bodu x; = v;t + x;.

Priklad 72 (52%)
Reste problém volného padu v homogennim tihovém poli pomoci Hamiltonovy-Jacobiho
rovnice.

11 Tuhé téleso

Piiklad 73 (P2)
Odvodte vztah pro rota¢ni kinetickou energii tuhého télesa jako funkei tthlové rychlosti a
rozlozeni hmoty v télese.

Priklad 74 (52)
Spoctéte momenty setrvacnosti pro nasledujici pripady:

a) tenky kruhovy disk poloméru r vzhledem k jeho ose symetrie vedouci jeho stfedem,
b) tenky kruhovy disk poloméru r vzhledem k ose svirajici tthel a s osou symetrie vedouci
jeho stiedem,

Vv

Priklad 75 (P1*)
Spoctéte hlavni momenty setrvacnosti pro ¢tyfatomovou molekulu s konfiguraci ¢tyfsténu
vysky h, jehoz zakladnou je rovnostranny trojihelnik o hrané a.

Priklad 76 (P3*)
Reste Eulerovy rovnice pro pifpad volné rotace symetrického setrvacniku (zachovava se
moment hybnosti).

Priklad 77 (P3*)
Naleznéte priblizné feseni Eulerovych rovnic pro pripad volné rotace asymetrického setr-
vacniku, pocatecni hodnotu momentu hybnosti L zvolte blizkou jeho hodnoté vzhledem
k nékteré z hlavnich os.

Priklad 78 (V1)

Najdéte takovy polomeér podstavy R a vysku valce h, aby se choval jako kulovy setrvacnik
(tj. tenzor momentu setrvacnosti je ndsobkem jednotkové matice).
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Priklad 79 (V2%)
Spoctéte kinetickou energii valce o poloméru R valiciho se po roviné. Rozlozeni hmotnosti
valce je takové, Ze jedna z hlavnich os tenzoru setrvacnosti je rovnobézna s osou valce a
je od n€j vzdalena o a, moment setrvacnosti vzhledem k této ose je J.

Priklad 80 (P3)
Spoctéte frekvenci malych kmitt kuzele valiciho se po svislé sténé a upevnéného k ni za
vrchol, viz obrazek 18a. Navod: Spoctéte kinetickou energii homogenniho kuzele valiciho
se po roviné obéma rozklady pohybu (pres téziste i pres bod dotyku). Vyska kuzele je h,
téziste lezi ve vzdalenosti a od vrcholu kuzele na hlavni ose, viz obrazek 18b.

Obrazek 18

12 PruzZnost

Piiklad 81 (P2)
Spoctéte tenzor deformace v roviné pro nasledujici ptipady (a to nejen pro malé deformace,
ale rovnéz velké). Jednotlivé ¢leny interpretujte.

a) u = (Azx, Ay)

b) u = (Az,0)

c) u= (Ay,0)

d) u = (Ay, Ax)

e) u = (—Ay, Az)

f) u = (x(cosa — 1) — ysina, zsina + y(cosa — 1))

Priklad 82 (S2)
Necht jsou sily pisobici na deformované téleso rozlozeny tak, Ze problém mtZeme pova-
v . , Vel z « v . , v,z g g v
zovat za rovinny. V urc¢itém bodé P télesa je zndm tenzor napéti W ) Urcete
Oye O
v Oyy
normalovou a te¢nou slozku napéti na roviné, ktera svira s osou x thel a.

Priklad 83 (P2)
Reste stlacovani télesa obklopeného pevnymi sténami, kde

a) téleso je uzavieno v kvadru s péti pevnymi sténami, Sestou ’sténou’ je pohyblivy pist,
viz obrazek 19a,

b) téleso je uloZeno na traverze — profil se tfemi pevnymi sténami (dvé boéni a spodni
sténa), télesu, na které tlac¢ime shora pistem, je tedy umoZnéno rozpinat se v jedné ose,
viz obrazek 19b.

c) Srovnejte tyto deformace s natahovanim tyce feSeném v prednésSce, viz obrazek 19c.
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(a) (b)
Obréazek 19

Priklad 84 (P3*)
Urcete deformaci a diskutujte s tim spojenou zménu objemu pro ty¢ poloméru r a délky
[ visici v tithovém poli Zemé.

Piiklad 85 (P3%)
Koule poloméru R je deformovana vlastni gravitaci, najdéte tuto deformaci a diskutujte
zménu objemu.

Priklad 86 (P3*)
Kulova skofepina vnitiniho poloméru r; a vnéjsSiho poloméru ry je deformovana tlakem.
Tlak uvnitf, resp. vné skofepiny je p;, resp. ps. Urcete deformaci a diskutujte zménu
objemu. Mtze hustota materidlu skofepiny klesnout? Pokud ano, za jakych podminek?

Piiklad 87 (V2¥)
Urcete deformaci valcové trubky s vnitinim, resp. vnéjsim polomérem R;, resp. Ry, na
kterou pisobi zevnitt tlak p a tlak vné trubky je nulovy.

Priklad 88 (52%)
Urcete deformaci homogenniho valce, ktery se rovnomérné otaci kolem své osy symetrie.
Predpokladejte, ze rozmér ve sméru osy rotace se nezmeéni.

Priklad 89 (P3*)
Vélcové mezikruzi je vyplnéno elastickym materidlem, ktery je pevné prichycen ke sténam
vnéjsiho a vnitiniho valce o polomérech R, > R,, viz obrazek 20. Kroucenim rozumime
pootoceni vnéjsiho valce o tthel «, pricemz vnitini valec ztistava nehybny. Najdéte moment
sily, ktery se pfenasi ve vrstvach télesa. Zavisi moment na r?

vnitini valec

pruzné téleso

vnéjsi valec
Obrazek 20
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13 Tekutiny

Piiklad 90 (V1)
Najdéte tok hmotnosti z koule o poloméru R se stredem v pocatku pro radialni proudéni

zadané polem rychlosti
a) U= A(x,y, 2),

b)UzA( z y z )

\/x2+y2+z2 ) \/x2+y2+z2 ) \/x2+y2+z2

S . y )
C) v=A ((x2+y2+22)3/2> (22 +2+22)372 (22+y2+22)3/2 )
kde A je konstanta.

Priklad 91 (P2%)
Popiste rychlostni pole a najdéte jeho divergenci a rotaci pro kapalinu o dynamické visko-
zité 1 proudici nekonec¢nou trubkou kruhového prifrezu o polomeéru R;.

Priklad 92 (52%)
Jak se situace v predchozi tloze zméni, kdyz do trubky souose umistime nekonecny valec
o poloméru Ry < Ry?

Piiklad 93 (P3¥)
Pro kapalinu o dynamické viskozité n proudici v trubce trojihelnikového prirezu o délce
strany a najdéte rychlostni pole, které situaci popisuje.

Priklad 94 (V2%)
Pro kapalinu o dynamické viskozité n proudici v trubce eliptického priifezu o délce strany
a najdéte rychlostni pole, které situaci popisuje a jeho hmotnostni tok.

Priklad 95 (P2%)
Kapalina o dynamické viskozité n je umisténd mezi dvéma souosymi trubkami o polo-
mérech R; < Rs. Vnéjsi trubka rotuje konstantni rychlosti w. Popiste rychlostni pole
v kapaliné a najdéte jeho divergenci a rotaci.

Priklad 96 (P3)
Pomoci Eulerovy rovnice naleznéte tvar hladiny pro idealni vir. Rovnéz ukazte, ze se
celkova energie castic zachovava. U idedlniho viru proudnice tvori kruznice kolmé na osu
viru (virovou ¢aru), jejichz stiedy lezi na virové care.

Piiklad 97 (P3)
Pomoci Eulerovy rovnice naleznéte tvar volné hladiny kapaliny rotujici jako celek, zavislost
obvodové rychlosti na poloméru je ¥ = o(r).

Priklad 98 (P2%)
Reste proudéni v fece. Toto proudéni miizeme aproximovat viskézni kapalinou proudici
po naklonéné roviné se sklonem «, viz obrazek 21. Urcete zavislost rychlosti kapaliny o
na vzdalenosti h od naklonéné roviny. Jaky je celkovy objemovy tok?
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Obrazek 21

Priklad 99 (P2%)
Urcete tvar rota¢né symetrické nadoby na obrazku 22 tak, aby se pii vytoku vody nejuzsim
prufezem ve dné nadoby o plosném obsahu ¢ hladina vody sniZovala rovnomérné, tj.
konstantni rychlosti v;.

Obréazek 22

Priklad 100 (P3)
Reste vybuch hlubinné bomby. Hlubinnou bombu si miizete predstavit jako dutinu po-
loméru R zvétsujici svij objem v nestlacitelné kapaliné rozprostirajici se donekonecna.
Spoctéte tlak v obecném misté kapaliny.
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RESENI PRIKLADU

1 Hamiltoniv princip

Priklad 1
a) Z poc¢ate¢ni podminky pro polohu ¢astice y(¢) plyne hodnota parametru a = 0, z kon-
cové podminky dostavame ¢ = —%. Potom funkce

y(t):bt(l—%) a y’(t):b<1—¥).

Kineticka energie Castice je %my’Q, jeji potencialni energie v tthovém poli je mgy. Lagran-
gian L definovany jako rozdil kinetické a potencialni energie méa tvar
1 12t 212 t2
L=_-mj’*— =mb? (= — =+ ) —mgb(t—=).
2my mgy = m (2 T + T2) mg ( T)
Vypoctéme akei:
T 2 31T 2 3
t t 2t t t
S = Ldt=mb* |- — =+ -—| —mgb|=——=| = -~mb*T — ~mgbT?.
A i e R T R T
Hodnotu parametru b = by, pro niz je akce mimiméalni, uré¢ime z podminky %\b:bo = 0.
Tedy
1 1 1
—mbyT — ~mgT* =0 = bo = =gT.
3m 0 6m9 0 29
Hodnota miniméalni akce je

So = L L T 2 T L L T)T? = T3
0= 5 m 29 6 myg 5 g Y mg-L-,
trajektorie s minimalni akei je dana funkci

(1) = 5 9T ~1).

Odtud zrychleni ¢astice §j(t) = —g, coz odpovida zrychleni v homogennim tihovém poli,
které jsme uvazovali. Opravdu, skutecna trajektorie v homogennim poli patii do tiidy
trajektori, které jsme uvazovali, proto nam tato trajektorie vysla presné.

b) Z pocatecni podminky pro polohu ¢astice plyne a = 0, z koncové podminky ¢ = 7 /7.

Potom
t b t
y(t) = bsin (%) a  yt)= % cos (%) :
Vypoctéme akci

T T 1
S = / Ldt :/ (—mgf — mgy> dt =
0 0 \2
T /1 p2n2
= /0 (ﬁmbT—Z cos? (g) — mgbsin (%)) dt =

mb?r? [t n T . [(2mt\]" n mgbT \1"  map? 2mgbT
= ——— |-+ —sin| — cos [ — = — .
212 |2 4 . T




Hodnota parametru b = by, pro niz je akce mimimalni, vyjde z podminky minima akce

mn2by  2mgT
— =0 = by =
2T T 0 3

Hodnota miniméalni akce je

mm? <4gT2>2 _ 2mygT (4gT2) B _4mgQT3

0=\

trajektorie s minimalni akci je popsana funkci

Zrychleni cCastice

zévisi na case a méni se béhem pohybu v rozmezi od 0 do —%g ~ —1,27g. Je vidét,
ze tato trajektorie neodpovida fyzikalnimu pohybu v uvazovaném homogennim tihovém
poli. To neni pfekvapivé, protoze skutecna fyzikalni trajektorie neni ve tiidé uvazovanych
trajektori popsanych funkci sinus.

Ze srovnani hodnot miniméalni akce vypoétené v piipadech a) a b) rovnéz podle oce-
kavani plyne, zZe minimalni akce je mensi pro pohyb po parabole, jez odpovida skutecné
trajektorii.

Priklad 2
a) Z podminky (%) = 0 dostaneme

0 . wT N 27
=gsin [ — W= —
2 T

vzhledem k tomu, Ze se jedna o prvni priichod bodem x = 0 pro ¢ > 0.
b) Lagrangian pro harmonicky oscildtor mé tvar
1

1
L= 5771.1'2 — 5]4)372

Pohybu oscilatoru v ¢asovém intervalu t € [0, 7] odpovidd akce

T T 1 1
S = / Ldt :/ (—mi2 — —ka:2> dt =
0 0o \2 2

T 1 1
- / (émazw2 cos? (wt) — EkaQ sin? (wt)) dt =
0

1, 57 sin(2wr) 1 o7 sin(2wr)
- [2+ 4w S PR

Pro w = y/k/m pak dostaneme S = %"2 sin(2wt).

c¢) Prvni variace akce je

T( OL 0L

= / (—ukasin(wt) + umaw cos(wt)) dt.
0
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Integraci druhého ¢lenu metodou per-partes a vyuzitim predpokladi u(0) = u(r) = 0
dostaneme

4SS = /DT a(w?m — k) sin(wt)u(t) dt.

Prvni variace akce je nulova pro w = \/g , coz odpovida thlové frekvenci kmiti harmo-
nického oscilatoru.

Priklad 3

a) Rovnomérny pohyb je popsan obecnou funkci x(t) = a + bt, kde a, b jsou konstanty.
Z pocatecni podminky pro polohu castice plyne a = 0, z koncové podminky dostavame
b= %, potom funkce z(t) = %t. Akce pro rovnomérny pohyb je

T 2
1 mL

Sy = —ma*dt = .
0 /Ozmx 2T

b) Nerovnomérny pohyb je popsén funkei Z(t) = x(t) + u(t) = %t + u(t). Akce pro
nerovnomérny pohyb je

m mL? or, 17 m (T
= - dt = dt = = — 12 dt.
S /0 mi? / ( u—i—u) QT—I—{TUL—FQ/OU

Prostfedni ¢len je roven nule, protoze u(0) = u(7) = 0, a integral je pro nenulové wu(t)
kladny. Proto je akce pro nerovnomérny pohyb vzdy vétsi nez pro pohyb rovnomérny.

Priklad 4

Pro lagrangian L(qi,...,qn,d1,---,qn,t), ktery je funkci zobecnénych soutradnic, jejich
casovych derivaci a casu, lze z Hamiltonova principu odvodit soubor Lagrangeovych rovnic
d oL OL B
dtdg;  dq;

kde index ¢ = 1, ...n. Nahradime-li v nich lagrangian sou¢tem L + 9 dt ,kde f(q1, .-, qn,t)
je libovolna funkce zobecnénych souradnic a ¢asu, dostaneme

doL oL)  [d (9df\  9df]_

Vyraz v prvni hranaté zavorce je zfejmé roven nule, nulovost druhé hranaté zavorky
musime ovérit. Upravujme tedy:

o of . of . of\] o [of. f. o, 0f
[] B &{a%(al o +8_q”+5)}_aq@-(a_qlql+"'+a q”E)

d [of of f f
7(aqi> o0 (a—fH *a—qﬁa)

2F 92 f 92 2F 92F 92
fQ1+"'+ an+ U f(h-i-“ il n Tt /
9q10g; 94,0q; Otdy; 9q:0q1 " Sgiog. " " Bg.on
Diky zaménnosti pofadi parcialnich derivaci je tento vyraz identicky roven nule. Pridani
uplné derivace libovolné funkce zobecnénych soutadnic a ¢asu k lagrangianu tedy Lagran-
geovy rovnice skutecné nezméni.
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Priklad 5
Budeme-li prepokladat, ze se maly element struny délky dx pohybuje pouze ve sméru osy
y, pak jeho kineticka energie je 3 (p dx)y?. Celkova kinetickd energie struny tedy je

‘1
T:/ —py? dz.
0 2

V rovnovazné poloze ma struna délku [, pii vychyleni z této polohy se struna prodlouzi a
jeji délka je

I
Z+Al:/ V1+y?de.
0

V piipadé malych vychylek mtizeme pouzit piiblizné vyjadfeni /1 +y? ~ 1+ 3 142 Po
dosazeni do predchoziho integralu a po jeho vypoctu dostaneme

‘1
Al:/ —y"% dz.
0 2

Pti prodluzovani struny je vykonana prace 7Al, ktera je rovna potencialni energii struny
V, tedy

‘1
V:/ —7y%dax.
0 2

Pro lagrangian definovany jako rozdil kinetické a potencialni energie pak vyjde hledany

vztah
!
1 1
L=T-V = —p? — =7my? ) d
/0(203/ 273/) z,

! (yg,y’)

kde jsme pro tcely dalsich vypo¢ti oznadili integrand jako funkei f(y,y,vy’). K odvozeni
vlnové rovnice vyuzijeme Hamiltontiv princip nejmensi akce. Pohybu struny v ¢asovém
intervalu od t; do ty odpovida akce

to to l
S:/ Ldt:/ / fy,9,y') dz dt.
t1 t1 0

Uvazujme nyni malou variaci vychylky struny dy(zx,t), jejiz hodnota je nulova v ¢asech
t1, to a také v bodech x = 0 a x = [, v nichz je struna upevnéna. Variace akce je

= rt1of af o(by) , Of 0(6y)
(55—/t1 /0 [8_y5y+8_y7+8_y’W} dx dt.

Integraci druhého clenu podle ¢asu t a tietiho ¢lenu podle souradnice x metodou per-
partes dostaneme

05 = //[a_y‘_(ag) i ()| o aza

nebot variace dy je nulova v krajnich bodech interval integrace ptes z i t. Dle Hamil-
tonova principu ma byt nulova prvni variace akce S pro libovolnou variaci dy, ktera
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splnuje podminku nulovosti v krajnich bodech. To je mozné splnit pouze pokud je vy-
raz v hranatych zavorkach z predchozi rovnice roven nule, dostavame tedy Lagrangeovu

rovnici
of 9 (9f\ _ 9 (Of\ _,
Oy Ot \ dy ox \oy' )

Piislusné parcialni derivace pro funkci f(y, ¥, vy’) odpovidajici struné jsou

af af _ . of /
ay ) ay py? 8y/ Ty
Po dosazeni do Lagrangeovy rovnice dostaneme hledanou vlnovou rovnici
Py _ 20
ot? ot?’

kde ¢ = \/% je rychlost Sifeni vln na struné.

2 Vazby a stabilita

Piiklad 6
V kartézské soustavé souradnic (x,y) zvolené dle obrazku 23 ma dolni konec tyce soufad-
nice [z1(t),0] a horni konec tyc¢e soutadnice [0, y2(t)], hel sevieny osou x a ty¢i oznac¢me

©(t). Na horni konec tyce piisobi vodorovné sila F; od svislé stény, na dolni konec tyce

ﬁg. V okamziku, kdy se horni konec tyce oddéli od stény, bude velikost sily B plisobici
na horni konec tyce nulova. Tim padem bude nulové i zrychleni tyce ve sméru osy =z,

nebot zbyvajici dvé sily plisobi pouze ve svislém sméru. Tuto myslenku je tieba vyuzit
pro vyfeseni celé tlohy.

y A
F,
[0,y,] ~— l .
g
T[x:y4]
v A ﬁ1

F, R
[x,,0] X

Obrazek 23
Lagrangian soustavy ma tvar

1 . . 1.
L= §m($% +97) + §JT802 — mgyr,

Vv

Vv
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vici této ose je Jr = %mﬂ) a tithovou potencialni energii. S vyuzitim nasledujicich vztaht
plynoucich z geometrického uspotadani soustavy

1 Y2 Y2
T =7 yr =73 zi+ys =12 gpzarctanx—l,
dostaneme
2 — .’L‘% . l"l
p = arctan ——, p ="
Po dosazeni do lagrangianu
1., PP 1 5

Lzémxlm—ﬁmg ZQ—ZEI.
1

Z Lagrangeovy rovnice %637’: = 887{:1 vyjde pro okamzik oddéleni tyce od svislé stény, kdy
21 = 0, vztah
%12 3
At e (1)
22—z 2

Nyni vyuzijeme zdkona zachovani mechanické energie, ktery ma tvar

1, P L. LS h
—mx —-m — Xy =mg—.

Po dosazeni z rovnice (1) a vyjadieni x; jako funkce h dojdeme k vysledku

Horni konec tyce se oddéli od stény ve vysce %h nad podlahou. Je zajimavé, ze vysledek
nezavisi na délce tyce.

Pozndmka: ReSeni tlohy by bylo jednodussi, kdybychom misto nezavisle proménné x,
pouzili thel .

Priklad 7

Télisko se oddéli ve vysce %r pod vrcholem koule.

Priklad 8

V rovnovazné poloze je tihel p, = arctan 72, thel 1 = @y +
Priklad 9

Pro a < 2p je v rovnovazné poloze ty¢ vodorovna. Pro a > 2p existuji dvé rovnovazné
polohy — v jedné je ty¢ vodorovna, ve druhé ty¢ prochazi ohniskem paraboly.
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3 Eulerovy-Lagrangeovy rovnice

Priklad 10
Vzhledem k inercialni vztazné soustavé spojené se Zemi, jejiz osa y je orientovana svisle
dolti, se téleso o hmotnosti m pohybuje se zrychlenim o velikosti

. mg

Y= IR

m—+ 5

Priklad 11

Vzhledem k inercidlni vztazné soustavé spojené se Zemi, jejiz osa y je orientovana svisle
dolti, je poloha kostek o hmostnosti m; a msy urcena souradnicemi y; a . Z usporadani
kladek vyplyva, ze pri infinitezimalnim posunuti prvni kostky o vzdalenost dy; se druha

kostka posune o vzdalenost dy, = —%dyl. Integraci tohoto vztahu dostaneme
1 . L.
yz=—§(0+y1) = ?/2:_§y17

kde C' je konstanta. Dosazenim do vztaht pro kinetickou a potencialni energii

1 . 1 .
T = 5mlyf + §m2y§, V = —migyr — magy»

dostaneme lagrangian ve tvaru

1 1. 1
L=T-V = (m+ ;lmz)yf +migys — 5mag(C + ys).

Po vypoctu Lagrangeovy rovnice vyjadiime zrychleni kostky o hmotnosti m; vztahem
1

- 2=
1
mq —+ ZmQ

my — 5Ma

Y1 = g.

Priklad 12

Vzhledem k neinercidlni vztazné soustavé pohybujici se svisle vzhiiru se zrychlenim o ve-
likosti A, jejiz osa y; je orientovana svisle dold, je poloha kostek o hmostnosti m; a
meo urcena soutadnicemi yg; a yro. PTi infinitezimalnim posunuti prvni kostky o vzdale-
nost dyx; vzhledem ke kladce se druhé kostka vzhledem ke kladce posune o vzdalenost
dyre = —dyi. Integraci tohoto vztahu dostaneme

Y2 = C — Y1 = U2 = —Yk1,

kde C je konstanta.
Vzhledem k inercidlni vztazné soustaveé spojené se Zemi, jejiz osa y je orientovana
svisle dolti, je poloha kostek o hmostnosti m; a msy urcena souradnicemi

1
Y1 = Yo1 + voit — 514752 + Yk,

1
Yo = Yoz + Voot — §At2 — Yk1,
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kde o1, Yo2, Vo1, Vo2 jsou konstanty urcujici polohu a rychlost kostek v ¢ase t = 0. Po
vypoctu casovych derivaci a dosazenim do vztaht pro kinetickou a potencialni energii

1 I .
T = émlyf + §m2y§, V = —migyr — magys

dostaneme lagrangian ve tvaru

1 ) 1 .
L = T-V = 57’)’“[(?)01 — At) + ykl]Q + §m2[(1}02 — At) — %1]2 =+
1 1
+m1g(y01 + U01t — §At2 -+ yk1) + ng(yog + Uogt — §At2 — yk1>
d oL oL

= o vyjadiime zrychleni

Po vypoctu Lagrangeovy rovnice g B = D

my —me

Uk = (g+ A).

my + mo
Pro zrychleni kostky o hmotnosti m; vzhledem k Zemi pak dostaneme vztah

1 — M2

= g — A= — (g+A) — A.

m1+m2

Pozndmka: Uvedeny vysledek ztstava v platnosti i tehdy, jestlize zrychleni A neni kon-
stantni, ale méni se v case.

Priklad 13

Vzhledem k inercialni vztazné soustave spojené se Zemi, jejiz osa = je orientovana Sikmo

Vv

L2
T = —gsina.

3

Priklad 14
Vzhledem k inercialni vztazné soustavé spojené se Zemi, jejiz osa x je orientovana Sikmo
dolti podél naklonéné roviny, je velikost zrychleni tezisté valce x, = %g sin o, velikost

Vv

leni téles nezavisi na p; 2 ani na ryo.

Priklad 15
Vzhledem k inercialni vztazné soustaveé spojené se Zemi, jejiz osa = je orientovana Sikmo
dolti podél naklonéné roviny, je velikost zrychleni télesa o hmotnosti m;

. mpsina — meo

r = ——"—"—""¢.
my + Mo g

Priklad 16
Zobecnéné soutradnice zvolme tak, ze x, je poloha bloku vzhledem k naklonéné roviné
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Obréazek 24

(méfend smérem dolit podél naklonéné roviny) a xs je poloha naklonéné roviny méfena
podél vodorovné roviny zprava doleva (viz obrazek 24). Kinetické energie mé tvar

1 1
T = EM:E% + g™ [(#2 — @1 cosa)? + (41 sina)?]
1

= §M:U§ + §m(x§ — 2@y cosa + 37).

Potencialni energie je
V =C —mgx; sina,

kde C' je konstanta. Pro lagrangian pak dostavame vyraz

1 1
L=T-V = §M:c§ + §m(:1:§ — 2@y cosa + 43) — C' + mga; sin a.

Po jeho dosazeni do Lagrangeovych rovnic

4oL _ oL 4oL _ oL
dt axl N 81’17 dt (9382 N 81’2
vyjde

MmI1 — MEy COS . = Mg sin «,

(M +m)is — mdy cosa = 0.

Odtud mizeme vyjadfit zrychleni #; (tj. zrychleni bloku podél naklonéné roviny) i zrych-
leni Z5 (tj. zrychleni naklonéné roviny ve vodorovném sméru) ve tvaru

; msinacos’a .
r7 = | —/———— —slna|g,
M + msin?a

m Sin o cos o

€ e —
2 M+msin2ag

Priklad 17
Vzhledem k inercidlni vztazné soustavé spojené se Zemi, jejiz osa x je orientovana vodo-
rovné zleva doprava, se klin o hmotnosti M pohybuje se zrychlenim o velikosti

mg(sin® a — cos? )

e 2M + 4m — m(sina + cos )?
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Priklad 18

Pocatek kartézské soustavy soutfadnic (x,y) pevné spojené se Zemi umistime do bodu
zavésu dvojitého kyvadla (viz obrazek 25). Poloha ¢astic o hmotnosti m; a my je uréena
dvojicemi soutadnic x1,y; a x2,ys. Z geometrického usporadani pro né dostaneme vztahy

xr1 = lisinpy,
y1 = licospy,
To = ll sin ©®1 -+ l2 sin Y2,

Yo = licosp + Iy cosps.

Jejich ¢asové derivace jsou

v

X
— (p1 I
N
[x;,y.]
1) I2
i P2 [X21y2]
mZ
Yv
Obréazek 25
1 = lLiprcoser,
7 = —lLipisiney,
Ty = 11 cos Py + lapa cOS o,
Y2 = —lip1sing; — lapa sin .

S vyuzitim téchto vztahti upravime vztah pro kinetickou energii

1 . )
—my (&3 + yg) =

1 ) .
T = §m1(37% +97) + 5

1
- mll SOI +

1
9 512 [l1S01 +13 902 + 20113192 COS(SO1 902)].

2
a potencialni energii
V= —migyr — magys = —magli cos o1 — mag(ly cos g1 + Iy cos pa).
Lagrangian
L = T-V= lmlllwl + 1m2[llg01 + 13¢5 4 211 1o pa cos(py — pa)] +
+magly cos 1 + mgg(ll cos o1 + I3 cos pa).

Po dosazeni lagrangianu do Lagrangeovych rovnic

4oL _ oL 4oL _ o
dt 8@1 N 89017 dt 64,02 n 8(,02
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a vypoctu prislusnych derivaci dostaneme pohybové rovnice popisujici pohyb dvojitého
kyvadla

(my + mg)lfgbl + malylops cos(p1 — v2) + mQleggbg sin(p; —@2) = —(my + ma)gly sin gy,
MalaPa + malila@y cos(p1 — @) — malily@? sin(py — o) = —maglysin @y,

Pro ptipad malych amplitud kmitd 1ze tyto rovnice linearizovat — siny nahradime jejich
argumentem, cosiny nahradime jednic¢kou a zanedbame vyssi fady funkci ¢ a ¢o. Vyjde

(m1 + m2>l%¢1 +molilage = —(my 4+ ma)glip,
mal3@s + moliloy = —maglaps. (2)

Nyni vypocteme vlastni frekvence w kmiti dvojitého kyvadla. Predpokladejme, Ze funkce
©1, (P2 maji tvar

p1 = A, Py = Age™”,
kde Ay, As jsou komplexni konstanty. Potom
G = —wrAet Py = —w? Agelt.
Dosazenim do rovnic (2) a tpravou dostaneme

Al[(ml + mg)(g — lle)] + AQ[—m2l2w2] = 0,
Ay [=maliw?] + Ag[ma(g — lw?)] = 0. (3)

Tuto soustavu rovnic pro amplitudy A;, A muZzeme prepsat do maticového tvaru

(my +m2)(g — hw?) —malw? Ay 0
— 2 72 = : (4)
mgllw mg(g lgw ) A2 0
Vlastni frekvence kmitl w vypocteme z podminky nulovosti determinantu matice sou-

stavy, tedy

(my +mao)(g — hw?)  —malow?
2 2y | = 0.
—maliw ma(g — low?)
Po vypocteni determinantu a tpravé dojdeme k rovnici
mllllzw4 — (m1 -+ m2)<ll + lg)ng + (m1 + m2)92 = 0,

ktera vzhledem k proménné w? piedstavuje kvadratickou rovnici. Jeji feSeni je

wi2 _ (my +ma)(ly +1l2)g (1 4 \/1 B : dmqlyly ) .

2m1l112 my + TTL2>(Z1 + l2)2
Pro specialni pripad, kdy m; = my = m a [y =l = | dostaneme
Wiy = T(2£V2),

Dosazenim do rovnic (3) vyjdou pro tento pfipad vztahy mezi amplitudami

W= %(2+\/§) - Ay = —24,,

Nizsi vlastni frekvence odpovida kmitani ¢astic ve fazi, vyssi frekvence pak kmitani v pro-
tifazi.

30



Priklad 19

Vychylku kyvadla od osy dané stfedem cepu a bodem zavésu kyvadla popisuje zobecnéna
soufadnice ¢. Polohu télesa o hmotnosti m v kartézské soustavé soutadnic (z,y), jejiz
stfed je shodny se stiedem cCepu a jez je pevné spojena se Zemi, lze vyjadrit vztahy

z(t) = Rcos(wt)+ lcos(wt + @),
y(t) = Rsin(wt) + [sin(wt + ¢).
Potenciélni energie je nulova, proto méa lagrangian tvar

1 1
L= gm(# +§?) = gmlR% + 2Rwl(w + ¢) cos p + P(w + ).

Lagrangeova rovnice popisujici pohyb rotujiciho kyvadla
¢ + Rw?sing =0

je formalné shodné s rovnici popisujici pohyb matematického kyvadla se stejnou délkou
zaveésu |

lp+gsing =0

Ze srovnani obou rovnic plyne, Ze rotujici kyvadlo se chova jako matematické kyvadlo
v tihovém poli g = Rw?.

K tomuto vysledku lze dospét i tivahou, jestlize budeme situaci popisovat v neiner-
cialni rotujici soustavé spojené s ¢epem. Na téleso pak plisobi odstrediva sila, kterda ma
vzhledem k ¢epu nenulovy moment. Neni tézké ukazat (nejlépe geometrickou tivahou vy-
uzivajici dvoji vyjadieni plochy trojihelnika s vrcholy danymi ¢epem, télesem a stfedem
rotace), Ze tento moment je roven w?Rlsin p, tedy je stejny, jako moment piisobici na
matematické kyvadlo v homogennim gravitacnim poli intenzity w?R. Na téleso ptisobi
v uvedené neinercialn{ soustavé rovnéz Coriolisova sila F, = 2m¥ x @, ta je vsak kolmé
na rychlost télesa v vzhledem k této soustavé, ma tedy smér tyce [/, jeji moment vhledem
k ¢epu je proto nulovy a kyvani télesa tak neovlivni.

Priklad 20

Pocatek kartézské soustavy soufadnic (z,y) pevné spojené se Zemi umistime do bodu,
v némz je zavés kyvadélka v okamziku, kdy je pruzina v nenapjatém stavu. Za zobecnéné
soufadnice popisujici soustavu zvolime polohu kvadru danou soufadnici x a odchylku
kyvadla od svislého sméru danou thlem ¢.

Lagrangeovy rovnice jsou

(M +m)i +mlpcosp —mlp?sing = —ka,
mlicos +mi*p = —mglsinp,
linearizované Lagrangeovy rovnice
(M +m)i+mlp = —ka,
mi+mly = —mge.

Pro vlastni frekvence vyjdou dvé hodnoty

9 1)k my g k my g1° kg
=g 3t (rap) 15 |t (U ap) 1) — 43

31



Priklad 21
Lagrangeova rovnice

(14 4A%22)% + 4A%ri? = —2Agz.

Priklad 22
Ve valcové soustavé soutadnic (7, ¢, ), kdy osa z je shodné s osou kuzelu, 1ze popsat kuzel
rovnici z = r cot a. Lagrangian ma tvar

1 1
L= §m(7‘2 +1r29® 4+ %) —mgz = §m(7'°2 +12¢% 4+ 7% cot® ) — mgr cot a.

Lagrangeovy rovnice jsou

(1+cot>a)mit = mr¢® —mgeceota,
d .
P (mngo) = 0.

Velikost slozky momentu hybnosti ve sméru osy z se zachovava a je dana vyrazem [, =
mrip.

Priklad 23
Vypocet provedeme v kartézské soustavé soutadnic (z,y, z). Polohovy vektor 7 a vektor
rychlosti ¢astice v rozepiseme do slozek

7= (z,y,2), T=r=(&19,%).

Skalarni potencial ¢ a kazda ze slozek vektorového potencidlu A= (A, Ay, A,) je funkel
souradnic a casu, tj.

SO - ()O(x7 y? ZJt)7 Ax - Al’(‘r7 y? Z? t)? Ay = Ay(‘r7 y7 27 t)? AZ = AZ(‘T7 y? Z? t)’

4oL 6—§ dostaneme

dt 0z ~— 0.

d 8A, . OA, . A B

- . A _ T . Y . z.\ _ U¥

dt[mm+q d q(@xx—'— 9z V" on z) oz’

oAy 0A OAL AN (A 0A, 0AL) Dy
I\ or oy’ o2 o )~ T\ ot oY or

Rozepsanim Lagrangeovy rovnice

Po tprave

e (0A 09\ (04, 0A,  OA.  OA,
N\ T o) T\ e T ey Y T e T e, )

Zavedeme-li vektor intenzity elektrického pole E = (E., E,, E,) a vektor magnetické in-
dukce B = (B,, By, B,) vztahy

s o 0A  [0p DA, Dp DA, dp  0A,

E==Ve-5; = <8x+8t’8y o T ))
L. (DA 0A, DA, 0A. DA, 0A,
B_VXA_((‘?y 0z 0z or Oz 8y)’
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rovnici (5) prepsat
mi = qE, + q(B.y — By2).
Piimym vypoctem ovéiime, Ze vyraz B,y — B,z je roven z-ové sloZce vektoru
¥ x B = (B, — By%, B2 — B, Byi — Bay),

Analogickym rozepsanim zbyvajicich dvou Lagrangeovych rovnic ovéfime platnost vekto-
rového vztahu
d?r

Priklad 24

Za zobecnénou soutadnici popisujici pohyb fetézu zvolme vertikdlni polohu jeho konce
visictho pfes hranu stolu (viz obrazek 26), ozna¢me ji y(t). Rovinu stolu zvolme za hla-
dinu nulové potencialni energie v tihovém poli. Kinetickd energie fetézu je T' = %my’Q.
Potencialni energie casti fetézu, kterd lezi na stole, je nulova. Potencialni energie ¢asti
fetézu visici pfes hranu stolu, jejiz hmotnost je m¥, ma tvar V = —mg¥%$. Lagrangian
soustavy tedy je

1 1 g2
L= —-my*+ —mg=
me + 2mg [
Po dosazeni do Lagrangeovy rovnice %‘Z—g = ‘3—’; vyjde

1,

Obrazek 26

jj - (.U2y = 07
kde w? = %. Obecné feSeni této diferencialni rovnice mé tvar
y(t) = Ae”t + Be ",

kde A, B jsou realné konstanty, jejichz hodnoty uré¢ime z pocatecnich podminek. V case
t = 0 visi pres hranu stolu ¢ast fetézu délky a, tedy y(0) = 0, zaroven jeho rychlost je
nulova, tedy y(0) = 0. Dosazenim téchto podminek do rovnice (5) a vztahu

y(t) = Awe”" — Bwe ™",
dostaneme soustavu dvou rovnic
a=A+ B, 0=A-B.
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Resenim jsou hodnoty konstant A = B = 2, potom zavislost polohy konce Fetézu na éase

je dana funkci

a
2

y(t) = %(e‘”t +e!) = acosh(wt) = acosh <\/% t) .

Invertovanim ziskame zavislost ¢asu na poloze konce fetézu

t(y) = \/garccosh (%) :

Retéz sjede ze stolu v okamziku, kdy y = [. Pro zadané ¢iselné hodnoty vychézi t = 1,35
sekundy.

Priklad 25
Lagrangian soustavy je

1 1
L= §m($2 +9°) = ém(f’z + r2w?),

Z Lagrangeovy rovnice %% = ‘g—f dostaneme diferencidlni rovnici

P —wir =0,
jejiz obecné Teseni je
r(t) = Ae”" + Be ™",

kde A, B jsou realné konstanty. Jejich hodnoty urc¢ime dosazenim pocatecnich podminek
r(0) = ro, 7(0) = 0 do rovnice (5) a jeji ¢asové derivace

7(t) = Awe*" — Bwe ™",

Hodnoty konstant vyjdou A = B = 7, vysledna funkce popisujici radialni polohu kulicky
je

r(t) = ro cosh(wt).

Priklad 26

Poloha castice o hmotnosti m zavésené na nehmotném zavésu délky [ je popsana dvojici
zobecnénych soutadnic — thly ¢ a 6, které jsou znazornény na obrazku 27. Pomoci nich lze
vyjadrit polohu ¢astice v kartézské soustavé soufadnic (z,y, z) s pofatkem v bodé zavésu
kyvadla (viz obrazek 27) vztahy

x = lcosysin,
= [sinpsinf,
z = lcosb. (5)

Lagrangian soustavy je

1 1 :
L= §m(x2 + 7+ %) +mgz = §ml2(g'02 sin? @ + 6%) + mgl cos 6.
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m
.
zv
Obrazek 27
Pohybové rovnice pak jsou
d 2. a2
T (ml psin 9) = 0,
mi?0 = mi*p?sin 6 cos § — mgl sin 6.

Z prvni pohybové rovnice vyplyva, Ze se zachovava slozka momentu hybnosti ve sméru
osy z dana vztahem [, = mi%¢sin? . Existenci tohoto zdkona zachovani lze zdtivodnit
riaznymi argumenty:
1) z-ova slozka vysledného momentu sil ptisobicich na ¢astici je nulova, proto musi byt
z-ovéa slozka momentu hybnosti konstantni,
2) thel ¢ je cyklickd soufadnice, musi se tedy zachovavat prislusna zobecnéna hybnost,
3) lagrangian je invariantni vici otoceni soustavy kolem osy z, proto se zachovava z-ovéa
slozka momentu hybnosti.

Kromé toho se zachovavé zobecnénd energie £ = 1mi*(¢?sin® 6 + 0%) — mgl cos 6.

Priklad 27

Lagrangeova rovnice je
g+ 25@ + gsingp =0,

kde ¢ je vychylka kyvadla od svislé osy.

4 Variacni pocet

Priklad 28

Hledanou kiivku budeme parametrizovat v kartézskych souradnicich jako (z(t), y(t)), kde
t je parametr. Plochu uvnitf kfivky mutzeme vyjadrit jako S = %M T X df’|, protoze
}%F X dr] ‘ je ocividné plocha infiniteziméalniho trojuhelnicka opsaného polohovym vekto-
rem 7 pfi jeho zméné o dr. Pfepsanim pomoci parametru ¢ miizeme plochu a délku kiivky
po fadé vyjadrit jako

1 1 . 1

Tecky znaci derivace podle parametru .
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Maximalni plochu p#i podmince pevné délky kiivky (tj. [ = h) budeme hledat metodou
Lagrangeovych multiplikatorti. Budeme tedy maximalizovat veli¢inu

A—S—A(Z—h)—Amj{(w ya )\«/ac2+y>dt

g

f(z,y,2,9)

kde A je Lagrangetiv multiplikator. Eulerovy-Lagrangeovy rovnice pak jsou

dof of d L
dor_of oy 4 Ci—0 (7

Tyto rovnice by bylo pomérné obtizné resit obecné. Vyuzijeme proto volnost, kterou nam
nabizi volba parametru ¢, a vybereme t jako délku métenou podél hledané kiivky. Diky
tomu plati dz? 4+ dy* = dt* a proto /4% + y? = 1. Rovnice (6) a (7) pak ptejdou na
jednoduchou soustavu

AN +y=0, ANj—2 =0, (8)

kterou muizeme Tesit napft. zderivovanim jedné rovnice, dosazenim do druhé, nalezenim
funkei @(t), y(t) a naslednou integraci. Obecné feseni soustavy pak je

t t
x(t) = 2o + Rcos (X + 800> ; y(t) = yo + Rsin (X + 900> ; 9)

coZ je rovnice kruznice s polomérem R a stiedem (xg,1p). Kiivka obepinajici nejvétsi
plochu pfi dané délce je tedy podle ocekavani kruznice.

Priklad 29

Bez Gjmy na obecnosti miizeme zvolit kartézskou soustavu soutadnic tak, ze jeji pocatek
je shodny s bodem A (viz obrazek 28) a osa x odpovida nulové hladiné potencidlni energie
v tithovém poli. ProtoZe v bodé A ma c¢éstice také nulovou rychlost, je jeji celkova energie
rovna nule. Pii pohybu podél hledané trajektorie je kinetickad energie castice T = %va,
kde v je velikost jeji rychlosti, a potencialni energie V = —mgy. Potom plati

Lo,

émv —mgy =0 = v =1/29Yy.

Ma-li se ¢astice dostat z bodu A do B za nejmensi ¢as, je tfeba najit funkci z(y), pro niz

A00) x

47
(o]}

Blx.,y.]

Obrazek 28
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nabyva minima funkcional

/B dl /B dz? + dy? /2,/2 1+ g2
t ey _— = _— dy’
AU Ja 29y " 29y

f

kde dl je element délky trajektorie a ¢arka znaci derivaci podle y. Hledanou funkei z(y)
ziskdme z Eulerovy rovnice diy% = g—i, ktera je formalné shodné s dfive pouzivanou
Eulerovou-Lagrangeovou rovnici, avsak misto ¢asu t je nyni nezavislou proménnou sou-

fadnice y. Po vypoctu prislusnych parcialnich derivaci vyjde

d x
dy | Vy(1+27)
Integraci této rovnice podle proménné y dostaneme
! 1

NI

kde prava strana predstavuje vhodné zapsanou integracni konstantu. Reseni této dife-
rencidlni rovnice vyjadiime pomoci parametru ¢. Zavedeme-li substituci 2 = cot Z, po
umocnéni celé rovnice a vyjadieni y dostaneme

2ax" 2a cot? £ 5 P
= 1127 "1 T oot? 2 = 2a cos 5= a(l+ cosp).

Y

S vyuzitim tohoto vysledku upravime vztah 2’ = cot £, tedy

1
dz = cot fdy = ay | M(— sin ) dep = —a(1 + cos ) d.
2 1 —cosp

Po integraci
r = —a(p +sinp) + b,

kde b je integracni konstanta. Pfechodem od proménné ¢ k proménné 6 podle vztahu
¢ = m—0 a s vyuzitim podminky prichodu kiivky bodem A[0, 0] dostaneme parametrické
rovnice cykloidy

zr = a(f —sinb), y = a(l — cosé).

Hodnotu konstanty a lze uréit z podminky priichodu kiivky bodem B[zs,ys]. MiZeme
také jednoduse ovérit, ze v pocatku souradnic ma cykloida svislou tecnu.

Priklad 30

Maupertuisiiv princip iika, Ze castice se bude pohybovat po takové trajektorii, pro niz
nabyvé extrému (vét$inou minima) funcionél

J = /v(x,y) dl :/\/2(E—:;(:c,y))\/m7
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kde V' (z,y) je potencidlni energie soustavy ¢astice + Zemé. Dosazenim vztahi pro po-
tencialni energii V' (z,y) = mgy a celkovou energii soustavy F = mgh do funkcionalu
dostaneme

7= \/ AEZ V) faar s ayt = [ V2= .

flz,zy)

kde 2/ = g—g. Minimum funkcionalu nastane pro takovou funkci f, pro niz je splnéna

Eulerova rovnice
dof _of
dy 0x' Oz’
Po vypoctu prislusnych parcidlnich derivaci vyjde
/
d% ( 29(h —y)- —*1:::1:'2) =0
Tuto rovnici mizeme integrovat podle proménné y, vysledek je

/

T
V29(h—vy) — = (1,
9( y) T2 1

kde C] je integracni konstanta. Separaci proménnych dostaneme vyraz

Cl dy

dr = ,
V29(h —y) — C?

ktery mtizeme integrovat, tedy

C
v+ Cy= ?j\/Qg(h—y) -4,

kde C5 je dalsi integra¢ni konstanta. Vyjafime-li nyni funkci y(z), dostaneme rovnici
paraboly
ct g

_ i 9 2
y(a:)—h+2g 2012(33—1—02).

Priklad 31

Trajektorie Castice v centralnim potencialu lezi v roviné, v niz zavedeme soustavu polar-
nich soufadnic (7, ¢). Podobnym postupem jako v pfedchozi loze ukazeme, Ze trajektorie
je popsana rovnici

Ct
r= - ,
2 4 2—2+%COS(¢+C’2)

kde C} a (5 jsou integrac¢ni konstanty, a ma tedy tvar kuzelosecky.
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Priklad 32
Fermattv princip tika, ze paprsek svétla se bude pohybovat po takové trajektorii, pro niz
nabyvé extrému (obvykle minima) funkcionél

J = /n(r_") d,

kde dl je element délky trajektorie. Vypocet provedme v kartézské soustavé souradnic
(x,y, z), v niz soufadnice trajektorie parametrizujeme pomoci parametru 7, tedy

Element délky trajektorie je dl = /dz? + dy? + dz2, funkciondl J tedy mtizeme prepsat

7= [l y VT &7 0 = [ty \/Td

kde tecka znaci derivaci podle parametru 7. Minimum funkcionalu nastane pro takovou
funkci f, pro niz je splnéna trojice rovnic

dor_of dof_of  dof_ of
droz oz’ droy oy’ dro: 0z’

Upravujme prvni z nich — po vypoctu prislusnych parcialnich derivaci vyjde

d na _On
— —V &2+ g2+ 22
dr \/i2 + 2 +22 O

Nyni od parametru 7 pfejdeme k parametru [, ktery udava délku trajektorie. S vyuzitim
vztahu % = /22 + y? + 22 déle rovnici postupné upravujme

d( dT) On dl
N naj_ — _

dr dl Ox dr’
dr i dedr\  an
ddar\"aral) T ox

d( dz _ On
a\"a) T ox

Dopocteme-li analogické rovnice pro proménné y a z, muzeme celou trojici zapsat ve

vektorovém tvaru
d . dr >
Tl (Mﬂa) = Vn(7),

ktery predstavuje hledanou diferencialni rovnici popisujici trajektorii paprsku v prostiedi
se spojitym rozloZenim indexu lomu n(r).

5 Reseni pohybovych rovnic
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Priklad 33
Zavedeme-li v roviné xy soustavu polarnich soutadnic (7, ¢), je poloha kulicky popsana
vztahy

x = rcos(wt), y = rsin(wt) , (10)

kde jsme kviili zjednoduseni zépisu (avSak bez Gjmy na obecnosti) zvolili, ze v ¢ase t = 0
se kulicka nachéazi na ose z. S pomoci vyjadreni ¢asovych derivaci

& =7 cos(wt) — rwsin(wt), y = rsin(wt) + rw cos(wt)

dostaneme vyraz pro kinetickou energii

1 1
T = §m(m2 + %) = §m(7*2 + r2w?).

Potencialni energie pruznosti je

1
V= 5]5(7’ — 7"0)2,

kde 7 je délka pruziny v nenapjatém stavu. Lagrangian soustavy pak vychazi

1 1
L=T-V= 5m(7*2 + riw?) — ik(r —1g)>.

Vypoctéme Lagrangeovu rovnici

doL 0L
dtor — or’
mit = mrw® —k(r —rg). (11)
Oznacime-li
k k
wh = —, P =——w=w —u
m m

prepiSeme Lagrangeovu rovnici do tvaru
i+ Q% — wirg = 0.
Obecné teseni této diferencialni rovnice je

Towd

r(t) = 02 + Acos(Qt) + Bsin(Qt),

kde A, B jsou konstanty zavislé na poc¢atecénich podminkach.
Energie F soustavy je dana souctem kinetické a potencialni energie, tedy

1 1
E=T+V= ém(f‘Q + r2w?) + Ek(r —79)%.
Efektivni potencial tedy ma tvar

1 1
Vi = §mr2w2 + 5]{:(7‘ —19)>.
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S vyuzitim Lagrangeovy rovnice (11) vypodtéme ¢asovou zménu energie soustavy
dE
dt

Po integraci dostaneme

= mii + mriw? + k(r — )i = 2mriw?.

E = mr’w? + konst.

Z vysledku je vidét, ze hodnota energie F neni v case konstantni. Fyzikalni vyznam
vyrazu, vypocteného pro jeji ¢asovou zménu, odvodime z dynamického pohledu na tuto
soustavu.

V inercialni soustaveé pevné spojené s rovinou xy pusobi v kazdém okamziku na kulicku
dvé sily. V radidlnim sméru ptisobi pruzina silou ﬁp, ve sméru kolmém na radialni smér
piisobi sténa trubky silou F (viz obréazek 29). T¥eni mezi trubkou a kuli¢kou neuvazujeme.
Pohybové rovnice kulicky tedy budou

mi = —Fsin(wt)+ F,cos(wt),
my = Fcos(wt)+ F,sin(wt),

Po vypoétu druhych ¢asovych derivaci z rovnic (10) dostaneme

% cos(wt),

¥ = fFcos(wt) — 2rwsin(wt) — rw
= #sin(wt) + 27w cos(wt) — rw? sin(wt)

a vyuzitim vztahu pro velikost pruzné sily

F,=—k(r —mo)
prepiseme pohybové rovnice do tvaru
m[i* cos(wt) — 2rwsin(wt) — rw? cos(wt)] = —Fsin(wt) — k(r — rg) cos(wt),
m[i* sin(wt) + 27w cos(wt) — rw?sin(wt)] = F cos(wt) — k(r — o) sin(wt).

Vyjadienim velikosti sily F' dojdeme ke vztahu
F = 2mwr.

Nyni uz bude zfejmy vyznam vyrazu vypocteného pro ¢asovou zménu energie

dFE
— = 2mriw? = Fur.
dt

Jedna se o vykon sily F , kterou piisobi sténa trubky na kulicku. Dale vypoctéme také
zobecnénou energii € danou vztahem

_ 0L

T or

je zobecnéna hybnost ptislusna souradnici . Po dosazeni za lagrangian a vypoctu parcialni
derivace dostaneme

e=p7 — L, kde Dy

1 1
€= §m(7'“2 —r2w?) + 51{:(?" —19)? = E — mri?’.

Hodnota zobecnéné energie se tedy v Case zachovava, coz vyplyva z toho, ze lagrangian
nezavisi explicitné na case.
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Xv

Obrazek 29

Priklad 34

Trajektorie ¢astice v centralnim potencialu lezi v roviné, v niz zavedeme soustavu polar-
nich soufadnic (r,¢). Lagrangidn mé tvar L = 3m(i? +r%¢?) + %. Protoze je soufadnice
@ cyklicka, zachovava se prislusna zobecnéna hybnost, coz je fyzikalné slozka momentu
hybnosti kolmé na uvedenou rovinu s hodnotou | = mr?¢. Celkové energie

1 a 1 12 Q@
E = -—m@? +7r*?) — — = —mr? + ——=0.
2 ( ?’) r2 2 2mr2  r?
o . .. wels ;. d
Ze vztahti pro moment hybnosti [ a celkovou energii E' s vyuzitim rovnosti ¢ = 32 a

7= % vylou¢ime Cas, ¢imz ziskame rovnici

dr +2ma — 12

— = ———do.
r ) 14

Po integraci dostaneme funkci popisujici trajektorii ¢astice

V2ma — 2

r(p) = roexp l (o —wo)|

kde konstanty rg, @o popisuji pocatecni polohu ¢astice. Specialni ptipad predstavuje situ-
ace, kdy | = 2ma, odkud dostaneme () = o, a trajektorii je kruznice.

Priklad 35
Pohyb koralku je plné popsan zobecnénou soutadnici ¢, kterd jako parametr vystupuje
v parametrickych rovnicich cykloidy. Lagrangian soustavy

1
L = om(&* +§°) —mgy
prepiseme pomoci parametrickych rovnic cykloidy a jejich ¢asovych derivaci

r = a(p —siny), T =ap(l —cosp),
y =a(l + cosyp), = —apsiny.

do tvaru

L = ma*p*(1 — cos ) — mga(1l + cos ).
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Nema-li perioda kmitt zaviset na amplitudé, mél by byt systém vlastné harmonickym
oscilatorem. Pti vhodné volbé zobecnéné souradnice ¢ by tedy lagrangian mél vypadat jako
kanonicky lagrangidn harmonického oscilatoru s kinetickou energii mq?/2. To naznacuje,
ze onou vhodnou soufadnici by méla byt délka mérend podél trajektorie castice, tedy
cykloidy. Definujme proto ¢ jako délku tiseku cykloidy od 0 az do ¢:

o= [ () + (@ ar=e [ =)

de

Délka celého oblouku cykloidy je tedy 8a. Pfepiseme-li lagrangian pomoci proménné ¢,
dostaneme

m U\2 m 1
=2y (1__) _moo L a2
5 4 —2mga ™ 5 4~ 5w (¢ —q0)",

kde jsme oznacili w = \/% a qo = 4a. Z tvaru lagrangianu vidime, ze systém se skutecné
chova jako harmonicky oscilator s frekvenci w a rovnovaznou polohou ¢, kterda odpovidi
nejnizsimu bodu cykloidy. Perioda pohybu 7" = %’T =27 4,7“ zfejmeé nezavisi na amplitudé
kmit.

Priklad 36

Kineticka energie 7' a potencialni energie V' jsou dany vztahy

1
T = Jm(# + i), V=36 ),

pro lagrangian L =T — V tedy dostavame vyjadieni

1
L =5m(i* +5?) = S(a® + 7).

Z vypoctu Lagrangeovych rovnic vyjde

doL oL

— = i+ wir = 12
TR e = I+ wr=0, (12)
d oL oL )

1o~ 9y j+wly =0, (13)

pfi¢em? jsme oznadili w? = —. Elegantni zptisob, jak vyTesit obé rovnice najednou, je pou-
7it komplexni ¢isla. Vynésobenim rovnice (13) imaginarni jednotkou a pfi¢tenim k rovnici
(12) dostaneme jedinou rovnici

(& +ifj) + w?(z +iy) = 0,
kterou pomoci komplexniho ¢isla z = x + iy mizeme jednoduse piepsat
4 wiz = 0.

Obecné feSeni této rovnice mé tvar

a+b
e
2

. . —b . .
z=1a+1iy =e¥ < wt 4 a 5 e“”t) = e'¥[a cos(wt) + ibsin(wt)], (14)
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kde a, b, ¢ jsou konstanty. Pro ¢ = 0 dostavame
x = acos(wt), y = bsin(wt).
Se¢tenim kvadratii téchto rovnic vydélenych po fadé a? a b? vylouéime ¢as t a dostaneme
N 2 Y\ 2
(2
(a) b
coZ je rovnice elipsy v normalni poloze! s poloosami a, b. Pro obecné ¢ nam faktor e'®

v rovnici (14) celou elipsu natoéi o tihel ¢. Déle rovnici (14) pfepiSeme pomoci Eulerova
vzorce pro komplexni ¢isla el = cos ¢ + isin ¢, tedy

z =x + iy = (cos ¢ + isin p)[a cos(wt) + ibsin(wt)].
Odtud po roznasobeni a separaci realné a komplexni ¢asti dostaneme

r = acos(wt)cosp — bsin(wt) sin ¢,

= acos(wt)sing + bsin(wt) cos p.

Pro vypocet celkové energie soustavy F, kterd je dana vztahem

1 . ) a
E = §m(x2 + %) + §($2 + 7). (15)

vyjadiime pro obecné ¢ casové derivace funkci z, y, tedy

= —awsin(wt) cos p — bw cos(wt) sin ¢,

= —awsin(wt) sin ¢ + bw cos(wt) cos p.

Po dosazeni funkci z, y, # a § do vztahu (15) vyjde po tpravach vztah mezi celkovou
energii soustavy a poloosami elipsy

1 1
E = émw2(a2 +b?) = 504(@2 +b?).
Vyjaren{ vektoru momentu hybnosti [ = (I3, 1, 1,) ve slozkéch je

['=mFx i =m(z,y,0) x (&79,0) =m/(0,0,zy — iy).

Velikost momentu hybnosti [ je tedy rovna velikosti jeho z-ové slozky. Po dosazeni za
funkce x, y,  a y vyjde

[ = mwab = v/am ab.

Priklad 37
Lagrangian soustavy je
1

. . «
L= im(xQ +97) + §<I2 + 42).

'tedy s osami rovnobéznymi se soufadnicovymi osami x a y
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Dvojici Lagrangeovych rovnic
¥ — k% =0, j—ry=0,
kde k = \/a/m, pfevedeme pomoci komplexniho ¢isla z = = + iy na jedinou rovnici
5 — k22 =0.
Obecné teseni této rovnice ma tvar

3 iy — i((;(a—i—ib o a—ib
= y=-=e 5 e + 5

e””t) = e'?[a cosh(kt) + ibsinh(kt)], (16)

kde a, b, ¢ jsou konstanty. Pro ¢ = 0 dostavame
x = acosh(kt), y = bsinh(kt).

Se¢tenim kvadratii téchto rovnosti vydélenych po fadé a? a b? s vyuzitim vztahu cosh?(kt)—
sinh?(kt) = 1 dojdeme k rovnici
T\ 2 y) 2
—) = (Z) =1
(a) (b ’

coZ je rovnice hyperboly v normdlni poloze s poloosami a, b. Pro obecné ¢ nam faktor e'¥
v rovnici (16) celou hyperbolu nato¢i o thel .

Priklad 38
Trajektorie ¢astice v centralnim potencidlu lezi v roviné, v niz zavedeme soustavu polar-
nich soufadnic (7, ). Lagrangidan ma tvar

1 «
2 2.2
L=—-m(r*+r<p*) + —.
2 r
7 Lagrangeovy rovnice 42k = 9L {ostaneme zékon zachovani
dt 0¢ (o))

| = mr?p = konst,

kde [ je velikost momentu hybnosti. Celkova energie soustavy je

1 o 12 o
E— o2+ 202 = & = L2 '
2m(r + r°¢7) . 2m7“ +2mr2 .

Vyloucenim casu z predchozich dvou vztahti dostaneme rovnici trajektorie

/ ldr 1?2 — mar + konst
= = arccos onst.
7 7’2\/2m(E ey 2 rvV2m2E + m2a?

r2

Zvolme soustavu soufadnic (7, ¢) tak, Ze integra¢ni konstanta je rovna nule, a oznac¢me

l2

ma’

2E1?

e=1/1+ 2

p:
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pak muiizeme rovnici trajektorie prepsat

r=— 2
1+ecosp

To je zfejmeé rovnice kuzelosecky, jejiz ohnisko lezi v pocatku soustavy souradnic, pricemz
parametr ¢ ma vyznam ciselné excentricity.

Diskutujme nyni zavislost tvaru trajektorie na hodnot€ energie E. Pro E' < 0 je ¢iselna
excentricita e < 1 a trajektorie ma tvar elipsy; specialnimu pripadu € = 0 odpovida energie
E = —ma?/(2(?) a trajektorie ve tvaru kruznice. Pro E > 0 je £ > 1 a &astice se bude
pohybovat po hyperbole. Pro E = 0 je € = 1 a trajektorii je parabola.

Priklad 39
Trajektorie Castice v centralnim potencialu lezi v roviné, v niz zavedeme soustavu polar-
nich soufadnic (7, ). Lagrangian ma tvar

1 a
I — 22 4+ 202 + &
2m(r —i—rgo)—l—r

Z Lagrangeovych rovnic plyne existence integralu pohybu v podobé momentu hybnosti
o velikosti | = mr?p. Celkova energie po vylouceni ¢ je

m [? Qo
E=—_—r+ ——.
2 2mr?  r
U
ef

Kruhové trajektorii odpovida 7 = 0 a tedy i minimum efektivniho potencialu. Jeji polomér
proto zjistime z podminky U /Or|,—,, = 0, kterd da 1o = [*/ma. Po dosazeni vyjde
. . , ., , , . “ « 2 2 2

kineticka, potencialni a celkova energie po fadé Tp = —~ = 2L V) = —& = —ma

2m7’3 202 E P

By =Ty + Vo = —9°. Plati tedy rovnosti Ey = —Tp a Vy = —27T.

Priklad 40
Resme problém dvou téles o hmotnostech my, ms za piredpokladu, Ze potencidlni energie
interakce zavisi pouze na vzdélenosti téles. V obecné inercialni vztazné soustavé je poloha
téles urcena polohovymi vektory 77, r5. Lagrangian ma tvar

L= §m17’1 + §m2r2 — V(|T1 — 7”2|).
Zvolime-li nyni pocatek inercidlni soustavy shodny se stfedem hmotnosti soustavy (tzv.
tézisfova soustava), bude platit m;7 + may = 0. Oznacéime-li vektor vzajemné polohy

téles ¥ = 11 — T, bude v t&zistové soustavé platit

- m27_" - m1F

r=—, Ty = —————.

mi + Mo mi + Mo
Zavedeme-li jesté tzv. redukovanou hmotnost

mime
b=
mq —+ mo

dosazenim do lagrangianu dostaneme

1 .
L = 5#7_"2 —V{(r).
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Problém dvou téles jsme tedy prevedli na problém pohybu jednoho télesa s redukovanou
hmotnosti 1 v potencidlu V(r). Pro pohyb Zemé kolem Slunce je potencidlni energie déna

vztahem V(r) = —Gmymy/r, kde m; je hmotnost Zemé, my je hmotnost Slunce a G je
gravitacni konstanta. Oznacime-li « = Gm;ms, bude mit lagrangian tvar
1 - «
L= —pi?+ —.
2 r

Ulohu jsme tak prevedli na Keplerovu tilohu virtualni éastice (o hmotnosti y1), kterou jsme
fesili v predchozim ptikladé. Trajektorie Zemé kolem Slunce je elipsa s parametrem p a
¢iselnou excentricitou €, jejiz rovnice v polarnich souradnicich je

ﬁ 2E1?

P e=4/1+

r=—
1+ecosp

kde p= , 5
Jite’ jite’

Pritom F je celkova energie soustavy a [ je velikost momentu hybnosti virtudlni ¢as-

tice, ktery, jak lze snadno ukézat, je soucasné roven momentu hybnosti celé soustavy

v tézistové vztazné soustavé. Jak je zndmo z analytické geometrie, parametr elipsy p a

¢iselnd excentricita € jsou svazany s poloosami elipsy a, b vztahy

b? . Va2 — b2
p:—’ —_ .
a a

Jednoduchou tapravou dostaneme vyrazy pro poloosy elipsy

p o - P l

a:—_—7 b— = .
1—¢e2 2|F| v1—¢e2  \/2ulE|

Periodu obéhu T odvodime ze zédkona zachovani momentu hybnosti, jehoz velikost je

| = pr*¢ = konst.

Vyraz %7“2 dy odpovida plose vysece, kterou vyplni polohovy vektor pii pohybu castice
hmotnosti p po elementu trajektorie prislusném thlu dy. Oznacime-li tuto plochu df,
pak velikost momentu hybnosti je

[ =2uf,

kde derivaci f nazveme plosnou rychlosti. Integraci této rovnice podle ¢asu od nuly do 7T’
a vyuzitim faktu, ze celkova plocha elipsy je dana souc¢inem mab, dostaneme

[T =2umab.

Dosazenim za poloosy a, b dostaneme periodu pohybu

3
T = 97a3/? EZQ 3/2 LZQ a—‘
e \/; T Gm1m2 i (m1 ‘l'mg)G

Pokud bychom misto redukované hmotnosti p dosadili pouze hmotnost Zemé mq, coz
fyzikalné odpovida situaci, kdy by se Slunce viibec nepohybovalo, vyslo by

T’:27Ta3/2,/m:2m/ @ .
o moG
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Pro ¢iselné hodnoty hlavni poloosy drahy Zemé kolem Slunce a = 149 597 887 km, hmot-
nosti Zemé m; = 5,9736 - 10** kg, hmotnosti Slunce m, = 1,9891 - 1030 kg a gravitacni
konstanty G = 6,67384 - 10" m3 kg !.s7? dojdeme k vysledku T = 365,2056 dne a
T = 365,2062 dne. Rozdil T" — T = 47,4 sekundy, coZ rozhodné neni zanedbatelné.

Priklad 41

Celkova energie je dana vztahem F = %mgf + V(y), kde prvni ¢len odpovida kinetické

dy

T separaci

energii a druhy clen odpovida potencialni energii. Vyuzijeme-li rovnosti y =
proménnych dostaneme

dy
=B =V(y)]

Pro dany potencial V(y) = mgy a energii E' = mgy, ziskdme po dosazeni do vyse uvedené

dy 2(yo — y)
t =+ = F| =—= + o,
/\/%[E—V(y)] g

kde o je integraéni konstanta. Po invertovani vyjde y(t) = yo — 39(t — to)?, coz je funkce
popisujici volny pad v tihovém poli.

dt =+

Priklad 42

Pohyb odpovida harmonickému oscilatoru, jehoz poloha je popsana funkci

x(t) = Asin(wt + @),
kde w = \/g a A, ¢ jsou integracni konstanty.

Priklad 43
I kdyz to nemusi byt na prvni pohled zifejmé, jednéd se vlastné o pohyb castice v cen-
tralnim silovém poli. Soustava ma tii stupné volnosti, protoze prvni koule je pevna a
rotaci kouli neuvazujeme. Pro tplné urceni konfigurace soustavy proto staci zadat po-
lohu stfedu S druhé koule. Oznacime-li r vzdalenost tohoto stiedu od pocatku, miizeme
vyjadrit potencialni energii V' pro pripad srazky dokonale tvrdych kouli ve tvaru
V(r):{o pro r>ry 41
00 pro r <ri+nr

Centralnost pole plyne z toho, ze V' zavisi pouze na radialni soufadnici 7.

V centralnim poli se zachovavd moment hybnosti a pohyb stfedu S druhé koule je
proto rovinny. Bez ijmy na obecnosti zvolme, Ze tato rovina je shodna s rovinou zy a dale
Ze se bod S pohybuje po pfimce rovnobézné s osou x. Vzdalenost této piimky od osy x je
rovna impaktnimu parametru p (viz obrazek 30). V roviné zy zavedme soustavu polarnich
soutadic (7, ) standardnimi vztahy = = rcos¢@,y = rsine.  Mimindlni vzdélenost rg
bodu S od pocatku je pfi srazce

o= P pro p>ry+7re,
0 T+ T2 pro p <ry—+ro.

48



yA

Obrazek 30

Rozptylovy thel x je ddn vztahem vypoctenym v Poznamkach k prednaskam [5]:
[d
X=m—2 L , (17)
7o TQ\/QmQ[E —V(r)] - fq—i

kde [ je velikost momentu hybnosti, E' je celkova energie soustavy a msy je hmotnost
druhé koule. Celkova energie a moment hybnosti soustavy jsou rovny kinetické energii a
momentu hybnosti prilétajici koule. Tedy

1
E = §m2v2, [ = maypv.

Dosazenim téchto vyrazti do vztahu (17) dostaneme zavislost rozptylového thlu x na
impaktnim parametru pro p < ry + ro:

d
_7T—2/ P .
r1+7"27«2/

Vypocet tohoto integralu provedeme pomoci substituce

=L = w=--La,
T

”
tedy

p/(ritr2)  qp p
X(p):ﬂ'—Q/ —:ﬂ—Qarcsin( )
0 V13— b2 r1+ 1o

V ptipadé, ze p > ry 4 ry, zTejmeé ke srazce viibec nedojde a rozptylovy thel je roven nule.
Lze tedy napsat

0 pro > 1)+ 1o,
MMZ{ PO

T — 2arcsin pro p <71y +1s. (18)

+T’2

Diferencialni G¢inny prifez odpovidajici intervalu impaktnich parametri [p, p+ dp) je
do = 2mpdp. Podobné diferencialni prostorovy tihel odpovidajici intervalu rozptylovych
ahla [x, x + dx) je dQ = 27 sin x dy. Srovnanim obou rovnic dostaneme

p

dp
do = dQ2. 19
77 sin X dx (19)
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Pro vyjadfeni G¢inného prufezu je tedy nutné invertovat vztah (18). Dostaneme vyraz

p() = (r1 +12) cos 3.

ktery plati pro x € (0, 7]. Dosazenim do vztahu (19) vyjde pro diferencidlni 4¢inny prifez

cos X sin X 1
do = —2—2(r; +1)%dQ = =~ (r; +13)*dQ.
2sin x (r1 +72) 4( ! 2)
S pomoci vztahu d€) = 27 sin ydy provedeme integraci pres cely prostorovy thel a dosta-
neme celkovy U¢inny prirez

T o1

o= / QWZ(rl +79)?sin y dy = w(r +12)*.
0

Tuto hodnotu jsme mohli ocekavat — odpovida prifezu valce o poloméru r; + ro, ktery

vypliuji vSsechny primky rovnobézné s osou x, po nichz se pred srazkou muze pohybovat

bod S, aby ke srazce viibec doslo.

Priklad 44
Oznac¢ime-li py = 2%, kde v, je velikost rychlosti ¢astice v nekonecné vzdalenosti od

centra potencialu, pak ze vztahu (17) z pfedchoziho piikladu ur¢ime zavislost rozptylového
thlu y na impaktnim parametru p ve tvaru

P

Rl

Rozptylovy thel je v tomto pfipadé zaporny, protoze potencial je pritazlivy a castice
se jeho vlivem odchyluje na opac¢nou stranu nez v predchozi tiloze. Diferencialni ¢inny
prufez je

X(p,v9) = —2arcsin

2 2 97 02 i
do=—L0 _qo— g0 ZTAHMIL
48in® x/2 (1 —cosx) (1 —cosx)

Celkovy ucinny prifez pak je

T sinydy
= 2mp? — = 20
7 =2mp [ S o, (20)

coz odpovida tomu, ze k rozptylu ¢astice dojde vzdy.
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6 Inverzni problém

Priklad 45
Protoze potencialni energie nezavisi explicitné na case, bude se zachovavat zobecnénd

energie
1

E = 3 mi? + V(x) = const.
odkud dostaneme
dx 2
— =—/—=1E-V

kde znaménko minus jsme zvolili proto, ze pohyb probiha proti sméru orientace osy .
Odtud vyjadiime dobu pohybu ¢astice

m/o dx m/x(E)
V2 fimvVE-V V2

Zde x(F) znadi zavislost po¢atecni polohy na energii ¢astice, pficemz na poc¢atku pohybu je
E =V aproto z(E) = z(V). Nalézt tvar potencidlni energie matematicky znamena nalézt
feSeni predchozi rovnice, kde V(x) je nezndma funkce a naopak zname t(E). V predchozi
rovnici nyni uvazujme x jako funkci V' a prejdéme k integrac¢ni proménné V. Tedy

o3[ B

Nyni obé€ strany vydélime vyrazem o — E, kde a je parametr, a integrujeme pies E od
nuly do a:

% - \/7/ \/af %%’
N \/7/ \/a—;\E/E v (21)

Pii zaméné poradi integrace se prislusnym zptsobem zménily integracni meze, aby se
integrovalo v obou pfipadech pfes stejnou oblast roviny (E, V') (nejlépe se ke spravnym
mezim dospéje graficky zakreslenim pfislusné oblasti roviny). Integral pfes E vede na
funkei arcsin a je roven 7. Z rovnice (21) pak dostaneme

[z(V)]y =™/ 5 a(a),

m
7T —
2

=
kde jsme vyuzili toho, Ze 2(0) = 0. ProtoZe parametr « byl libovolny, miZeme jej prejme-
novat na V' a dostaneme
1 V r(E)dE
7T\/m/2 0 \/V— E.

z(V) =

o1



Do tohoto vyrazu dosadime zadanou zavislost doby volného padu na energii ¢astice 7(E) =
KVE a uréime z(V), tedy

W) - W%/OV%:W%/OV,/%M:

v
K /| K
= ——— |Varctany/ —— —VE(V - F =
T/ m/2 V-F ( ) o
KV

V2m'

Inverzi ziskdme hledany tvar potencialni energie

Jde tedy o homogenni pole. Pfipad homogenniho gravitacniho pole o intenzité g by od-

2
povidal hodnoté K = ,/——= a vyslo by V = mgz.
mg?

Priklad 46

Stejné jako v predchozim ptikladé vyjdeme z celkové energie castice

1
E = §m3’c2 + V(z).

tLE) = \/g/\/;—x_iv + konst.

Céstice tedy urazi drahu z bodu x; do bodu z, v nichz potencial nabjva hodnoty V () =
V(z2) = E (viz obréazek 31), za Cas

t(E) [ /wz(E) dr

kde 1 (F), x2(E) znadi zavislost polohy téchto bodi na energii ¢astice. Protoze kineticka
energie Castice v bodech x; a x5 je nulova, bude castice neustéle oscilovat mezi témito
krajnimi body s periodou oscilaci

Integraci dostaneme

#2(E) g

Pfi znalosti této periody je nasim tukolem urcit tvar potencidlu, ve kterém se castice
pohybuje. Pritom predpokladame, ze hledana potencialni energie mé v dané oblasti pouze
jedno minimum. Toto minimum rozdéluje V'(x) na dvé oblasti, na kterych je V'(x) prostou
funkci x. Pfijméme jesté konvenci, Ze v bodé minima bude umistén pocatek souradné
soustavy © = 0 a potencidlni energie rovna nule, V(0) = 0. Nalézt tvar potencialni
energie matematicky znamena nalézt neznamou funkci V'(x) s pomoci znamé funkce 7'( E).
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V=E
V(x) V(x,)

Obrazek 31

Stejné jako v predchozim piikladé povazujme x za funkci V. Jelikoz (V') je nyni funkce
dvojznacna, musi byt integral rozdélen do dvou ¢asti pro oblasti, kde x < 0 a z > 0:

. o 0 dffl( dx2 )
TE) = o | Eev cvan [ S

) ‘“_/ imvm”_/ VBT

- (W) ey

Obé strany vydélme vyrazem /o — E, kde « je parametr, a integrujme pres k £ od nuly

do a:
“T(E)dE B
o Va—FL B \/_/

<dx2_da:1) dV
w/ia_ v AV ) JE=V’

[ (e [ty

Jelikoz integrél pfes E je roven 7 a zaroven x1(0) = z2(0) = 0, dostaneme

[T — B laa(a) - n(a)].

Protoze parametr « byl libovolny, mtizeme ho nahradit V', a dostaneme

1 V' T(E)dE
™2m Jo VV -E

Nyni muzeme uzit zndmé periody oscilaci v zavislosti na energii ¢astice T'(E) k urceni
rozdilu zo(V') —21 (V). To znamen4, ze funkce x1, x2 nejsou jednoznacné, je urcen jen jejich
rozdil. Proto je ve vybéru potencidlu velkd volnost: mizeme napi. zvolit funkci zo(V') a
z rovnice (22) dopo¢itat z1(V'); pfitom ovSem musi platit, ze funkce z1 (V) je klesajici a
funkce x5 (V') rostouci.

Jednou z moznych voleb je predpokladat, ze funkce V(z) je sudd, tedy z(V) =
—29(V) = x(V). Pak z rovnice (22) dostaneme

zo(V) — a1 (V) = (22)

1 VT(E)E
2orv2m Jo VV — E

z(V) =
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Budeme nyni podle zadani uvazovat specidlni pfipad, ze T'(E) je konstantni funkce. Pak
dostaneme po integraci

TVV 2mma?
= = Ve=—r—
™/ 2m T2

To je kvadraticky potencial odpovidajici harmonickému oscilatoru, jak jsme mohli vzhle-

dem ke konstantni periodé oscilaci o¢ekavat. Vyjadienim periody jako 7' = 27 /w dosta-

neme tvar V(z) = smw?z?.

z(V)

Priklad 47
Uhel rozptylu y, o ktery je ¢astice odchylena z ptivodniho sméru pfi pohybu v centralnim
poli V (r), je dan vztahem
X =T — 2,
viz obrazek 32. Pro ¢, plati

> (p/r?) dr .
roin V1= 212 =V (r)/E

Jelikoz zname zavislost diferencidlniho G¢inného prifezu na thlu rozptylu

d
do = el dx

dx

Yo =

a vime, Ze plati do = 27pdp, miizeme odtud integraci urcit zavislost p(x) (a tudiz x(p))

v dx

Je vyhodné zavést ve vyrazu pro ¢, nasledujici substituce

Potom

0o = > (p/r?)dr _ _/O ds
o /1 — P22 =V (r)/E 0 VJwi(s)z — 52

kde s je kofenem rovnice zw?(sg) — s = 0 pro libovolné z (tedy sy = so(z)). Dosazenim
za thel rozptylu x(p) obdrzime

1

50 ds
5 [ — x(z)] —/0 m

Tato rovnice je integralni rovnice pro funkci w(s), kterou chceme ziskat (z ni pak V(r)).
To 1ze udélat zptsobem obdobnym pfedchozim dvéma piikladim, tj. uzitim faktu, ze

= T.

/a \/(b—z;:(fc—a)

o4



Vydélime obé strany integralni rovnice vyrazem /o — x a provedeme integraci podle
proménné x od nuly do «, tedy

/Oa(w—;(x))\/% _ /O“%/OS”)\/#:

s0(a) a T
/0 & /x@ Via—uo) fw%s)x =)

so(a) @
/ ds/ 1 dx _
0 z(s) UJ(S) 32
(v — ) (:L‘ - E)
/80@ ds
= e s
0 w(s)

kde z(s) = s*/w?. Nyni upravime levou stranu

[e%

T dx 1 [ x(z)dx a /a dy
J— —_—— — = —_— —_ b b —d ==
2 )y Va—z 2/0 Ja—=z V¢ x(@)va -], A P
= 7r\/5—/ \/a—xd—de,

0 dx

tim dostavame

ds
w(s)

@ dX so(a)
W\/a—/ \/a—xd—dxzw/
0 T 0

Tuto relaci diferencujme vzhledem k «. K tpravé vyuzijeme vztahu

d [P d N
— [ fu@ode = —| 0 =

dF(y,8)dy  dF(y,0)dy  dF(y,p)dp
dy da dy da dg  da’

dF(y, B)

5 = .9 =0, plai

kde pro ptipad, ze
PRI Be) q
P fly(a),z)de = / —f(y(a), z) dz.
@ Jo 0
S pomoci téchto vztaht obdrzime

dx ™  dsp

12 - Zqo [ =g - T 0
mda 2 a/o Vo —zdr o w (8o) dav @

Zaménime-li formalné sy za s a dosadime za libovolny parametr o = s?/w?, pak

d
nd (=) ( 2) Xz = Zas.
w w ,/52/11)2 _;Cdx w

nebo Y o
s%/w X/(l,) dz

0 \/(32/w2)—x'
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Tuto rovnici mizeme ihned integrovat, nebot pro s = 0 (r — 00) je w = 1, potom mame

w s/w 52 /w? /
—7T/ dlogw:/ d<i> X (r) d .
1 0 w/ Jo V(s2/w?) —x

Pfi¢emz integraci pravé strany této rovnosti provedeme nésledovné (v = s/w)

2 2

| o /m/ /fm :/oy"'(‘”)d‘”/é%

2

_ /0 " V() cosh™! (%) da.

52 /w? S/’LU
—mlog w :/ x'(z) cosh™! (—) d
0 ) Ve

Névratem k pivodnim proménnym r a p nalezneme vysledny vztah pro w(r)

w(r) = exp {% /j cosh™! (%) (%) dp} .

Integraci metodou per-partes na pravé strané rovnosti obdrzime ekvivalentni vztah

Vysledek je

w(r) = exp L xede L
T Jrw 4/ p2 — r2w?
Tato a predchozi formule uréuje implicitné ndmi hledanou funkei w(r) (a tudiz V'(r)) pro
vSechny r > 7, tj. pro vSechny r, které mohou byt béhem rozptylu dosazeny nalétavajici
castici s energii F.

Obréazek 32

7 Hamiltonovy rovnice

Priklad 48
Hamiltonova funkce
1
1 pg p2
H = %(pr_‘_ + .@2 )+V<T79790)7

r2 " r2gin“6

1 P2
2m T
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Priklad 49
Hamiltonian ma tvar H = ﬁ (pi + pz + pi) + V (x,y, 2). Z Hamiltonovych rovnic pak
dostaneme naptiklad pro slozky zobecnéné hybnosti a souradnice ve sméru x

. OH _p,
YT o m
. 0H 0V
Pz = —%——%'

Po dosazeni za zobecnénou hybnost p, z prvni rovnice do druhé obdrzime rovnici mi =
—0JV/0x a podobné rovnice dostaneme pro soufadnice y a z. VSechny tfi rovnice pak
miuzeme zapsat kompaktné jako

mr=—-VV =F,

coz je druhy Newtontv zakon.

Priklad 50 )

Hamiltonidan ma tvar H = 2p¢l2 — mgl cos ¢. Hamiltonovy rovnice potom dévaji
m
. OH  p,
7= op, mil?’
. oH si
p, = ———— = —mglsinp.
® 8(,0

Priklad 51 )

1
Hamiltonidn mé tvar H = £— + —kq?. Hamiltonovy rovnice potom dévaji

2m = 2
_9H _p
q - ap_m’
OH
=~ = ke
p 8q q

Obecné feseni Hamiltonovych rovnic pro dané pocatecni podminky je

Po sin wt + qp cos wt,
mw

p = pocoswt —mwqpsinwt,

kde w? = % Protoze ¢asovy vyvoj systému (qo, po) — (¢, p) miZeme povaZzovat za kano-
nickou transformaci, snadno ovéfime platnost Liouvilleovy véty

dq  Oq 1

dqo Opo | _ cos wt —sinwt |
b Iy | = : me =t
-/ = —muw sIn wt coswt

dqo  Opo
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Trajektorii ve fazovém prostoru je elipsa s rovnici

Priklad 52

Hamiltonian ma tvar

2m r2sin® 6

1 2 P2
H=—<p3+%+—“”)+v<r).

JelikoZ nezavisi na zobecnéné soufadnici ¢, je zobecnéna hybnost p, integralem pohybu.
Déle Hamiltonian nezavisi explicitné na case, je tedy sam integralem pohybu a roven
celkové energii. Protoze jde o pohyb ve sféricky symetrickém centralnim poli, bude dalsim
integralem pohybu celkovy moment hybnosti soustavy, respektive jeho kvadrat L? = p2 +

<55, €0z lze lehce ovéfit pomoci Poissonovych zavorek, nebot {L? H} =0.

Priklad 53
Postupujeme standardnim zptsobem: vypocitame zobecnénou hybnost p' = OL/0rF =
muv + eA a s jeji pomoci Hamiltonian

H= % (ﬁ— eff(F))Q + ed(7).

Hamiltonovy rovnice potom davaji

7= aza—H:i<ﬁ—eﬂ>,

op  m
P o= —%—I;:—VH:
- %[(ﬁ—eﬁ)-V]eg—i—%(ﬁ—ezﬂx[Vxe/f]—e%,.

Pti aprave posledni rovnice jsme pouzili identitu
V(@-8) =@ V)b+ (5 V)a+ax (Vxb)+5x(Vxa).

Dosazenim z prvni Hamiltonovy rovnice do druhé dostaneme pohybové rovnice ve tvaru

i (<500 o (V)] <o (Brond).

Vyuzili jsme pritom vyjadreni intenzity elektrického pole a magnetické indukce prostied-
nictvim potencialt ¢ a A jako

q OA OA
E = —Vé— - = —gradg— —.
B = V x A =rotA.

o8



Na pravé strané rovnice (23) vystupuje Lorentzova sila, takze jsme dostali 2. Newtontv
zékon pro c¢astici v elektromagnetickém poli, coz bylo nasim cilem. Béhem tpravy bylo
rovnéz nutné mit na paméti, ze

dd 94

A=F =

+(7-V) A

Priklad 54

Necht soustava S’ konéa vici soustavé S rotaéni pohyb tthlovou rychlosti Q(t) kolem osy
prochazejici poc¢atkem (pocatky obou soustav splyvaji). Uvazujme nejprve, ze hmotny
bod je v soustavé S’ v klidu. P¥i pootoceni soustavy S’ o tthel dg se zméni jeho poloha
Vuci soustaveé S o

Formalné délime dt a dostaneme
U, = X7
Pohybuje-li se dédle hmotny bod v soustavé S’ rychlosti ¢, bude jeho rychlost v soustavé
S rovna
T=v+0.=0 +Qx7.

Dosazenim do Lagrangeovy funkce pro soustavu S
1
L= 5’]7’”72 - V(F),

dostaneme
m

-2 m /(= -\? - (= - -
L= -5 ! +5 (Q X T’) +ma’ - (Q X T’) — V(' t).
Timto jsme nalezli Lagrangeovu funkci ¢éstice v neinercialni soustavé souradné S’ rotu-
jici s konstantni thlovou rychlosti €2. Hamiltonovu funkci obdrzime pomoci Legenderovy
transformace

oL -

H="Zv—-L=pv—1L,
o'
kde za v dosadime ze vztahu pro zobecnénou hybnost
- OL - ~ o
p=— =mv +mf xr.
o'’
Po dosazeni a nezbytnych tpravach dostaneme Hamiltonian ve tvaru
-2
p/ — — — —
H=T 6 (7 ) v
2m

— — —,

Zde jsme vyuzili vektorovou identitu A - (B x C) = B - (C x A)

Priklad 55

Zobecnéna hybnost ma tvar

oL mu
8'7" v2

a Hamiltonian

H =c\/p?* +m?c.
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Priklad 56
Potencialni energie odpovidajici dané centralni elastické sile mé tvar

V= kfgzék(x2+y2+z2):%kz(R2+22),

1
2
pfidem? jsme vyuzili zadanou vazebni podminku x? + y? = R?%. Diky této podmince méa
systém jen dva stupné volnosti, jako zobecnéné soutadnice pouzijeme dvé z valcovych
soutfadnic (¢, z). Z Lagrangianu

1
L= (R +2) = sk (R + 2°)
pak snadno najdeme Hamiltonovu funkci

1 (P 1 1
H=—(=2+p? —k2* 4+ —kR*.
om (R2 +pZ) TRy

2
Je ziejmé, ze H = ﬁ% + Hyo + const., tedy hamiltonian je souc¢tem hamiltonianu
volné Castice vazané na kruznici a hamiltonianu harmonického oscilatoru. Pohyb se tedy

bude skldadat z harmonickych kmitd ve sméru osy z kombinovanych s obihanim castice
konstantni tthlovou rychlosti kolem osy z.

8 Poissonovy zavorky

Priklad 57

Problém lze tesit vice zptsoby. UkédZzeme dva z nich, pficemz prvni je méné abstraktni a
druhy vice.

1. Méné abstraktni zpusob: Jacobiho identitu lze dokédzat pfimym vypoctem, ktery
je ale neptfehleny pro mnozstvi derivaci, které v ném vystupuji. Zvolime proto nasledujici
zjednoduseni. Zavedeme abstraktni vektor zobecnénych soutadnic a hybnosti 5 takto:

—

f = (flug% s 7£2n) = (q17' <5 dn,P1,y - - 7pn) .
Poissonovu zavorku dvou veli¢in A, B lze pak s vyhodou zapsat takto:
" (DA OB 0A OB 2 DA OB
A, B} = — | = — —
{4, B} ; (8%’ Op;  Op; 8%’) i;(” 0&; 0&;

kde jsme zavedli antisymetrickou matici o, jejiz nenulové elementy jsou & ;1 = 1,&i4ni =
—1 pro i = 1,2,...,n, a ostatni elementy jsou nulové. S timto vyjadfenim neni tézké
vyjadrit levou stranu Jacobiho identity takto:
{AA{B.C}} +{B.{C,A}} + {C.,{A, B}}

el DA 9°B OC 9A OB 9°C

= Z Oij0kl | 57~ Az ac Aac T ac
Nyl &k 0§08 085 0&, 0&; 0§00
(08 PO 04 9B 0C B4 00 P4 08 9004 ¥ )
9y, 06,08, 085~ 0& 0&; 0085 0&, 0§08 085 0& 0& 05085 )
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Vidime, ze v kazdém clenu je vzdy soucin dvou prvnich derivaci a jedné druhé derivace.
Napriklad ve 4. a 5. ¢lenu v zavorce mame druhou derivaci A a prvni derivace B a C,
ovsem v kazdém c¢lenu derivujeme A podle jinych proménnych. OvSem vzhledem k tomu,
Ze sc¢itame pres vSechny hodnoty indext i, j, k, [, miZzeme si tyto indexy v jednotlivych
¢lenech sumy libovolné preznacovat. Pokusme se to provést tak, aby u zminénych dvou
¢lent byly derivace u A, B, C' podle stejnych proménnych. Toho dosdhneme preznacenim
indexiii — 1,5 = j,k = k,l —ived. ¢lenuai—1,5 — kk— [, — jv5. clenu. Timto
zplusobem se samoziejmé zmeéni i indexy elementii matice . Zminéné ¢leny tak daji

2n

Z (01;0%i + 0 U')W_Ac‘)_Ba_(J
17V ki kUl 8&8@ 8&3 a&a

1,7,k,1=1

coz je ovSem nula, protoze matice o je antisymetricka a tedy op; = —o;x. Podobné bychom
provedli preznaceni indext u ¢lent obsahujicich druhou derivaci B, resp. C, a ukazali, ze
i ty daji nulu. Tim je dikaz hotov.

2. Vice abstraktni zpusob: Poissonovu zavorku lze vyjadiit pomoci diferencialniho

operatoru
) " (OF § OF 9 2n
Xp = — o ——
r ;(8% Op;  Op; 3%) Z 3&

tak, ze {F, A} = XrA. Pritom pro koeficienty «; plati a; = Zj 0;;0F/0&; a & je defi-
novano v prvni ¢asti feseni tohoto prikladu. Prvni dva ¢leny Jacobiho identity lze pak
zapsat ve tvaru

{F17{F27F3}}+{F27{F37F1}} - {Flv{F27F3}}_{F27{F17F3}}:
= XFlXFgF?) - XFQXFIF?, = (XFlXF2 - XFQXFl) Fs.

Soucin operéatori (napf. Xp Xp,) pfitom definujeme pomoci jejich postupného pisobeni.
Snadnym vypoctem zjistime, ze komutator

- 0
[XFNXFz] = (XF1XF2 - XF2XF1) = Zfﬁ%
i=1 ¢

je opét diferencialni operator prvniho fadu s koeficienty tvaru

2n 6/62
Yi = Z ( agj Bj 65 )

i=1
kde a;, resp. f3;, jsou koeficienty piislusejici operatorim Xp,, resp. Xp,. Potom mizeme

psat

OF; 0F; )

[XF17XF2]F3—{F17{F27F3}} {F27{F17F3}} Z( + B;

=3 24
Top; 7 0g; 24

kde zatim neznamé koeficienty (funkce) A;, B; nezavisi na F3. Koeficient A; nalezneme,
dosadime-li za F3 = p;, potom

Ap = {F{F ot} —{Fo { P et} =
8F2} { aFl} { 8F2} {8F1 } 0
= P, == F,——=F, =+ —— F = —{F, F}.
{ " 0y * gy " Ogy Ogq” 5%{ 2
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Obdobné nalezneme koeficient B; dosazenim za I3 = g
B, = —i {F\, F5}
k 8pk 1,424 -

Po dosazeni za A;, B; do rovnice (24) tedy dostaneme

~ (0 OF; OF;
(Xp, Xp] Fy =) (a—qk {F1>F2}$f { By, By aqg) ={F, F2}, F5}.
J J

j=1
Tim je Jacobiho identita dokdzana. Poznamenejme, ze jako vedlejsi produkt jsme ziskali
dilezity vztah

[XF17XF2] = X{FI:F2}’
Nyni zbyvéa dokazat Poissonovu vétu. Necht A, B jsou integraly pohybu, potom plati

{4, H}+aA 0,

{B, H}+aB 0.

Pro Poissonovu zavorku A, B muzeme psat
{{A, B}, H}+ {A B} = {{A,B}, JLI}JF{%;1 B}+{A,%—f}:
= {{A7B}7H}_{{AvH}vB}_{Av{BvH}}'

Posledni radek je v disledku Jacobiho identity roven 0, tim jsme dokéazali i Poissonovu
vetu.

Priklad 58
Poissonova zavorka je rovna ofe®5p

Priklad 59
Poissonovy zavorky daji

{Li,z;} = Z&jkﬂck,
k

{Li,p;} = Z&jkpk.
k

Priklad 60
Poissonovy zavorky daji

{Lm Lj} = Z 5@'jkLk )
k
{L;,L?} = 2) Lj{Li,L;}=0.
J
K dtkazu druhé ¢asti pouzijeme Jacobiho identitu.

Priklad 61
Vyuzijte vlastnosti Poissonovych zavorek, napiiklad platnosti vztahu

{FlFQ, G} - Fl {FQ,G} + FQ {Fl,G} .
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9 Kanonické transformace

Priklad 62
Podminka kanoni¢nosti transformace se da zapsat jako

kde dF'(q, Q) je totalni diferencial. Dosazenim za P a ) dostaneme

(p — ayq — adp) dq + (—Bvq — Bop) dp = dF(q, p). (25)
Aby vyraz na levé strané skutec¢né totalnim diferenciadlem byl, musi byt splnéna podminka
integrability
d(p—ayg — adp) _ 9(=Hvq — Bop)
dp dq ’
z niz po zderivovani plyne hledand podminka na kanoni¢nost transformace
ad — Py =1.

Pro nalezeni vytvorujici funkce nejprve s pomoci rovnice (25) najdeme funkci F'(q, p).
Z rovnice (25) plyne
oF
50 ) =P~ rq—adp,
1/ p
odkud integraci dostaneme
2 2

F(q,p) = /(p—cwq—aép) dg = pq—av% —adpg+ f(p) = —av%—ﬁwqﬂtf(p), (26)

kde f(p) je zatim nezndmé funkce. Abychom ji nalezli, pouzijeme dalsi informaci plynouci
z rovnice (25), tedy
oF
—— | = —Brq—Bop.
o/,
Dosadime-li sem z rovnice (26), dostaneme f(p) = —[p?/2, takze
2 2

F(q,p) = —Ozv% — Bypg — 65%- (27)

Nyni sta¢i vyjadfit z rovnice () = aq + Sp zobecnénou hybnost jako p = p(q, Q) a dosadit
do rovnice (27). Po jednoduchych upravach dostaneme

_ 2_5 2
Plg.q = MO0

coz je hledana vytvorujici funkce.

Priklad 63

Podminka kanonic¢nosti transformace v nasem ptipadeé je

prdey + padzy +rdP, + ¢dP, = dF (21, 29, Py, P,).
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Dosazenim za diferenciil

OF OF OF oF
dF(x1>$27Prano) = 8_.1'1d$1 + (9_.%2dx2 + aTdPr—{— aTdP‘p
T @

do predchozi rovnice dostaneme vztahy

I T

p = 2 QPT_ 2 2P‘P’
V2 + 2 ]+ T3
Ho) T

b2 = PT+ Pa
Vil wi4ad?
ro= \/x?+4 23,

)
¢ = arctan —.
T
Posledni dvé rovnice odpovidaji pfechodu od kartézskych soutadnic k polarnim, prvni dveé
proto musi odpovidat prechodu prislusnych zobecnénych hybnosti, protoze vime, zZe cela
transformace je kanonicka. Z téchto rovnic nakonec mizeme vyjadrit staré souradnice a
hybnosti pomoci novych takto:

T, = rcosy,
To = TSsingp,

P, .
pr = P.cosp— —Lsingp,

r

P,

py = P.sinp+ —Fcosp.
r

Priklad 64
Ze zadanych transformacnich rovnic plynou tyto vztahy:

qg = +/2Qa«a cos P,

/2
p = —QsinP.
o

Dosazenim do podminky kanonic¢nosti transformace
dF = pdq — PdQ = (sin Pcos P — P)dQ — 2Qsin* PdP

O vyrazu na pravé strané se snadno presvédcime, ze se jedna o uplny diferencial, a tudiz
je transformace kanonicka. Kiivky konstantnich P, () nalezneme snadno polozenim () =
const a P = const v rovnicich ze zadani. Kfivky konstantnich ¢) budou elipsy, kiivky
konstantnich P pak poloptfimky vychéazejici z pocatku.

Priklad 65
Budeme predpokladat, ze vytvorujici funkce nezavisi explicitné na cCase, proto je novy
hamiltonian roven starému, H' = H. Jestlize zaroven pozadujeme, aby H' = wP, pak
mame = ) .
p 2
P=—= + —mw 28
w  2mw 2 e (28)
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Kritérium toho, ze transformace (¢,p) — (Q, P) je kanonickd, lze formulovat tak, Ze
Poissonova zavorka z (), P je rovna jedné. Dosazenim

0Q _

(P} = G5~ 5o 50 = g e

1 (29)
Dostali jsme parcialni diferencidlni rovnici pro nezndmou funkci (g, p). Vzhledem k je-
jimu charakteru budeme hledat feseni ve tvaru Q = f(p/q). Dosazenim do podminky (29)

dostaneme )
p

mwq?

fp/a) —mwf'(p/q) =1,

kde ¢arka znadi derivaci. Jestlize oznacime £ = p/q, lze tuto rovnici pfepsat na jiz oby-
¢ejnou diferencialni rovnici

1
f/(g) - - €2
mw + ey
kterou lze snadno vyftesit integraci:
f(&) = — arctan £ = (= —arctan P : (30)
mw mwq

kde integrac¢ni konstantu jsme polozili rovnu nule.

Pro nalezeni vytvorujici funkce musime nejprve vyjadrit p, P jako funkce ¢, @), coz
jde snadno z rovnic (28) a (30): p = —mwqtan Q, P = mwq?/(2cos? Q). Pro vytvorujici
funkci pak dostaneme diferencialni rovnice

0F(q,Q) 0F(q,Q) mwg’
dq p mwq tan Q. oQ 2 cos? ()
Resenim prvni z nich dostaneme F = —%quQ tan @) + h(Q) a ze druhé rovnice pak pro

funkci h dostaneme dh/d@ = 0, odkud bez jmy na obecnosti polozime h = 0. Vytvorujici
funkce je tedy

1
F= _§qu2 tan @ .

Pohybové rovnice pro @, P i jejich feSeni pak budou velmi jednoduché:

. oOH'
. oH'
P:_(‘?Q =0 = P = const.

Priklad 66

Pfimym dosazenim za p a ¢ do Hamiltonianu H = % + %mw2q2 z predchoziho prikladu
zjistime, Ze v novych proménych P a () ma tvar H = w@. Z tvaru kanonickych transfor-
maci v obou piikladech je vidét, ze proménné P, ) a P, () spolu souvisi nasledovné

Q:_P7

P = Q.

Musime jesté overit, zda jde o kanonickou transformaci, tj. plati-li relace
pdg — PdQ = dF(q,Q).
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Po dosazeni za p, ¢ dostaneme
(]5 + sin P cos P) dQ +2Q cos®* PdP = —dF (P, Q),
a pri zfejmém splnéni podminek integrability odtud integraci plyne
F = —Qsin Pcos P — PQ).
Uzitim rovnice ¢ = —\/% sin P pak ziskdme koneény tvar vytvotujici funkce F(q, Q).

Priklad 67
Vyjdeme z podminky kanoni¢nosti transformace

pdg — PdQ = —dF(q,Q),

do niz dosadime za P a () ze vzorci, které plynou ze zadanych transformacnich rovnic.
Dostaneme

(p — ag®* " sin Bpcos Bp) dg + B¢** sin® Bpdp = —dF (g, p).

Snadno zjistime, ze podminka integrability je splnéna pouze pokud plati o = % af=2.
Po dosazeni za «, [ do predchozi rovnice obdrzime

1
(p 9 sin 2p cos QP) dg + 2¢sin® 2pdp = —dF(q,p),

odtud integraci plyne
1
F=—pqg+ Zq sin 4p.

Uzitim rovnice Q = ¢'/2 cos 2p pak ziskdme koneény tvar vytvotujici funkce F(q, Q).

Priklad 68

a) PdQ —pdq = d(gsinpcosp — pq)
b) PdQ — pdq = —d[q(cot p + p)]

¢) PdQ —pdg = d(gsinpcosp — pq)

Priklad 69

Z teorie vime, ze kazda pozorovatelnd velicina G(g;,p;) ve fazovém prostoru je genera-
torem jisté infinitesimalni kanonické transformace. Tyto transformace lze nalézt pomoci
vztaht

i = o (gj,p;) =14, G},
= - aqj(qj,pj)—{pg,G}-

Integraci této soustavy lze pfejit od infinitesimalnich ke koneénym kanonickym transfor-
macim. Jeji feSeni ¢; = ¢; (¢,Ch,...), p; = p;(e,C4,...) je kiivka ve fazovém prostoru
s parametrem ¢, jejiz tecny vektor

dg; dp;

de’ de
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je v kazdém bodeé (g;(¢),pj(e)) roven vektoru

(%i(%(s),pj@)), _g_g(q]'(ﬁ),pj(g)) ‘

Takovym kfivkam fikame integralni kiivky vektorového pole

oG, G

V obecném piipadé feSeni existuji (a jsou jednoznacnd) pro vSechny pocatecni hodnoty
v dané oblasti U fazového prostoru jen pii hodnotéach ¢ z jistého intervalu (—a,a), a > 0.
Pfi pevném e € (—a,a) vSem bodim oblasti U odpovidaji body jisté oblasti V, tuto
kanonickou transformaci oznac¢ime

U V.

Jednoparametricky systém transformaci ®%, ¢ € (—a,a) (generovany funkci G) mé tyto
vlastnosti

1. ®§ = identicka transformace

-1 )
2. 9 = (®Y) " = inverzni transformace

3. C 0 dG = dG 0 dl= (I>§+€/ sklddani transformaci

D4-li se navic interval (—a, a) rozsifit na celou reélnou osu, pak tvoif ®¢ jednoparamet-
rickou grupu kanonickych transformaci.
Zapiseme-li vodni soustavu rovnic v symetrickém tvaru
dA

d_E = {A7 G}7

jejich feseni lze pro € € (—a, a) psat jako soucet nekonecné fady

Ale) = A+={A,G} + ;—2!{{/1, G}.G}+ .

kde na pravé strané jsou do funkci A, G' dosazeny pocatecni hodnoty (¢;(0),p,(0)). Prvni
dva ¢leny tohoto rozvoje predstavuji zminénou infinitesimalni transformaci.
Pristupme k nasemu konkrétnimu pripadu bodové bezsilové ¢astice s Hamiltonianem

1
H=g (v 7, +7,).

Zacnéme generujici funkei G; = p;. Potom tuvodni soustava diferencialnich rovnic, kde za
G dosadime (1, pro souradnice dava

oy 0G
de 8]?1 ’
an, _ G
de 3p2 ’
dn _ 0G|
de Ops '

67



Obecné feseni této soustavy je

$1(€> = 5‘|‘Cl,
{L‘Q(ff) = CQ,
133(5) = C3.

Dosazenim za pocateéni podminky x,(0) = 1, 22(0) = xa, 23(0) = x3, dostaneme

7y = m(e) =x +e,
ry = w9(e) = x9,
vy = x3(e) = z3.

Obdobnym zpiisobem pro hybnosti obdrzime

pi = pi(e) =p1,
Py = pale) = pa,
ps = ps(e) =ps.
Protoze 1 je cyklickou soufadnici, je ziejmé, ze se Hamiltonian pti kanonické transformaci

generované funkci G; = p; nezmeéni.

Nyni se vénujme piipadu s generujici funkci Gy = L3 = x1ps — xop;. Pro soutadnice
dostavame

dl‘l 8G2

_— = _— = =2 s

de op1 2

d[L'Q 8G2

_— = —_— = s

de 8p2 !

d.l’g . 8G2 —0

de N 8p3 -

Obecné Teseni této soustavy je

r1(e) = Cjicose — Cysine,
zo(e) = Csine+ Cycose,

(L’g({f) = 03.
Dosazenim za pocate¢ni podminky z1(0) = x1, x2(0) = z9, 23(0) = z3, dostaneme

] = m(e) = xycose — xysine,

8
I
Il

To(g) = xysine + x5 cos €,

xy = wx3(e) = 3.

Poznamenejme, zZe v infinitesimalnim tvaru

vp = x1(e) =21 — 26,
xy = Ta(e) = wiE + a2,
ry = x3(e) = 3.
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Obdobnym zptisobem jako pro souradnice obdrzime pro hybnosti

pll = p1(€) = P1 COSE — posSine,
py = pole) = prsine + pycose,
Py = p3(e) = ps.

Pro nalezeni odpovédi na otazku, zda kanonickéa transformace generovana funkci Gy po-
nechavd Hamiltonidn invariantni, sta¢i spocitat Poissonovu zévorku {Gs, H}, nebot pro
infinitesimalni transformaci Hamiltonianu plati

H(x,p}) — H(x,p;) = Z{a% 7 _x])+a_pj(p] pj)}:

J=1

{8}] 0Gy, OH 8G2}
1

= e{H,Gy}.

Jednoduchym vypocétem zjistime, ze {Gq, H} = 0. TudiZ transformace generovana funkei
(G5 skutecné ponechava Hamiltonian invariantni.

10 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Priklad 70
Jde o konzervativni soustavu, tudiz obecna Hamiltonova-Jacobiho rovnice ma tvar

05\ 05
H T
(q dq >+8t 0

a hlavni funkci Hamiltonovu S(P, ¢,t) mtzeme hledat v separovaném tvaru S = S;(t) +
So(P, q). V nasem pripadé tedy rovnice

1 [0S\ 1, , 3S
%(8_(]) —i——k:q —|———O

vede na dveé nezavislé rovnice pro S; a S

s,

—3 —F = S1 = Et + konst,

1 [0S\ 1, ,
(220 “ki* = E
2m<8q) +2kq ’

kde E je separacni konstanta. Z druhé rovnice pak dostaneme

= / vV 2mE — mkq? dq,

kde jsme vynechali integra¢ni konstantu, nebot dalsi operace se vztahuji jen na derivace
funkce Sy, obdobné tomu bude pro funkci S;. Mame tedy

S:Et+/\/2mE—mk‘q2dq.
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Potom miizeme psat v souladu s Hamiltonovou-Jacobiho teorii

p = 05 =/2mFE — mkq?,

g
oS 95
© =T "Ter

Ze druhé rovnice pak dostaneme

Q—l—t—/ m d —Uﬁarcsin \/i
\/2mE — mkq? 4 m 26 )

inverzi dojdeme ke vztahu
2F . k 2F .
q:\/?sm \/E(t—FQ) :VmwQ sinfw(t + Q).

To je znamy vzorec pro pohyb linearniho harmonického oscilatoru. Pro tplnost vypoci-

tejme hybnost
p = \2mE — mkq?.

Dosadime-li za ¢, dochazime ke vztahu

p = V2mE cos[w(t + Q)].

Jsou-li dany pocateéni podminky ¢ = qo, p = po v Case t = ty, pak z rovnic pro q a p

plyne
| 2F .
qo = Mw? Sln[u)(t() + Q)]7

po = \/2m—Ecos[W(to +Q)l,

a odtud urcéime

1
(Q = —arctan (quo) ,

w Po
2
rp 1
E = %—Fémuﬂqg

Nyni je vidét, ze konstanta £ méa vyznam celkové energie linearnitho harmonického osci-
latoru.

Priklad 71
Hlavni funkce Hamiltonova je
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Priklad 72

Hamiltonian ma tvar H = 5 (p2 4 p2 + p2) +mgz. Protoze jde o konzervativni soustavu,
muzeme hlavni funkci Hamiltonovu S(P, ¢,t) hledat v separovaném tvaru S = S;(t) +
So(P;, z;). Pak Hamiltonova-Jacobiho rovnice je

1 0S5y 2 950 2 0S5y 2
2m ox dy 0z

oS
—l—mgz—l——lzo

ot
a tudiz ds
1
_1 g
dt ’
1 [/0S\* [0S:\* [9S5\* B
%[(%) +<(9_y) + g +mgz = E.

Jelikoz jsou x a y cyklické soufadnice, mizeme funkci S separovat dale a psat
So = Py + Py + S.(2).

Dosazenim za Sy do predchozi rovnice obdrzime

2mE — P2 — P2 — 2m%gz)"/”

S, = / \/QmE — P} =P} —2m?gzdz = 3mg
Hlavni funkce Hamiltonova je tedy tvaru

(2mE — P2 — P? — 2m2gz)*"?
3mg '

S =—Ft+ P,z + Py +

Konstanty F, P,, P, povazujme za nové obecné hybnosti, s nimi spojené nové obecné
soufadnice oznac¢me @), @), @,. Potom v souladu s Hamiltonovou-Jacobiho teorii

oS 1

p— —_— i — _N

@ OF bt mg
oS P,

@ = oP, v ngN’
oS P,

@ = oP, v ngN’

kde N = \/2mE — P? — P? — 2m?gz. Odtud vypocteme

P, P,
m
P P
y = Qo+ 2y Ty
m m
omE — P2 — P2 + (Qgm)* 1
. . — by + (Qgm) 0t - Lo,
2m?2g 2

71



11 Tuhé téleso

Priklad 73
P1i vypoctu kinetické energie bereme tuhé téleso jako diskrétni soustavu hmotnych bodi,
piSeme

T = ZmTUQ (31)

kde suma probiha vsechny body télesa. Rychlost jednotlivych bodl je mozné vyjadrit

jeho otaceni w, tedy
T=V+3xF (32)

Dosazenim do (31) dostaneme
N M L o m._ o, S m, ., o
T—ZE(V—i—wxr) _ZEV +ZmV-(w><r)—|—Z§(w><r).

Rychlosti Vad jsou stejné pro vsechny body tuhého télesa. V prvnim ¢lenu mitizeme tedy
vytknout %VQ pfed symbol sumy a soucet Y~ m nahradime celkovou hmotnosti télesa M.
V druhém c¢lenu piseme

d>omV-@xi) =Y mVxad) r=(Vxd) Y mi

nulovy (v tom pfipadé totiz Y mi = 0). Ve tfetim ¢lenu rozepiSeme vektorovy soucin a
ziskavame vysledny vztah

T MQVZ +%Zm(w27’2— @ - 72). (33)

Kinetickou energii télesa tedy mizeme psat jako soucet dvou ¢asti. Prvni ¢len v (33) pred-
stavuje kinetickou energii translacniho pohybu — ta je stejna, jako by celd hmotost télesa

vy

YV

Casti je ovSem mozno jen v pripadé, Ze jsme zvolili tézisfovou soufadnou soustavu. Pie-
pisme nyni kinetickou energii otacivého pohybu do tenzorového zapisu, tj. prostfednictvim
slozek vektort 7, . Plati

1 1
2 2 2
Tt = 3 g MW; T} — WiTiWgT = 3 E MWWk T] — WiWpT;Tg =

1
= §wiwk Z m(Sipx} — T5y).

Nyni zavedeme tenzor

Ji = Z m(6ix] — TiT)) (34)
a konecné dostavame vyjadrieni pro kinetickou energii tuhého télesa ve tvaru
MV?: 1
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Priklad 74
a) Moment setrvacnosti J = %mrz.

b) Uréeni momentu setrvacnosti J; vzhledem k obecné ose 7 je totozné s promitnutim
tenzoru setrvacnosti J;; do sméru této osy, tedy

Ji = (n1,n9,n3)(Jix) (01, ng, ns) ™.
V nasem piipadé
7 = (n1,n2,n3) = (cos a, cos 3,0)|g=r/2—a = (cosa,sina, 0),
po dosazeni do transformacniho vztahu dostavame vysledek

2
Jz = %(1 + cos ).

c¢) Pouzijeme postup z tlohy b), vysledkem je %mrQ. Ponévadz je krychle kulovym setrva-

¢nikem (vSechny t¥i hlavni momenty setrvacnosti jsou si rovny), je mozné k vysledku této

ulohy prijit také ivahou o momentu setrvac¢nosti. Pro kulovy setrvacnik plati, Ze moment

setrvacnosti vzhledem k libovolné ose je rovny hlavnimu momentu setrvacnosti, v ptipadé
2

krychle je to prave %mr :

Priklad 75

VvV

(h je vyska Ctyfsténu). Momenty setrvacnosti jsou

1
Jy = Jy = 3mimah? /1 + §m1a2, J3 = mya’.

2a
3

2

Pokud m; = mo, h = molekula je pravidelny ¢tytstén a J; = Jo = J3 = mya”.

Priklad 76
Eulerovy rovnice pro pripad volné rotace, kdy L = 0, jsou

dwl i (J3 — JQ)(JJQ(JJg

=0
dt J1 ’
d —
W2 i (J1 J3)w3w1 —0,
dt Jo
dW3 (J2 — Jl)wlwg .
-+ 7 = 0. (36)

Pro symetricky setrvacnik déle plati J; = J,. Ze tfeti rovnice ziskdme w3 = 0, to znamena
w3 je konstantni. Prepsanim prvnich dvou rovnic ziskame soustavu

b'dl = —Wows2
dJQ = WoW1 (37)
kde wg = %j‘]l) je konstantni. ReSenfm soustavy (37) je

wy; = A coswyt, we = Asin wyt.
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Vidime, ze slozka tihlové rychlosti kolméa k ose setrvacniku rotuje s thlovou rychlosti wy
a ma konstantni velikost A = \/w? + w3. ProtoZe slozka w3 podél osy setrvacéniku je také
konstantni, mtizeme fict, ze vektor & rotuje rovnomérné thlovou rychlosti wy kolem osy
setrvacniku.

Priklad 77
Uvazujeme asymetricky setrvacnik, pro ktery jsou vsSechny tii hlavni hodnoty tenzoru
setrvacnosti rizné. Budeme ptredpokladat J; > Jo > J;.

Dva integraly Eulerovych rovnic zname ihned ze zdkont zachovani energie a momentu
hybnosti. Jejich vyjadieni pomoci slozek vektoru L je

L? L3 L2
S A 7;”=2E, LI+ L3+ L5=L"

Tyto rovnice uz leccos napovidaji o pohybu setrva¢niku. Pokud rovnice vezmeme jako
zapsané v soutradnicich Ly, Lo, L3, potom jsou to rovnice elipsoidu s poloosami /2EJ,
V2EJy, \/2E J3 a koule o poloméru L. Kdyz se vektor L pohybuje relativné k osam setr-
vacnosti setrvacniku, jeho koncovy bod se pohybuje podél priseciku téchto dvou povrchi.
Existence téchto priisecikii je zabezpedena platnosti nerovnosti 2EJ; < L? < 2E.J3, ktera
fika, ze polomér koule lezi mezi nejmensi a nejvétsi poloosou elipsoidu.

Trajektorie koncového bodu vektoru L se mén{ se zménou jeho velikosti L (pro danou
hodnotu E). Kdyz je L jenom o trochu vétsi nez 2E.J;, sféra protina elipsoid ve dvou
malych uzavienych kiivkach obepinajicich osu z; pobliz ptislusnych pélia elipsoidu. Pro
L? — 2EJ; se tyto kiivky scvrknou na body pélii. S rostoucim L? se kiivky zvétsuji a
pro L? = 2E.J, piejdou na dvé rovinné elipsy protinajici se na pdlech elipsoidu na ose
To. Jestlize L? roste jesté déle, objevi se znovu dvé rozdilné uzaviené kiivky, nyni oviem
okolo osy x3. Pro L? — 2EJ; se tyto kfivky scvrknou na body v téchto pélech.

Ponévadz jsou krivky uzaviené, pohyb vektoru L vzhledem k setrva¢niku musi byt
periodicky, pocas jedné periody opise vektor L néjaky konicky povrch a vrati se do své
pocatecni polohy.

Je nutné uvédomit si zasadni rozdil v podstaté trajektorii rozdilnych pdla elipsoidu.
V blizkosti os x; a w3 lezi trajektorie v blizkosti polt. AvsSak trajektorie prochéazejici blizko
poli osy x5 se odchyluji do velkych vzdalnosti od téchto poli. Tento rozdil je zptisoben
rozdilnosti stability rotace setrvacniku kolem svych tii os setrvacnosti. Rotace kolem os z;
a 3, kterym prislusi nejvétsi a nejmensi moment setrvacnosti, je stabilni - kdyz setrvacnik
vychylime malinko z jeho stavu, vysledny pohyb je blizky ptvodnimu. Rotace kolem osy
To je nestabilni, uz i velmi mald odchylka je postacujici ke zméné trajektorie takovym
zpusobem, ktery vede k pohybu setrvacniku polohami znacné vzdalenymi od ptvodnich.

Necht je osa x3 blizkd sméru L, potom Ly = L (az na hodnoty druhého a vyssich fadiu
malosti) a Ly, Ly < L3. Se stejnou presnosti miZzeme psat prvni dvé rovnice ze soustavy

(36)
dL, s dLy Js
o ol (1 7) E—woLl(Jl 1>’

kde wy = J% Reseni pro Ly, Ly hledejme imérné funkci exp(iQt), pficemz frekvence

-G ) G
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Vysledné funkce L; a Ly jsou

L1 = La (? — 1) cos (t, Ly = La (% — 1> sin (¢,

2 1

kde a je integracni konstanta, z predpokladu L, L < L3 plyne a < 1. Tyto rovnice
popisuji pohyb vektoru L vzhledem k setrvac¢niku.
V piipadé L? = 2EJ, vystupuji v feseni hyperbolické funkce, zejména

Jo(J3 — o)
Ji(Js — )

Jo(Jo — Jy)

22202 " cosh i
J3(Js — J1)

Ql = QO COShi1 T, QQ = QO tanh T, Qg = QO

Priklad 78
Vztah mezi polomérem podstavy a vyskou vélce je h? = 3R2. Tenzor setrvacnosti ma tvar

LR

1=

OO =
o = O
_— o O

Priklad 79

Kineticka energie

1 . 1 .
T = §(a2 + R* — 2aR cos ¢)¢* + §J¢2.

Priklad 80

Oznac¢me 2« vrcholovy thel kuzele a dale 6 thel mezi tiseckou OA, kterou se kuzel dotyka
roviny a néjakym smérem v roviné. Tézisté je na ose kuzele, ve vzdalenosti a = %h od
vrcholu, kde h je vyska kuzele. Momenty setrvacnosti vzhledem k osam, jejichz pocatek
je ve vrcholu kuzele, jsou

3 (1 3
J=Jy= H (ZRQ + h2) : Jy = 1—0uR2.

Zvolime-li pocatek souradné soustavy v tézisti, jsou momenty setrvacnosti rovny

3 1 3
72 2 L2 _ 2
J=Jy=J — pa 5gH (R —|-4h), J3 muR.

Vv

uhlova rychlost odpovidajici rotaci kolem osy OA je (2 = as‘i/na — 0 cot av. Jedna z hlavnich

os setrvacnosti (z3) je rovnobéznd s osou kuzelu, druhou osu (x2) zvolime kolmou na osu

kuzele a tisecku OA. Potom slozky vektoru tthlové rychlosti Q, ktera je rovnobézna s OA,
jsou (2sin«, 0, cos a). Kinetickd energie je potom rovna vyrazu

1 . 1. 1. 4 3 .
T = §,ua292 cos o + §J192 cos o + EJQGQZ?E; =10 h6?(1 + 5 cos aQ).
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Nyni tentyz vyraz ziskame z analyzy pohybu pres iisecku dotyku OA. Moment setrvacnosti
vzhledem k ose, na které lezi iisecka dotyku OA, ziskdme pootoc¢enim tenzoru setrvacnosti
s po¢atkem ve vrcholu kuzele do této osy 7 = (sin«, 0, cos o). Moment setrvacnosti je

3 Ly e 3 ma 9
Iy = 5u(4R + h%)sin” a + 1OMR cos” .

\%

asin

— fcot . Kineticka

Uhlova rychlost odpovidajici rotaci kolem osy OA je Q =
energie je potom rovna vyrazu

1. 3 .
T = §Jn6’2 cota? = E,uhQQ(l + 5cosa?).

Nyni spo¢teme potencialni energii, tato je V' = pga(1 — cos H)V = 2pugh(1—cos ). V apro-
ximaci malych kmiti uvazujeme 6 malé, tedy V = %,ughﬂQ. Resenim pohybovych rovnic

sestavenych z Lagrangianu

L=T-V= %uh@z(l + 5cosa?) — zugh92

snadno ur¢ime frekvenci malych kmitd jako

2 _ 10g
(1+5cosa?)

12 PruzZnost

Priklad 81
a) Tenzor deformace je definovan vztahem

1 <8u,~ Ouy, Ouy Oy >
+ —

Cir = 2 Ooxr, Oz l 0x; Oy

Slozky tenzoru spoc¢teme jednu po druhé. Indexy ¢, k, [ prochazeji hodnoty x, y, pak misto
soufadnic z,,z, piSeme x,y.

2

1 A
):§M+A+AA+m:A+——

1 (0Ou, N Ou,, N ou,, Ou, . Ou,, Ou,,
ox ox Jor Ox Ooxr Ox

2 27
B 1 (Ouy,  Ouy  OuyOuy  Ouydu,\ 1 B
€ry = ny_2(8y+8$+8x 8y+8x ay)—2(0+0+0+0)—0,
1 (Ou, Ou, Ouydu, Ouy,du, 1 A?
= - =—(A+A+AA =A+—.
vy 2 (83/ oy + Oy Oy + dy Oy 2( tAaT +0) + 2

Tenzor deformace v maticovém zapisu je tedy

1/ 244 A 0
€T3 0 94+ A2 |-

Z jednotlivych komponent matice tenzoru deformace umime ziskat informaci o relativnim
prodlouzeni (diagonélni prvky matice) infinitezimdlni ¢asti télesa pii deformaci (tato je
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spojend se zménou objemu) a rovnéz o smykové ¢asti (zména thld mezi souradnicovymi
osami) deformace (nediagonalni prvky matice).

Rozmér ve sméru kazdé ze souradnicovych os se zméni o A + A?/2, celkovd zména
objemu je Tré = 2A + A? a protoze nediagonalni prvky jsou nulové, smykova deformace
nenastava. Vektorové pole popisujici tuto deformaci je znédzornéno na obrazku 33a.

b) Slozky tenzoru deformace
1 A?
€oe = 5(A+A+A.A+0) :A+7,

1
€ry = eyx:§(0+0+0+0):0,

1

Tenzor deformace v maticovém zapisu

1244 4% 0

Rozmér se zméni jen ve sméru soutadnicové osy z a to o A+ A?/2, celkova zména objemu
je Tré = A + A?/2 a smykova deformace nenastava (nediagonélni prvky jsou nulové).
Vektorové pole popisujici tuto deformaci je znazornéno na obrazku 33b.

c) Slozky tenzoru deformace
1
e = 7(0)= 07
e = 50)

1
= §(A+0+0+0):eyx,
1 A?

Tenzor deformace v maticovém zapisu je

10 A
=5\ a4 4 )
Rozmér se zméni jen ve sméru soufadnicové osy y a to o A+ A?/2, celkovd zména objemu
je Tré = A + A?/2. Uhel odklonu nové osy z od kolmice na osu y ziskdme ze vztahu
sina = 2A (tj. thel mezi novymi soufadnymi osami je 7/2 — ar). Vektorové pole popisujici
tuto deformaci je znazornéno na obrazku 33c.
d) Slozky tenzoru deformace
1 A2
€ze = =(0+04+0+AA)=—,
2 2
1
€ry = €Eyp = §(A+A+O+0) =A,
1 A2
€y = §(O+0+A.A+0) =5
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Tenzor deformace v maticovém zapisu je

1 A? 24
“Taol2a A )
Rozmér se zméni ve sméru kazdé ze soutadnicovich os o A?/2, celkovd zména objemu je
Tré = A2, tihel odklonu nové osy x od kolmice na osu y ziskdme ze vztahu sina = 4A (tj.

thel mezi novymi soufadnymi osami je 7/2 — ). Vektorové pole popisujici tuto deformaci
je zndzornéno na obrazku 33d.

e) Slozky tenzoru deformace

2

1 A
€re = 5(0+0+O+A.A):7,

1
€y = 5(—A+A+0.(=4) + 40) =0,

1 A?

Tenzor deformace v maticovém zapisu je

1A% 0
“Tolo 4 )
Toto vektorové pole popisuje rotaci, se kterou je zaroven spojena i zména objemu. Pro-

dlouZeni ve sméru obou os je A%/2, p¥islugnd zména objemu je potom A2. Vektorové pole
popisujici tuto deformaci je znazornéno na obrazku 33e.

f) Slozky tenzoru deformace

1
€rx = 5((COSC¥ — 1)+ (cosa — 1) + (cosa — 1).(cosa — 1) + sina. sina) = 0,
1
€ry = €Eyp = 5(—81110& +sina + (cosa — 1).(—sina) + sina.(cosa — 1)) = 0,
1
€y = 5((COSC¥ — 1)+ (cosaw — 1) — sina.(—sina) + (cosa — 1).(cosa — 1) = 0.

Tenzor deformace je nulovy, to znamena, Ze jsme nalezli vektorové pole popisujici ¢istou
rotaci - pfi této ’deformaci’ nenastéava prodlouzeni z ptipadu e). Vektorové pole popisujici
tuto deformaci je znazornéno na obrazku 33f.

Priklad 82
Normalovy vektor k roviné, kterd svird tthel o s osou z je 7i = (cos v, sin «v). Te¢nou slozku
napéti T’ ziskame projekci tenzoru napéti do sméru normalového vektoru 7

) Ozz Ozy \ : )
( cosa sin« ) = ( COS A0, + sin oy, €osaoy, + sinaoy, ) )
Oyz  Oyy

Normaélova slozka napéti N je danad vyrazem

2

. .92
Tin; = coS” A0y + 2 cOos asin a0y, + sin” aoy,.
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(e) pole u = (—Ay, Ax) predstavuje ro-
taci pfi niz dochéazi i ke zméné vzdale-
nosti mezi body

(f)

(b) pole u = (Az,0)

\\\\\\»»»//////t
AR A A~y A AA -
\\\\\\\»»//////z
\\\\\\\4///////;
S AT
BRI SEEENE I I
YU b b R
A L L B
AR A N N O
//////««\\\\\\\E
PPN
Y N A
F ¥ K aa e e Y OROROK

(d) pole u = (Ay, Ax)
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(y(cosa — 1) —

pole wu

xsin o, x sin a+y(cos a—1)) predstavuje
¢istou rotaci, vzdalenosti mezi jednotli-
vymi body se neméni

Obrazek 33: Pole deformace
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Priklad 83

a) Uvazujme ptisobeni silou F na téleso uzavieno v dutiné (kvadr o rozmérech a, b, ¢). Pi-
sobeni pistu orientujeme ve sméru osy z, plocha pistu je S. Télesu je povoleno deformovat
se pouze ve smeéru osy x, tenzor deformace a jeho objemova a smykova ¢ast nabyvaji tedy
tvaru:

A0 O 4.0 0 =0 0
ée=[ 000 fv=|[0 4 0 és=|( 0 =4 0
000 00 % 0o o0 -4

Z Hookeova zakona plynou relace mezi objemovymi a smykovymi slozkami tenzort defor-
mace a napéti oy = 3Kéy a 65 = 2uég. Odtud pro rozklad tenzoru napéti plati

KA 0 0 e 0
Gv=| 0 KA 0 bs=| 0 —-%2£ 0
0 0 KA I
Tenzor deformace
KA+ 0 0
&= 0 KA— -2t 0
0 0 KA -2t

Jelikoz zname slozku o,, = %, muzeme dopocitat konstantu A a vyjadiit tenzor defor-
mace:

b) Uvazujme pusobeni silou F' na téleso uloZeno na traverze (rozméry a,b,c). Pisobeni
pistu orientujeme ve sméru osy z, plocha pistu je S. Téleso se deformuje ve sméru osy x
a z, tenzor deformace a jeho objemova a smykova ¢ast nabyvaji tedy tvaru

A0 0 AL 0
e= 00 0 |, &y = 0 £ 0 ,
0 0 B I
124 - B) 0 0
ég = 0 —3(A+ B) 0
0 0 1(2B - A)

Z Hookeova zékona plyne pro rozklad tenzoru napéti

K(A+ B) 0 0
oy = 0 K(A+ B) 0 :
0 0 K(A+ B)
(24 - B) 0 0
b5 = 0 —2(A+ B) 0
0 0 2L(2B — A)



Tenzor napéti

AK+%)+ B(K — %) 0 0
6= 0 —(A+ B)(K + %) 0
0 0 A(K =2+ B(K + %)

Jelikoz zname slozku o, = g a vime, zZe slozka tenzoru napéti ve sméru, ve kterém téleso
miize uhybat (tj. podél osy y), je nulové, dopocitame konstanty A, B a vyjadiime tenzor
deformace

1 F
1 F "oy 00

7 1 F

0 0 35

¢) Uvazujme ty¢ pufezu S, kterou natahujeme silou F' ve sméru osy = podél jeji osy.
Vzhledem k tomu, Ze bo¢ni sily jsou nulové, bude v tenzoru napéti nenulova pouze slozka
o1 = % Tenzor napéti a jeho objemova a smykova ¢ast potom budou

F F 2F

£00 &= 0 0 20 0
=10 0 0 |, ov=| 0 & 0 |, bs=| 0 —& 0

0 00 0 0 £ 0 —%

Tenzor deformace &, = 3K €y, a jeho objemova a smykova ¢ast jsou potom

s 0 0 £ 0 0
S B T SN B T S A
EV_§ 9K ) ES_E 6u ) €_§ - E

0 0 4 0 0 —g 0 0 -2

Priklad 84

Méjme tyc délky [ a prifezu S zavésenou v tithovém poli. Ztotoznime osu z s osou tyce a
rovinu zy se spodni podstavou tyce. Rovnice rovnovahy jsou

80’_m'al’i = 80?”8@- = 0, 80'2181’@ = pPg.

Po stranach plasté musi vSechny komponenty tenzoru napéti vyjma o,, vymizet, na horni
podstavé (z = [) pak 0,, = 0y, = 0., = 0. Za téchto podminek je FeSenim rovnice
rovnovahy o,, = pgz, zbylé komponenty jsou nulové. Z tenzoru napéti urcime slozky
tenzoru deformace jako

€y = €yy = —0pgz/E €., = pgz/E,

nediagonélni komponenty jsou nulové. Integraci slozek tenzoru deformace konec¢né ziska-
vame vektor posunuti

u, = —opgBrz,  u, =—opgBry,  u,=—0pgE(z* —I*+o(z® +y?)).
Vidime tedy, Ze kromé ocekévaného prodlouzeni v ose z se ndm ty¢ zuzuje v pricnych

komponentach a to kromé spodni podstavy v celé délce — ¢im blize k horni podstave, tim
vice.
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Priklad 85

Uzijeme rovnice rovnovahy

(1—20) ot @ . E(l-o0)
——rotrot ¥ = — :
21— 0) P ¥ o)1 - 20)

Gravitacni sila sférického télesa vztazend na jednotku hmotnosti je —gr/R. Tento vyraz
dosadime misto ¢ do (38) a dostavame

E(l—o) d (1d(%u)\  _r
(1+a)(1—2a)5<72 ar )_pgﬁ' (39)

grad div @ — (38)

Reseni, které je konecné pro r = 0 a rovnéz splinuje podminku volného povrchu o,, = 0
pror = R, je

gpR(1+0)(1—-20) (3—0 12
T 10EQ-0) T<1+a_ﬁ)’ (40)

Tenzor deformace je urcen jedinou nenulovou slozkou

__gpR(1+0)(1 —20) 3—0_3_7’2
= 10E(1 — o) lt0 R*)

Vsimnéte si, ze se latka stlacuje (€, < 0) uvnit¥ sférického povrchu o poloméru R, / 3(31?:7)

(8=a)pgR

a rozpiné (e, > 0) vné tohoto povrchu. Tlak ve stfedu koule je 0(—0) -

Priklad 86

Vyuzijeme symetrie tlohy a zavedeme sférické soutadnice, pocatek soufadné soustavy
ztotoznime se stfedem kulové skofepiny. Vektor posunuti je radidlni a je pouze funkci
soufadnice r. ProtoZe neuvazujeme pusobeni externich sil, rovnici (38) mizeme psat jako

(1—20)

grad div ﬁ — m

rot rot ¢ = 0. (41)
Dalsi zjednodusSeni poskytuje dosazeni vektoru posunuti. Jelikoz je tento funkci pouze
radialni, plati rot @ = 0 a rovnice prejde na grad div @ = 0. Potom divergence vektoru
posunuti je konstantni, kde konstantu zvolime vhodné s ohledem na dalsi vipocet

1 d(r’u)

divi=—
r2  dr

= 3A. (42)

Refenim je u = Ar + B/r?. Déle uréime komponenty tenzoru deformace jako €, =
A —2B/r? ey = €46 = A+ B/r?. Radidlni komponenta tenzoru napéti je pak

E E 2F B

Qo)1 —20) Lm0+ 2000) = 75 A— 175 (43)

Oprr =

Tenzor deformace muzeme pomoci konstant A, B psat jako

¢ = diag(A — 2B/r*, A+ B/r*, A+ B/r?).
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Zména objemu je spojena s konstantou A, zména tvaru télesa potom s konstantou B a
to pies éy = diag(A, A, A),és = diag(—2B/r3, B/r3, B/r®). Jednotlivé slozky 6v,05 a
samotny tenzor napéti & jsou potom rovny

AE —2BE
(1-20) 0 0 r3E(l40) 0 0
= 0 & 0 = 0 == 0
ov (1—20) B 0s mE(l1o) vt
0 0 (1-20) 0 0 rE(1+0)
AE 2BE
(1—-20) = r3E(1+0) B 0 BE 0
0= 0 (1—20) + BE(1+0) 0
0 0 AE + BE
(1-20) r3E(1+0)
Konstanty A, B ur¢ime z okrajovych podminek: 0,. = —p; vr = Ry a0, = —pa vr = Ro,
tedy
A= le pgR% 1— 20 B— R?Rg(pl — pg) 1+o
R} — R3 E R3 — R3 2F

Vidime, ze pokud jsou oba tlaky stejné, nastane jenom zména objemu.

Pokud p; R} > pyR3, skofepina se rozepne a toto zvétseni objemu bude mit za nésledek
pokles hustoty matrialu skofepiny. Tato podminka je splnéna napt. v kulové skorepiné
s tlakem p; = p uvnitt a p, = 0 vné, rozlozeni napéti je dané nasledovné

pR} RS pR} RS
TR (1_F == (1)

Je ponékud prekvapivé, ze zvySenim tlaku dosdhneme zvétseni objemu.
Pro tenkou skofepinu o tloustce h = Ry — Ry < R dostaneme pfiblizné

u=pR*(1 —0)/2Eh, Oo9 = Opp = pr/2h, O = /2,

kde G, je stfedni hodnotou radidlniho napéti pres tloustku skofepiny.

Priklad 87

Slozky tenzoru napéti jsou

pR? R2 pR? R2 2po R?
m~m-rm\'"7) wTrm_g\Te) T m_m

Priklad 88
V rovnici (38) zaménime gravitacni silu za silu odstiedivou pQ?r, kde Q je tthlové rychlost.
Potom ve vélcovych soufadnicich mame pro posunuti rovnici u, = u(r), tj.

El—-o0) d (1d(ru) 5
(1+0)(1—20)dr (‘d—) = (44)

Reseni, které je konecné pro r = 0 a rovnéz spliiuje podminku o, = 0 pro r = R je

_ P2 (14 0)(1 — 20)

—20)R?* —r?). 4
SE(— o) r((3—20)R* —1?) (45)
Jedinou nenulovou slozkou tenzoru deformace bude
ou, P2 (1 + o) (1 — 20) 9 9
€r = 5= =u SE( — o) ((3—20)R* - 3r?)
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Priklad 89

Ztotoznime osu x s osou valce. Problém miizeme povazovat za rovinny, posunuti bude
zévislé na vzdalenosti od osy z a bude mit nenulovou jen slozku u,, piSeme 4 = (0, u(r), 0).
Dosadime do rovnice rovnovahy (38) s nulovou pravou stranou, prvni ¢len na levé strané
je nulovy, z rovnice tedy zlstane jen

" J (10
rot rot @ =0 = g (7“ o (Tuw)) = 0.

Obecnym FeSenim rovnice je funkce u, = Ar + B/r, kde A, B jsou integra¢ni konstanty,
tyto uréime z okrajovych podminek u,|r, = 0 a u,|r, = aR; jako

R? R . R2R?
RR-R? R-Rr"

RR3 Rg r
Uy, = —— .
I R2 R2 Ry
Pro nalezeni momentu sily budeme potiebovat znat tenzory deformace a napéti, zapisme
tedy jejich slozky

A= —

Reseni tedy nabyva tvaru

R2R2 1
Err = €pp — 07 €ro = R2 R2
a
2,LLR2R2 1
Orr = Opp = Oa Orp = R2 RQ

Moment sily je definovan jako dM = 7 x dF, kde dF = 6d9. Po dosazeni ziskame jedinou
rovnici pro slozku M, = [ ro,,dS, kde dS = 2nrdh je povrch plasté valce o poloméru
Ry < r < Ry avysce h. S vyuzitim vztaht pro slozky tenzoru napéti mizeme psat

2mrdh =

R _ 2 “RI_R? R?O‘h

M, — /2,uR2R2 1 TR R3

Moment sily, ktery se pfendsi mezi jednotlivimi vrstvami télesa (plosky soustfednych
valcil) je nezavisly na r.

84



13 Tekutiny

Priklad 90

Tok hmotnosti proudéni v tekutiné hustoty p proudici rychlosti ¥ pfes element d ]? je

Q:j[pﬁ-df:/div(pﬁ)dv.

a) div v = 3A4, Q= fOR p3A.dnr?dr = 4w R3 Ap.
c s 24 _ 24 _ (R 24 2 Jp — 2

b) divd= T E Q= [, p*£Amr*dr = 4T R*Ap.

c) divi=0, Q= fORpO.47Tr2 dr = 0.

Priklad 91

Osu trubky ztotoznime s osou x, orientace rychlosti tekutiny je tedy podél osy x a je
funkci pouze y a z. Rovnice kontinuity je splnéna identicky, y a z komponenty Navier-
Stokesovych rovnic daji dp/dy = dp/0z = 0. To znamen4, ze tlak je konstantni v celém
prifezu trubky.  komponenta Navier-Stokesovy rovnice da

?v 0% _1dp

o2 tor Ty (46)

Zde znovu vidime, ze dp/dz = konstanta. Gradient tlaku muzeme pséat jako —Ap/I, kde
Ap je rozdil tlaku mezi konci trubky a [ jeji délka. Pole rychlosti v trubce je tedy urceno
dvourozmeérnou rovnici Av = konstanta. Rovnice musi spliiovat okrajovou podminku v =
0 na obvodu priifezu trubky. Vyuzijeme symetrie problému, pocatek souradné soustavy
umistime do stfedu kruznice (profil trubky), zvolime popis ve sférickych soutadnicich
a dostavame v = w(r). Uzitim vyjadfeni Laplacidnu ve sférickych soutradnicich rovnice

prejde na
1d dv Ap
(== ) =2 22 4
rdr (Tdr> nl’ (47)
jeji integrace vede k obecnému vysledku
A
v:—4—£r2+alnr+b. (48)

Konstantu a polozime rovnou nule, protoze rychlost ve stfedu trubku musi ztistat konec¢na.
Konstantu b urc¢ime z okrajové podminky v = 0 pro r = Ry pro trubku o poloméru R,.
Konecné ziskavame vyraz pro rychlost a to

4nl

v = (R3 —r?).

Vidime, Ze rozlozeni rychlosti napti¢ trubkou je parabolické. Pro vypocet divergence a
rotace rychlostniho pole pouzijeme vyjadieni operatorti ve valcovych soufadnicich, roze-
pisujeme piispévky pouze nenulovych komponent

10(rv,)  Apl

div o = = —
VU oy dnlr
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Priklad 92
Vlozeni valce do trubky provedeme pridanim okrajové podminky v = 0 pro r = R;
k obecnému feseni definovanému rovnici (48) a dojdeme k Feseni

Ap R — R? r
- RE—p24p 2 L),
YT T ( T (Ra/R) )

Divergence a rotace rychlostniho pole v tomto pfipadé jsou

L 19(rv,) Apl [, , R:-R? r R% — R}
d = =——~|R5-3 —2 "1y 2 1
VT ST 4771T( 2 T L RyR) " Re | In(Ra/Ry)

rot v = 0.

Priklad 93

Resime problém za stejnych piedpokladii, které jsme uzili v p¥ipadé kruhového profilu,
tj. hleddme takovou funkci v, kterd vyhovuje rovnici (46) a na okrajich trubky vymizi.
Reseni této rovnice, které vymizi na hranici trojthelniku je

Ap 2
v= hihshs,
l\/_cm123

kde hy, hs, hs jsou délky kolmic z vrcholt trojihelniku na jeho tii strany. Kazdy z vyrazi
Ahy, Ahy, Ahy (kde A = 0%/9z* + §?/0y?) je roven nule — to je zfejmé z uvahy, Ze
kazdou z kolmic hq, ho, hs bychom mohli povazovat za osu y nebo z a vysledkem aplikace
Laplacianu na soufadnici je nula. Proto mame

A(hihohs) = 2(hiVhs - Vhs + haVhs - Vhy + hsVhy - Vhs).

Déle vime, ze Vhy = 111, Vhy = iy, Vhs = 13, kde 11y, 115, 713 jsou jednotkové vektory podél
kolmic hq, hs, hg. Mezi kterymikoliv dvéma vektory z iy, 72, 73 je thel 27 /3. Naptiklad
Vhy-Vhy =ny -njy = cos2m/3 = —=, atd. Ziskdme tedy vyraz

A(h1h2h3> - _<h1 —+ ]7,2 —+ h3) = _5\/§CL

a vidime, ze Navier-Stokesova rovnice (46) je splnéna.

Priklad 94
Rychlost proudéni je dana vztahem

CAp @ 1_y2_22
2l a2+ b2 a? b))

Priklad 95

Situaci budeme popisovat ve valcovych soufadnicich (r, ¢, z), osu z orientujeme podél osy
trubek. Ze symetrie tlohy je jasné, ze v, = v, = 0,v, = v(r),p = p(r). Navier-Stokesovy
rovnice ve valcovych soutadnicich ndm daji dvé rovnice

dp pv?
-~ - = 49
dr r (49)
d? 1d
cv v . (50)



Resen{ druhé rovnice hledame ve tvaru r™, substituci ziskame n = +1, takze v = ar +b/r.
Konstanty a, b uréime z okrajovych podminek, které pozaduji, aby rychlost tekutiny na
vnitinim a vnéjsim povrchu valet byla rovna rychlosti daného valce: v = 0 pro r = Ry,
v = Row pro r = Rs.

Rychlost v 'mezitrubi’ je tedy popsana vztahem

wR3 wRARY 1
= r— -
R:—R? R:-RZr

v

Pro w; = ws = w mame jednoduse v = wr a kapalina rotuje spolu s valci jako celek.
Pokud odstranime vnéjsi vélec wy = 0, Ry = 0o, potom méame v = wy R3/r.
Divergence a rotace rychlostniho pole ¥ = (v,, vy, v,) = (0,v,0) v tomto piipadé jsou

dive = 0,

. 1 0(rvg) 2wR?
td = (0,0,-220) = (0,0, =2 ).
ory ( v or > ( "R-R

Priklad 96
a) Eulerova rovnice v tihovém poli, kde na jednotkovy objem ptisobi sila pg, je definovana
nasledujicim zptisobem

ov -
U+(17-V)17:——+g.

i P (51)

Velikost rychlosti je nepfimo umérna vzdélenosti od osy rotace z, tedy v = a/r. Vektor
rychlosti ve valcovych soufadnicich je potom v = (0,a/r,0), vyjadfeno v kartézskych
soufadnicich v = (7%, =77, 0).

Zkontrolujme tvar proudnic viru: Jsou-li dz, dy, dz slozky elementarniho oblouku
proudnice v misté, kde mé rychlost slozky v,, v,, v;, pak podle definice proudnice plati

do :dy : dz = vp(x,y, 2, 1) vy (x,y, 2, 1) 1 v.(2, Y, 2,1). (52)

z v . oy . ax o ’ 7 .
Dosazenim slozek rychlosti v, = gz Uy = gz e =0 do vztahu (52) ziskdme diferen-
cialni rovnici

dz vy
dy 2’
Upravme ji na r dz = —y dy a integrujme, vysledkem je ocekdvana rovnice kruznice x2 +

y? = konstanta. Provedenim operace rotace na rychlostnim poli se snadno pfesvédéime,
Ze idedlni vir je pfikladem nevirového proudéni (rotv' = 0).

Dale vyuzijeme valcové symetrie, Eulerova rovnice v cylindrickych soutadnicich vede
ke dvéma rovnicim

v?  1dp 10p ta—0
r por’ p Oz g="
Integraci ziskame obecné feseni
P 1ao? N .
— = ——— — gz + const.
p 272
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Za predpokladu, ze povrch kapaliny je volny, mtizeme povazovat tlak za konstantni. Potom
z predchozi rovnice ziskame profil viru ve tvaru

«

z= _2g7’2'

Tato kifivka je vykreslena na obrazku 34a.
Ukazeme si jesté zachovani celkové energie pro ¢astice v kapaliné

1
E=T+4+V = §m712 — mgz = const,

kde nezapominame, zZe orientaci osy z jsme zvolili v protisméru konvencni osy. Po dosazeni

Id o /v . . 7’ 7’ Id 2
vyrazii pro rychlost a vysku z z rovnice pro profil kapaliny dostavame vysledek 3
const.

Priklad 97

Kapalina rotuje rychlosti ¢ = ¥(r), za osu rotace budeme bréat osu z. Prvni ¢len v rovnici
(51) nepiSeme (pro kapalinu rotujici jako celek je tento nulovy), druhy ¢len prepiSeme
pomoci identity (7 - grad) v = 3 grad v*> — ¥ x rot ¥ a ziskdvame

1 d
égradUQ—eroti:—gra p—i—ﬁ.

Vyuziti valcové symetrie problému vede na feSeni trojice rovnic

o, vi 10 0 : 10
U T _ 9P v 28 T% g 2O o
or r p Oz

v — —
“or r pOr’
Druhé rovnice nam piimo dava zavislost obvodové rychlosti na polomeéru jako linearni
zavislost na vzdalenosti r od osy rotace. Konstantou imérnosti je thlova rychlost rotace
kapaliny, oznacme ji 2. Rychlost ve vektorovém zapisu je potom ¢ = (0, Qr,0).
2
’ /. Ve . Ve ’ v
Dosazenim tohoto vysledku do prvni rovnice ziskdme ——2 = —1% — _O2p — 10
r por p Oor
s obecnym feSenim
P 1
= = ——0*? + const.
P 2
Reseni tieti rovnice je identické jako v predchozim piikladu, spojenim téchto dvou feseni
ziskame obecny vysledek

1
P 2022 g 4 const.

p 2
Protoze zkoumame piipad volného povrchu, uzijeme skutecnosti konstantniho tlaku a
ziskavame tvar povrchu kapaliny ve tvaru paraboloidu

1072

z =
2 g

Pribéh této kiivky je na obrazku 34b.
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(a) kapalina rotujici jako idealni vir (b) kapalina rotujici jako celek

Obrazek 34: Rotacni profily kapalin

Priklad 98
Naklonénou rovinu ztotoznime s rovinou zy, osu x se smérem toku kapaliny. Hledame
feSeni zavislé pouze na vysce z. Navier-Stokesovy rovnice s v, = v(z) v tihovém poli jsou

d?v

77dz2

Na volném povrchu z = h musi platit o,, = ndv/dz = 0,0,, = —p = —po, kde po je
atmosfericky tlak. Déle pro z = 0 musi platit v = 0. Reseni spliujici tyto podminky je

d
+ pgsina = 0, d—p+pgc0sa:O.
z

sin o
p =po+ pg(h —z)cosa, v = pg2 z(2h — 2).
n
Celkovy objemovy tok snadno ziskame spoctenim integralu ® = foh vdz = %.

Priklad 99

Orientaci souradnych os zvolime dle obrazku 35, pocatek jsme ztotoznili se stfedem vy-
tokového otvoru nadoby. Tvar nddoby je dan rotaci kiivky y = y(z) kolem osy y. Povrch
volné hladiny v uré¢itém okamziku je ¢’ = w2, rychlost vytoku tekutiny je z pocatecniho
predpokladu v; = const.

Reseni ziskdme kombinaci Bernoulliho rovnice

1 2 1 2
SPUL T P9y +p1 = gpu” +p

a rovnice kontinuity ¢'v; = qv, kde p je hustota tekutiny, y vyska volné hladiny nad
vytokovym otvorem, p;, resp. p jsou tlaky v misté vytokového otvoru, resp. na volné
hladiné a v je rychlost tekutiny ve vytokovém otvoru. Nadobu uvazujeme otevienou a
rozdil tlak®l na volné hladiné a ve vytokovém otvoru zanedbavame.
Z predchozich rovnic potom plyne
/2
vt = gy =

q/2_q2 1_;1722

29y = 2gy,

kde posledni rovnost plati za predpokladu ¢* < ¢’?. Ziskali jsme tedy vztah pro vitokovou
rychlost v priifezu ¢ jako v = 1/2gy, tu dosadime do rovnice kontinuity 7z?v; = ¢/2gy a
ziskame hledanou zavislost popisujici tvar nadoby

2,,2

v= 294>
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Obrazek 35

Priklad 100

Uvazujme nestlacitelnou kapalinu a v ni dutinu o poloméru R(t) zvétsujicim se v Case.
Pro pohodlnost vypoctu jsme stfed dutiny umistili do poc¢atku souradné soustavy. Rych-
lost rozpinéni dutiny na jeji hranici je R, potom rychlost kapaliny v libovolném bodé
vzdaleném r od stiedu dutiny je dana vyrazem

Celkova kineticka energie bomby je

T = %pR2R4/

R

o0

1 2 52 13
ﬁélm" dr = 2mpR"R’.

Je tedy zajimavé, ze dokdZzeme nekonecny objem odtlacit vynalozenim kone¢ného mnoz-
stvi energie.
Déle chceme znat tlak v libovolném bodé kapaliny vzdaleném r od stfedu dutiny.
Vyuzijeme sférické symetrie problému a pfepiSeme Eulerovu rovnici
ov -
— 1 (V)= ——=, 53
5y + (V)= - (53)
ve sférickych soutradnicich. Do rovnice pro radialni soutfadnici » dosadime rychlost kapaliny
d 2
v(r) = RE: a po tpravach dostédvame

RR? 2RR2R°R' - 10p

==, 54
r2 r? rd por (54)
Hledany vztah pro tlak v libovolném bodé kapaliny dostdvame integraci rovnice (54),
vyjde
RR? 2R’R R’R!
— — 59
b1 P<r+ d 2) (55)

kde tlak v nekonecnu volime roven nule. Potom naptiklad tlak na hranici dutiny r = R

je roven p(R) = p (RR + %R2> .
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