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6. Elektromagnetické kmity v RLC obvodu

Cíle m¥°ení

1. Ur£it impedanci n¥kolika sou£ástek (odpor, kondenzátor, cívka).

2. Zm¥°it frekven£ní charakteristiku buzeného RLC obvodu a ur£it z nich odpor, indukci a
kapacitu RLC obvodu.

3. Zm¥°it p°echodový jev (vlastní kmity) RLC obvodu s podkritickým, kritickým a nadkritic-
kým tlumením, a ur£it vlastní frekvenci obvodu a koe�cient útlumu.

Teorie obvod· s R, L a C sou£ástkami

RLC obvod sestává z odporu s velikostí R, cívky s induk£ností L a kondenzátoru s kapacitou C
°azených bu¤ do série nebo paraleln¥. V t¥chto obvodech dochází p°i buzení zdrojem st°ídavého
nap¥tí na ur£ité frekvenci k rezonanci charakterizované maximem proudu. Podobné rezonan£ní
chování m·ºeme vid¥t v mnoha oblastech fyziky nap°. v situaci, kdy je závaºí p°ichycené pruºinou
buzené periodickou silou. Obvody s R, L a C mají ²iroké uplatn¥ní nap°. jako rezonátory, �ltry
s horní a dolní propustí anebo integra£ní £leny (viz úloha £. 5).

Uvaºujme obvod, kde jsou prvky R, L a C °azené v sérii, viz obr. 6.1, a jsou buzeny nap¥tím
z funk£ního generátoru U(t). Druhý Kirchho�·v zákon °íká, ºe sou£et úbytk· nap¥tí na spot°e-
bi£ích se v uzav°eném obvod¥ rovná sou£tu nap¥tí na zdrojích. V p°ípad¥ tohoto obvodu tedy
nabývá tvar

UR(t) + UL(t) + UC(t) = U(t) , (6.1)

kde UR(t), UL(t) a UC(t) jsou nap¥tí na odporu, cívce a na kondenzátoru. Podle Ohmova zákona
je nap¥tí na odporu

UR(t) = RI(t) . (6.2)

Faraday·v zákon dává nap¥tí pro cívku

UL(t) = L
dI(t)

dt
(6.3)

a z Coulombova zákona lze odvodit, ºe nap¥tí na kondenzátoru nabíjeném proudem I(t) za £as t
je

UC(t) = U(0) +
1

C

∫ t

0
I(t)dt , (6.4)

kde U(0) je nap¥tí v £ase t = 0. Dosazením t¥chto nap¥tí do rovnice (6.1) a jejím zderivováním
podle £asu dostáváme rovnici

L
d2I(t)

dt2
+R

dI(t)

dt
+

1

C
I(t) =

dU(t)

dt
. (6.5)
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Obrázek 6.1: Schéma sériového RLC obvodu napájeného zdrojem st°ídavého nap¥tí U(t).

Rozeberme ustálené °e²ení tohoto obvodu p°i buzení st°ídavým nap¥tím, kdy je zapojen po-
stupn¥ pouze £len R nebo L nebo C, a nakonec celý obvod RLC. P°edpokládejme nyní, ºe st°ídavé
nap¥tí U(t) má tvar harmonické funkce a m·ºeme ji vyjád°it jako reálnou £ást komplexní funkce

Û(t) = Û0(ω)e
iωt , (6.6)

kde st°í²kou ozna£ujeme komplexní funkci. Vyuºíváme zde matematický aparát komplexních £ísel1,
kdy amplituda nap¥tí Û0(ω) je komplexní, tzn. m·ºeme ji vyjád°it jako Û0(ω) = |Û0(ω)|eiφU (ω).
Veli£ina φU zde vyjad°uje fázi nap¥tí. M·ºeme o£ekávat, ºe i proud má stejný tvar

Î(t) = Î0(ω)e
iωt . (6.7)

Analogicky Î0(ω) = |Î0(ω)|eiφI(ω). P°ipome¬me, ºe tento aparát komplexních £ísel m·ºeme pouºít,
protoºe zacházíme s lineárními veli£inami a operátory, u kterých se v libovolném bod¥ m·ºeme
vrátit k reálným veli£inám vyjád°ením jejich reálné £ásti, nap°. U(t) = Re [Û(t)] pomocí Eulerovy
rovnice eix = cosx + i sinx. Reálné £ásti veli£in musíme pouºívat, pokud pracujeme s nelineární
veli£inami, nap°. s výkonem P ∝ I(t)2.

Obvod s odporem

Nejjednodu²²í p°ípad nastává, pokud je zapojen pouze odpor. Pak na levé stran¥ rovnice (6.5)
z·stane pouze druhý £len. Po dosazení rovnic (6.6) a (6.7) do (6.5) dostáváme

RÎ0(ω) = Û0(ω) , (6.8)

která vyjad°uje Ohm·v zákon pro amplitudy Î0(ω) a Û0(ω). V obvodech st°ídavého proudu se
£asto pouºívá komplexní impedance Ẑ(ω) = |Ẑ(ω)|eiφZ(ω) de�novaná jako

Ẑ(ω) ≡ Û0(ω)

Î0(ω)
=

|Û0(ω)|
|Î0(ω)|

ei(φU−φI) . (6.9)

Rozdíl φU (ω) − φI(ω) vyjad°uje fázový rozdíl mezi proudem a nap¥tím. Typicky volíme φU = 0
(volba po£átku £asu). V p°ípad¥ odporu pak dostáváme pro jeho impedanci

ẐR(ω) = R = RR . (6.10)

kde jsme pro velikost odporu m¥°eného rezistoru zavedli veli£inu RR z d·vodu odli²ení od ostatních
odpor·, které se v obvodu mohou vyskytnout. Jelikoº je tato impedance reálná, vidíme, ºe pro
fázi impedance odporu platí φR = φU − φI = 0.

1Pro podrobn¥j²í diskuzi aparátu komplexních £ísel velmi doporu£ujeme pro£íst [1].
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Obvod s kondenzátorem

V p°ípad¥, kdy je v obvodu jen kondenzátor, z·stane na levé stran¥ rovnice (6.5) pouze t°etí £len.
Analogicky s p°edchozí £ástí pak dostáváme pro impedanci kapacity

ẐC(ω) =
1

iωC
=

1

ωC
e−iπ

2 . (6.11)

Zde je jiº impedance komplexní. Fáze nap¥tí na kondenzátoru Û0(ω) = ẐC(ω)Î0(ω) se li²í o−π/2 =
−90◦ relativn¥ k proudu, tzn. ºe harmonický pro�l nap¥tí se �opoº¤uje� za proudem. Ze zm¥°ené
velikosti impedance |ẐC(f)| na dané frekvenci f = ω/2π je moºno vypo£íst kapacitu jako

C =
1

2πf |ẐC(f)|
. (6.12)

Tento p°ípad p°edstavuje ideální kondenzátor. V reálných sou£ástkách existují ztráty, které
si m·ºeme p°edstavit jako p°ídavný odpor zapojený do série, tzv. ekvivalentní sériový odpor
(v angli£tin¥ se pouºívá zkratka �ESR�). S impedancemi m·ºeme pracovat podobn¥ jako s odpory
v obvodu se stejnosm¥rným proudem, tzn., v sériovém zapojení je celková impedance dána sou£tem
impedancí jednotlivých element· a tedy impedanci reálného kondenzátoru je moºno vyjád°it jako

Ẑr
C(ω) = ẐC(ω) +RC =

−i

ωC
+RC . (6.13)

Odtud vyjád°íme fázi impedance kondenzátoru φC jako

tanφC =
Im Ẑr

C(ω)

Re Ẑr
C(ω)

=
−1

ωRCC
. (6.14)

Odpor tedy zp·sobí, ºe fáze jiº má v¥t²í hodnotu neº −90◦. Pro ω → 0 se blíºí ideální hodnot¥
−90◦, pro ω → ∞ se fáze blíºí 0, tzn., kondenzátor se chová jako odpor. Z amplitudy a fáze Ẑr

C(ω)
lze vyjád°it pomocí rovnice (6.13) kapacitu

C =
−1

2πf |Ẑr
C(f)| sinφC

, (6.15)

(záporné znaménko zde vystupuje protoºe fázový úhel kondenzátoru φC je záporný) a ekvivalentní
sériový odpor

RC = |Ẑr
C(f)| cosφC . (6.16)

Jako míra kvality kondenzátoru na ur£ité frekvenci se zavádí bezrozm¥rná veli£ina £initel
jakosti Q (v angl. Q-factor, Q z angl. quality), který je daný velikostí pom¥ru imaginární a reálné
£ásti Ẑr

C(ω), Q(ω) = 1/(ωCRC). Jeho p°evrácená hodnotaD = 1/Q = ωCRC (z angl. dissipation)
se nazývá ztrátový £initel, je dána podílem odporové a kapacitní sloºky a vyjad°uje míru ztráty
energie. Nejmen²í ztrátový £initel mají kondenzátory vzduchové (°ádov¥ 10−5 aº 10−6) na 1 kHz.
Keramické kondenzátory mají ztrátový £initel °ádov¥ 10−4, kondenzátory s plastovou fólií 10−3 a
kondenzátory papírové 10−2. Ztrátový £initel elektrolytických kondenzátor· bývá 0,1 aº 0,3 [2, 3].
Poznamenejme, ºe v reálném kondenzátoru je sériový ekvivalentní odpor frekven£n¥ závislý a je
nutno ho charakterizovat v blízkosti frekvence, na kterém pak s kondenzátorem pracujeme.

Obvod s cívkou

V p°ípad¥, kdy v obvodu je pouze cívka, pak na levé stran¥ rovnice (6.5) z·stane pouze první
£len. Analogicky s p°edchozí £ástí pak dostáváme pro impedanci cívky

ẐL(ω) = iωL = ωLei
π
2 . (6.17)
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Impedance je zde op¥t komplexní a její fáze π/2 zna£í, ºe fáze nap¥tí na kondenzátoru Û0(ω) =
ẐLÎ0(ω) je o π/2 v¥t²í neº u proudu, tzn., nap¥tí se na cívce �p°edbíhá� p°ed proudem o 90◦. Ze
zm¥°ené velikosti impedance |ẐL(f)| na dané frekvenci f je moºno vypo£íst induk£nost jako

L =
|ẐL(f)|
2πf

. (6.18)

Reálnou cívku si m·ºeme op¥t p°edstavit jako ideální cívku zapojenou v sérii s ekvivalentním
sériovým odporem a její impedance je

Ẑr
L = ẐL(ω) +RL = iωL+RL . (6.19)

Odtud vyjád°íme úhel této impedance jako

tanφL =
ωL

RL
. (6.20)

Z amplitudy a fáze Ẑr
L(ω) (6.19) lze vyjád°it indukci

L =
|Ẑr

L(f)| sinφL

2πf
, (6.21)

a ekvivalentní sériový odpor
RL = |Ẑr

L(f)| cosφL . (6.22)

Ekvivalentní sériový odpor zp·sobí, ºe fáze jiº má men²í hodnotu neº 90◦. Pro ω → ∞ se blíºí
ideální hodnot¥ +90◦, pro ω → 0 se fáze blíºí 0, tzn., cívka se chová jako odpor. Jako míra kvality
cívky na ur£ité frekvenci se op¥t vyjad°uje pomocí £initele jakosti (velikosti pom¥ru imaginární a
reálné £ásti impedance), Q(ω) = ωL/RL a ztrátový £initel je D = 1/Q = RL/(ωL). Jen krátce
zmi¬me, ºe sériový odpor není jedinou charakteristikou reálné cívky. Na vysokých frekvencích
se za£ne projevovat paralelní kapacita vznikající mezi jednotlivými smy£kami cívky. Proto se
v tomto praktiku omezíme na relativn¥ malé frekvence pod 3 kHz, kde je tento efekt relativn¥
slabý � projevuje se tak, ºe ekvivalentní sériový odpor není konstanta, ale závisí na frekvenci. Na
dostate£n¥ nízkých frekvencích by se hodnota RL m¥la blíºit stejnosm¥rnému odporu cívky.

Obrázek 6.2 shrnuje dosaºené výsledky a souhrnn¥ ukazuje (komplexní) impedance reálné cívky
(Ẑr

L), odporu (ẐR) a reálné kapacity (Ẑr
C), kde kaºdá z nich má hodnotu reálné £ásti rovnu R.

RLC obvod

Pro vy°e²ení RLC obvodu nejprve pod¥lme rovnici (6.5) induk£ností L a obdrºíme

d2I(t)

dt2
+

R

L

dI(t)

dt
+

1

LC
I(t) =

1

L

dU(t)

dt
. (6.23)

Tato rovnice je analogická pohybové rovnici tlumeného mechanického oscilátoru. �len s první
derivací proudu p°edstavuje disipaci energie a je úm¥rný konstant¥ tlumení α, kde

2α =
R

L
. (6.24)

Konstanta u t°etího £lenu zleva ur£uje kruhovou rezonan£ní frekvenci oscilátoru

ω0 =
1√
LC

. (6.25)

P°ipomínáme, ºe jednotka ω (stejn¥ jako jednotka α) je rad/s a ω se pojí s frekvencí f (jednotka
Hz) jako ω = 2πf . Pro rezonan£ní frekvenci tedy dostáváme

f0 =
1

2π
√
LC

. (6.26)



6. Elektromagnetické kmity v RLC obvodu 5

Obrázek 6.2: Impedance odporu ẐR, reálné cívky Ẑr
L, a reálného kondenzátoru Ẑr

C zobrazené
v rovin¥ komplexních £ísel. Reálná £ást v²ech impedancí má hodnotu R.

Rovnici (6.23) pomocí zavedených konstant m·ºeme p°epsat na

d2I(t)

dt2
+ 2α

dI(t)

dt
+ ω2

0I(t) =
1

L

dU(t)

dt
. (6.27)

Jedná se o nehomogenní diferenciální rovnici druhého °ádu pro proud I(t).

Ustálené °e²ení

Rozeberme nejprve, podobn¥ jako vý²e, ustálené °e²ení p°i buzení st°ídavým nap¥tím o úhlové
frekvenci ω. Vyjád°eme závislost proudu obvodem relativn¥ k budícímu nap¥tí pomocí veli£iny
Ĝ(ω) ≡ Î0(ω)/Û0(ω), která se nazývá vodivost. Vodivost je p°evrácenou hodnotou impedance,
Ĝ(ω) = 1/Ẑ(ω) a má jednotku Siemens (zn. S) nebo Ω−1. Po dosazení rovnic (6.6) a (6.7) do
(6.27) dostáváme pro vodivost

Ĝ(ω) ≡ Î0(ω)

Û0(ω)
= iω

F

ω2
0 − ω2 + i2αω

, (6.28)

kde
F = 1/L (6.29)

je oscilátorová síla. �len F/(ω2
0−ω2+iω2α) je rezonan£ní a setkáme se s ním v mnoha fyzikálních

situacích, nap°. p°i °e²ení mechanického oscilátoru nebo p°i kmitech iont· v pevných látkách (tzv.
Lorentz·v oscilátor). �len iω zde vystupuje2, protoºe vztah (6.28) p°edstavuje závislost proudu
na nap¥tí3.

Vztah (6.28) m·ºeme alternativn¥ vyjád°it pomocí p·vodních veli£in R, L a C jako

Ĝ(ω) =
1

R+ i(ωL− 1
ωC )

. (6.30)

2Znaménko u tohoto £lenu závisí na zvoleném znaménku u £asu ve vztazích (6.6) a (6.7). V návodu k této úloze
pouºíváme znaménko sm¥ru £asu stejn¥ jako je zvykem v elektrotechnice. Na druhou stranu, v kvantové teorii £i
teorii pevných látek se pouºívá £asová závislost e−iωt, která by zm¥nila znaménko u v²ech £len· iω.

3Amplituda náboje na kondenzátoru q̂0 £len iω nemá, viz rovnice (6.35) v £ásti v¥nované p°echodovému jevu a
dále viz [1].
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Obrázek 6.3: Amplituda vodivosti (a) a její fáze (b) sériového obvodu RLC pro hodnoty L = 0,1 H,
C = 100 nF. Jsou zde vyneseny t°i k°ivky pro hodnoty odporu R = R0, R = 2R0 a R = 3R0, kde
R0 = 100 Ω. Rezonan£ní frekvence ω0 = 10 000 rad/s. Plná ²í°ka rezonan£ních k°ivek v úrovni
1/

√
2 ≈ 71% maxima je rovna 2α, coº je ilustrováno ²ipkou v p°ípad¥ R = 3R0 (2α = 3000 rad/s.)

Pravou stranu tohoto výrazu m·ºeme také jednodu²e obdrºet jako p°evrácenou hodnotu RLC
impedancí v sérii 1/(ẐR + ẐL + ẐC).

Amplitudu vodivosti vyjád°íme jako∣∣∣Ĝ(ω)
∣∣∣ = √

Ĝ(ω)Ĝ∗(ω) = ω
F√

(ω2
0 − ω2)2 + (2αω)2

=
1√

R2 + (ωL− 1
ωC )

2
. (6.31)

Fázi vodivosti φG(ω) vyjád°íme jako

tanφG(ω) =
Im Ĝ(ω)

Re Ĝ(ω)
=

ω2
0 − ω2

2αω
=

1
ωC − ωL

R
. (6.32)

Obrázek 6.3(a) vykresluje závislost amplitudy vodivosti RLC obvodu na kruhové frekvenci ω pro
hodnoty L = 0,1 H, C = 100 nF a t°i hodnoty odporu R = R0, R = 2R0 a R = 3R0, kde
R0 = 100 Ω. Na rezonan£ní frekvenci je amplituda rovna 1/R a tedy rovnice (6.31) má na této
frekvenci tvar stejnosm¥rného Ohmova zákona. Z amplitudy vodivosti v rezonanci tedy m·ºeme
ur£it R. V reálném RLC obvodu tento odpor odpovídá ztrátám v celém obvodu daným sou£tem
ekvivalentních sériových odpor· v²ech sou£ástek na dané frekvenci

Rcelek = RR +RL +RC , (6.33)

kde RR je velikost p°idaného odporu v obvodu. �í°ka rezonance |Ĝ(ω)| je pro slabé tlumení úm¥rná
α, p°esn¥ji °e£eno, ²í°ka |Ĝ(ω)| ve vý²ce 1/

√
2 ≈ 71 % maxima je rovna 2α a je moºno z ní ur£it

L p°i znalosti R.4. Z frekvence rezonance pak pomocí vztahu (6.25) ur£íme C a RLC obvod je tak
pln¥ charakterizován.

Obrázek 6.3(b) vykresluje frekven£ní závislost fáze vodivosti stejného RLC obvodu. Na rezo-
nan£ní frekvenci ω = ω0 je fáze nulová. V limit¥ ω → 0 fáze nabývá hodnoty +90◦ a v limit¥
ω → ∞ nabývá −90◦. Tedy celková zm¥na fáze p°i pr·chodu rezonan£ní frekvencí je 180◦.

4V elektrotechnice se £asto uvaºuje o výkonu, který je úm¥rný kvadrátu proudu a tedy G2. Pro G2 je pak ²í°ka
2α v polovin¥ vý²ky maxima, tzv. FWHM (z angl. full width at half maximum).



6. Elektromagnetické kmity v RLC obvodu 7

P°echodový jev

P°echodový jev v RLC obvodu vzniká p°i skokové zm¥n¥ budícího nap¥tí, nap°. p°i vypnutí zdroje.
Vyjád°eme p°echodový jev nap¥tí na kondenzátoru UC(t), coº bude v tomto praktiku p°ímo m¥°ená
veli£ina. Vra´me se k rovnici (6.1), do které dosadíme vztahy (6.2), (6.3). S uváºením de�nice
proudu I(t) = dq(t)/dt, kde q(t) je náboj na kondenzátoru, a vztahu q(t) = UC(t)C dostáváme
rovnici

d2UC(t)

dt2
+ 2α

dUC(t)

dt
+ ω2

0UC(t) = ω2
0U(t) , (6.34)

kde jsme pouºili vý²e zavedených konstant α a ω0. Tato rovnice je formáln¥ podobná rovnici (6.27),
ale vystupuje zde nap¥tí na kondenzátoru UC(t) a pravá strana je úm¥rná budícímu nap¥tí U(t),
kdeºto v rovnici (6.27) její derivaci. Pro úplnost zmi¬me, ºe p°i harmonickém buzení (6.6) je °e²ení
této rovnice

ÛC0(ω)

Û0(ω)
=

ω2
0

ω2
0 − ω2 + i2αω

. (6.35)

Tento vztah a tedy nap¥tí na kondenzátoru (potaºmo jeho náboj q(t) = UC(t)C) je formáln¥
ekvivalentní výchylce mechanického oscilátoru, více viz [1].

Dále se jiº v¥nujme skokové zm¥n¥ nap¥tí, kdy v £ase t = 0 se nap¥tí U(t) skokov¥ zm¥ní
z konstantní hodnoty Ui na konstantní hodnotu Uf . Nejprve uvaºujme homogenní diferenciální
rovnici, tzn. rovnici (6.34) bez pravé strany. P°edpokládejme °e²ení ve tvaru UC(t) = UC0e

λt. Po
dosazení dostáváme charakteristickou rovnici

λ2 + 2αλ+ ω2
0 = 0 . (6.36)

�e²ení této kvadratické rovnice je

λ1 = −α+
√
α2 − ω2

0 , λ2 = −α−
√

α2 − ω2
0 . (6.37)

Obecné °e²ení homogenní £ásti rovnice (6.34) pro p°ípad α ̸= ω0 je

UC(t) = UC1e
λ1t + UC2e

λ2t , (6.38)

kde UC1 a UC2 jsou konstanty dané po£áte£ními podmínkami. Teorie diferenciálních rovnic °íká,
ºe °e²ení nehomogenní rovnice (6.34) je pak lineární superpozice °e²ení homogenní rovnice (6.38)
plus jakékoliv °e²ení nehomogenní rovnice. �e²ení nehomogenní rovnice (6.34) s konstantní pravou
stranou je konstanta. Tedy obecné °e²ení (6.34) pro t > 0 je

UC(t) = UC1e
λ1t + UC2e

λ2t + Uf , (6.39)

kde poslední konstanta na pravé stran¥ je kone£né nap¥tí Uf , jelikoº musí UC(t → ∞) = Uf .
Rozeznáváme zde t°i p°ípady. Pro α > ω0 hovo°íme o tzv. nadkritickém tlumení. Ko°eny λ1,2

(6.37) jsou reálné a °e²ení je dáno p°ímo rovnicí (6.39).
V opa£ném p°ípad¥, kdy α < ω0, se jedná o tzv. podkritické tlumení, kdy jsou ko°eny λ1,2

komplexní a reálnou £ást °e²ení (6.39) lze vyjád°it jako

UC(t) = UC3e
−αt sinωdt+ UC4e

−αt cosωdt+ Uf (6.40)

nebo alternativn¥ pomocí fáze ϕ jako

UC(t) = UC5e
−αt cos (ωdt+ ϕ) + Uf , (6.41)

kde UC3, UC4, UC5 resp. ϕ jsou op¥t konstanty dané po£áte£ními podmínkami. Frekvence

ωd =
√

ω2
0 − α2 (6.42)
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Obrázek 6.4: P°echodový jev RLC obvodu p°i skokové zm¥n¥ budícího nap¥tí U(t) z hodnoty
4 V na �4 V pro podkritické (R = 300 Ω), kritické (R = 2000 Ω) a nadkritické tlumení (R =
6000 Ω) a pro L = 0,1 H a C = 100 nF. Vyneseno je nap¥tí na kondenzátoru úm¥rné jeho náboji.

se nazývá tlumená kruhová rezonan£ní frekvence, kterou obvod p°i p°echodovém jevu do£asn¥
kmitá.

T°etí hrani£ní p°ípad je tzv. kritické tlumení, které nastává pro takové hodnoty odporu R =
Rk, kdy

α = ω0 . (6.43)

Dosazením do rovnice (6.34) lze ukázat, ºe °e²ení má pro tento p°ípad tvar

UC(t) = (UC6 + UC7t)e
λt + Uf (6.44)

a vyzna£uje se nejrychlej²ím útlumem daným λ = −α = −ω0. Tento stav je ºádoucí nap°. p°i
stabilizaci, kdy je pot°eba co nejrychleji utlumit systém vyvedený z rovnováhy vn¥j²ím stimulem.

V²echna tato °e²ení musí spl¬ovat po£áte£ní podmínky. V na²em p°ípad¥ musí nap¥tí v £ase
t = 0 mít hodnotu UC(t = 0) = Ui. Zárove¬ p°edpokládáme, ºe nap¥tí Ui bylo dostate£n¥ dlouho
konstantní, takºe je RLC obvod jiº v rovnováze, a tudíº se nap¥tí s £asem nem¥ní a tedy proud je
nulový, I(t → 0−) = dq(t = 0)/dt = 0. Vzhledem k tomu, ºe je sou£ástí obvodu indukce, nem·ºe
se proud m¥nit skokov¥, a tedy tato podmínka platí i v limit¥ t → 0 zprava, tedy pro vý²e nalezená
°e²ení. Aplikací t¥chto podmínek obdrºíme volné konstanty. Pro nadkritické tlumení získáváme

UC1 =
Ui − Uf

1− λ1
λ2

, UC2 =
Ui − Uf

1− λ2
λ1

, (6.45)

pro podkritické tlumení

UC5 = (Ui − Uf )

√
1 +

(
α

ωd

)2

, ϕ = − arctan

(
α

ωd

)
(6.46)

a pro kritické tlumení
UC6 = Ui − Uf , UC7 = (Ui − Uf )α . (6.47)

Tato °e²ení jsou vykresleny na obr. 6.4 pro realistickou situaci, kdy se nap¥tí skokov¥ m¥ní z Ui =
4 V na Uf = −4 V pro jedno podkritické, nadkritické a kritické tlumení. P°echodový jev lze taktéº
pozorovat pomocí proudu v RLC obvodu. �asové závislosti proudu bychom získali derivací vý²e
obdrºených vztah·.
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c)

Obrázek 6.5: (a) Aparatura pro m¥°ení impedance Ẑ (nebo vodivosti Ĝ = 1/Ẑ) sestávající z funk£-
ního generátoru jako zdroje nap¥tí U s ur£itou frekvencí, osciloskopu, m¥°ené impedance Ẑ a re-
feren£ního odporu RI . V schématu jsou nazna£ena nap¥tí UI na referen£ním odporu RI a nap¥tí
UZ na m¥°ené impedanci Z. Referen£ní (stínící) vodi£e kanál· U1 a U2 jsou uvnit° osciloskopu
spojeny a uzemn¥ny. (b) Aparatura analogická panelu (a) pouºitá pro m¥°ení p°echodového jevu
náboje na kondenzátoru C. (c) RLC metr Agilent U1733C.

Tlumení RLC oscilátoru se £asto také charakterizuje bezrozm¥rným jakostním £initelem Q,
který je zde de�nován jako

Q =
ω0

2α
=

1

R

√
L

C
, (6.48)

který p°edstavuje po£et oscilací N , které oscilátor vykoná, neº jeho energie poklesne na 1/e
p·vodní hodnoty, vynásobený faktorem 2π, tj. N = Q/(2π) ≈ Q/6. Energie je úm¥rná kvadrátu
proudu, proto je v de�nici Q (6.48) faktor 2 ve jmenovateli.

Popis experimentální aparatury a m¥°ení

Úloha za£íná m¥°ením s RLC metrem Agilent U1733C, viz obr. 6.5(c). Je to moderní ru£ní p°ístroj
umoº¬ující m¥°it velikost impedance a z ní ur£it kapacitu, induk£nost nebo odpor sou£ástek (volba
p°epínáním tla£ítka ZLCR). Umoº¬uje zm¥°it fázi impedance (zde ozna£ena jako θ) a z ní £initel
jakosti Q nebo ztrátový £initelD (volba p°epínáním tla£ítka DQθ). Tento p°ístroj taktéº umoº¬uje
zm¥°it ekvivalentní sériový odpor (p°epíná se podrºením tla£ítka Ai (ESR) na 3 s). Pro ur£ení
stejnosm¥rného odporu, nap°. cívky, se pouºije stejnosm¥rný mód, který se p°epíná podrºením
tla£ítka Freq. (DCR) na 3 s. P°ístroj pracuje na diskrétních frekvencích 100, 120 Hz a 1, 10 a
100 kHz (p°epínání tla£ítkem Freq.) s tím, ºe po zapnutí je vºdy nastavena referen£ní frekvence
1 kHz. Detailn¥j²í informace o p°ístroji jsou v jeho manuálu, který je moºno najít na odkaze [5].

M¥°ení s osciloskopem probíhá na aparatu°e sestávající z funk£ního generátoru jako zdroje
nap¥tí U o ur£ité frekvenci f , osciloskopu, m¥°ené impedanci Ẑ a referen£ním odporu RI , viz
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obr. 6.5(a). Druhý kanál osciloskopu U2 m¥°í nap¥tí UI na referen£ním odporu RI , pomocí n¥hoº
ur£íme proud obvodem I = UI/RI = U2/RI . První kanál osciloskopu U1 je p°ipojen na výstup
z funk£ního generátoru a m¥°í celkové nap¥tí U1 = UZ + UI . V osciloskopu jsou vºdy referen£ní
(stínící) vodi£e obou kanál· propojeny a uzemn¥ny (v obr. 6.5(a) nazna£eno £árkovan¥), tedy první
kanál nem·ºe být p°ipojen pouze na testované impedanci Ẑ, ale musí mít propojený zemnící vodi£
se zemnícím kontaktem funk£ního generátoru. Signální kontakty kabeláºe jak na osciloskopu tak
na funk£ním generátoru mají £ervenou barvu, kdeºto stínící (uzemn¥né) kontakty bu¤ modrou
nebo £ernou barvu.

Impedanci Ẑ vyjád°íme pomocí její de�nice. Jelikoº UZ = U1 − UI = U1 − U2, pak

Ẑ =
ÛZ

Î
= RI

ÛZ

ÛI

= RI
Û1 − Û2

Û2

, (6.49)

kde jsme p°e²li ke komplexní reprezentaci v²ech nap¥tí. Moderní osciloskopy umoº¬ují vyjád°it
rozdíl signál· UM = U1 − U2 a zm¥°it jak jeho amplitudu UM0 (tzv. ²pi£ka-²pi£ka, v angl. peak-
to-peak) tak fázi φM→2 = φM − φ2 v·£i kanálu U2. Impedanci (6.49) pak vyjád°íme pomocí
experimentáln¥ m¥°itelných veli£in UM0, φM→2 a amplitudy druhého kanálu U20 jako

Ẑ = RI
ÛM

Û2

= RI
UM0e

iφM

U20eiφ2
= RI

UM0

U20
eiφM−iφ2 = RI

UM0

U20
eiφM→2 (6.50)

Amplituda impedance |Ẑ| resp. její fáze φZ je pak rovna

|Ẑ| = RIUM0

U20
resp. φZ = φM→2 . (6.51)

Pro amplitudu vodivosti |Ĝ| resp. její fázi φG získáme z de�nice Ĝ = 1/Ẑ vztahy

|Ĝ| = U20

RIUM0
resp. φG = −φM→2 . (6.52)

M¥°ení probíhá s pomocí digitálního osciloskopu Keysight DSOX2002A. Pro p°esné zm¥°ení
hodnoty ²pi£ka-²pi£ka a fáze je d·leºité, aby byly pr·b¥hy signálu na obrazovce dob°e prokreslené,
tzn., aby horizontální osa (£as) byla nastavena tak, aby na ní bylo n¥kolik málo (1�5) period, a
vertikální osy (nap¥tí) nastavené tak, aby signál byl v rozp¥tí asi 40�100 % rozsahu obrazovky.
Toto je pot°eba p°i zm¥n¥ frekvence typicky vºdy znovu nastavit. Detailn¥j²í informace o p°ístroji
jsou v jeho manuálu, který je moºno najít na odkazu [6].

Jako zdroj signálu se pouºívá digitální funk£ní generátor Tektronix AFG2021. Má výstupní
impedanci Rg = 50 Ω, coº si lze p°edstavit pomocí náhradního zapojení, kdy se k ideálnímu
zdroji nap¥tí do série p°idá odpor 50 Ω. Tento odpor se do funk£ních generátor· p°idává, aby se
minimalizovaly odrazy signál· od koaxiálního vedení, které má charakteristickou impedanci 50 Ω
a je zakon£eno zát¥ºí 50 Ω. Vnit°ní odpor funk£ního generátoru se p°i m¥°ení p°echodového jevu
projeví jako efektivní navý²ení odporu RLC obvodu o 50 Ω, který je tedy pot°eba p°i interpre-
taci výsledk· zapo£íst. P°i m¥°ení frekven£ní závislosti vodivosti RLC obvodu se vnit°ní odpor
funk£ního generátoru projeví jako pokles výstupního nap¥tí v rezonanci � takto je moºno velikost
vnit°ního odporu zm¥°it. Jelikoº je p°i výpo£tu vodivosti proud d¥lený tímto výstupním nap¥tím,
vnit°ní odpor se na výsledných hodnotách vodivosti neprojeví. Detailn¥j²í informace o p°ístroji
jsou v jeho manuálu, který je moºno najít na odkazu [7].

Zpracování dat

Frekven£ní závislost vodivosti

Jak je z°ejmé z obr. 6.3, rezonan£ní frekvenci je moºno gra�cky ur£it z polohy maxima rezonan£ní
k°ivky nebo i p°esn¥ji z frekvence, kde fáze prochází nulou. Hodnoty R, L, a C lze získat z frek-
ven£ní závislost vodivosti |Ĝ(ω)| pomocí její hodnoty v rezonanci, ²í°ky rezonan£ní k°ivky a její
rezonan£ní frekvence, viz diskuze pod vztahem (6.32).
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Alternativn¥ £i dopl¬kov¥ lze v²echny tyto hodnoty získat proloºením teoretické závislosti (6.30)
na |Ĝ(f)|, viz program [4]. Tento ukázkový program je napsaný v jazyce Python a pro numerickou
minimalizaci pouºívá balí£ek LM�t. Zpracování dat proloºením dává p°esn¥j²í výsledky, protoºe
se vyuºijí v²echny m¥°ené body. Navíc získáme statistický odhad náhodných chyb výsledk· a také
m·ºeme testovat, nakolik frekven£ní závislost dat odpovídá teoretické p°edpov¥di.

P°echodový jev

V p°ípad¥ podkritického tlumení je moºné ur£it koe�cient exponenciálního poklesu amplitudy α
náboje z £asového pr·b¥hu nap¥tí. Z rovnice (6.41) vidíme, ºe obálka maxim nebo minim oscilací
klesá exponenciáln¥ jako UCmax(t) = UC5e

−αt + Uf . Ode£tením Uf a logaritmováním získáme

ln(UCmax(t)− Uf ) = lnUC5 − αt . (6.53)

Tedy závislost p°irozeného logaritmu rozdílu UCmax(t)−Uf je lineární funkce £asu a její sm¥rnice
je −α. Proloºením lineární funkce n¥kolika body lze testovat, nakolik je pokles lineární, a ur£it
konstantu α. Sou°adnice n¥kolika maxim (minim) m·ºeme ur£it bu¤ s pomocí kurzoru osciloskopu
nebo lze £asový pr·b¥h uloºit na USB disk a sou°adnice oscilací ur£it na po£íta£i (doporu£ováno).
Z konstanty α vypo£t¥te se znalostí hodnoty L z p°ede²lých m¥°ení odpor celého RLC obvodu R
s pomocí vzorce (6.24). Tento odpor je dán sou£tem ekvivalentních sériových odpor· v²ech sou£ás-
tek Rcelek na frekvenci oscilací, viz (6.33). Tento odpor je v²ak v p°ípad¥ p°echodového jevu je²t¥
navíc navý²en vnit°ním odporem funk£ního generátoru, který je Rg = 50 Ω, viz diskuze v popisu
experimentu. Srovnejte hodnoty R a Rcelek+Rg. Tlumenou frekvenci oscilací ωd ur£íme jednodu²e
ode£tením periody n¥kolika oscilací. Z obdrºené hodnoty spo£t¥te (netlumenou) frekvenci RLC
obvodu ω0 s pomocí vztahu (6.42) a srovnejte ji s hodnotou obdrºenou z frekven£ní závislosti
vodivosti.

V p°ípad¥ nadkritického tlumení m·ºeme podobným zp·sobem ur£it exponenciální pokles na-
p¥tí. Situace je zde komplikovan¥j²í, protoºe °e²ení (6.39) je v obecnosti sou£tem dvou exponenciál.
Ale v reºimu, kdy α je velké (p°ibliºn¥ pro α > 2ω0) a tedy koe�cienty (6.37) znateln¥ rozdílné,
v²ak pro dostate£n¥ dlouhé £asy zbude z °e²ení (6.39) pouze exponenciála s pomalej²ím útlumem
λ1. Analogicky k (6.53) pak získáváme rovnici ln(UC(t)−Uf ) = lnUC1 + λ1t, ze které ur£íme λ1.
Z hodnoty λ1 je moºno vyjád°it na základ¥ známých hodnot L a ω0 hodnotu odporu R s pomocí
rovnic (6.37) a (6.24) jako

R = −L
ω2
0 + λ2

1

λ1
. (6.54)

V p°ípad¥ kritického tlumení není pr·b¥h nap¥tí (6.44) p°esn¥ exponenciální a tudíº nelze
jednodu²e pouºít rovnici (6.53). P°i zpracování protokolu se tedy spokojme s nalezením hodnoty
odporu kritického tlumení Rk a srovnání s p°edpov¥dí této hodnoty s pomocí vztah· (6.43) a
(6.24) na základ¥ d°íve zm¥°ených hodnot L a ω0.

Op¥t alternativn¥ £i dopl¬kov¥ lze ve v²ech t¥chto p°ípadech £asové pr·b¥hy zpracovat prolo-
ºením teoretickými vztahy (6.39), (6.41) a (6.44) pomocí programu analogickému k ukázce [4].
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Úkoly pro m¥°ení a zpracování dat

1. Impedance odporu, cívky a kondenzátoru.

(a) M¥°ení pomocí RLC metru Agilent U1733C na frekvenci 1 kHz.

i. Zm¥°te velikost odporu dekády RR (≤ 30 Ω), kapacitu kondenzátoru C, a indukci
cívky L. Zm¥°te také fázový úhel t¥chto sou£ástek φR, φC resp. φL a ekvivalentní
sériový odpor kondenzátoru RC a cívky RL. Vzhledem k induk£nosti cívek po-
uºitých v praktiku volte kondenzátor s kapacitou v rozmezí p°ibliºn¥ 200 nf aº
1,5 µF. Nominální odpor RR nastavený na dekád¥ volte tak aby s rezervou platilo
RR < 2L

C . Jde zde o to, aby p°i pouºitém odporu nastalo p°i m¥°ení p°echodového
jevu podkritické tlumení (viz (6.37))

ii. V p°ípad¥ cívky zm¥°te taktéº stejnosm¥rný odpor RDC
L bu¤ pomocí RLC metru

v reºimu stejnosm¥rného proudu (DCR), nebo pomocí stejnosm¥rného multimetru.
iii. Ze získaných hodnot C a L vypo£t¥te jiº v praktiku teoretickou hodnotu rezonan£ní

frekvence f0 sériového RLC obvodu, viz (6.26).

(b) M¥°ení pomocí osciloskopu s vyuºitím zapojení podle obr. 6.5(a). Velikost referen£-
ního odporu RI zvolte p°ibliºn¥ 10 Ω. Pouºijte harmonický tvar signálu v fun£ním
generátoru.

i. Zm¥°te amplitudu impedance |Ẑ| a fázi impedance φZ , viz (6.51), odporu, kon-
denzátoru a cívky na n¥kolika frekvencích v rozmezí 100�3000 Hz (nap°. na 100,
300, 1000 a 3000 Hz a frekvenci f0).

ii. Pro jednotlivé frekvence do protokolu vypo£t¥te u odporu hodnotu RR, viz (6.10),
u kondenzátoru C a RC , viz (6.15) a (6.16), a u cívky L, a RL, viz (6.21) a (6.22).

2. Rezonance sériového RLC obvodu. Pouºijte zapojení s osciloskopem podle obr. 6.5(a),
kde jako impedanci Ẑ pouºijte stejné sou£ástky RR, L, C jako v p°edchozí £ásti zapojené v
sérii.

(a) Zm¥°te frekven£ní závislost amplitudy vodivosti, |Ĝ|, a fázi vodivosti, φG, viz (6.52).
M¥°te ve frekven£ním rozsahu v okolí rezonance, kde se fáze m¥ní v rozsahu od -80◦ do
80◦, s krokem asi 10◦, p°ípadn¥ i na n¥kolika dal²ích frekvencích dále od rezonance.

(b) Z frekven£ní závislosti amplitudy vodivosti ur£ete do protokolu hodnoty R, L, C, ω0,
a f0, viz p°edchozí odstavec o zpracování dat. Srovnejte tyto hodnoty s výsledky ob-
drºenými z p°edchozí £ásti a s hodnotou Rcelek (6.33). Z t¥chto hodnot vypo£t¥te také
hodnoty α, viz (6.24), F , viz (6.29), a Q, viz (6.48).

(c) Vykreslete teoretickou frekven£ní závislost |Ĝ| a φG pro obdrºené hodnoty R, L a C a
srovnejte je s nam¥°enými daty.

3. P°echodový jev (vlastní kmity) v RLC obvodu. Pouºijte zapojení podle obr. 6.5(b)
a obdélníkové pulzy funk£ního generátoru s nízkou frekvencí asi 30 Hz.

(a) Zm¥°te p°echodový jev pro stejnou hodnotu odporu dekády RR jako v p°edchozí £ásti
(podkritické tlumení) a uloºte data na �ash disk.
Do protokolu ur£ete hodnoty ωd, tlumící konstantu α a jí odpovídající odpor celého
RLC obvodu R. Srovnejte ji s hodnotou Rcelek (6.33)+Rg, viz diskuze v £ásti zpracování
dat. Ur£ete ω0, viz (6.42), a f0. Výsledky srovnejte s hodnotami obdrºenými pomocí
frekven£ní závislosti vodivosti.

(b) Nalezn¥te hodnotu odporu dekády RR odpovídající kritickému útlumu a zm¥°te p°echo-
dový jev. Srovnejte hodnotu Rcelek (6.33)+Rg s p°edpov¥dí odporu kritického tlumení
Rk na základ¥ L a ω0 s pomocí vztah· (6.43) a (6.24).
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(c) Zm¥°te p°echodový jev pro jednu hodnotu odporu dekády RR v oblasti nadkritického
tlumení odpovídající RR > 2Rc. Ur£ete faktor exponenciálního poklesu λ1, viz (6.37),
viz diskuze v £ásti zpracování dat. Z hodnoty λ1 vypo£t¥te s pomocí rovnice (6.54)
hodnotu odporu R a srovnejte ji s hodnotou Rcelek +Rg.
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