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1. Studium elektromagnetické indukce

Úkoly k m¥°ení

� Zm¥°te tvar nap¥´ových pulz· na cívce v závislosti na výchylce kyvadla s magnetem.

� Z p°edchozí závislosti ur£ete polom¥r cívky a magnetický moment magnetu.

� Studujte tlumení indukovaných pulz·.

Závislost indukovaných pulz· na výchylce

Teorie

Jedním z pilí°· elektrodynamiky je Faraday·v zákon [1], který vyjad°uje vztah mezi nap¥tím U
indukovaným v uzav°ené smy£ce a £asovou zm¥nou magnetického toku Φ procházejícího plochou
smy£ky:

U = −dΦ

dt
. (1.1)

V této úloze1 budeme studovat elektromagnetickou indukci v systému znázorn¥ném na obrázku 1.1.
Zdrojem magnetického pole je permanentní magnet upevn¥ný na dvojitém kyvadle. P°i kmitavém
pohybu magnet periodicky prolétává cívkou a indukuje v ní nap¥´ové pulzy, jejichº £asovou
závislost zaznamenáváme.
Aby mohla být hodnota m¥°eného nap¥tí p°enesena do po£íta£e, je t°eba ji p°evést do £íselné
podoby. K tomu slouºí tzv. analogov¥-digitální (AD) p°evodník � za°ízení, na jehoº vstupu je
analogový signál (v na²em p°ípad¥ nap¥tí a p°evodník tak slouºí jako voltmetr) a na výstupu
£íselná (digitální) reprezentace tohoto signálu. AD-p°evodník pouºitý v praktiku má rozli²ení 8
bit·, tedy osm £íslic ve dvojkové soustav¥. Je schopen rozeznat 28 = 256 úrovní nap¥tí, coº p°i
jeho nap¥´ovém rozsahu 2,5 V p°edstavuje m¥°ení s p°esností 0,01 V.

Pr·b¥h indukovaných nap¥´ových pulz·

K indukci m¥°itelného nap¥´ového pulzu dochází, pokud se magnet pohybuje v blízkosti snímací
cívky. Pohyb magnetu v·£i cívce v této oblasti m·ºeme pro jednoduchost nahradit rovnom¥rným
pohybem magnetu po ose cívky, pop°ípad¥ cívky po ose magnetu. Na obrázku 1.2 je ukázáno
magnetické pole válcového permanentního magnetu. Uvaºujme o cívce, která se pohybuje v poli
magnetu, p°i£emº osa cívky splývá s osou magnetu. Tok magnetických induk£ních £ar cívkou
v závislosti na vzdálenosti cívky od magnetu je vynesen ve spodní £ásti obrázku 1.2. Nap¥tí, které
se v ní indukuje p°i jejím pohybu po ose, je podle Faradayova zákona (1.1) rovno záporn¥ vzaté
£asové derivaci magnetického induk£ního toku cívkou. P°ibliºuje-li se cívka k magnetu, vzr·stá
tok její plochou a objevuje se záporné indukované nap¥tí. P°i pr·chodu kolem magnetu dosahuje
magnetický induk£ní tok maxima, jeho £asová derivace a tedy indukované nap¥tí je v tomto
bod¥ rovno nule. Kone£n¥ p°i vzdalování induk£ní tok klesá a indukované nap¥tí je kladné. Svého
maxima (minima) nabude indukované nap¥tí v míst¥, kde magnetický induk£ní tok klesá (roste)

1Sestavení úlohy bylo inspirováno £lánkem [2].
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Obrázek 1.1: Schéma experimentálního uspo°ádání. Permanentní magnet prolétávající cívkou v ní
indukuje nap¥tí, které je snímáno po£íta£em. Cívka je zatíºena prom¥nným rezistorem o odporu
R, coº omezuje proud v obvodu a tím p°ímo ovliv¬uje elektromagnetické tlumení pohybu magnetu.
Pro potla£ení vysokofrekven£ního ²umu m·ºeme paraleln¥ k rezistoru zapojit kondenzátor s malou
kapacitou C (°ádov¥ 100 nF).
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Obrázek 1.2: Naho°e: Induk£ní £áry magnetického pole válcového magnetu, jehoº osa je totoºná
s osou x. Dole: Magnetický induk£ní tok cívkou souosou s magnetem v závislosti na její vzdálenosti
od magnetu. Polohy cívky pro zvýrazn¥né body na k°ivce jsou znázorn¥ny p°eru²ovanými £arami
v horním panelu.

nejstrm¥ji. Amplituda nap¥´ového pulzu závisí na rychlosti pohybu. �ím rychleji se v·£i sob¥ cívka
a magnet pohybují, tím rychlej²í jsou zm¥ny induk£ního toku cívkou, coº má podle Faradayova
zákona za následek vy²²í hodnotu indukovaného nap¥tí.
Jednoduchý kvantitativní popis na²eho experimentu je moºný v p°iblíºení, kdy permanentní
magnet nahradíme magnetickým dipólem a cívku kruhovým závitem. Dále budeme pohyb magnetu
v t¥sné blízkosti cívky aproximovat rovnom¥rným p°ímo£arým pohybem po ose cívky rychlostí
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Obrázek 1.3: (a) Bo£ní pohled na kruhový závit o polom¥ru a, jímº prolétá magnet s dipólovým
momentem m. (b) �asová závislost magnetického induk£ního toku. (c) Nap¥tí indukované
v kruhovém závitu.

vmax, která odpovídá nejniº²ímu bodu skute£né kruhové trajektorie. Zjednodu²ená situace je
znázorn¥ná na obrázku 1.3(a). Magnetické pole magnetického dipólu je dáno vztahem [3, 4]
(v jednotkách SI2)

B(r) =
µ0
4πr3

[
3(r ·m)r

r2
−m

]
, (1.2)

kde r je polohový vektor vztaºený na magnetický dipól, m magnetický dipólový moment a µ0 je
permeabilita vakua. Snadným výpo£tem lze ov¥°it, ºe magnetický induk£ní tok pole magnetického
dipólu orientovaného ve sm¥ru osy x plochou kruhového závitu je roven

Φ(x) =

∫
S
B dS =

µ0m

2

a2

(a2 + x2)3/2
, (1.3)

kde a je polom¥r kruhového závitu, do jehoº st°edu umístíme po£átek osy x.
K ur£ení nap¥tí indukovaného v závitu p°i pohybu magnetu uºijeme Faraday·v zákon (1.1). Nech´
v £ase t = 0 s prochází dipól st°edem cívky, pak je jeho sou°adnice x vyjád°ena vztahem x = vmaxt.
Provedeme-li za tohoto p°edpokladu £asovou derivaci magnetického induk£ního toku (1.3), získáme
pro nap¥tí indukované v cívce s N závity:

U(t) = −N dΦ

dt
=

3Nµ0mvmax

2a2
vmaxt/a

[1 + (vmaxt/a)2]5/2
. (1.4)

�asový pr·b¥h magnetického induk£ního toku a indukovaného nap¥tí jsou vykresleny na
obrázku 1.3(b) a 1.3(c). K°ivka závislosti indukovaného nap¥tí na £ase obsahuje jedno minimum
a jedno maximum, které nám umoºní zavést ²í°ku pulzu ∆t jako £asový rozdíl mezi okamºikem
maximálního a minimálního nap¥tí a amplitudu nap¥´ového pulzu Umax. Je-li indukované nap¥tí
popsáno rovnicí (1.4), najdeme minimum nap¥tí v bod¥ tmin = −a/2vmax a jeho maximum v bod¥
tmax = +a/2vmax. �í°ka pulzu je tedy nep°ímo úm¥rná rychlosti pr·letu:

∆t = a v−1
max . (1.5)

Dále m·ºeme ur£it amplitudu nap¥tí

Umax =
24

25
√
5

Nµ0m

a2
vmax , (1.6)

2Jednotkou magnetické indukce je 1T (tesla). Pojmenována byla po srbském fyzikovi Nikolu Teslovi (1856�1943).
Oproti soustav¥ CGS (kde je jednotkou indukce Gauss), zde ve vzorci �guruje magnetická permeabilita vakua µ0.
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která je naopak p°ímo úm¥rná rychlosti prolétajícího magnetu.
Zbývá ur£it rychlost vmax, nejsnáze ze zákona zachování energie. Je-li hmotnost magnetu spolu
s jeho nosníkem rovna M , platí

1

2
Mv2max =MgL(1− cosϑmax) , (1.7)

kde g je zemské tíhové zrychlení, L délka kyvadla a ϑmax úhlová amplituda jeho kmit·. Odtud

vmax = 2
√
gL sin

(
ϑmax

2

)
≈
√
gLϑmax . (1.8)

Úkoly

1. Zm¥°te závislost amplitudy a ²í°ky nap¥´ového pulzu indukovaného v cívce na úhlové
amplitud¥ kmit· (a tedy na rychlosti magnetu prolétajícího cívkou) a zjist¥te, zda p°ibliºn¥
platí, ºe Umax je p°ímo úm¥rné úhlu ϑmax (Umax ∼ ϑmax) a £as ∆t nep°ímo úm¥rný tomuto
úhlu (∆t ∼ ϑ−1

max).

2. Spolu s nam¥°enými hodnot vyneste do graf· i p°ímku odpovídající modelové lineární
závislosti.

3. Uºitím vztahu (1.5) mezi ²í°kou pulzu a rychlostí pr·letu ur£ete efektivní polom¥r pouºité
cívky. S pomocí parametr· cívky a vztahu (1.6) dále odhadn¥te magnetický dipólový moment
pouºitého magnetu.

Tlumení pohybu magnetu

Teorie

V p°edchozí £ásti jsme uvaºovali o netlumeném kmitavém pohybu magnetu s konstantní
amplitudou výchylky. Ve skute£nosti bude ov²em pohyb tlumený a to mechanicky (kv·li odporu
vzduchu) a elektromagneticky (je-li obvod snímací cívky propojen a zát¥ºový odpor R není
p°íli² velký). �asová závislost poklesu amplitudy v d·sledku t¥chto dvou tlumení má odli²ný
charakter, který nám umoºní v experimentu rozli²it reºim s p°eváºn¥ mechanickým a p°eváºn¥
elektromagnetickým tlumením.
Vy²et°íme nejprve p°ípad mechanického tlumení, p°i£emº budeme sledovat úbytek mechanické
energie E =Mv2max/2. P°edpokládejme, ºe odporová síla zp·sobená t°ením o vzduch p°i nízkých
rychlostech je úm¥rná rychlosti magnetu3, F = kv. Pokud je tlumení pohybu malé, m·ºeme
pohyb magnetu b¥hem jednoho kyvu popsat vztahem ϑ = ϑmax cosωt, kde ϑmax je amplituda
kmit· v daném okamºiku a ω = 2π/T je frekvence kmit·. Rychlost magnetu je v tomto p°ípad¥
rovna v = −vmax sinωt, kde vmax = ϑmaxωL. Úbytek mechanické energie b¥hem jednoho kyvu,
který získáme integrací výkonu odporové síly

∆E =

∫ T/2

0
Fv dt =

∫ T/2

0
k v2max sin

2 ωtdt =
1

4
Tk v2max , (1.9)

je malý v·£i E a pro pozvolna klesající E je tak moºné sestavit diferenciální rovnici

dE

dt
≈ −∆E

T/2
= −1

2
k v2max = − k

M
E . (1.10)

3Lineární závislost odporu na rychlosti je vhodným p°iblíºením pro malé výchylky (a rychlosti) kyvadla, vedoucí
k výsledk·m v dostate£ném souladu s experimentáln¥ stanoveným poklesem amplitudy.
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�e²ením této rovnice s po£áte£ní podmínkou E(0) = E0 zjistíme, ºe mechanická energie, maxi-
mální rychlost magnetu i amplituda jeho kmit· exponenciáln¥ klesají s £asem

E(t) = E0 e
−kt/M , vmax(t) ∼

√
E ∼ e−βt , ϑmax(t) ∼ e−βt , kde β =

k

2M
. (1.11)

Nyní uvaºujme o p°ípadu, kdy je tlumení pohybu magnetu £ist¥ elektromagnetické. Ke ztrát¥
mechanické energie dojde p°i pr·letu magnetu cívkou, kdy indukované nap¥tí vyvolá proud cívkou
a její pole pak brzdí pohyb magnetu. Úbytek mechanické energie b¥hem jednoho kyvu stanovíme
pomocí ztrátového výkonu na zat¥ºovacím odporu R a vlastním odporu cívky Rc

∆E =

∫
pr·let

U Idt =

∫
pr·let

U2

R+Rc
dt . (1.12)

Vzhledem k tomu, ºe amplituda nap¥tí je úm¥rná vmax a £as pr·letu je úm¥rný v−1
max, je úbytek

energie úm¥rný vmax. Podrobný výpo£et vyuºívající vztahu (1.4) ukazuje, ºe

∆E = K vmax , kde K =
45π

512

N2µ20m
2

(R+Rc)a3
. (1.13)

V analogii s rovnicí (1.10) m·ºeme psát

dE

dt
≈ −∆E

T/2
= −2K

T
vmax = −2K

T

√
2E

M
odkud

√
E(t) =

√
E0 −

K

T

√
2

M
t . (1.14)

Jelikoº ϑmax(t) ∼ vmax(t) ∼
√
E, dostáváme lineární pokles amplitudy kmit· v £ase

ϑmax(t) = ϑmax(0)− αt , kde α =
2K

TM
√
gL

. (1.15)

Tento vztah je moºné pouºít, dokud je amplituda kmit· dostate£n¥ velká. Poté p°estává platit
rovnice (1.13) a p°edev²ím výchozí p°edpoklad o malém relativním úbytku mechanické energie
b¥hem jednoho kyvu.
P°i ur£ení amplitudy kmit· z amplitudy indukovaného nap¥tí je t°eba vzít v úvahu, ºe zm¥°ená
amplituda nap¥tí je niº²í neº indukovaná vlivem d¥lení na odporech v obvodu. Pro proud v obvodu
platí

I =
Umax,induc

R+Rc
(1.16)

a zárove¬ pro nap¥tí m¥°ené pouze na zat¥ºovacím odporu

I =
Umax,meas

R
(1.17)

Pro toto nap¥tí pak dostaneme

Umax,meas = Umax,induc
R

R+Rc
. (1.18)

Tato oprava je podstatná pro malé hodnoty zat¥ºovacího odporu R. Závislost amplitudy nap¥tí
na výchylce byla m¥°ena v povinné £ásti. Alternativn¥ je moºno ur£it amplitudu kmit· z ²í°ky
pulzu ∆t, kde není ºádná korekce nutná.

Úkoly

1. Pro n¥kolik hodnot zat¥ºovacího odporu R sledujte tlumení kmitavého pohybu magnetu a
ur£ete £asovou závislost amplitudy kmit· ϑmax. Vyuºijte p°itom amplitudy nap¥tí (s korekcí
dle (1.18)) event. ²í°ky jednotlivých nap¥´ových pulz·. V p°ípad¥ malého zat¥ºovacího
odporu byste m¥li pozorovat lineární pokles amplitudy kmit· (1.15), v opa£ném p°ípad¥
je charakter poklesu spí²e exponenciální (1.11).
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2. Zjist¥te, zda je sm¥rnice α poklesu amplitudy kmit· pro p°ípad dominantního
elektromagnetického tlumení nep°ímo úm¥rná R + Rc, jak p°edpovídá teorie (nap°.
proloºením závislosti hodnot 1/α na R p°ímkou, pr·se£ík s osou x by m¥l odpovídat hodnot¥
−Rc).

3. Stanovte koe�cient útlumu β pro p°ípad p°evládajícího mechanického tlumení.4

Literatura k úloze 1

[1] R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: Feynmanovy p°edná²ky z fyziky s °e²enými p°íklady
2/3, Fragment (2006).

[2] A. Singh, Y.N. Mohapatra, S. Kumar, Am. J. Phys. 70, 424 (2002).

[3] D. Gri�th: Introduction to electrodynamics, Prentice-Hall (1999).

[4] J.D. Jackson: Classical electrodynamics, Willey (1999).

4NB: Parametry α a β mají (r·zné) jednotky.
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2. Tranzistor a zesilova£ nap¥tí

Úkoly k m¥°ení

� Nelineární charakteristiky unipolárního tranzistoru.

� Strmost, vnit°ní odpor a zesilovací £initel v zadaném pracovním bod¥.

� Unipolární tranzistor jako zesilova£ nap¥tí.

Úvod

Nelineárním elektrickým prvkem rozumíme sou£ástku, jejíº odpor závisí na protékajícím proudu
nebo nap¥tí. Taková sou£ástka se ne°ídí Ohmovým zákonem a její voltampérová charakteristika je
nelineární, je to nap°íklad polovodi£ová dioda. Voltampérové charakteristiky n¥kterých prvk· lze
ovliv¬ovat. U fotodiody a fototranzistoru závisí tvar voltampérové charakteristiky na intenzit¥
sv¥tla dopadajícího na fotokatodu, resp. na p-n p°echod, u bipolárního tranzistoru závisí
kolektorová charakteristika na proudu procházejícím bází a u unipolárního tranzistoru závisí
výstupní charakteristika na nap¥tí hradla. Tranzistory mohou pracovat v ur£itém elektrickém
obvodu jako zesilova£e nap¥tí nebo proudu. Pak obvod, do n¥hoº p°ivádíme nap¥tí, které chceme
zesílit, je vstupní obvod a výstupní obvod je ten, ze kterého odebíráme zesílené nap¥tí. Tomu
odpovídá u unipolárního tranzistoru vstup mezi gate a source a výstup mezi drain a source.
Takový elektronický prvek m·ºeme popsat t°emi obecn¥ nelineárními charakteristikami: vstupní
charakteristikou, výstupní charakteristikou a p°evodní charakteristikou.
V této úloze vybereme unipolární tranzistor, u kterého zm¥°íme p°evodní a výstupní
charakteristiky a z nich pak ur£íme parametry tranzistoru. Dále pak sestavíme z tranzistoru
nap¥´ový zesilova£ a zm¥°íme jeho nap¥´ové zesílení. To pak porovnáme se zesílením vypo£teným
z nam¥°ených charakteristik.

Teorie

Popí²eme kvalitativn¥ princip £innosti unipolárního tranzistoru. Jak vyplývá z názvu, podílí se
na vedení proudu tranzistorem pouze jeden typ nositel·, bu¤ elektrony, nebo díry. Vºdy jsou
to v¥t²inoví � majoritní � nositelé v £ásti tranzistoru, který tvo°í tzv. kanál. Elektrické p°ívody
kanálu jsou source S (obdoba emitoru v bipolárním tranzistoru) a drain D (obdoba kolektoru
v bipolárním tranzistoru). Proud tekoucí kanálem ovliv¬uje nap¥tí, které se vkládá mezi source a
elektrodu, která je od kanálu izolovaná a nazývá se gate G (hradlo H). Hradlo je od kanálu izolováno
bu¤ p-n p°echodem, takový tranzistor se ozna£uje JFET (Junction Field E�ect Tranzistor), nebo
oxidovou vrstvou, pak jde o MOSFET (Metal Oxide Semiconductor Field E�ect Tranzistor). �ez
MOSFET tranzistorem a jeho schematická zna£ka pouºívaná ve schématech je na obr. 2.1.
Mezi source a drain je vodivý kanál, jehoº odpor ur£ují geometrické rozm¥ry kanálu, koncentrace
a pohyblivost volných elektron· v n¥m. Vloºíme-li mezi gate G a source S nap¥tí UG, vnikne p°es
izola£ní vrstvu oxidu do kanálu elektrické pole, které ovlivní jeho geometrii i koncentraci elektron·.
Odtud pochází název tranzistor °ízený polem (FET � �eld e�ect transistor). Jsou moºné £ty°i typy
t¥chto tranzistor·: s n-kanálem a s p-kanálem, oba mohou pracovat s ochuzováním kanálu (vodivý
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Obrázek 2.1: �ez unipolárním tranzistorem MOS FET s n-kanálem a jeho zna£ka.
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Obrázek 2.2: Tranzistor IRF520: porovnání nam¥°ené a teoretické p°evodní charakteristiky (vlevo),
porovnání nam¥°ených (body) a teoretických (£áry) výstupních charakteristik pro ²est hodnot
nap¥tí na hradle (vpravo). �erná linie v pravém grafu odd¥luje lineární a satura£ní oblast.

kanál existuje p°i nulovém nap¥tí hradla), nebo s obohacováním (vodivý kanál p°i nulovém nap¥tí
hradla neexistuje a vytvo°í se aº p°i ur£itém nap¥tí mezi hradlem a source, které bývá 1 aº 5V).
Dal²í informace se dají najít v odborné literatu°e [1, 2].

Statické charakteristiky tranzistoru

Proud ID protékající ze zdroje v obvodu mezi drain a source m·ºeme tedy regulovat nap¥tím na
hradle UG. Toto nap¥tí m·ºe být kladné � proud vzr·stá, nebo záporné � proud se zmen²uje.
Proud ID = f(UD, UG) závisí na nap¥tí UD a na nap¥tí hradla UG. Teoretické odvození této
závislosti zna£n¥ p°esahuje rozsah tohoto návodu, dá se v²ak najít v dostupné literatu°e [1, 2].
Závislost proudu ID na nap¥tích UD a UG se dá rozd¥lit do tzv. lineární (triodové) oblasti a
satura£ní oblasti podle vztahu

ID =


0, pro UG < UT

K
[
(UG − UT )UD − cU2

D

]
, pro UD < UDsat a UG > UT

K/4c(UG − UT )
2 [1 + λ(UD − UDsat)] , pro UD > UDsat a UG > UT

(2.1)

kde UT je prahové nap¥tí (threshold voltage), p°i kterém vzniká vodivý kanál, UDsat = UG−UT
2c

je satura£ní nap¥tí, p°i kterém dochází k p°echodu z lineární do satura£ní oblasti, K, c a λ jsou
parametry tranzistoru obsahující mimo materiálové parametry jako je pohyblivost nositel· náboje
také jeho rozm¥ry, zejména délku a ²í°ku vodivého kanálu a kapacitu hradla. Porovnání reálných a
teoretických charakteristik pro tranzistor IRF520 je na obrázku 2.2. Typické hodnoty parametru
c jsou v rozmezí 1/2 aº 1, parametr λ vyjad°ující slabou závislost proudu na nap¥tí UD nabývá
obvykle malých hodnot v °ádu 10−3V−1.
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Závislost výstupního proudu ID na (vstupním) nap¥tí hradla UG p°i konstantním výstupním
nap¥tím UD je statická p°evodní charakteristika tranzistoru:

ID = f(UG), UD = konst. (2.2)

Závislost výstupního proudu ID na výstupním nap¥tí UD je výstupní charakteristika tranzistoru:

ID = f(UD), UG = konst. (2.3)

M¥°ením t¥chto charakteristik m·ºeme získat hodnoty parametr· tranzistoru z rovnice (2.1).
V tomto praktiku se v²ak ur£ováním t¥chto parametr· nebudeme zabývat a omezíme se na
zjednodu²enou parametrizaci.
Pouºijeme-li tranzistor jako zesilova£, pak se p°i provozu obvodu obvykle pohybujeme v okolí
jistého pracovního bodu (hodnoty nap¥tí na hradle UG a drain UD se m¥ní jen v omezeném
rozsahu). Nelineární charakteristiku pak m·ºeme aproximativn¥ linearizovat. Zavádíme tak
veli£iny strmost, vnit°ní odpor a zesilovací £initel, které v²ak závisí na zvoleném pracovním bod¥.
Pracovní bod P de�nejme pomocí dvojice hodnot: nap¥tí na hradle UG0 na drainu UD0. Proud
v tomto pracovním bod¥ ozna£íme ID0.
Derivace p°evodní charakteristiky podle hradlového nap¥tí UG se nazývá statická strmost
tranzistoru S

S =
∂ID
∂UG

∣∣∣∣
UD=konst.

. (2.4)

Nejlépe ji ur£íme jako sm¥rnici p°ímky proloºené n¥kolika body v okolí pracovního bodu P .
Pouºijeme alespo¬ dva body na kaºdou stranu od pracovního bodu, tedy celkem alespo¬ p¥t
bod·. Pouºijeme-li více bod· bude výsledek mén¥ ovlivn¥n ²umem v experimentálních datech,
prokládaný interval je v²ak t°eba zvolit tak, aby se v n¥m nam¥°ená charakteristika p°íli²
neodchylovala od lineární závislosti. P°evrácená hodnota derivace výstupní charakteristiky podle
nap¥tí na drainu je rovna vnit°nímu odporu tranzistoru Ri:

Ri =
∂UD

∂ID

∣∣∣∣
UG=konst.

, (2.5)

který ur£íme obdobným zp·sobem jako strmost, tedy proloºením p°ímky výstupní
charakteristikou v okolí pracovního bodu P . Dal²ími uºívanými charakteristikami tranzistoru
v pracovním bod¥ jsou zesilovací £initel tranzistoru µ:

µ =
∂UD

∂UG

∣∣∣∣
ID=konst.

(2.6)

a p°evrácená hodnota zesilovacího £initele pr·nik D

D =
1

µ
. (2.7)

Takto de�nované veli£iny spl¬ují Barkhausenovu rovnici

SRiD = SRi
1

µ
= 1. (2.8)

Pokud známe dva z t¥chto parametr·, t°etí m·ºeme z této rovnice vypo£ítat. Tento postup
pouºijeme pro výpo£et zesilovacího £initele, protoºe m¥°ení charakteristiky s konstatním proudem
je experimentáln¥ obtíºn¥ a tato data nemáme k dispozici.
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Obrázek 2.3: Princip tranzistorového zesilova£e nap¥tí v zapojení se spole£ným source.

Tranzistor jako zesilova£ nap¥tí

Schematické základní zapojení nej£ast¥ji pouºívaného nap¥´ového zesilova£e je na obrázku 2.3.
Velmi d·leºitou sou£ástí je zat¥ºovací nebo také pracovní odpor Rz. Zjednodu²en¥ se na toto
zapojení m·ºeme dívat jako na nap¥´ový d¥li£, kdy na tranzistoru je nap¥tí UD a na odporu RzID,
které v sou£tu dávají nap¥tí zdroje E. Zvý²ením nap¥tí na hradle vzroste proud tranzistorem, coº
m·ºeme interpretovat jako pokles odporu tranzistoru, p°i£emº klesne nap¥tí na drainu a vzroste
úbýtek nap¥tí na zat¥ºovacím odporu. Zm¥na nap¥tí na drainu tranzistoru je n¥kolikanásobn¥
v¥t²í neº zm¥na nap¥tí na hradle a dochází tak k nap¥´ovému zesílení. Je z°ejmé, ºe p°i zvý²ení
vstupního nap¥tí na hradle výstupní nap¥tí na drain poklesne. Jedná se o invertující zesilova£.
Pro kvantitativní výpo£et zesílení vyjád°íme ze závislosti proudu ID na nap¥tí UD a na nap¥tí
hradla UG

ID = f(UD, UG) (2.9)

zm¥nu proudu jako totální diferenciál

dID =
∂ID
∂UD

dUD +
∂ID
∂UG

dUG. (2.10)

Pouºijeme-li de�nice strmosti a vnit°ního odporu (2.4) a (2.5) obdrºíme

dID =
1

Ri
dUD + SdUG. (2.11)

Tento výsledek m·ºeme interpretovat jednak tak, ºe zm¥nu proudu ID zp·sobí zm¥na nap¥tí
hradla UG a zm¥na nap¥tí UD, jednak tak, ºe zm¥na nap¥tí hradla zp·sobí zm¥nu proudu ID a
tato zm¥na proudu ID zp·sobí zm¥nu nap¥tí UD.
V na²em obvodu se zat¥ºovacím rezistorem Rz na obr. 2.3 platí dále pro okamºité hodnoty nap¥tí
ve výstupním obvodu II. Kirchho�·v zákon

E − IDRz − UD = 0. (2.12)

Jeho diferencováním ur£íme zm¥nu výstupního nap¥tí zp·sobenou zm¥nou proudu ID

dUD = −RzdID, (2.13)

kterou pouºijeme v (2.11) a ur£íme jednak dynamickou strmost Sd

Sd ≡ dID
dUG

=
S

1 + Rz
Ri

, (2.14)
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Obrázek 2.4: Výstupní charakteristiky tranzistoru IRF520 se zat¥ºovací p°ímkou (Rz = 653Ω,
E = 20V) a pracovním bodem P (UD0 = 10,0V, ID0 = 15mA, UG0 = 3,5V). Zesílení ur£ené
gra�cky je AG = ∆UD/∆UG = (11,5V)/(0,2V) = 57,5.

jednak zesílení zesilova£e A

A ≡ dUD

dUG
=

−µ
1 + Ri

Rz

= −SdRz. (2.15)

Dynamická strmost je derivace dynamické p°evodní charakteristiky, coº je charakteristika ID =
f(UG), p°i které není konstantní nap¥tí UD, které se m¥ní díky p°ítomnosti zat¥ºovacího odporu.
Pevným parametry jsou nap¥tí zdroje E a zat¥ºovací odpor Rz.
Zm¥níme-li nap¥tí hradla v okolí pracovního bodu o ∆UG, zm¥ní se proud ID o ∆ID = Sd∆UG a
tato zm¥na proudu vyvolá zm¥nu výstupního nap¥tí ∆UD = −Rz∆ID. Pom¥r zm¥ny výstupního
a hradlového (vstupního) nap¥tí je nap¥´ové zesílení tranzistorového zesilova£e vyjád°ené rovnicí
(2.15). Dynamickou strmost Sd vypo£ítáme ze statické strmosti S, vnit°ního odporu tranzistoru
Ri a zat¥ºovacího odporu Rz z rovnice (2.14). Takto vypo£ítanou hodnotu zesílení ozna£íme
AV = −SdRz.
Pro nastavení zesilova£e do zadaného pracovního bodu (UD0, UG0, ID0) musíme vhodn¥ zvolit
nap¥tí zdroje E a zat¥ºovací odpor Rz. Zvolíme-li nap¥tí zdroje E, vypo£teme odpovídající
zat¥ºovací odpor podle vztahu odvozeného z rovnice (2.12)

Rz =
E − UD0

ID0
, (2.16)

a s tímto nastavením bude zesilova£ pracovat v okolí jiº námi prom¥°eného pracovního bodu.
Nejv¥t²ího nap¥´ového zesílení dosahujeme, pokud je nap¥tí zdroje E rovno zhruba dvojnásobku
hodnoty UD0.
Protoºe máme k dispozici zm¥°enou sadu výstupních charakteristik tranzistoru, m·ºeme zesílení
ur£it také gra�cky. Nejprve rovnici (2.12) p°epí²eme do tvaru tzv. zat¥ºovací p°ímky

ID =
E − UD

Rz
, (2.17)



2. Tranzistor a zesilova£ nap¥tí 12

Obrázek 2.5: Schéma zapojení pro m¥°ení statických charakteristik unipolárního tranzistoru.

která vyjad°uje závislost proudu protékajícího rezistorem na výstupním nap¥tí UD. Tento proud
musí být shodný s proudem ID tekoucím tranzistorem vyjád°eným funkcí (2.9). Zakreslíme-
li zat¥ºovací p°ímku do grafu výstupních charakteristik, budou pr·se£íky zat¥ºovací p°ímky
s výstupními charakteristikami parametrizovanými hradlovým nap¥tím UG ur£ovat závislost
nap¥tí na výstupu zesilova£e UD na vstupním nap¥tí UD v okolí pracovního bodu P , tj. UD0,
ID0. Situace je znázorn¥na na obr. 2.4. Pomocí této konstrukce m·ºeme také ur£it zesílení
tranzistorového zesilova£e, jak je ukázáno na obr. 2.4:

AG =
∆UD

∆UG
. (2.18)

Postup m¥°ení

M¥°ení statických charakteristik tranzistoru

Statické charakteristiky unipolárního tranzistoru m¥°íme jadnek ru£n¥ v zapojení podle obr. 2.5.
V praktiku je také moºné m¥°it charakteristiky automaticky, °ídíme-li napájecí zdroje a ampérmetr
p°es po£íta£. D·leºitou £ástí zapojení jsou snímací �sense� kontakty +S a −S podle obrázku 2.5.
Pouºitý zdroj umoº¬uje stabilizaci nap¥tí nejen na výstupních zdí°kách zdroje, ale v p°ípad¥
pouºití sense funkce na základ¥ zp¥tné vazby v libovolném vybraném bod¥ obvodu. Zdroj do
obvodu p°ivádí takové nap¥tí, aby mezi kontakty +S a −S bylo nap¥tí odpovídající nastavenému
cílovému, pokud ov²em není zdroj limitován jiným zp·sobem (maximálním nap¥tím zdroje nebo
nastavenou proudovou limitací). Toto je takzvané £ty°bodové zapojení a jeho výhodou je potla£ení
vlivu odporu p°ívodních vodi£· £i ampérmetru v obvodu.
Hodnoty veli£in S, Ri, µ lze ze sm¥rnic p°íslu²ných charakteristik, kdy m¥°enými body v malém
okolí pracovního bodu proloºíme p°ímku (okolí m¥°icího bodu volíme tak, aby daný úsek m¥°ené
závislosti byl p°ibliºn¥ lineární).

M¥°ení zesílení

Funkci zesilova£e m·ºeme sledovat nejlépe p°i jeho £innosti. Ke vstupním svorkám zesilova£e na
obr. 2.3 p°ipojíme generátor st°ídavého nap¥tí, u kterého m·ºeme regulovat amplitudu a frekvenci
vstupního signálu. �asový pr·b¥h st°ídavého nap¥tí na vstupu a na výstupu budeme sledovat
dvoukanálovým osciloskopem. Protoºe rastr na stínítku obrazovky je kalibrován, m·ºeme nap¥tí
p°ivád¥né na vstupy osciloskopu p°ímo m¥°it ve voltech. Vstupní obvod upravíme tak, abychom
mohli na hradlo tranzistoru p°ivád¥t jak stejnosm¥rné nap¥tí pro nastavení pracovního bodu, tak
st°ídavé nap¥tí z generátoru. Schéma zapojení je na obr. 2.6.
Kondenzátor C odd¥luje stejnosm¥rné nap¥tí z regulovaného zdroje od st°ídavého nap¥tí
z generátoru. Rezistor R je zapojený sériov¥ ke zdroji stejnosm¥rného nap¥tí a zvy²uje jeho celkový
odpor, aby nezat¥ºoval generátor a nesniºoval tak jeho výstupní svorkové nap¥tí.
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Obrázek 2.6: Schéma zapojení pro m¥°ení vlastností zesilova£e.

P°edpokládáme-li, ºe nap¥tí z generátoru je harmonické s frekvencí f , resp. úhlovou frekvencí
ω = 2πf , bude na vstupu zesilova£e, tj. na hradle G, nap¥tí

U1(t) = UG0 + um1 sinωt. (2.19)

Hodnotu dvojnásobku amplitudy 2um1 m·ºeme ode£íst na osciloskopu jako nap¥tí ²pi£ka � ²pi£ka.
Pro malé amplitudy vstupního nap¥tí um1 bude mít nap¥tí výstupu zesilova£e také harmonický
pr·b¥h

U2(t) = UD0 + um2 sin(ωt+ φ), (2.20)

kde φ = π je fázový posuv zesilova£e. Zesílení zesilova£e AM je potom podíl amlitud výstupního
a vstupního nap¥tí AM = um2/um1. Zapojení zesilova£e uvedené na obr. 2.3 umoº¬uje získat
o zesilova£i tyto dal²í informace:

� závislost zesílení na poloze pracovního bodu P ,

� závislost zesílení na zat¥ºovacím odporu Rz a nap¥tí zdroje E,

� pozorovat zkreslení výstupního nap¥tí zesilova£em.

Úkoly

1. Zapojíme tranzistor podle obr. 2.5 a zm¥°íme jednu statickou p°evodní charakteristiku a
jednu výstupní charakteristiku. Parametry, pro které m¥°íme tyto charakteristiky, zvolíme
tak, aby vyu£ujícím zadaný pracovní bod P (zadán jako dvojice nap¥tí UG0, UD0) leºel na
jejich pr·se£íku. Tedy statickou p°evodní chrakteristiku m¥°íme pro konstantní hodnotu
nap¥tí na drainu UD0 a výstupní charakteristiku pro nap¥tí na hradle UG0.

2. Pro automatizované m¥°ení ze schématu odpojíme tla£ítko a zm¥°íme soustavu p¥ti
výstupních charakteristik a p°evodní charakteristiku. Pouºijeme stejnou hodnotu nap¥tí UD0

pro p°evodní charakteristiku. Pro výstupní charakteristiky volíme nap¥tí na hradle v okolí
hodnoty UG0, p°i£emº jedna z nich je m¥°ena p°ímo pro UG0. Návod k obsluze automatického
systému je v praktiku.

3. Z charakteristik ur£íme parametry tranzistoru ve zvoleném pracovním bod¥, tj. S, Ri.
Ur£íme je jako sm¥rnice te£ny ke grafu p°íslu²né (p°evodní nebo výstupní) charakteristiky
v pracovním bod¥. Z Barkhausenovy rovnice (2.8) pak dopo£ítáme µ.

4. Zvolíme napájecí nap¥tí zesilova£e E, ur£íme zat¥ºovací odpor Rz ze vztahu (2.16).
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5. Zapojíme zesilova£ s generátorem a osciloskopem podle obr. 2.6 a ur£íme zesílení AM .
Budeme m¥nit amplitudu st°ídavého nap¥tí generátoru a pozorovat vliv na tvar výstupního
nap¥tí.

6. Vypo£ítáme zesílení AV podle (2.15) a ur£íme zesílení AG gra�cky podle (2.18).

7. Vypo£ítané hodnoty zesílení AV a AG porovnáme s nam¥°enou hodnotou AM .

Upozorn¥ní: P°i m¥°ení nesmíme p°ekro£it tzv. mezní hodnoty proudu ID, nap¥tí UD, nap¥tí
hradla UG a maximální hodnotu ztrátového výkonu! Tyto hodnoty udává výrobce tranzistoru.

Uºití v praxi: Tranzistory °ízené polem jsou jedním ze základních prvk· sou£asné výpo£etní i spot°ební

elektroniky. Pouºívají se zejména v integrovaných obvodech, kde se jich vyºívá jako spína£·. Toto pouºití je

demonstrovánou zejména nam¥°enou p°evodní charakteristikou, kdy pro nap¥tí na hradle niº²í neº prahové

neprotéká tranzistorem proud. Dal²í oblast jejich pouºití je jako elektronických zesilova£·, £emuº je úloha

v¥nována.
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Tranzistor IRF 520: www.vishay.com/docs/91017/irf520.pdf
Tranzistor IRFZ 34: www.vishay.com/docs/91290/irfz34.pdf

www.onsemi.com/products/discrete-power-modules/mosfets/bs170
www.vishay.com/docs/91017/irf520.pdf
www.vishay.com/docs/91290/irfz34.pdf
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Ústav fyziky kondenzovaných látek
P°írodov¥decká fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikální praktikum 2

3. Rozloºení elektrického pole

Úkoly k m¥°ení

Rozloºení potenciálu v okolí dvouvodi£ového vedení

� Pochopení a praktické zvládnutí m¥°ení rozloºení elektrického pole v elektrolytické van¥
pomocí st°ídavého mostu.

� Osvojení si schopnosti sestavení m¥°ícího obvodu a p°izp·sobení nastavení osciloskopu cíl·m
m¥°ení.

� Porovnání m¥°eného elektrostatického pole v okolí dvouvodi£ového vedení s teoretickým
výpo£tem.

Rozloºení potenciálu v okolí dvouvodi£ového vedení

Teoretický úvod

Potenciál pole ve vzdálenosti r od p°ímého vodi£e s lineární hustotou náboje τ je

V =
τ

2πϵ
ln
R

r
, (3.1)

kde R je vzdálenost od vodi£e, ve které klademe potenciál roven nule V (R) = 0 (nelze volit
V (∞) = 0, protoºe náboj je rozloºen na vodi£i, jehoº délka není omezena). Volíme-li místo
nulového potenciálu ve vzdálenosti R = 1m od vodi£e, pak m·ºeme vztah (3.1) psát

V = − τ

2πϵ
ln r. (3.2)

x+τ−τ

y

M[x,y]

a a

r

r

1

2

λ>10<λ<1

Obrázek 3.1: Ekvipotenciální hladiny v rovin¥ kolmé na dva rovnob¥ºné nekone£n¥ dlouhé nabité
vodi£e.
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Potenciál v bod¥ M (obrázek 3.1) od dvou lineárních rovnob¥ºných vodi£· je podle principu
superpozice s p°ihlédnutím ke vztahu (3.2) dán

V = V1 + V2 =
τ

2πϵ
ln
r2
r1
. (3.3)

Na vodi£ích jsou rozloºeny elektrické náboje s konstantními lineárními hustotami +τ a −τ . Pro
ekvipotenciály platí

τ

2πϵ
ln
r2
r1

= konst., nebo
r2
r1

= λ, (3.4)

kde r1 =
√
(a− x)2 + y2, r2 =

√
(a+ x)2 + y2 a λ > 0 je parametr ekvipotenciálních hladin.

Geometrickým místem bod· v rovin¥, které mají od daných dvou bod· konstantní pom¥r
vzdáleností λ, je pro λ = 1 p°ímka a pro λ ̸= 1 Apolloniova kruºnice. Ve zvolené soustav¥
kartézských sou°adnic je touto p°ímkou osa y, st°edy S[xs, 0] a polom¥ry r Apolloniových kruºnic
ur£íme tak, ºe rovnice (3.4) upravíme na tvar(

x− a
λ2 + 1

λ2 − 1

)2

+ y2 = a2
(
λ2 + 1

λ2 − 1

)2

− a2. (3.5)

Pak

xs = a
λ2 + 1

λ2 − 1
, r =

√
x2s − a2. (3.6)

Z prvních t°í rovnic (3.21) plyne pro potenciál elektrostatického pole Laplaceova rovnice

∇2V = 0. (3.7)

Problém ur£ení elektrostatického pole dvojvodi£ového vedení tvo°eného rovnob¥ºnými válcovými
vodi£i nahradíme °e²ením elektrostatického pole dvojice rovnob¥ºných vodi£·. Okrajové podmínky
zachováme, postupujeme-li takto: dané válcové vodi£e nahradíme válci z dielektrika s permitivitou
prost°edí ϵ a do kaºdého z nich vloºíme p°ímkový vodi£ s lineární hustotou náboje τ , resp. −τ
(obrázek 3.2), tzv. elektrické osy.

x

M[x,y]

r

r

1

2

−τ

AS

a a

+τ

SA1 2

0<λ<1 λ>1

R R

y

hh

Obrázek 3.2: Výpo£et potenciálu v bod¥ M od dvou válcových nekone£ných vodi£· s polom¥rem
R, mezi nimiº je rozdíl potenciál· U .

Polohu os a hodnotu τ stanovíme tak, aby elektrické pole, které vytvá°ejí, m¥lo ekvipotenciální
plochy V1 a V2 s polom¥ry R práv¥ v místech povrchu válc·, p°i£emº musí být V1 − V2 = U . Ve
zvolené sou°adné soustav¥ je vzdálenost st°ed· S1 a S2 vodivých válc· 2h, pak poloha náhradních
vodi£· A a B se ur£í z rovnice (3.6)

a =
√
h2 −R2. (3.8)
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Z poslední rovnice je z°ejmé, ºe body A a B jsou vzájemn¥ sdruºené v kulové inverzi vzhledem ke
kruºnicím se st°edy S1 a S2. Pak platí

R2 = h2 − a2 = (h− a)(h+ a) = S2A.S2B = S1B.S1A. (3.9)

Potenciál v bod¥ M bude podle (3.3)

V =
τ

2πϵ
ln
r2
r1

=
τ

2πϵ
lnλ. (3.10)

Pro potenciály na ekvipotenciálních plochách totoºných s válcovými vodi£i dostaneme podle (3.10)
s pouºitím (3.9)

V1 ≡
τ

2πϵ
ln
AP

BP
=

τ

2πϵ
ln
h+ a

R
, V2 ≡

τ

2πϵ
ln
AQ

BQ
=

τ

2πϵ
ln

R

h+ a
. (3.11)

Hodnotu τ ur£íme z podmínky U = V1 − V2

τ =
πϵU

ln h+a
R

. (3.12)

Dosazením (3.12) do (3.10) dostaneme

V =
U

2 ln h+a
R

ln
r2
r1
. (3.13)

Rovnice (3.10) je odvozena pro symetrické rozloºení náboj·, které v b¥ºném experimentálním
uspo°ádání není spln¥no (oby£ejn¥ máme V1 = U a V2 = 0 nebo naopak a nikoliv V1 = U/2
a V2 = −U/2). Ve shod¥ s na²ím experimentálním uspo°ádáním posuneme hladinu, od které
po£ítáme potenciál, o U/2, tedy

V =
U

2 ln h+a
R

ln
r2
r1

+
U

2
. (3.14)

Parametr λ p°íslu²ející konkrétní ekvipotenciální hladin¥ s potenciálem V pak vypo£teme jako

lnλ =
V − U

2

U
2 ln

h+ a

R
=

(
V

U
− 1

2

)
2 ln

h+ a

R
. (3.15)

M¥°ení rozloºení elektrostatického pole

Elektrostatické pole je svou podstatou vektorovým polem, tvo°eným vektorem intenzity E.
M·ºeme je v²ak stejn¥ dob°e popsat, uºijeme-li skalárního pole hodnot elektrostatického
potenciálu V . Uvedené vektorové pole intenzity a skalární pole potenciálu jsou si zcela ekvivalentní
a platí

E = −∇V. (3.16)

Ekvipotenciální hladinou se nazývá v obecném p°ípad¥ plocha, na které má potenciál v²ude stejnou
hodnotu

V (x, y, z) = V0 = konst. (3.17)

Pro kaºdý elementární posuv δx, δy, δz po této plo²e platí z°ejm¥ podmínky δV = 0 a tedy také

− (Exδx+ Eyδy + Ezδz) = −E · δl = 0. (3.18)

Tato rovnice °íká, ºe skalární sou£in intenzity s libovolným posunem po hladin¥ je nulový, tj.
intenzita je v²ude kolmá k ekvipotenciálním hladinám a silo£áry jimi probíhají kolmo.
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Vztah (3.16) vede ryze matematickým postupem [1] k dal²í d·leºité rovnici

rotE = 0, (3.19)

tedy elektrostatické pole je pole nevírové. V místech bez náboje je také

divE = 0, (3.20)

to znamená, ºe uvaºované pole je nez°ídlové.
M¥°ení rozloºení potenciálu v elektrostatickém poli je z experimentálního hlediska dosti obtíºné.
Vyuºívá se proto analogie mezi elektrostatickým polem v homogenním dielektriku a elektrickým
polem uvnit° homogenního vodi£e, kterým protéká stacionární proud. V jednotlivých p°ípadech
je pole popsáno:

Pole stacionárního proudu Elektrostatické pole

Es = −∇Vs Ee = −∇Ve (3.21)

js = σEs De = ϵEe

div js = 0 div De = 0∮
Es · dl = 0

∮
Ee · dl = 0,

kde Es, Ee je vektor intenzity pole, js proudová hustota, De vektor elektrostatické indukce,
σ vodivost prost°edí, ve kterém te£e proud, ϵ permitivita prost°edí, v n¥mº se elektrostatické
pole vyskytuje. Za p°edpokladu, ºe dielektrikum je homogenní a neexistují v n¥m volné náboje a
vodi£ je homogenní (σ = konst. ̸= 0), jsou soustavy rovnic (3.21) pro pole stacionárního proudu
a elektrostatické pole zcela ekvivalentní. Pak lze elektrostatické pole trojrozm¥rného systému
v prost°edí s permitivitou ϵ studovat jako pole proudu js v prost°edí s vodivostí σ. M¥°ení
oby£ejn¥ provádíme v rovin¥, tj. studujeme takové trojrozm¥rné systémy, které mohou být popsány
rozloºením pole v ur£ité rovin¥. Jsou to jednak systémy nezávislé na jedné ze sou°adných os a
jednak systémy, které mají rota£ní symetrii. Poslední p°ípad se týká nap°. elektrostatických £o£ek.

St°ídavý m·stek

St°ídavý most zahrnuje £ty°i impedance zapojené dle obrázku 3.3 (vlevo). Most je vyváºen
tehdy, jestliºe detektorem D neprochází proud, pak jsou spln¥ny jisté relace mezi impedancemi
v jednotlivých v¥tvích mostu. V p°ípad¥ st°ídavého mostu je situace pon¥kud komplikovan¥j²í ve
srovnání se stejnosm¥rným mostem, protoºe na impedancích dochází obecn¥ k fázovému posuvu
proudu a nap¥tí. Nap¥tí na jednotlivých impedancích je rovno Ûi = ẐiÎi, tedy

Û1 = Ẑ1Î1, Û2 = Ẑ2Î2,

Û3 = Ẑ3Î3, Û4 = Ẑ4Î4, (3.22)

Jestliºe detektorem neprochází proud, je ÎD = 0 a platí Î1 = Î2, Î3 = Î4 a

Û1 = Ẑ1Î1, Û2 = Ẑ2Î1,

Û3 = Ẑ3Î3, Û4 = Ẑ4Î3, (3.23)

a sou£asn¥ je z°ejmé, ºe ÛBD = 0. Tedy musí platit Û1 = Û3 a Û2 = Û4. Pak dostaneme obecnou
podmínku rovnováhy na st°ídavém most¥

Ẑ1

Ẑ2

=
Ẑ3

Ẑ4

. (3.24)

Tato podmínka p°edstavuje vlastn¥ dv¥ rovnice, pro reálnou a imaginární £ást impedancí Ẑi.
Jestliºe vyjád°íme impedanci Ẑ ve tvaru

Ẑ = |Ẑ|eiϕ, (3.25)
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kde |Ẑ| je absolutní hodnota a ϕ fázový posuv, dostaneme ze vztahu (3.24) amplitudovou
podmínku

|Ẑ1|
|Ẑ2|

=
|Ẑ3|
|Ẑ4|

(3.26)

a podmínku fázovou
ϕ1 − ϕ2 = ϕ3 − ϕ4 + 2kπ, k = 0, 1, 2, . . . (3.27)

Aby byl st°ídavý most vyváºen, musí být ob¥ podmínky spln¥ny sou£asn¥.

Postup m¥°ení:

M¥°ení se provádí v elektrolytické van¥ zapojené jako st°ídavý m·stek. Je to nevodivá nádoba se
slabým elektrolytem, do níº se umístí modely vodi£·, jejichº elektrické pole chceme vy²et°ovat.
Rozm¥ry nádoby je nutno volit tak, aby hustota proudu u jejich st¥n byla mnohem men²í neº
v prostoru, kde m¥°íme. Na obrázku 3.3 je schéma zapojení vany do st°ídavého mostu se dv¥ma
elektrodami M1 a M2. Oba kanály osciloskopu jsou p°ipojeny k obvodu pomocí koaxiálních
kabel·, jejichº stínící vodi£e propojují zemn¥ný vodi£ generátoru se zemí osciloskopu. Sondou
(S) je kovová jehla slouºící k mapování potenciálu ve van¥. Sonda je p°ipevn¥na k pantografu
p°es n¥jº je poloha jehly p°ená²ena do gra�ckého tabletu a z n¥j do m¥°ícího programu b¥ºícího
na PC. Dále je sonda spojena s kanálem 1 osciloskopu. Kanál 2 osciloskopu je p°ipojen k jezdci
potenciometru, pomocí n¥hoº nastavujeme referen£ní potenciál. Osciloskop je pak nastaven v
reºimu m¥°ení rozdílu signál· na kanálech 1 a 2, tj. 1− 2. Nastavený potenciálový rozdíl mezi zemí
obvodu a jezdcem potenciometru je m¥°en pomocí voltmetru.
Sondou S hledáme ta místa v elektrolytu, jejichº potenciál je stejný jako potenciál U1 nastavený na
potenciometru (S1). Je-li potenciál sondy a jezdce potenciometru stejný, pak osciloskop vykazuje
minimální signál. To odpovídá p°ibliºn¥ rovné £á°e na osciloskopu.
Pomocí ode£ítacího za°ízení (pantografu) lze postupn¥ p°es gra�cký tablet p°enést do ovládacího
programu na PC sí´ bod· o stejném potenciálu. Jejich spojením dostáváme pr·b¥h ekvipotenciální
£áry. Silo£áry jsou v kaºdém bod¥ kolmé k ekvipotenciálním £arám: takovým zp·sobem lze
postupn¥ zmapovat pr·b¥h elektrostatického pole v ur£ité rovin¥.

V~

A

BD

C

Z1

Z2Z4

Z3
I3 I1

I4 I2

Iv
~G1 VR1

S1

M1

M2

S

V

U U2 1

OSCILOSKOP

Z3

Z4

Z1

Z2

Obrázek 3.3: Obecný st°ídavý m·stek (vlevo). Zapojení st°ídavého m·stku pro m¥°ení
v elektrolytické van¥ (vpravo) se zakreslenými ekvivalenty impedancí v levém obrázku (£erchovan¥
zakreslené zna£ky rezistoru). Osciloskop je k obvodu p°ipojen p°es koaxiální kabely, jejichº stínící
vodi£e propojují zemn¥ný vodi£ generátoru se zemí osciloskopu.

M¥°ení zpravidla provádíme st°ídavým proudem. Vyhneme se tím moºné chyb¥ zp·sobené
polarizací elektrod [3]. Je-li frekvence st°ídavého proudu 102 aº 103Hz, pracujeme v podstat¥
s kvazistacionárními proudy a ekvivalentnost systému rovnic (3.21) je spln¥na v tomto p°ípad¥

4Signální kontakty kabeláºe jak na osciloskopu tak na funk£ním generátoru mají £ervenou barvu, kdeºto stínící
(uzemn¥né) kontakty bu¤ modrou nebo £ernou barvu.
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s dostate£nou p°esností. Popsaná metoda je jiº pon¥kud p°ekonaná moderními metodami,
poskytuje v²ak velmi dobrou p°edstavu o pr·b¥hu ekvipotenciálních £ar v sestavené kon�guraci.
Je-li nap¥tí na elektrodách ∼ 10V a detektorem lze m¥°it zm¥ny nap¥tí °ádov¥ 10−2V, ur£íme
polohu ekvipotenciálních £ar s p°esností asi 1% [2].

Úkoly

1. Ur£ete rozloºení ekvipotenciálních £ar v okolí dvouvodi£ového vedení tvo°eného
rovnob¥ºnými válcovými vodi£i.

2. Ov¥°te výpo£tem experimentáln¥ získané rozloºení ekvipotenciálních £ar. Jednak vypo£t¥te
parametry Apolloniových kruºnic λ, xs a r (viz obr. 3.2 a (3.5), (3.6), (3.8) a (3.15))
odpovídajících jednotlivým m¥°eným ekvipotenciálním hladinám a uve¤te je do tabulky
v protokolu. Dále pak zakreslete takto ur£ené teoretické ekvipotenciální £áry do grafu
s ekvipotenciálami nam¥°enými.5

Literatura k úloze 3

[1] Z. Horák, F. Krupka: Fyzika, SNTL Praha (1976).

[2] J. Broº a kol.: Základy fyzikálních m¥°ení I, SPN Praha (1983).

[3] V. Petrºílka, S. �afrata: Elekt°ina a magnetismus, N�SAV Praha (1956).

[4] V. Votruba, �. Muziká°: Teorie elektromagnetického pole, N�SAV Praha (1955).

5K zobrazení nam¥°ených a vypo£tených pr·b¥h· ekvipotenciálních hladin lze s výhodou pouºít programovacích
jazyk· jako Python, Octave £i Matlab; softwaru jako Gnuplot nebo QtiPlot; on-line nástroj· typu GeoGebra £i
Desmos.
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Ústav fyziky kondenzovaných látek
P°írodov¥decká fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikální praktikum 2

4. Brown· pohyb

Úkoly k m¥°ení

� Zaznamenat náhodný pohyb n¥kolika £ástic v kapalin¥.

� Ur£it míru shody experimentáln¥ ur£ené £asové závislosti st°edního kvadratické posunu
£ástic s p°edpov¥dí na základ¥ Einsteinova zákona.

� Ur£it velikost £ástic.

Teorie

Jsou-li v kapalin¥ rozptýleny malé £ástice, pak se tyto £ástice sráºí s okolními molekulami kapaliny.
Jsou-li rozm¥ry uvaºovaných £ástic dostate£n¥ malé (°ádov¥ stovky nm), nemusí být v kaºdém
okamºiku kompenzovány impulzy sil, kterými molekuly kapaliny p·sobí na tyto £ástice. Vlivem
takto nevykompenzovaných impulz· se £ástice pohybuje, p°i£emº se v del²ím £asovém intervalu
sm¥r pohybu náhodn¥ m¥ní. Tento druh pohybu se nazývá Brown·v pohyb. Pohybující se £ástice
p°edává p°i pohybu energii okolním molekulám a protoºe je mnohem v¥t²í neº molekuly kapaliny, je
moºné její pohyb v kapalin¥ popsat Stokesovým zákonem. Brown·v pohyb byl prvním fyzikálním
d¥jem, v n¥mº se projevila existence molekul a m¥l tedy velký význam p°i experimentálním
ov¥°ení molekulární kinetické teorie hmoty. Neuspo°ádaný pohyb brownovské £ástice se °ídí
Einsteinovým zákonem[1]: sledujeme-li polohy £ástice v de�novaných £asových okamºicích, pak
st°ední kvadratické posunutí £ástice je úm¥rné zvoleným £asovým interval·m. Ukáºeme nyní
odvození tohoto zákona a experimentální postup p°i jeho ov¥°ení.
V dal²ím nebudeme p°ímo pracovat s vektory p°emíst¥ní £ástice, ale budeme uvaºovat pr·m¥ty
t¥chto vektor· do libovolného pevného sm¥ru. Pohybová rovnice má tvar

m
d2x

dt2
= F1 + F2 (4.1)

kde m je hmotnost £ástice, F1 je výsledná (nevykompenzovaná) síla zp·sobená sráºkami
s molekulami kapaliny a F2 je síla zp·sobená odporem prost°edí (okolními molekulami). Pak
platí

F2 = −kdx
dt
. (4.2)

Podle Stokesova zákona [2] je pro kulovou £ástici

k = 6πηr, (4.3)

kde η je dynamická viskozita kapaliny, r je polom¥r £ástice a dx
dt je rychlost £ástice. Pak lze (4.1)

psát ve tvaru

m
d2x

dt2
= F1 − k

dx

dt
. (4.4)

Vynásobením rovnice (4.4) veli£inou x dostaneme:

mx
d2x

dt2
= F1x− kx

dx

dt
. (4.5)
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Jednodu²e lze ukázat, ºe

x
d2x

dt2
=

1

2

d2

dt2
(
x2
)
−
(
dx

dt

)2

(4.6)

x
dx

dt
=

1

2

d

dt

(
x2
)
. (4.7)

Pak dosazením (4.6) a (4.7) do vztahu (4.5) dostaneme

m

2

d2

dt2
(
x2
)
−m

(
dx

dt

)2

= F1x− 1

2
k
d

dt

(
x2
)
. (4.8)

Zajímáme se ov²em pouze o st°ední hodnoty uvedených veli£in, které je moºné pozorovat v £asovém
intervalu t. Protoºe je pohyb £ástice chaotický, pak st°ední hodnota sou£inu F1x = 0. Ozna£me
dále

d

dt

(
⟨x2⟩

)
= h (4.9)

−kh
2

=
m

2

dh

dt
−m

〈(
dx

dt

)2
〉
. (4.10)

Druhý £len na pravé stran¥ rovnice (4.10) je dvojnásobek st°ední hodnoty kinetické energie
£ástice. Aplikujeme-li na pohyb brownovské £ástice teorii ideálních plyn· a zajímáme-li se o sloºku
rychlosti £ástice pouze ve sm¥ru jedné osy (osy x, jeden ze t°í sm¥r·), dostaneme pak〈

1

2
mv2

〉
=

3RT

2NA
, m

〈(
dx

dt

)2
〉

=
RT

NA
, (4.11)

kde NA je Avogadrovo £íslo, T absolutní teplota kapaliny a R univerzální plynová konstanta.
Dosazením (4.11) do vztahu (4.10) dostaneme

−kh
2

=
m

2

dh

dt
− RT

NA
, (4.12)

a tedy
dh

h− 2RT
NAk

= − k

m
dt. (4.13)

Integrací této rovnice dostaneme

ln

(
h− 2RT

NAk

)
− lnC = − k

m
t, (4.14)

neboli po úprav¥

h− 2RT

NAk
= Ce−

k
m
t, (4.15)

kde C je integra£ní konstanta. Je-li £asový interval t m¥°ení dosti velký, m·ºeme v poslední rovnici
zanedbat £len e−

k
m
t → 0 na pravé stran¥ a dostáváme

h =
2RT

NAk
. (4.16)

Jestliºe se vrátíme k p·vodnímu významu parametr· h a k dostaneme

d

dt

〈
x2
〉
=

2RT

6πηrNA
. (4.17)

Rovnici (4.17) integrujeme za p°edpokladu po£áte£ních podmínek x = 0, t = 0 a dostaneme

⟨x2⟩ = 2RT

6πηrNA
t, (4.18)

coº je Einstein·v výraz pro st°ední kvadratické posunutí brownovské £ástice.
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Postup m¥°ení

Pozorování popsaného jevu se zpravidla provádí na mikroskopu se zna£ným zv¥t²ením, jehoº
obraz je moºné zobrazit na velkou projek£ní plochu. Preparát (suspenze £ástic ve vod¥ na
podloºním sklí£ku) je umíst¥n na stole£ku mikroskopu a na zobrazovací plochu mikroskopu je
umíst¥na pr·hledná folie, na níº zaznamenáváme v pravidelných £asových intervalech polohy
vybrané, stále stejné, £ástice. Po del²í dob¥ dostaneme na folii sí´ vzájemn¥ propojených bod·
odpovídajících chaotickému pohybu £ástice. Pro dal²í zpracování m¥°ení je nezbytné znát zv¥t²ení
mikroskopu v daném uspo°ádání. V tomto p°ípad¥ se na stole£ek mikroskopu místo preparátu
umístí m°íºka, p°i£emº vzdálenosti jednotlivých vryp· jsou p°edem známy. �as mezi jednotlivými
polohami £ástice stanovujeme pomocí mechanického nebo elektronického metronomu obvykle po
5 s základního intervalu (12 bpm) (angl. beats per minute). M·ºeme k tomu vyuºít i nap°íklad
aplikaci v chytrém telefonu.

Zpracování výsledk· m¥°ení

Úkolem a smyslem m¥°ení je ov¥°ení platnosti Einsteinova vztahu (4.18). Je nutné si uv¥domit, ºe
vzdálenost mezi dv¥ma body na záznamové folii mikroskopu je zv¥t²ené zobrazení projekce vektoru
p°emíst¥ní £ástice (za daný £asový interval nap°íklad 5 s) do roviny, na níº byl mikroskop zaost°en.
K ov¥°ení vztahu (4.18) je nutno zjistit st°ední hodnotu £tverc· projekcí vektor· p°emíst¥ní do
roviny nebo p°ímky. Jestliºe se b¥hem m¥°ení neprojevovalo te£ení preparátu jedním sm¥rem, jsou
vzdálenosti mezi jednotlivými body p°ímo pr·m¥ty do roviny. Jestliºe jsme naopak pozorovali
te£ení preparátu, musíme provést promítnutí v²ech vzdáleností do sm¥ru kolmého na sm¥r te£ení.

Obrázek 4.1: P°íklad záznamu chaotického pohybu brownovské £ástice na pr·svitném papí°e
p°iloºeném p°es obraz z mikroskopu, v p°ípad¥ bez te£ení preparátu (vlevo) a p°i te£ení (vpravo).
V záznamu pohybu £ástice vlevo jsou zaneseny trajektorie £ástice sloºené z vektor· posunutí p°i
záznamu po £asových intervalech t = 5 s (plná £ára), 10 s (p°eru²ovaná £ára) a 15 s (te£kovaná
£ára).

Ozna£me dále vzdálenosti zaznamenaných poloh s po°adovými £ísly i a j jako Li,j .
St°ední kvadratické posunutí po poºadovaném £asovém intervalu t získáme vypo£tením
aritmetického pr·m¥ru £tverc· nam¥°ených vzdáleností Li,i+δi. Postup ode£ítání vzdáleností mezi
zaznamenanými polohami £ástice v obrazu z mikroskopu je ukázán na obr. 4.1 a výpo£etní schéma
pro stanovení st°ední hodnoty £tverc· vzdáleností je uvedeno v tabulce 4.1.
Potom platí podle tabulky 4.1:

⟨L2
5⟩ =

∑10
i=1 L

2
i,i+1

10
, ⟨L2

10⟩ =
∑9

i=1 L
2
i,i+2

9
, ⟨L2

15⟩ =
∑8

i=1 L
2
i,i+3

8
. (4.19)
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Tabulka 4.1: �tverce vzdáleností pro £ástici, která byla nam¥°ena v 11 polohách po sob¥ jdoucích.

po 5 s po 10 s po 15 s
L2
1,2 L2

1,3 L2
1,4

L2
2,3 L2

2,4 L2
2,5

L2
3,4 L2

3,5 L2
3,6

L2
4,5 L2

4,6 L2
4,7

L2
5,6 L2

5,7 L2
5,8

L2
6,7 L2

6,8 L2
6,9

L2
7,8 L2

7,9 L2
7,10

L2
8,9 L2

8,10 L2
8,11

L2
9,10 L2

9,11

L2
10,11

Je-li Einstein·v zákon pro studovaný chaotický pohyb spln¥n, musí podle (4.18) pro pom¥ry
st°edních kvadratických posunutí platit:

⟨L2
5⟩ : ⟨L2

10⟩ : ⟨L2
15⟩ = 1 : 2 : 3. (4.20)

Poznámka: Je z°ejmé, ºe pro ov¥°ení platnosti vztahu (4.18) je nutné odhadnout chybu st°edního
kvadratického posunutí a také chybu v ur£ení £asových interval·. Dále je nutné si uv¥domit, ºe
Einstein·v vztah má charakter statistické zákonitosti a k jeho ov¥°ení je t°eba provést m¥°ení na
velkém souboru £ástic, jinak jsou nejistoty ur£ených pom¥r· pom¥rn¥ veliké.
Odpovídá-li shoda nam¥°ených st°edních hodnot kvadrátu posunutí v rámci chyby m¥°ení vztahu
(4.20), lze rovnici (4.18) dále uºít alespo¬ k odhadu velikosti £ástice. Ve vztahu (4.18) je ⟨x2⟩
st°ední hodnota kvadrátu projekce vektor· p°emíst¥ní do ur£itého sm¥ru (v na²em p°ípad¥ jsme
brali sm¥r osy x) a nikoliv do roviny. Jestliºe v²ak na záznamové folii m¥°íme p°ímo vzdálenosti
L, viz obr. 4.1(vlevo), je nutné pouºít vztah

⟨L2⟩ = 2⟨x2⟩, (4.21)

který plyne ze stejné pravd¥podobnosti zastoupení v²ech sm¥r· v rovin¥. Jestliºe se projevovalo
te£ení suspenze preparátu a byli jsme nuceni provád¥t p°ed vlastním ode£ítáním vzdáleností
promítání do p°ímky kolmé na sm¥r te£ení, viz obr. 4.1(vpravo), pak pouºijeme p°ímo

⟨L2⟩ = ⟨x2⟩. (4.22)

Poznámka: P°i stanovení velikosti polom¥ru r sledované £ástice ze vztahu (4.18) musíme znát
skute£nou hodnotu veli£iny ⟨x2⟩, kterou ur£íme ze záznamové folie pomocí známého zv¥t²ení
mikroskopu, stanoveného za pomocí m¥°ítka. Teplotu kapaliny T ve vztahu (4.18) musíme
odhadnout, zpravidla není rovna laboratorní teplot¥, protoºe preparát se obvykle zah°ívá vlivem
osv¥tlovacího zdroje.

Úkoly

1. Zaznamenejte pohyb alespo¬ p¥ti £ástic na pr·svitný papír v intervalech po 5 s. Jednotlivé
po sob¥ jdoucí polohy vzájemn¥ spojujte lomenou £arou, podobn¥ jako na obr. 4.1 (vlevo).

2. Na stejný pr·svitný papír na obrazovce p°ipojené k mikorskopu zaznamenejte také pomocí
m°íºky v Bürkerov¥ kom·rce rozte£ £ar o velikosti 50µm. Z pom¥ru velikosti obrazu a
p°edm¥tu ur£ete zv¥t²ení mikroskopu.
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3. Na pr·svitném papí°e pak prom¥°te vzdálenosti jednotlivých poloh a se°a¤te do tabulky
v£etn¥ kvadrát· p°íslu²ných vzdáleností, viz tab. 4.1. Zárove¬ zohledn¥te p°ípadné te£ení
preparátu.

4. Ov¥°te platnost vztahu (4.20), v£etn¥ nejistot pom¥r· a ur£ete velikost polom¥ru £ástice.

Literatura k úloze 4

[1] A. Einstein, Annalen der Physik 324, 371 (1906).

[2] Z. Horák, Technická fyzika, SNTL Praha (1961).
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Ústav fyziky kondenzovaných látek
P°írodov¥decká fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikální praktikum 2

5. Magnetické pole

Úkoly k m¥°ení

� M¥°ení horizontální sloºky intenzity magnetického pole Zem¥ Gaussovým magnetometrem.

� Magnetická odezva feromagnetického materiálu (hysterezní smy£ka).

Geomagnetické pole

Teorie

Znalost pr·b¥hu magnetického pole v okolí Zem¥ je d·leºitá pro mnoho obor·, jako je nap°íklad
geogra�e, geologie a podobn¥. Vlastnosti magnetického pole Zem¥ popisuje intenzita magnetického
pole, obvykle zna£ená H. V kaºdém bod¥ m·ºeme vektor intenzity rozd¥lit na horizontální a
vertikální sloºku, v dal²ím se soust°edíme jen na m¥°ení horizontální sloºky Hz.
Princip metody m¥°ení Gaussovým magnetometrem spo£ívá v porovnání intenzity zemského
magnetického pole s intenzitou ty£ového permanentního magnetu pomocí magnetické st°elky jako
detektoru sm¥ru lokálního magnetického pole. Z praktických d·vod· se v metod¥ provádí m¥°ení
výchylky magnetické st°elky pro dv¥ polohy st°elky vzhledem k permanentnímu magnetu, pro tzv.
první a druhou Gaussovu polohu (viz obr. 5.1).
Pro výpo£et intenzity magnetického pole od ty£ového magnetu pouºijeme vztah pro magnetické
pole v okolí magnetického dipólu s dipólovým momentem m

H(r) =
1

4πµ0r3

[
3(r ·m)r

r2
−m

]
, (5.1)

kde r je polohový vektor bodu v n¥mº po£ítáme magnetické pole vzhledem k poloze magnetického
dipólu a µ0 je permeabilita vakua. V reálném p°ípad¥ se ov²em rozm¥ry permanentního magnetu
vzhledem ke vzdálenosti, ve které m¥°íme, nedají zanedbat. Proto je t°eba tento vztah integrovat
p°es celý magnet s danou objemovou hustotou dipólového momentu.
Integrace pro první Gaussovu polohu, tj. p°ípad st°elky na ose ty£ového magnetu, vede na
výsledek6

H1(r) =
1

4πµ0

∫ +l/2

−l/2
µ

[
2

(r + x)3

]
dx =

1

4πµ0 r2

∫ 1+l/2r

1−l/2r
µ

[
2

z3

]
dz (5.2)

=
µ

4πµ0 r2

[
1

z2

]1−λ

1+λ

=
µ

4πµ0 r2

[
(1 + λ)2 − (1− λ)2

(1− λ2)2

]
(5.3)

=
1

2πµ0 r3
M

(1− λ2)2
, (5.4)

kde µ = M/l je délková hustota magnetického momentu, λ = l/2r, r je vzdálenost mezi
osou magnetické st°elky a st°edem (t¥ºi²t¥m) ty£ového magnetu a l je délka ty£ového magnetu
s celkovým magnetickým momentemM. Zde jsme aproximovali válcový ty£ový magnet nekone£n¥

6Pouºije se substituce z = 1 + x/r.
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Obrázek 5.1: Schéma experimentálního uspo°ádání. Magnetické pole v Gaussových polohách (P1

první Gaussova poloha, P2 druhá, a) resp. b)) v okolí permanentního ty£ového magnetu a jeho
skládání s magnetickým polem Zem¥ v místech magnetické st°elky. Permanentní magnet je vºdy
orientován kolmo ke sm¥ru magnetického pole Zem¥ podél osy x. Úhlové výchylky magnetické
st°elky od jiho-severního sm¥ru v první a druhé poloze jsou ozna£eny φ1 resp. φ2.

tenkou ty£í. Kone£ný pr·m¥r magnetu se v praxi projeví tím, ºe veli£ina l ve vztahu (5.4)
neodpovídá jeho fyzické, ale tzv. redukované délce.
V druhé Gaussov¥ poloze se sice sm¥r pole vyvolaného r·znými elementy podél délky ty£ového
magnetu m¥ní, ale vzhledem k symetrii se sloºka ve sm¥ru kolmém na osu magnetu vyru²í. Po£ítat
tedy budeme pouze komponentu ve sm¥ru osy ty£ového magnetu (zde osa x). P°ísp¥vek výrazu
obsahující skalární sou£in v (5.1) k intenzit¥ pole ve sm¥ru osy x je (r ·dm)rx = x µdx x. Integrací
pak dosp¥jeme ke vztahu7

H2(r) =
1

4πµ0

∫ +l/2

−l/2
µ

1

(r2 + x2)3/2

[
3 x2

(r2 + x2)
− 1

]
dx = (5.5)

=
1

4πµ0 r2

(∫ +λ

−λ
µ

[
3 z2

(1 + z2)5/2

]
dz −

∫ +λ

−λ
µ

[
1

(1 + z2)3/2

]
dz

)
= (5.6)

=
µ

4πµ0 r2

([
z3

(1 + z2)3/2

]+λ

−λ

−
[

z

(1 + z2)1/2

]+λ

−λ

)
= (5.7)

=
2µ

4πµ0 r2
λ3 − (1 + λ2)λ

(1 + λ2)3/2
= − 2µ

4πµ0 r2
l/2r

(1 + λ2)3/2
= − 1

4πµ0 r3
M

(1 + λ2)3/2
(5.8)

Známe tedy intenzitu magnetického pole v bodech P1 a P2. Umístíme magnet tak, aby jeho osa
sm¥°ovala kolmo ke sm¥ru magnetického pole Zem¥. Výchylka magnetky v první Gaussov¥ poloze
z jejího p·vodního sm¥ru k magnetickému pólu Zem¥ je φ1, p°i£emº platí

tanφ1 =
H1

Hz
=

1

4πµ0Hz

2M

r3(1− λ2)2
. (5.9)

7Pouºije se substituce z = x/r a následn¥ tanu = z.
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Obdobn¥ v míst¥ P2 se st°elka vychýlí o úhel φ2

tanφ2 =
H2

Hz
=

1

4πµ0Hz

M

r3(1 + λ2)3/2
. (5.10)

Z kaºdého z t¥chto vztah· lze jiº ur£it velikost magnetického pole Zem¥, známe-li redukovanou
délku magnetu l a velikost magnetického momentu M . Kombinací obou vztah· v²ak m·ºeme
dosp¥t k vyjád°ení, kde redukovaná délka magnetu p°ímo nevystupuje. Umocníme-li vztah (5.9)
na t°etí mocninu a (5.10) na £tvrtou, dostaneme(

M

4πµ0Hz

)3

=
1

8
r9 tan3 φ1(1− λ2)6 (5.11)

(
M

4πµ0Hz

)4

= r12 tan4 φ2(1 + λ2)6. (5.12)

Vzájemným vynásobením t¥chto vztah· dostaneme(
M

4πµ0Hz

)7

=
1

8
r21 tan3 φ1 tan

4 φ2(1− λ4)6. (5.13)

M¥°íme-li ve vzdálenosti výrazn¥ v¥t²í neº je délka magnetu, platí r ≫ l a tedy i λ4 ≪ 1, pak
platí

M

Hz
= 4πµ0r

3 7

√(
tanφ1

2

)3

tan4 φ2. (5.14)

Na odmocninu na pravé stran¥ se m·ºeme dívat jako na geometrický pr·m¥r, který m·ºeme
nahradit aritmetickým a dostaneme tak zjednodu²ený vztah

M

Hz
=

4πµ0r
3

7

(
3 tanφ1

2
+ 4 tanφ2

)
. (5.15)

Tento výraz se od p°edchozího vztahu (5.14) li²í o veli£inu °ádu λ4, kterou m·ºeme zanedbat.
Magnetický moment magnetu ur£íme z periody kmit· magnetu v magnetickém poli Zem¥. Je-li osa
magnetu sto£ena v·£i magnetickému poli Zem¥ o úhel φ, pak na n¥j p·sobí magnetický moment
velikosti

MHz sinφ ≈MHzφ.

Pohybová rovnice magnetu je pak dána vztahem

J
d2φ

dt2
+MHzφ+Dφ = 0, (5.16)

kde J je moment setrva£nosti magnetu a D je torzní moment záv¥su. Pouºíváme vlákno s velmi
malým torzním momentem, který m·ºeme vzhledem k velikosti magnetického silového momentu
zanedbat.
Magnet potom harmonicky kmitá s kruhovou frekvencí ω danou vztahem

ω2 =
MHz

J
. (5.17)

Vyjád°íme frekvenci pomocí doby kyvu magnetu τ = T/2, kde T je perioda kmit·, a dostaneme

MHz =
π2J

τ2
. (5.18)

Moment setrva£nosti válcového magnetu je dán vztahem

J =
m

4

(
R2 +

l2

3

)
, (5.19)
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Obrázek 5.2: Kmity permanentního magnetu v magnetickém pole Zem¥.

kde m je hmotnost magnetu, R jeho polom¥r a l délka. Pro magnet tvaru hranolu je jeho moment
setrva£nosti

J =
m

12

(
l2 + b2

)
, (5.20)

kde b je ²í°ka magnetu a na vý²ce nezáleºí.
Vztahy (5.15) a (5.18) nám udávají veli£iny A = M/Hz a B = MHz. Z t¥chto veli£in ur£íme
velikost horizontální sloºky intenzity magnetického pole Zem¥ jako

Hz =

√
B

A
. (5.21)

Úkoly

1. Zm¥°te výchylku st°elky v obou Gaussových polohách magnetu pro t°i r·zné vzdálenosti r
od st°edu magnetu. M¥°ení provád¥jte na ob¥ strany od st°elky a také pro magnet oto£ený
o 180◦. Pro kaºdou vzdálenost spo£t¥te pomocnou veli£inu A, ze souboru t¥chto hodnot
získáte i její nejistotu.

2. Zm¥°te periodu kmit· magnetu v magnetickém poli Zem¥, rozm¥ry a hmotnost magnetu.
Nejistota veli£iny B vyjde ze zákona ²í°ení nejistot periody kmit· (ta bývá dominantní) a
parametr· pro výpo£et momentu setrva£nosti.

3. Ur£ete velikost horizontální sloºky magnetické pole Zem¥ pomocí vztah· (5.15), (5.18) a
(5.21) a porovnejte s aktuálními lokálními hodnotami z profesionálních m¥°ení8.

Magnetická odezva feromagnetického materiálu.

Teorie

Vztah mezi magnetickou intenzitou H a magnetickou indukcí B je dán vztahem

B = µ0 (H +M) , (5.22)

kde M je vektor magnetizace, který udává objemovou hustotu magnetického momentu. V p°ípad¥
paramagnetických a diamagnetických materiál· ve slabém magnetickém poli m·ºeme závislost
magnetizace na okolním poli p°edpokládat v lineárním tvaru

M = χµ0H, (5.23)

8Hodnoty jsou dostupné v Interaktivní osnov¥ praktika, resp. na webu NOAA

https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/calculators/magcalc.shtml#igrfwmm
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kde χ je magnetická susceptibilita, která je kladná pro paramagnetické a záporná pro
diamagnetické materiály. Pro v¥t²inu materiál·, s výjimkou p°echodových kov· a jejich slou£enin,
je susceptibilita velmi malá, okolo 10−6 aº 10−9. Z°ejm¥ téº platí B = (1+χ)µ0H = µrµ0H, kde
µr je relativní permeabilita. V obecném p°ípad¥ je susceptibilita tenzorem a vektory magnetizace
a intenzity nemusejí mít stejný sm¥r. Pro feromagnetické materiály v²ak není závislost magnetické
indukce na intenzit¥ pole lineární a vykazuje hysterezní závislost, jejíº typický pr·b¥h je znázorn¥n
na obrázku 5.3.

H

B

B

H C

BS
R

Obrázek 5.3: Typický pr·b¥h magnetické hysterezní smy£ky.

Základní odli²ností feromagnetických materiál· od ostatních je schopnost vykazovat magnetizaci
bez vn¥j²ího magnetického pole. Magnetizace kaºdého materiálu p°itom m·ºe dosahovat pouze
jisté maximální hodnoty, kdy jsou v²echny p°ítomné magnetické momenty orientovány stejným
sm¥rem. Takováto magnetizace se nazývá nasycená (satura£ní)Ms a její velikost je dána p°ibliºn¥
sou£inem koncentrace atom· a magnetického momentu kaºdého atomu. Po odstran¥ní vn¥j²ího
magnetického pole z·stává v materiálu remanentní (zbytková) magnetizaceMR. Hysterezní k°ivku
dále popisuje veli£ina zvaná koercitivní pole (koercitivní síla) HC , která udává velikost vn¥j²ího
pole, p°i kterém je celková magnetická indukce v materiálu nulová. Koercitivní pole udává
informaci o velikosti pole pot°ebného ke zm¥n¥ orientace magnetického pole v materiálu. Materiály
d¥líme podle velikosti koercitivního pole na magneticky m¥kké (pro HC men²í neº p°ibliºn¥
103A/m) a magneticky tvrdé (pro HC v¥t²í neº p°ibliºn¥ 104A/m).
M¥°ení budeme provád¥t na feromagnetickém jád°e se dv¥ma vinutími (transformátoru) buzeném
st°ídavým elektrickým proudem zapojeném podle schématu na obrázku 5.4. Primární vinutí slouºí
k buzení magnetického pole a na sekundárním snímáme indukované nap¥tí. Intenzitu magnetic-
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Obrázek 5.4: Schéma obvodu pro m¥°ení magnetického pole ve feromagnetu.
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kého pole m·ºeme spo£íst podle Ampérova zákona∮
L
H · dl =

∫
S
j · n dS , (5.24)

kde integrace na levé stran¥ probíhá podél uzav°ené k°ivky L, na pravé stran¥ p°es plochu S1
jí ohrani£enou a j je proudová hustota tekoucí plochou (výsledkem integrace pravé strany je
zde celkový proud protékající vodi£i uvnit° kruºnice). V p°ípad¥ toroidu je °e²ení jednoduché,
schématicky je nazna£eno na obrázku 5.5. Integraci provedeme podél kruºnice s polom¥rem r.

r

rmax

min

H

r

Obrázek 5.5: Schéma °ezu toroidní cívkou. Krouºky uvnit° a vn¥ nazna£ují pr·b¥h proudových
vodi£·.

Z d·vodu symetrie má intenzita H podél kruºnice v²ude stejnou velikost a p°edchozí rovnice pak
p°ejde do tvaru

2πrH = N1I , H =
N1I

2πr
, (5.25)

kde N1 je po£et závit· primárního vinutí a I proud tekoucí kaºdým z nich. Magnetická intenzita
je tedy p°ímo úm¥rná proudu, který m¥°íme jako nap¥tí U1 na rezistoru R1 p°ipojeném do série
s proudovou cívkou. Hodnota magnetické intenzity v toroidu je rovna

H(t) =
N1

2πrR1
U1(t) . (5.26)

Pokud je rozdíl vnit°ního a vn¥j²ího polom¥ru dostate£n¥ malý, m·ºeme povaºovat hodnotu
magnetické intenzity nezávislou na poloze v toroidu a za polom¥r r dosadit jeho pr·m¥rnou
hodnotu r = (rmin + rmax)/2.
P°i buzení st°ídavým proudem se m¥ní s £asem téº magnetická indukce. �asová zm¥na magnetické
indukce B indukuje v sekundárním vinutí elektromotorické nap¥tí E2 podle Faradayova zákona

E2(t) = −dΦ

dt
= −N2S2

dB

dt
, (5.27)

kde Φ je celkový magnetický tok sekundární cívkou; vycházíme z toho, ºe je-li pr·°ez jádra toroidu
S2 a po£et závit· sekundárního vinutí N2, pak magnetický tok je roven Φ = N2S2B. Indukované
nap¥tí je úm¥rné £asové zm¥n¥ magnetické indukce. Abychom mohli m¥°it p°ímo nap¥tí úm¥rné
magnetické indukci, je v obvodu za°azen integra£ní RC £len. Pr·b¥h nap¥tí na kondenzátoru
o kapacit¥ C získáme z druhého Kirchho�ova zákona

E2 = RI2 + UC , UC =
Q

C
, I2 =

dQ

dt
, (5.28)

kde I2 je proud tekoucí obvodem a Q je náboj na kondenzátoru. Po úprav¥ získáme diferenciální
rovnici pro náboj Q

dQ

dt
+

Q

RC
=

1

R
E2(t). (5.29)
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Tato rovnice má °e²ení ve tvaru

Q(t) = − 1

R

∫ ∞

0
E2(t− τ)e−

τ
RC dτ . (5.30)

Pr·b¥h nap¥tí na kondenzátoru je potom dán vztahem

UC(t) = − 1

RC

∫ ∞

0
E2(t− τ)e−

τ
RC dτ. (5.31)

Je-li £asová konstanta integra£ního obvodu RC mnohem v¥t²í neº perioda budícího st°ídavého
proudu, lze exponenciální £len v integrálu poloºit p°ibliºn¥ roven 1. Potom po dosazení z rovnice
(5.27) do vztahu (5.31) dostaneme výraz pro nap¥tí UC

UC(t) ≈
1

RC

∫ t

−∞
N2S2

dB

dt

∣∣∣∣
τ

dτ , UC(t) ≈
N2S2
RC

B(t). (5.32)

Po p°evedení dostaneme vztah pro magnetickou indukci

B(t) =
RC

N2S2
UC(t). (5.33)

V zapojení podle schématu na obrázku 5.4 nastavíme osciloskop do tzv. X-Y reºimu, kdy
zobrazujeme vzájemnou závislost nap¥tí na jednotlivých vstupech. Jelikoº podle vztahu (5.26)
je nap¥tí na prvním vstupu úm¥rné intenzit¥ magnetického pole a nap¥tí na druhém vstupu je
podle vztahu (5.33) úm¥rné indukci magnetického pole, zobrazujeme p°ímo hysterezní smy£ku,
tedy závislost indukce na intenzit¥ magnetického pole. Nap¥tí nam¥°ená na osciloskopu pak jiº
p°evedeme na indukci a intenzitu magnetického pole ve zvolených bodech hysterezní smy£ky
pomocí vý²e zmín¥ných vztah· (5.26) a (5.33).
P°esné ode£ítání hodnot (pomocí kurzoru) není v X-Y reºimu moºné; °e²ením je staºení

nam¥°ených dat p°es USB port osciloskopu, nebo ode£ítání hodnot p°i zobrazení £asového pr·b¥hu.

Pro koercitivitu a remanenci nás zajímají hodnoty v jednom kanále, kdy druhý zobrazený kanál

pochází 0. Pokuste se projitím v¥t²ího po£tu period získat více (kladných i záporných) hodnot;

získáte tak p°esn¥j²í výsledek9 a voliteln¥ ur£íte i jeho nejistotu.

Magnetizaci m·ºeme snadno spo£íst z magnetické indukce s pouºitím vztahu (5.22) jako

M =
B

µ0
−H. (5.34)

Úkoly

1. Zapojte obvod podle schématu.

2. Z osciloskopu ode£t¥te nap¥tí odpovídající koercitivnímu poli, remanentní a satura£ní
magnetizaci.

3. Zm¥°te rozm¥ry jádra transformátoru.

4. Ur£ete velikost koercitivního pole, satura£ní a remanentní magnetizace pro zadaný materiál
podle vztah· (5.26) a (5.33). U saturace uve¤te i hodnotu intenzity Hs, p°i které byla
dosaºena.

Uºití v praxi: M¥°ení magnetického pole má význa£né praktické aplikace. Lokální magnetické pole Zem¥
je ovlivn¥no také geologickými pom¥ry a jeho m¥°ení se vyuºívá p°i geofyzikálním pr·zkumu nap°. pohybu
litosférických desek.

9Krok digitalizace osciloskopu bývá dost velký, jedno m¥°ení je platné max. na 2 cifry.
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Feromagnetické materiály mají také mnoho praktických fyzikálních a elektrotechnických aplikací, kdy je
podstatná znalost jejich hysterezní k°ivky. Magneticky tvrdé materiály se pouºívají jako permanentní
magnety, zatímco magneticky m¥kké materiály se pouºívají p°i aplikacích vyºadujících snadnou zm¥nu
magnetizace, jako jsou elektromagnety nebo transformátory. Magneticky m¥kké materiály se pouºívají
rovn¥º k odstín¥ní vn¥j²ího magnetického pole. Obzvlá²t¥ d·leºité je stín¥ní v elektronových mikroskopech,
kde by parazitní vn¥j²í magnetické pole ovliv¬ovalo elektronovou optiku mikroskopu.
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6. Elektromagnetické kmity v RLC obvodu

Cíle m¥°ení

1. Ur£it impedanci n¥kolika sou£ástek (odpor, kondenzátor, cívka).

2. Zm¥°it frekven£ní charakteristiku buzeného RLC obvodu a ur£it z nich odpor, indukci a
kapacitu RLC obvodu.

3. Zm¥°it p°echodový jev (vlastní kmity) RLC obvodu s podkritickým, kritickým a
nadkritickým tlumením, a ur£it vlastní frekvenci obvodu a koe�cient útlumu.

Teorie obvod· s R, L a C sou£ástkami

RLC obvod sestává z odporu s velikostí R, cívky s induk£ností L a kondenzátoru s kapacitou C
°azených bu¤ do série nebo paraleln¥. V t¥chto obvodech dochází p°i buzení zdrojem st°ídavého
nap¥tí na ur£ité frekvenci k rezonanci charakterizované maximem proudu. Podobné rezonan£ní
chování m·ºeme vid¥t v mnoha oblastech fyziky nap°. v situaci, kdy je závaºí p°ichycené pruºinou
buzené periodickou silou. Obvody s R, L a C mají ²iroké uplatn¥ní nap°. jako rezonátory, �ltry
s horní a dolní propustí anebo integra£ní £leny (viz úloha £. 5).
Uvaºujme obvod, kde jsou prvky R, L a C °azené v sérii, viz obr. 6.1, a jsou buzeny nap¥tím
z funk£ního generátoru U(t). Druhý Kirchho�·v zákon °íká, ºe sou£et úbytk· nap¥tí na
spot°ebi£ích se v uzav°eném obvod¥ rovná sou£tu nap¥tí na zdrojích. V p°ípad¥ tohoto obvodu
tedy nabývá tvar

UR(t) + UL(t) + UC(t) = U(t) , (6.1)

kde UR(t), UL(t) a UC(t) jsou nap¥tí na odporu, cívce a na kondenzátoru. Podle Ohmova zákona
je nap¥tí na odporu

UR(t) = RI(t) . (6.2)

Faraday·v zákon dává nap¥tí pro cívku

UL(t) = L
dI(t)

dt
(6.3)

a z Coulombova zákona lze odvodit, ºe nap¥tí na kondenzátoru nabíjeném proudem I(t) za £as t
je

UC(t) = U(0) +
1

C

∫ t

0
I(t)dt , (6.4)

kde U(0) je nap¥tí v £ase t = 0. Dosazením t¥chto nap¥tí do rovnice (6.1) a jejím zderivováním
podle £asu dostáváme rovnici

L
d2I(t)

dt2
+R

dI(t)

dt
+

1

C
I(t) =

dU(t)

dt
. (6.5)
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Obrázek 6.1: Schéma sériového RLC obvodu napájeného zdrojem st°ídavého nap¥tí U(t).

Rozeberme ustálené °e²ení tohoto obvodu p°i buzení st°ídavým nap¥tím, kdy je zapojen postupn¥
pouze £len R nebo L nebo C, a nakonec celý obvod RLC. P°edpokládejme nyní, ºe st°ídavé nap¥tí
U(t) má tvar harmonické funkce a m·ºeme ji vyjád°it jako reálnou £ást komplexní funkce

Û(t) = Û0(ω)e
iωt , (6.6)

kde st°í²kou ozna£ujeme komplexní funkci. Vyuºíváme zde matematický aparát komplexních
£ísel10, kdy amplituda nap¥tí Û0(ω) je komplexní, tzn. m·ºeme ji vyjád°it jako Û0(ω) =
|Û0(ω)|eiφU (ω). Veli£ina φU zde vyjad°uje fázi nap¥tí. M·ºeme o£ekávat, ºe i proud má stejný
tvar

Î(t) = Î0(ω)e
iωt . (6.7)

Analogicky Î0(ω) = |Î0(ω)|eiφI(ω). P°ipome¬me, ºe tento aparát komplexních £ísel m·ºeme pouºít,
protoºe zacházíme s lineárními veli£inami a operátory, u kterých se v libovolném bod¥ m·ºeme
vrátit k reálným veli£inám vyjád°ením jejich reálné £ásti, nap°. U(t) = Re [Û(t)] pomocí Eulerovy
rovnice eix = cosx + i sinx. Reálné £ásti veli£in musíme pouºívat, pokud pracujeme s nelineární
veli£inami, nap°. s výkonem P ∝ I(t)2.

Obvod s odporem

Nejjednodu²²í p°ípad nastává, pokud je zapojen pouze odpor. Pak na levé stran¥ rovnice (6.5)
z·stane pouze druhý £len. Po dosazení rovnic (6.6) a (6.7) do (6.5) dostáváme

RÎ0(ω) = Û0(ω) , (6.8)

která vyjad°uje Ohm·v zákon pro amplitudy Î0(ω) a Û0(ω). V obvodech st°ídavého proudu se
£asto pouºívá komplexní impedance Ẑ(ω) = |Ẑ(ω)|eiφZ(ω) de�novaná jako

Ẑ(ω) ≡ Û0(ω)

Î0(ω)
=

|Û0(ω)|
|Î0(ω)|

ei(φU−φI) . (6.9)

Rozdíl φU (ω) − φI(ω) vyjad°uje fázový rozdíl mezi proudem a nap¥tím. Typicky volíme φU = 0
(volba po£átku £asu). V p°ípad¥ odporu pak dostáváme pro jeho impedanci

ẐR(ω) = R = RR . (6.10)

kde jsme pro velikost odporu m¥°eného rezistoru zavedli veli£inu RR z d·vodu odli²ení od ostatních
odpor·, které se v obvodu mohou vyskytnout. Jelikoº je tato impedance reálná, vidíme, ºe pro
fázi impedance odporu platí φR = φU − φI = 0.

10Pro podrobn¥j²í diskuzi aparátu komplexních £ísel velmi doporu£ujeme pro£íst [1].
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Obvod s kondenzátorem

V p°ípad¥, kdy je v obvodu jen kondenzátor, z·stane na levé stran¥ rovnice (6.5) pouze t°etí £len.
Analogicky s p°edchozí £ástí pak dostáváme pro impedanci kapacity

ẐC(ω) =
1

iωC
=

1

ωC
e−iπ

2 . (6.11)

Zde je jiº impedance komplexní. Fáze nap¥tí na kondenzátoru Û0(ω) = ẐC(ω)Î0(ω) se li²í
o −π/2 = −90◦ relativn¥ k proudu, tzn. ºe harmonický pro�l nap¥tí se �opoº¤uje� za proudem.
Ze zm¥°ené velikosti impedance |ẐC(f)| na dané frekvenci f = ω/2π je moºno vypo£íst kapacitu
jako

C =
1

2πf |ẐC(f)|
. (6.12)

Tento p°ípad p°edstavuje ideální kondenzátor. V reálných sou£ástkách existují ztráty, které
si m·ºeme p°edstavit jako p°ídavný odpor zapojený do série, tzv. ekvivalentní sériový odpor
(v angli£tin¥ se pouºívá zkratka �ESR�). S impedancemi m·ºeme pracovat podobn¥ jako s odpory
v obvodu se stejnosm¥rným proudem, tzn., v sériovém zapojení je celková impedance dána sou£tem
impedancí jednotlivých element· a tedy impedanci reálného kondenzátoru je moºno vyjád°it jako

Ẑr
C(ω) = ẐC(ω) +RC =

−i

ωC
+RC . (6.13)

Odtud vyjád°íme fázi impedance kondenzátoru φC jako

tanφC =
Im Ẑr

C(ω)

Re Ẑr
C(ω)

=
−1

ωRCC
. (6.14)

Odpor tedy zp·sobí, ºe fáze jiº má v¥t²í hodnotu neº −90◦. Pro ω → 0 se blíºí ideální hodnot¥
−90◦, pro ω → ∞ se fáze blíºí 0, tzn., kondenzátor se chová jako odpor. Z amplitudy a fáze Ẑr

C(ω)
lze vyjád°it pomocí rovnice (6.13) kapacitu

C =
−1

2πf |Ẑr
C(f)| sinφC

, (6.15)

(záporné znaménko zde vystupuje protoºe fázový úhel kondenzátoru φC je záporný) a ekvivalentní
sériový odpor

RC = |Ẑr
C(f)| cosφC . (6.16)

Jako míra kvality kondenzátoru na ur£ité frekvenci se zavádí bezrozm¥rná veli£ina £initel jakosti
Q (v angl. Q-factor, Q z angl. quality), který je daný velikostí pom¥ru imaginární a reálné £ásti
Ẑr
C(ω), Q(ω) = 1/(ωCRC). Jeho p°evrácená hodnota D = 1/Q = ωCRC (z angl. dissipation)

se nazývá ztrátový £initel, je dána podílem odporové a kapacitní sloºky a vyjad°uje míru ztráty
energie. Nejmen²í ztrátový £initel mají kondenzátory vzduchové (°ádov¥ 10−5 aº 10−6) na 1 kHz.
Keramické kondenzátory mají ztrátový £initel °ádov¥ 10−4, kondenzátory s plastovou fólií 10−3 a
kondenzátory papírové 10−2. Ztrátový £initel elektrolytických kondenzátor· bývá 0,1 aº 0,3 [2, 3].
Poznamenejme, ºe v reálném kondenzátoru je sériový ekvivalentní odpor frekven£n¥ závislý a je
nutno ho charakterizovat v blízkosti frekvence, na kterém pak s kondenzátorem pracujeme.

Obvod s cívkou

V p°ípad¥, kdy v obvodu je pouze cívka, pak na levé stran¥ rovnice (6.5) z·stane pouze první
£len. Analogicky s p°edchozí £ástí pak dostáváme pro impedanci cívky

ẐL(ω) = iωL = ωLei
π
2 . (6.17)
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Impedance je zde op¥t komplexní a její fáze π/2 zna£í, ºe fáze nap¥tí na kondenzátoru Û0(ω) =
ẐLÎ0(ω) je o π/2 v¥t²í neº u proudu, tzn., nap¥tí se na cívce �p°edbíhá� p°ed proudem o 90◦. Ze
zm¥°ené velikosti impedance |ẐL(f)| na dané frekvenci f je moºno vypo£íst induk£nost jako

L =
|ẐL(f)|
2πf

. (6.18)

Reálnou cívku si m·ºeme op¥t p°edstavit jako ideální cívku zapojenou v sérii s ekvivalentním
sériovým odporem a její impedance je

Ẑr
L = ẐL(ω) +RL = iωL+RL . (6.19)

Odtud vyjád°íme úhel této impedance jako

tanφL =
ωL

RL
. (6.20)

Z amplitudy a fáze Ẑr
L(ω) (6.19) lze vyjád°it indukci

L =
|Ẑr

L(f)| sinφL

2πf
, (6.21)

a ekvivalentní sériový odpor
RL = |Ẑr

L(f)| cosφL . (6.22)

Ekvivalentní sériový odpor zp·sobí, ºe fáze jiº má men²í hodnotu neº 90◦. Pro ω → ∞ se blíºí
ideální hodnot¥ +90◦, pro ω → 0 se fáze blíºí 0, tzn., cívka se chová jako odpor. Jako míra kvality
cívky na ur£ité frekvenci se op¥t vyjad°uje pomocí £initele jakosti (velikosti pom¥ru imaginární a
reálné £ásti impedance), Q(ω) = ωL/RL a ztrátový £initel je D = 1/Q = RL/(ωL). Jen krátce
zmi¬me, ºe sériový odpor není jedinou charakteristikou reálné cívky. Na vysokých frekvencích
se za£ne projevovat paralelní kapacita vznikající mezi jednotlivými smy£kami cívky. Proto se
v tomto praktiku omezíme na relativn¥ malé frekvence pod 3 kHz, kde je tento efekt relativn¥
slabý � projevuje se tak, ºe ekvivalentní sériový odpor není konstanta, ale závisí na frekvenci. Na
dostate£n¥ nízkých frekvencích by se hodnota RL m¥la blíºit stejnosm¥rnému odporu cívky.
Obrázek 6.2 shrnuje dosaºené výsledky a souhrnn¥ ukazuje (komplexní) impedance reálné cívky
(Ẑr

L), odporu (ẐR) a reálné kapacity (Ẑr
C), kde kaºdá z nich má hodnotu reálné £ásti rovnu R.

RLC obvod

Pro vy°e²ení RLC obvodu nejprve pod¥lme rovnici (6.5) induk£ností L a obdrºíme

d2I(t)

dt2
+
R

L

dI(t)

dt
+

1

LC
I(t) =

1

L

dU(t)

dt
. (6.23)

Tato rovnice je analogická pohybové rovnici tlumeného mechanického oscilátoru. �len s první
derivací proudu p°edstavuje disipaci energie a je úm¥rný konstant¥ tlumení α, kde

2α =
R

L
. (6.24)

Konstanta u t°etího £lenu zleva ur£uje kruhovou rezonan£ní frekvenci oscilátoru

ω0 =
1√
LC

. (6.25)

P°ipomínáme, ºe jednotka ω (stejn¥ jako jednotka α) je rad/s a ω se pojí s frekvencí f (jednotka
Hz) jako ω = 2πf . Pro rezonan£ní frekvenci tedy dostáváme

f0 =
1

2π
√
LC

. (6.26)
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Obrázek 6.2: Impedance odporu ẐR, reálné cívky Ẑr
L, a reálného kondenzátoru Ẑr

C zobrazené
v rovin¥ komplexních £ísel. Reálná £ást v²ech impedancí má hodnotu R.

Rovnici (6.23) pomocí zavedených konstant m·ºeme p°epsat na

d2I(t)

dt2
+ 2α

dI(t)

dt
+ ω2

0I(t) =
1

L

dU(t)

dt
. (6.27)

Jedná se o nehomogenní diferenciální rovnici druhého °ádu pro proud I(t).

Ustálené °e²ení

Rozeberme nejprve, podobn¥ jako vý²e, ustálené °e²ení p°i buzení st°ídavým nap¥tím o úhlové
frekvenci ω. Vyjád°eme závislost proudu obvodem relativn¥ k budícímu nap¥tí pomocí veli£iny
Ĝ(ω) ≡ Î0(ω)/Û0(ω), která se nazývá vodivost. Vodivost je p°evrácenou hodnotou impedance,
Ĝ(ω) = 1/Ẑ(ω) a má jednotku Siemens (zn. S) nebo Ω−1. Po dosazení rovnic (6.6) a (6.7) do
(6.27) dostáváme pro vodivost

Ĝ(ω) ≡ Î0(ω)

Û0(ω)
= iω

F

ω2
0 − ω2 + i2αω

, (6.28)

kde
F = 1/L (6.29)

je oscilátorová síla. �len F/(ω2
0−ω2+iω2α) je rezonan£ní a setkáme se s ním v mnoha fyzikálních

situacích, nap°. p°i °e²ení mechanického oscilátoru nebo p°i kmitech iont· v pevných látkách (tzv.
Lorentz·v oscilátor). �len iω zde vystupuje11, protoºe vztah (6.28) p°edstavuje závislost proudu
na nap¥tí12.
Vztah (6.28) m·ºeme alternativn¥ vyjád°it pomocí p·vodních veli£in R, L a C jako

Ĝ(ω) =
1

R+ i(ωL− 1
ωC )

. (6.30)

11Znaménko u tohoto £lenu závisí na zvoleném znaménku u £asu ve vztazích (6.6) a (6.7). V návodu k této úloze
pouºíváme znaménko sm¥ru £asu stejn¥ jako je zvykem v elektrotechnice. Na druhou stranu, v kvantové teorii £i
teorii pevných látek se pouºívá £asová závislost e−iωt, která by zm¥nila znaménko u v²ech £len· iω.

12Amplituda náboje na kondenzátoru q̂0 £len iω nemá, viz rovnice (6.35) v £ásti v¥nované p°echodovému jevu a
dále viz [1].
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Obrázek 6.3: Amplituda vodivosti (a) a její fáze (b) sériového obvodu RLC pro hodnoty L = 0,1 H,
C = 100 nF. Jsou zde vyneseny t°i k°ivky pro hodnoty odporu R = R0, R = 2R0 a R = 3R0, kde
R0 = 100 Ω. Rezonan£ní frekvence ω0 = 10 000 rad/s. Plná ²í°ka rezonan£ních k°ivek v úrovni
1/

√
2 ≈ 71% maxima je rovna 2α, coº je ilustrováno ²ipkou v p°ípad¥ R = 3R0 (2α = 3000 rad/s.)

Pravou stranu tohoto výrazu m·ºeme také jednodu²e obdrºet jako p°evrácenou hodnotu RLC
impedancí v sérii 1/(ẐR + ẐL + ẐC).
Amplitudu vodivosti vyjád°íme jako∣∣∣Ĝ(ω)∣∣∣ =√Ĝ(ω)Ĝ∗(ω) = ω

F√
(ω2

0 − ω2)2 + (2αω)2
=

1√
R2 + (ωL− 1

ωC )
2
. (6.31)

Fázi vodivosti φG(ω) vyjád°íme jako

tanφG(ω) =
Im Ĝ(ω)

Re Ĝ(ω)
=
ω2
0 − ω2

2αω
=

1
ωC − ωL

R
. (6.32)

Obrázek 6.3(a) vykresluje závislost amplitudy vodivosti RLC obvodu na kruhové frekvenci ω pro
hodnoty L = 0,1 H, C = 100 nF a t°i hodnoty odporu R = R0, R = 2R0 a R = 3R0, kde
R0 = 100 Ω. Na rezonan£ní frekvenci je amplituda rovna 1/R a tedy rovnice (6.31) má na této
frekvenci tvar stejnosm¥rného Ohmova zákona. Z amplitudy vodivosti v rezonanci tedy m·ºeme
ur£it R. V reálném RLC obvodu tento odpor odpovídá ztrátám v celém obvodu daným sou£tem
ekvivalentních sériových odpor· v²ech sou£ástek na dané frekvenci

Rcelek = RR +RL +RC , (6.33)

kde RR je velikost p°idaného odporu v obvodu. �í°ka rezonance |Ĝ(ω)| je pro slabé tlumení úm¥rná
α, p°esn¥ji °e£eno, ²í°ka |Ĝ(ω)| ve vý²ce 1/

√
2 ≈ 71 % maxima je rovna 2α a je moºno z ní ur£it

L p°i znalosti R.13. Z frekvence rezonance pak pomocí vztahu (6.25) ur£íme C a RLC obvod je
tak pln¥ charakterizován.
Obrázek 6.3(b) vykresluje frekven£ní závislost fáze vodivosti stejného RLC obvodu. Na rezonan£ní
frekvenci ω = ω0 je fáze nulová. V limit¥ ω → 0 fáze nabývá hodnoty +90◦ a v limit¥ ω → ∞
nabývá −90◦. Tedy celková zm¥na fáze p°i pr·chodu rezonan£ní frekvencí je 180◦.

13V elektrotechnice se £asto uvaºuje o výkonu, který je úm¥rný kvadrátu proudu a tedy G2. Pro G2 je pak ²í°ka
2α v polovin¥ vý²ky maxima, tzv. FWHM (z angl. full width at half maximum).
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P°echodový jev

P°echodový jev v RLC obvodu vzniká p°i skokové zm¥n¥ budícího nap¥tí, nap°. p°i vypnutí zdroje.
Vyjád°eme p°echodový jev nap¥tí na kondenzátoru UC(t), coº bude v tomto praktiku p°ímo m¥°ená
veli£ina. Vra´me se k rovnici (6.1), do které dosadíme vztahy (6.2), (6.3). S uváºením de�nice
proudu I(t) = dq(t)/dt, kde q(t) je náboj na kondenzátoru, a vztahu q(t) = UC(t)C dostáváme
rovnici

d2UC(t)

dt2
+ 2α

dUC(t)

dt
+ ω2

0UC(t) = ω2
0U(t) , (6.34)

kde jsme pouºili vý²e zavedených konstant α a ω0. Tato rovnice je formáln¥ podobná rovnici (6.27),
ale vystupuje zde nap¥tí na kondenzátoru UC(t) a pravá strana je úm¥rná budícímu nap¥tí U(t),
kdeºto v rovnici (6.27) její derivaci. Pro úplnost zmi¬me, ºe p°i harmonickém buzení (6.6) je °e²ení
této rovnice

ÛC0(ω)

Û0(ω)
=

ω2
0

ω2
0 − ω2 + i2αω

. (6.35)

Tento vztah a tedy nap¥tí na kondenzátoru (potaºmo jeho náboj q(t) = UC(t)C) je formáln¥
ekvivalentní výchylce mechanického oscilátoru, více viz [1].
Dále se jiº v¥nujme skokové zm¥n¥ nap¥tí, kdy v £ase t = 0 se nap¥tí U(t) skokov¥ zm¥ní
z konstantní hodnoty Ui na konstantní hodnotu Uf . Nejprve uvaºujme homogenní diferenciální
rovnici, tzn. rovnici (6.34) bez pravé strany. P°edpokládejme °e²ení ve tvaru UC(t) = UC0e

λt. Po
dosazení dostáváme charakteristickou rovnici

λ2 + 2αλ+ ω2
0 = 0 . (6.36)

�e²ení této kvadratické rovnice je

λ1 = −α+
√
α2 − ω2

0 , λ2 = −α−
√
α2 − ω2

0 . (6.37)

Obecné °e²ení homogenní £ásti rovnice (6.34) pro p°ípad α ̸= ω0 je

UC(t) = UC1e
λ1t + UC2e

λ2t , (6.38)

kde UC1 a UC2 jsou konstanty dané po£áte£ními podmínkami. Teorie diferenciálních rovnic °íká,
ºe °e²ení nehomogenní rovnice (6.34) je pak lineární superpozice °e²ení homogenní rovnice (6.38)
plus jakékoliv °e²ení nehomogenní rovnice. �e²ení nehomogenní rovnice (6.34) s konstantní pravou
stranou je konstanta. Tedy obecné °e²ení (6.34) pro t > 0 je

UC(t) = UC1e
λ1t + UC2e

λ2t + Uf , (6.39)

kde poslední konstanta na pravé stran¥ je kone£né nap¥tí Uf , jelikoº musí UC(t→ ∞) = Uf .
Rozeznáváme zde t°i p°ípady. Pro α > ω0 hovo°íme o tzv. nadkritickém tlumení. Ko°eny λ1,2
(6.37) jsou reálné a °e²ení je dáno p°ímo rovnicí (6.39).
V opa£ném p°ípad¥, kdy α < ω0, se jedná o tzv. podkritické tlumení, kdy jsou ko°eny λ1,2
komplexní a reálnou £ást °e²ení (6.39) lze vyjád°it jako

UC(t) = UC3e
−αt sinωdt+ UC4e

−αt cosωdt+ Uf (6.40)

nebo alternativn¥ pomocí fáze ϕ jako

UC(t) = UC5e
−αt cos (ωdt+ ϕ) + Uf , (6.41)

kde UC3, UC4, UC5 resp. ϕ jsou op¥t konstanty dané po£áte£ními podmínkami. Frekvence

ωd =
√
ω2
0 − α2 (6.42)



6. Elektromagnetické kmity v RLC obvodu 41

0.000 0.001 0.002 0.003 0.004
-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4 U
i
= 4 V

U
f
= -4 V  

 

U
C

 (t)
   

[V
]

t [s]

 budící nap tí U(t)
 Podkritické tlumení R=300 
 Kritické tlumení R=2000 
 Nadkritické tlumení R=6000 

Obrázek 6.4: P°echodový jev RLC obvodu p°i skokové zm¥n¥ budícího nap¥tí U(t) z hodnoty
4 V na �4 V pro podkritické (R = 300 Ω), kritické (R = 2000 Ω) a nadkritické tlumení
(R = 6000 Ω) a pro L = 0,1 H a C = 100 nF. Vyneseno je nap¥tí na kondenzátoru úm¥rné
jeho náboji.

se nazývá tlumená kruhová rezonan£ní frekvence, kterou obvod p°i p°echodovém jevu do£asn¥
kmitá.
T°etí hrani£ní p°ípad je tzv. kritické tlumení, které nastává pro takové hodnoty odporu R = Rk,
kdy

α = ω0 . (6.43)

Dosazením do rovnice (6.34) lze ukázat, ºe °e²ení má pro tento p°ípad tvar

UC(t) = (UC6 + UC7t)e
λt + Uf (6.44)

a vyzna£uje se nejrychlej²ím útlumem daným λ = −α = −ω0. Tento stav je ºádoucí nap°. p°i
stabilizaci, kdy je pot°eba co nejrychleji utlumit systém vyvedený z rovnováhy vn¥j²ím stimulem.
V²echna tato °e²ení musí spl¬ovat po£áte£ní podmínky. V na²em p°ípad¥ musí nap¥tí v £ase
t = 0 mít hodnotu UC(t = 0) = Ui. Zárove¬ p°edpokládáme, ºe nap¥tí Ui bylo dostate£n¥ dlouho
konstantní, takºe je RLC obvod jiº v rovnováze, a tudíº se nap¥tí s £asem nem¥ní a tedy proud je
nulový, I(t → 0−) = dq(t = 0)/dt = 0. Vzhledem k tomu, ºe je sou£ástí obvodu indukce, nem·ºe
se proud m¥nit skokov¥, a tedy tato podmínka platí i v limit¥ t→ 0 zprava, tedy pro vý²e nalezená
°e²ení. Aplikací t¥chto podmínek obdrºíme volné konstanty. Pro nadkritické tlumení získáváme

UC1 =
Ui − Uf

1− λ1
λ2

, UC2 =
Ui − Uf

1− λ2
λ1

, (6.45)

pro podkritické tlumení

UC5 = (Ui − Uf )

√
1 +

(
α

ωd

)2

, ϕ = − arctan

(
α

ωd

)
(6.46)

a pro kritické tlumení
UC6 = Ui − Uf , UC7 = (Ui − Uf )α . (6.47)

Tato °e²ení jsou vykresleny na obr. 6.4 pro realistickou situaci, kdy se nap¥tí skokov¥ m¥ní
z Ui = 4 V na Uf = −4 V pro jedno podkritické, nadkritické a kritické tlumení. P°echodový
jev lze taktéº pozorovat pomocí proudu v RLC obvodu. �asové závislosti proudu bychom získali
derivací vý²e obdrºených vztah·.
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c)

Obrázek 6.5: (a) Aparatura pro m¥°ení impedance Ẑ (nebo vodivosti Ĝ = 1/Ẑ) sestávající
z funk£ního generátoru jako zdroje nap¥tí U s ur£itou frekvencí, osciloskopu, m¥°ené impedance
Ẑ a referen£ního odporu RI . V schématu jsou nazna£ena nap¥tí UI na referen£ním odporu
RI a nap¥tí UZ na m¥°ené impedanci Z. Referen£ní (stínící) vodi£e kanál· U1 a U2 jsou
uvnit° osciloskopu spojeny a uzemn¥ny. (b) Aparatura analogická panelu (a) pouºitá pro m¥°ení
p°echodového jevu náboje na kondenzátoru C. (c) RLC metr Agilent U1733C.

Tlumení RLC oscilátoru se £asto také charakterizuje bezrozm¥rným jakostním £initelem Q, který
je zde de�nován jako

Q =
ω0

2α
=

1

R

√
L

C
, (6.48)

který p°edstavuje po£et oscilací N , které oscilátor vykoná, neº jeho energie poklesne na 1/e
p·vodní hodnoty, vynásobený faktorem 2π, tj. N = Q/(2π) ≈ Q/6. Energie je úm¥rná kvadrátu
proudu, proto je v de�nici Q (6.48) faktor 2 ve jmenovateli.

Popis experimentální aparatury a m¥°ení

Úloha za£íná m¥°ením s RLC metrem Agilent U1733C, viz obr. 6.5(c). Je to moderní ru£ní p°ístroj
umoº¬ující m¥°it velikost impedance a z ní ur£it kapacitu, induk£nost nebo odpor sou£ástek (volba
p°epínáním tla£ítka ZLCR). Umoº¬uje zm¥°it fázi impedance (zde ozna£ena jako θ) a z ní £initel
jakosti Q nebo ztrátový £initelD (volba p°epínáním tla£ítka DQθ). Tento p°ístroj taktéº umoº¬uje
zm¥°it ekvivalentní sériový odpor (p°epíná se podrºením tla£ítka Ai (ESR) na 3 s). Pro ur£ení
stejnosm¥rného odporu, nap°. cívky, se pouºije stejnosm¥rný mód, který se p°epíná podrºením
tla£ítka Freq. (DCR) na 3 s. P°ístroj pracuje na diskrétních frekvencích 100, 120 Hz a 1, 10 a
100 kHz (p°epínání tla£ítkem Freq.) s tím, ºe po zapnutí je vºdy nastavena referen£ní frekvence
1 kHz. Detailn¥j²í informace o p°ístroji jsou v jeho manuálu, který je moºno najít na odkaze [5].
M¥°ení s osciloskopem probíhá na aparatu°e sestávající z funk£ního generátoru jako zdroje nap¥tí
U o ur£ité frekvenci f , osciloskopu, m¥°ené impedanci Ẑ a referen£ním odporu RI , viz obr. 6.5(a).



6. Elektromagnetické kmity v RLC obvodu 43

Druhý kanál osciloskopu U2 m¥°í nap¥tí UI na referen£ním odporu RI , pomocí n¥hoº ur£íme proud
obvodem I = UI/RI = U2/RI . První kanál osciloskopu U1 je p°ipojen na výstup z funk£ního
generátoru a m¥°í celkové nap¥tí U1 = UZ+UI . V osciloskopu jsou vºdy referen£ní (stínící) vodi£e
obou kanál· propojeny a uzemn¥ny (v obr. 6.5(a) nazna£eno £árkovan¥), tedy první kanál nem·ºe
být p°ipojen pouze na testované impedanci Ẑ, ale musí mít propojený zemnící vodi£ se zemnícím
kontaktem funk£ního generátoru. Signální kontakty kabeláºe jak na osciloskopu tak na funk£ním
generátoru mají £ervenou barvu, kdeºto stínící (uzemn¥né) kontakty bu¤ modrou nebo £ernou
barvu.
Impedanci Ẑ vyjád°íme pomocí její de�nice. Jelikoº UZ = U1 − UI = U1 − U2, pak

Ẑ =
ÛZ

Î
= RI

ÛZ

ÛI

= RI
Û1 − Û2

Û2

, (6.49)

kde jsme p°e²li ke komplexní reprezentaci v²ech nap¥tí. Moderní osciloskopy umoº¬ují vyjád°it
rozdíl signál· UM = U1 − U2 a zm¥°it jak jeho amplitudu UM0 (tzv. ²pi£ka-²pi£ka, v angl. peak-
to-peak) tak fázi φM→2 = φM − φ2 v·£i kanálu U2. Impedanci (6.49) pak vyjád°íme pomocí
experimentáln¥ m¥°itelných veli£in UM0, φM→2 a amplitudy druhého kanálu U20 jako

Ẑ = RI
ÛM

Û2

= RI
UM0e

iφM

U20eiφ2
= RI

UM0

U20
eiφM−iφ2 = RI

UM0

U20
eiφM→2 (6.50)

Amplituda impedance |Ẑ| resp. její fáze φZ je pak rovna

|Ẑ| = RIUM0

U20
resp. φZ = φM→2 . (6.51)

Pro amplitudu vodivosti |Ĝ| resp. její fázi φG získáme z de�nice Ĝ = 1/Ẑ vztahy

|Ĝ| = U20

RIUM0
resp. φG = −φM→2 . (6.52)

M¥°ení probíhá s pomocí digitálního osciloskopu Keysight DSOX2002A. Pro p°esné zm¥°ení
hodnoty ²pi£ka-²pi£ka a fáze je d·leºité, aby byly pr·b¥hy signálu na obrazovce dob°e prokreslené,
tzn., aby horizontální osa (£as) byla nastavena tak, aby na ní bylo n¥kolik málo (1�5) period, a
vertikální osy (nap¥tí) nastavené tak, aby signál byl v rozp¥tí asi 40�100 % rozsahu obrazovky.
Toto je pot°eba p°i zm¥n¥ frekvence typicky vºdy znovu nastavit. Detailn¥j²í informace o p°ístroji
jsou v jeho manuálu, který je moºno najít na odkazu [6].
Jako zdroj signálu se pouºívá digitální funk£ní generátor Tektronix AFG2021. Má výstupní
impedanci Rg = 50 Ω, coº si lze p°edstavit pomocí náhradního zapojení, kdy se k ideálnímu
zdroji nap¥tí do série p°idá odpor 50 Ω. Tento odpor se do funk£ních generátor· p°idává, aby
se minimalizovaly odrazy signál· od koaxiálního vedení, které má charakteristickou impedanci
50 Ω a je zakon£eno zát¥ºí 50 Ω. Vnit°ní odpor funk£ního generátoru se p°i m¥°ení p°echodového
jevu projeví jako efektivní navý²ení odporu RLC obvodu o 50 Ω, který je tedy pot°eba p°i
interpretaci výsledk· zapo£íst. P°i m¥°ení frekven£ní závislosti vodivosti RLC obvodu se vnit°ní
odpor funk£ního generátoru projeví jako pokles výstupního nap¥tí v rezonanci � takto je moºno
velikost vnit°ního odporu zm¥°it. Jelikoº je p°i výpo£tu vodivosti proud d¥lený tímto výstupním
nap¥tím, vnit°ní odpor se na výsledných hodnotách vodivosti neprojeví. Detailn¥j²í informace
o p°ístroji jsou v jeho manuálu, který je moºno najít na odkazu [7].

Zpracování dat

Frekven£ní závislost vodivosti

Jak je z°ejmé z obr. 6.3, rezonan£ní frekvenci je moºno gra�cky ur£it z polohy maxima rezonan£ní
k°ivky nebo i p°esn¥ji z frekvence, kde fáze prochází nulou. Hodnoty R, L, a C lze získat
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z frekven£ní závislost vodivosti |Ĝ(ω)| pomocí její hodnoty v rezonanci, ²í°ky rezonan£ní k°ivky a
její rezonan£ní frekvence, viz diskuze pod vztahem (6.32).
Alternativn¥ £i dopl¬kov¥ lze v²echny tyto hodnoty získat proloºením teoretické závislosti (6.30)
na |Ĝ(f)|, viz program [4]. Tento ukázkový program je napsaný v jazyce Python a pro numerickou
minimalizaci pouºívá balí£ek LM�t. Zpracování dat proloºením dává p°esn¥j²í výsledky, protoºe
se vyuºijí v²echny m¥°ené body. Navíc získáme statistický odhad náhodných chyb výsledk· a také
m·ºeme testovat, nakolik frekven£ní závislost dat odpovídá teoretické p°edpov¥di.

P°echodový jev

V p°ípad¥ podkritického tlumení je moºné ur£it koe�cient exponenciálního poklesu amplitudy α
náboje z £asového pr·b¥hu nap¥tí. Z rovnice (6.41) vidíme, ºe obálka maxim nebo minim oscilací
klesá exponenciáln¥ jako UCmax(t) = UC5e

−αt + Uf . Ode£tením Uf a logaritmováním získáme

ln(UCmax(t)− Uf ) = lnUC5 − αt . (6.53)

Tedy závislost p°irozeného logaritmu rozdílu UCmax(t)−Uf je lineární funkce £asu a její sm¥rnice
je −α. Proloºením lineární funkce n¥kolika body lze testovat, nakolik je pokles lineární, a ur£it
konstantu α. Sou°adnice n¥kolika maxim (minim) m·ºeme ur£it bu¤ s pomocí kurzoru osciloskopu
nebo lze £asový pr·b¥h uloºit na USB disk a sou°adnice oscilací ur£it na po£íta£i (doporu£ováno).
Z konstanty α vypo£t¥te se znalostí hodnoty L z p°ede²lých m¥°ení odpor celého RLC obvodu
R s pomocí vzorce (6.24). Tento odpor je dán sou£tem ekvivalentních sériových odpor· v²ech
sou£ástek Rcelek na frekvenci oscilací, viz (6.33). Tento odpor je v²ak v p°ípad¥ p°echodového
jevu je²t¥ navíc navý²en vnit°ním odporem funk£ního generátoru, který je Rg = 50 Ω, viz
diskuze v popisu experimentu. Srovnejte hodnoty R a Rcelek+Rg. Tlumenou frekvenci oscilací ωd

ur£íme jednodu²e ode£tením periody n¥kolika oscilací. Z obdrºené hodnoty spo£t¥te (netlumenou)
frekvenci RLC obvodu ω0 s pomocí vztahu (6.42) a srovnejte ji s hodnotou obdrºenou z frekven£ní
závislosti vodivosti.
V p°ípad¥ nadkritického tlumení m·ºeme podobným zp·sobem ur£it exponenciální pokles nap¥tí.
Situace je zde komplikovan¥j²í, protoºe °e²ení (6.39) je v obecnosti sou£tem dvou exponenciál.
Ale v reºimu, kdy α je velké (p°ibliºn¥ pro α > 2ω0) a tedy koe�cienty (6.37) znateln¥ rozdílné,
v²ak pro dostate£n¥ dlouhé £asy zbude z °e²ení (6.39) pouze exponenciála s pomalej²ím útlumem
λ1. Analogicky k (6.53) pak získáváme rovnici ln(UC(t)−Uf ) = lnUC1 + λ1t, ze které ur£íme λ1.
Z hodnoty λ1 je moºno vyjád°it na základ¥ známých hodnot L a ω0 hodnotu odporu R s pomocí
rovnic (6.37) a (6.24) jako

R = −Lω
2
0 + λ21
λ1

. (6.54)

V p°ípad¥ kritického tlumení není pr·b¥h nap¥tí (6.44) p°esn¥ exponenciální a tudíº nelze
jednodu²e pouºít rovnici (6.53). P°i zpracování protokolu se tedy spokojme s nalezením hodnoty
odporu kritického tlumení Rk a srovnání s p°edpov¥dí této hodnoty s pomocí vztah· (6.43) a
(6.24) na základ¥ d°íve zm¥°ených hodnot L a ω0.
Op¥t alternativn¥ £i dopl¬kov¥ lze ve v²ech t¥chto p°ípadech £asové pr·b¥hy zpracovat proloºením
teoretickými vztahy (6.39), (6.41) a (6.44) pomocí programu analogickému k ukázce [4].
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Úkoly pro m¥°ení a zpracování dat

1. Impedance odporu, cívky a kondenzátoru.

(a) M¥°ení pomocí RLC metru Agilent U1733C na frekvenci 1 kHz.

i. Zm¥°te velikost odporu dekády RR (≤ 30 Ω), kapacitu kondenzátoru C, a
indukci cívky L. Zm¥°te také fázový úhel t¥chto sou£ástek φR, φC resp. φL a
ekvivalentní sériový odpor kondenzátoru RC a cívky RL. Vzhledem k induk£nosti
cívek pouºitých v praktiku volte kondenzátor s kapacitou v rozmezí p°ibliºn¥ 200 nf
aº 1,5 µF.Nominální odporRR nastavený na dekád¥ volte tak aby s rezervou platilo
RR < 2L

C . Jde zde o to, aby p°i pouºitém odporu nastalo p°i m¥°ení p°echodového
jevu podkritické tlumení (viz (6.37))

ii. V p°ípad¥ cívky zm¥°te taktéº stejnosm¥rný odpor RDC
L bu¤ pomocí RLC metru

v reºimu stejnosm¥rného proudu (DCR), nebo pomocí stejnosm¥rného multimetru.
iii. Ze získaných hodnot C a L vypo£t¥te jiº v praktiku teoretickou hodnotu rezonan£ní

frekvence f0 sériového RLC obvodu, viz (6.26).

(b) M¥°ení pomocí osciloskopu s vyuºitím zapojení podle obr. 6.5(a). Velikost referen£ního
odporu RI zvolte p°ibliºn¥ 10 Ω. Pouºijte harmonický tvar signálu v fun£ním
generátoru.

i. Zm¥°te amplitudu impedance |Ẑ| a fázi impedance φZ , viz (6.51), odporu,
kondenzátoru a cívky na n¥kolika frekvencích v rozmezí 100�3000 Hz (nap°. na
100, 300, 1000 a 3000 Hz a frekvenci f0).

ii. Pro jednotlivé frekvence do protokolu vypo£t¥te u odporu hodnotu RR, viz (6.10),
u kondenzátoru C a RC , viz (6.15) a (6.16), a u cívky L, a RL, viz (6.21) a (6.22).

2. Rezonance sériového RLC obvodu. Pouºijte zapojení s osciloskopem podle obr. 6.5(a),
kde jako impedanci Ẑ pouºijte stejné sou£ástky RR, L, C jako v p°edchozí £ásti zapojené v
sérii.

(a) Zm¥°te frekven£ní závislost amplitudy vodivosti, |Ĝ|, a fázi vodivosti, φG, viz (6.52).
M¥°te ve frekven£ním rozsahu v okolí rezonance, kde se fáze m¥ní v rozsahu od -80◦ do
80◦, s krokem asi 10◦, p°ípadn¥ i na n¥kolika dal²ích frekvencích dále od rezonance.

(b) Z frekven£ní závislosti amplitudy vodivosti ur£ete do protokolu hodnoty R, L, C,
ω0, a f0, viz p°edchozí odstavec o zpracování dat. Srovnejte tyto hodnoty s výsledky
obdrºenými z p°edchozí £ásti a s hodnotou Rcelek (6.33). Z t¥chto hodnot vypo£t¥te
také hodnoty α, viz (6.24), F , viz (6.29), a Q, viz (6.48).

(c) Vykreslete teoretickou frekven£ní závislost |Ĝ| a φG pro obdrºené hodnoty R, L a C a
srovnejte je s nam¥°enými daty.

3. P°echodový jev (vlastní kmity) v RLC obvodu. Pouºijte zapojení podle obr. 6.5(b)
a obdélníkové pulzy funk£ního generátoru s nízkou frekvencí asi 30 Hz.

(a) Zm¥°te p°echodový jev pro stejnou hodnotu odporu dekády RR jako v p°edchozí £ásti
(podkritické tlumení) a uloºte data na �ash disk.
Do protokolu ur£ete hodnoty ωd, tlumící konstantu α a jí odpovídající odpor celého
RLC obvodu R. Srovnejte ji s hodnotou Rcelek (6.33)+Rg, viz diskuze v £ásti zpracování
dat. Ur£ete ω0, viz (6.42), a f0. Výsledky srovnejte s hodnotami obdrºenými pomocí
frekven£ní závislosti vodivosti.

(b) Nalezn¥te hodnotu odporu dekády RR odpovídající kritickému útlumu a zm¥°te
p°echodový jev. Srovnejte hodnotu Rcelek (6.33)+Rg s p°edpov¥dí odporu kritického
tlumení Rk na základ¥ L a ω0 s pomocí vztah· (6.43) a (6.24).
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(c) Zm¥°te p°echodový jev pro jednu hodnotu odporu dekády RR v oblasti nadkritického
tlumení odpovídající RR > 2Rc. Ur£ete faktor exponenciálního poklesu λ1, viz (6.37),
viz diskuze v £ásti zpracování dat. Z hodnoty λ1 vypo£t¥te s pomocí rovnice (6.54)
hodnotu odporu R a srovnejte ji s hodnotou Rcelek +Rg.

Literatura k úloze 6

[1] R.P. Feynman, R.B. Leighton, M. Sands: Feynmanove predná²ky z fyziky I, Alfa, 1980,
kapitola 23.

[2] J. Koutný a I. Vlk: Elektronika I, u£ebnice, Vy²²í odborná ²kola a St°ední pr·myslová ²kola
elektrotechnická, Olomouc 2009.

[3] J. Ma´átko: Elektronika, Praha: IDEA SERVIS, 2008.

[4] P°íklad proloºení (tzv. �tování) dat teoretickou formulí v jazyku Python 3 je moºno stáhnout
z depozitá°e 06_RLC_FitovaciPrikladPython3p8.zip.

[5] Manuál k RLC metru Agilent U1731 je moºno stáhnout z aktuální interaktivní osnovy v ISu
MUNI.

[6] Manuál k osciloskopu Keysight DSOX2002A je moºno stáhnout z aktuální interaktivní osnovy
v ISu MUNI.

[7] Manuál k funk£nímu generátoru Tektronix AFG2021 je moºno stáhnout z aktuální interaktivní
osnovy v ISu MUNI.

www.physics.muni.cz/praktika/static/navody/fp2/06_RLC_FitovaciPrikladPython3p8.zip


7. Odraz a lom sv¥tla, Fresnelovy vztahy, Snell·v zákon 47

Ústav fyziky kondenzovaných látek
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Fyzikální praktikum 2

7. Odraz a lom sv¥tla, Fresnelovy vztahy,

Snell·v zákon

Úkoly k m¥°ení

M¥°ení odrazivosti dielektrika

� Prom¥°te odrazivosti s a p polarizovaného sv¥tla od dielektrika.

� Z Brewsterova úhlu ur£ete index lomu a porovnejte nam¥°ené závislosti na úhlu dopadu
paprsku s vypo£tenými hodnotami.

Pr·chod sv¥tla planparalelní deskou

� Prom¥°te posuv paprsku p°i pr·chodu planparalelní deskou.

� Z pr·b¥hu závislosti posuvu na úhlu dopadu ur£ete index lomu desky.

M¥°ení odrazivosti dielektrika

Teorie

Chování elektromagnetické sv¥telné vlny p°i odrazu (nebo lomu) na rozhraní dvou neabsorbujících
prost°edí zjistíme z Maxwellových rovnic [1, 2]. Situace je znázorn¥na na obr. 7.1. Rovina dopadu
je de�nována dopadajícím paprskem sv¥tla s vlnovým vektorem k0 a kolmicí s k uvaºovanému
rozhraní dvou dielektrických prost°edí. E0 a ER jsou amplitudy dopadající a odraºené vlny,
p°i£emº p a s jsou sloºky amplitudy lineárn¥ polarizovaného sv¥tla rovnob¥ºné s rovinou dopadu
resp. kolmé k této rovin¥. Symbolem n0 je ozna£en index lomu okolního prost°edí (vzduch), n je
index lomu m¥°eného dielektrika. �e²ením vlnové rovnice dostáváme pro odraºenou vlnu s vlnovým

Obrázek 7.1: Rozklad amplitudy elektromagnetické vlny do s- a p-polarizace p°i odrazu na
rozhraní.
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vektorem kR Fresnelovy amplitudy rp a rs (rp = |ERp|/|E0p|, rs = |ERs|/|E0s|; ERs a E0s jsou
kolmé k rovin¥ dopadu a ERp a E0p leºí v rovin¥ dopadu), které jsou dány vztahy

rp = −tan(φ0 − φ1)

tan(φ0 + φ1)
rs = −sin(φ0 − φ1)

sin(φ0 + φ1)
(7.1)

kde úhel φ0 je úhel dopadu sv¥telného paprsku na rozhraní a φ1 ozna£uje úhel lomu lomeného
paprsku s vlnovým vektorem kT . Tyto úhly souvisí prost°ednictvím Snellova zákona

n0 sinφ0 = n1 sinφ1. (7.2)

Na základ¥ Snellova zákona (7.2) je moºné vztahy (7.1) p°epsat do tvaru

rp =
n0 cosφ1 − n cosφ0

n0 cosφ1 + n cosφ0
rs =

n0 cosφ0 − n cosφ1

n0 cosφ0 + n cosφ1
. (7.3)

Z této dvojice vztah· je z°ejmé, ºe amplitudy ERp,s jsou závislé na úhlu dopadu φ0 sv¥telného
paprsku a na indexech lomu obou prost°edí. Rozbor vztah· (7.1) ukazuje, ºe p°i ²í°ení sv¥tla
z prost°edí opticky °id²ího do opticky hust²ího (n0 < n) je amplituda rs < 0 pro v²echny úhly
dopadu, zatímco rp < 0 pro φ < φB a rp > 0 pro φ > φB, kde φB je tzv. polariza£ní (Brewster·v)
úhel, pro n¥jº je rp = 0.14 Tento fakt je významný pro optickou praxi. V tomto p°ípad¥ se totiº
odráºí pouze s-sloºka lineárn¥ polarizovaného sv¥tla. To platí i pro odraz p°irozeného sv¥tla a
proto lze odrazem na povrchu dielektrického zrcadla p°i polariza£ním úhlu dosáhnout lineárn¥
polarizované vlny. Je-li rp = 0, pak jmenovatel v prvním vztahu (7.1) roste do nekone£na, tedy
φ0 + φ1 = π/2; paprsek odraºený a lomený jsou navzájem kolmé. Ze vztahu (7.3) pro rp = 0,
dostáváme matematický zápis Brewsterova zákona

tanφB = n, (7.4)

pokud n0 = 1.

Obrázek 7.2: Závislost odrazivosti s-polarizované (Rs) a p-polarizované (Rp) vlny na úhlu odrazu
podle Fresnelových vztah· na prost°edí s indexem lomu n = 1,6. Odrazivost nepolarizovaného
sv¥tla (RN ).

14Záporné hodnoty amplitud znamenají fázový posuv o π. Je-li rp > 0 a rs < 0, je sloºka rs posunuta o π proti
sloºce rp. Je-li rp < 0 a rs < 0, mají sice ob¥ fázový posuv o π, ale jejich fázový rozdíl je 0 nebo 2π.
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Je-li intenzita sloºek dopadajícího sv¥tla I0p a I0s a intenzita odraºeného sv¥tla pro ob¥ sloºky IRp
a IRs , pak de�nujeme odrazivosti Rp a Rs jako

Rp =
IRp
I0p

Rs =
IRs
I0p
. (7.5)

Odrazivosti jsou pak dány vztahy

Rp = r2p Rs = r2s . (7.6)

Závislosti Rp a Rs na úhlu dopadu mají odli²ný charakter (viz obr. 7.2). Veli£ina Rs monotonn¥
roste s rostoucí hodnotou φ0, a p°i úhlu dopadu 90 stup¬· je rovná jedné. Odrazivost Rp s rostoucí
hodnotou úhlu dopadu nejprve klesá k nule, p°i φ0 = φB je Rp = 0 a pro φ0 > φB op¥t rychle
roste: pro 90 stup¬· je op¥t Rp = 1. Odrazivost p°irozeného sv¥tla odraºeného na rozhraní dvou
neabsorbujících prost°edí je pak dána vztahem

RN = Rs/2 +Rp/2. (7.7)

Z odrazivostí Rp a Rs jsme také schopni stanovit hodnoty indexu lomu m¥°eného dielektrika.
Výrazy ±

√
Rp a ±

√
Rs odpovídají pravé stran¥ vztah· (7.3), p°i£emº znaménko plus nebo

mínus p°ed odmocninou je dáno v kaºdém konkrétním p°ípad¥ fyzikální podstatou problému.
Za p°edpokladu, ºe se m¥°ení provádí ve vzduchu, platí n0 = 1 a m·ºeme nap°. z prvního vztahu
(7.3) vypo£ítat cosφ1 a dosadit jej do druhého vztahu (7.3). Jednoduchou úpravou pak dostaneme
za p°edpokladu, ºe provádíme m¥°ení na skle, následující vztahy pro hledaný index lomu skla: pro
úhly dopadu φ0 < φB platí

n =

√
(1 +

√
Rs)(1 +

√
Rp)

(1−
√
Rs)(1−

√
Rp)

, (7.8)

pro p°ípad φ0 > φB pak

n =

√
(1 +

√
Rs)(1−

√
Rp)

(1−
√
Rs)(1 +

√
Rp)

. (7.9)

Tento postup v sob¥ skrývá ur£itou potíº spo£ívající v tom, ºe výpo£et indexu lomu je v tomto
p°ípad¥ zaloºen na znalosti absolutních hodnot odrazivosti p- a s- sloºky lineárn¥ polarizovaného
sv¥tla.

Experiment

Smyslem této úlohy je zjistit pr·b¥h k°ivek Rp = f(φ0) a Rs = f(φ0) pro danou neabsorbující
látku a vyuºitím vztahu (7.4) ur£it pro pouºitou vlnovou délku sv¥tla index lomu dané látky.
Principiální uspo°ádání experimentu je uvedeno na obr. 7.3: úzký svazek paprsk· vycházející
z laseru (L) prochází polarizátorem (P). Zde se sv¥tlo lineárn¥ polarizuje a otá£ením polarizátoru
lze docílit toho, ºe kmitová rovina je rovnob¥ºná (kolmá) s rovinou dopadu, coº odpovídá p- (s-)
sloºce amplitudy dopadajícího sv¥tla. Po odrazu sv¥tla na m¥°eném vzorku umíst¥ném na stole£ku
goniometru svazek sv¥tla dopadá na detektor (D) spojený s m¥°ícím p°ístrojem. Otá£ením stole£ku
se vzorkem kolem jeho svislé osy m¥níme úhel dopadu φ0 sv¥telného svazku a ode£ítáme signál
na m¥°icím p°ístroji detektoru (ampérmetru). Chceme-li ur£it úhlovou závislost odrazivosti Rp a
Rs, je t°eba p°ed za£átkem m¥°ení odstranit ze stole£ku m¥°ený vzorek a v míst¥ ozna£eném (A)
detektorem stanovit intenzitu dopadajícího svazku I0s a I0p . Odrazivosti odraºeného sv¥tla Rp a
Rs pak vyjád°íme jako

Rp =
IRp
I0p

Rs =
IRs
I0s
, (7.10)

kde IRp a IRs jsou s a p polarizované intenzity odraºeného zá°ení.
POZOR! ZÁ�ENÍ LASERU JE NEBEZPE�NÉ PRO OKO!!
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Obrázek 7.3: Experimentální uspo°ádání pro m¥°ení úhlové závislosti odrazivosti dielektrika.
Poloha detektoru A odpovídá referen£ní pozici pro m¥°ení signálu bez vzorku.

Úkoly

1. Stanovte úhlové závislosti odrazivosti Rp, Rs lineárn¥ polarizovaného sv¥tla pro danou látku.

2. Ur£et¥ hodnotu Brewsterova úhlu daného dielektrického zrcadla p°i m¥°ení zesíleného signálu
detektoru v okolí minima IRp a tuto závislost vyneste do grafu. Nejistoty φB ur£ete z kroku
m¥°eného úhlu dopadu.

3. Stanovte ze vztahu (7.4) hodnotu indexu lomu dané látky.

4. Pro n¥kolik (alespo¬ 5) hodnot úhl· dopadu stanovte index lomu desti£ky ze vztahu (7.8),
p°ípadn¥ (7.9). Výsledek porovnejte s p°edchozím výpo£tem pomocí φB.

5. Vypo£ítejte pr·b¥h odrazivosti nepolarizovaného sv¥tla ze vztahu (7.7) a znázorn¥te
v d°ív¥j²ím grafu spole£n¥ s Rs a Rp.

6. Grafy závislostí Rs a Rp na úhlu dopadu porovnejte s teoretickou závislostí podle vztah·
(7.1) nebo (7.3) a (7.6). Do teoretických vztah· dosa¤te index lomu ur£ený z Brewsterova
úhlu nebo pr·m¥r hodnot indexu lomu vypo£tených ze vztah· (7.8) a (7.9).

Pr·chod sv¥tla planparalelní deskou

Teorie

Zde odvodíme závislost posuvu vystupujícího a vstupujícího paprsku na úhlu dopadu α, tlou²´ce
desky d a indexu lomu skla n, kde planparalelní deska je umíst¥na v prost°edí s indexem lomu n0.
Situace je znázorn¥na na obrázku 7.4. Protoºe ob¥ rozhraní jsou rovnob¥ºná, je úhel dopadu α1

na první rozhraní roven úhlu lomu α2 na druhém rozhraní, poloºíme α1 = α2 = α, a úhel lomu β1
na prvním rozhraní je roven úhlu dopadu β2 na druhém rozhraní, tudíº platí β1 = β2 = β. Zákon
lomu na prvním rozhraní je

n0 sinα = n sinβ (7.11)

a na druhém rozhaní
n sinβ = n0 sinα. (7.12)

Délka dráhy paprsku AB v planparalelní desce je

|AB| = d

cosβ
. (7.13)
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Obrázek 7.4: Pr·chod sv¥tla planparalelní deskou.

Odchylka x vstupujícího a vystupujícího paprsku je

x = |BC| = |AB| sin(α− β). (7.14)

Úpravou a pouºitím vztah·

cosβ =

√
1− sin2 β, sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ, (7.15)

obdrºíme z (7.11)�(7.14) vztah pro odchylku paprsk·,

x =

1− n0 cosα√
n2 − n20 sin

2 α

 d sinα. (7.16)

Z tohoto vztahu m·ºeme ur£it index lomu skla za p°edpokladu, ºe α ̸= 0:

n = n0

√
sin2 α+

(
1− x

d sinα

)−2
cos2 α. (7.17)

Experiment

Pro m¥°ení úhlu dopadu, posuvu x nebo úhlu deviace pouºijeme goniometr, jehoº schéma a
fotogra�e jsou na obrázku 7.5. Goniometr obsahuje kruhovou stupnici ST, po které se pohybují t°i
ramena: R1 se zdrojem, kterým je laserová dioda L, R2 s detektorem D tvo°eným Si fotodiodou
a R3 se stole£kem S pro vzorek umíst¥ným ve st°edu kruhu. Na stolek klademe zkoumanou
planparalelní desku (nebo hranol). Detektorem lze posunovat ²roubem ve sm¥ru x kolmo na

Obrázek 7.5: Experimentální uspo°ádání pro m¥°ení pr·chodu sv¥tla planparalení deskou a
hranolem.
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rameno R2. Posuv se m¥°í pomocí indikátoru v podob¥ £íselníkového úchylkom¥ru. Úhel dopadu
α ur£ujeme z polohy ramen R1 a R3, úhel deviace výstupního paprsku δ z polohy ramen R1 a R2
(pro desku je δ = 0).
P°ed m¥°ením je t°eba nastavit stolek S tak, aby paprsek dopadal kolmo na m¥°enou planparalelní
desku nebo hranol. Dosáhne se toho pomocí t°í stavících ²roub· pod stole£kem. Kolmost
dopadajícího paprsku na lámavou plochu poznáme podle chodu zp¥tn¥ odraºeného paprsku: oba
paprsky musí mít totoºnou dráhu � sledujeme stopu odraºeného paprsku u výstupního otvoru
zdroje. (Pokud pouºijeme hranol, tak jeho lámavý úhel je 60◦.)
Úhel dopadu m¥¬te otá£ením stole£ku S ramenem R3. Správnou polohu detektoru poznáte podle
maximální hodnoty fotoproudu, který m¥°te digitálním ampermetrem (na rozsahu 200 µA).

POZOR! ZÁ�ENÍ LASERU JE NEBEZPE�NÉ PRO OKO!!

Úkoly

1. Prove¤te justaci p°ístroje a ur£ete závislost posuvu vystupujícího paprsku z planparalelní
desky na úhlu dopadu. Nam¥°te asi 10 hodnot dvojic x a α.

2. Z nam¥°ené závislosti ur£ete pomocí vztahu (7.17) index lomu desky. Tlou²´ku planparalelní
desky d ur£ete pomocí posuvného m¥°ítka nebo mikrometru.

3. Vyneste nam¥°enou závislost posuvu na úhlu dopadu do grafu a porovnejte s teoretickou
závislostí podle vztahu (7.16) na základ¥ indexu lomu získaného v p°edchozím úkolu.
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8. M¥°ení parametr· zobrazovacích soustav

Úkoly k m¥°ení

� M¥°ení ohniskové vzdálenosti tenké spojky.

� M¥°ení ohniskové vzdálenosti tenké rozptylky.

� Ur£ení indexu lomu £o£ek z ohniskové vzdálenosti a m¥°ení k°ivosti.

Teorie

Pr·chod paraxiálních paprsk· soustavou centrovaných kulových lámavých ploch je popsán
zakladními zobrazovacími parametry, mezi neº pat°í hlavní a uzlové body (respektive roviny),
ohniska a ohniskové vzdálenosti. Dopadá-li na zobrazovací soustavu (obr. 8.1) svazek paprsk·
rovnob¥ºných s optickou osou O, pak po pr·chodu soustavou se paprsky protínají v obrazovém
ohnisku F ′. Naopak, svazek paprsk· vycházejících z bodu F (p°edm¥tové ohnisko) se zm¥ní po
pr·chodu soustavou na rovnob¥ºný svazek. Rovina kolmá k optické ose procházející p°edm¥tovým,
respektive obrazovým ohniskem se nazývá p°edm¥tovou, respektive obrazovou ohniskovou rovinou.
Na obr. 8.1 jsou obrazem bod· A, B body A′, B′. Pom¥r úse£ek y′ = A′B′ a y = AB se nazývá
p°í£ným zv¥t²ením β,

β =
y′

y
. (8.1)

Pom¥r úhl· α′ a α, které svíraji sdruºené paprsky procházející ohnisky s optickou osou, se nazývá
úhlové zv¥t²ení γ,

γ =
u′

u
. (8.2)

Hlavními rovinamiH aH ′ soustavy nazýváme dvojici sdruºených rovin, kolmých k optické ose, pro
neº je p°í£né zv¥t²ení rovno jedné. Hlavními body nazýváme pr·se£íky hlavních rovin s optickou

y

y’

a a’

H’H

F

F’u

u’
oA

B

B’

A’

Obrázek 8.1: Zobrazení pomocí zobrazovací soustavy. Hlavní roviny £o£ky jsou ozna£eny H a H ′,
ohniska F a F ′, AB je p°edm¥t a A′B′ obraz.
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Obrázek 8.2: P°ímé m¥°ení ohniskové vzdálenosti tenké £o£ky.

osou. Je-li tlou²´ka £o£ky zanedbatelná ve srovnání s polom¥ry k°ivosti lámavých ploch, hovo°íme
o tenké £o£ce. V takovém p°ípad¥ hlavní roviny H a H ′ splývají a £o£ka je pak p°i výpo£tech
p°edstavována rovinou st°edního °ezu.

Znaménková konvence a zobrazovací rovnice tenké £o£ky

P°edm¥tový a obrazový prostor jsou charakterizovány sou°adnými soustavami, jejichº po£átky
v p°ípad¥ tenké £o£ky leºí ve stejném bod¥ ve st°edu £o£ky. P°i výpo£tech je nutné rozli²ovat
kladné a záporné hodnoty v t¥chto sou°adných soustavách. De�nice kladného a záporného prostoru
m·ºe být r·zná, av²ak je-li zvolená ur£itá de�nice, v²echny vztahy musí být v souhlasu s touto
konvencí. Budeme d·sledn¥ pouºívat následující znaménkovou konvenci: vzdálenost m¥°íme od
st°edu £o£ky a sice tak, ºe leºí-li bod napravo od po£átku bereme vzdálenosti kladn¥ a v opa£ném
p°ípad¥ záporn¥; leºí-li bod nad osou O bereme vzdálenosti kladn¥ a v opa£ném p°ípad¥ záporn¥.
Na obr. 8.2 je znázorn¥no zobrazování spojkou � vidíme, ºe tady a < 0, a′ > 0, f < 0, f ′ > 0,
y > 0 a y′ < 0. V uvedené znaménkové konvenci zobrazovací rovnice £o£ky má tvar

1

a′
− 1

a
=

1

f ′
, (8.3)

kde a je p°edm¥tová vzdálenost, a′ je obrazová vzdálenost a f ′ je obrazová ohnisková vzdálenost.

Stanovení ohniskové vzdálenosti tenké spojky z polohy obrazu a p°edm¥tu

Ze zobrazovací rovnice (8.3) vyplývá pro ohniskovou vzdálenost f ′ vztah

f ′ =
aa′

a− a′
. (8.4)

Ur£íme-li tedy vzdálenosti a a a′, pak pomocí vztahu (8.4) vypo£ítame f ′. M¥°ení se provádí na
optické lavici s m¥°ítkem, na které je umíst¥n p°edm¥t y (svítící ²ipka s vestav¥ným m¥°itkem),
studovaná £o£ka S a stínítko, na n¥º zachycujeme obraz y′ (viz obr. 8.2). Zm¥nou polohy £o£ky
nebo stínítka p°i stálé poloze p°edm¥tu hledáme co nejlépe zaost°ený obraz a ode£teme na m¥°ítku
optické lavice hodnoty a, a′.

Stanovení ohniskové vzdálenosti tenké £o£ky z p°í£ného zv¥t²ení

Podle obr. 8.2 pro p°í£né zv¥t²ení platí

β =
y′

y
=
a′

a
. (8.5)
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Obrázek 8.3: Besselova metoda m¥°ení ohniskové vzdálenosti.

Rovnici (8.4) p°epí²eme do tvaru

f ′ =
a′

1− β
=

aβ

1− β
. (8.6)

Zv¥t²ení β ur£íme tak, ºe na stínítku zm¥°íme ur£itou £ást osv¥tleného milimetrového m¥°ítka.
K zm¥°enému β p°í°adíme odpovídající vzdálenost a nebo a′. Z rovnice (8.6) vypo£ítame
ohniskovou vzdálenost. Z hlediska dosaºení maximální p°esnosti je vhodné volit vzdálenost a
co nejv¥t²í, na druhé stran¥ bereme z°etel na to, aby obraz byl dostate£n¥ velký, aby zv¥t²ení bylo
dob°e m¥°itelné.

Stanovení ohniskové vzdálenosti tenké spojky Besselovou metodou

Uvaºujeme uspo°ádání podle obr. 8.3. Vzdálenost d p°edm¥tu od stínítka ponecháme pevnou. Dá
se ukázat, ºe pro d > 4f existují dv¥ polohy spojky, ve kterých se na stínítku vytvo°í ostrý obraz.
Vzhledem k tomu, ºe polohy p°edm¥tu a obrazu mohou být vzájemn¥ vym¥n¥ny,

a1 = −a′2, a2 = −a′1 (8.7)

a dále platí (viz.obr. 8.3)
d = |a1|+ |a′1| = |a2|+ |a′2| (8.8)

∆ = |a′1| − |a′2| = |a2| − |a1|. (8.9)

Pak ze vztah· (8.7)-(8.9) lze odvodit, ºe

d2 −∆2 = 4a1a
′
1 = 4a2a

′
2. (8.10)

Dosadíme-li do vztahu (8.4) za £itatele aa′ ze vztahu (8.10) a za jmenovatele d ze vztahu (8.8),
dostaneme vztah pro ur£ení ohniskové vzdálenosti

f ′ =
d2 −∆2

4d
. (8.11)

Stanovení ohniskové vzdálenosti tenké rozptylky

Rozptylky vytvá°ejí vºdy neskute£ný obraz skute£ného p°edm¥tu nebo naopak skute£ný obraz
neskute£ného p°edm¥tu. Proto je v tomto p°ípad¥ nutno postupovat tak, ºe k m¥°ené rozptylce se
p°idá spojka tak, aby obraz vytvo°ený spojkou mohl být neskute£ným p°edm¥tem pro rozptylku.
Podle obr. 8.4 umístíme na optickou lavici p°edm¥t ys, a spojkou S vytvo°íme reálný obraz y′s,
v bod¥ A. Mezi tento obraz a spojku umístíme rozptylku R a na stínítku zase nalezneme ostrý
obraz y′r v bod¥ A′. Obraz y′s je vlastn¥ p°edm¥tem yr pro rozptylku. Známe-li polohu rozptylky
R, polohu obrazu spojky A a polohu obrazu roztylky A′, m·ºeme vypo£ítat

a = A−R a′ = A′ −R (8.12)

a pro výpo£et ohniskové vzdálenosti rozptylky pouºít vztah (8.4).
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Obrázek 8.4: M¥°ení ohniskové vzdálenosti rozptylky.

Ur£ení indexu lomu £o£ek z ohniskové vzdálenosti a m¥°ení k°ivosti
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Obrázek 8.5: Základní parametry tlusté £o£ky.

Index lomu ur£íme ze vztahu [3]

1

f ′
= (n− 1)

(
1

r1
− 1

r2

)
+
d (n− 1)2

n r1 r2
, (8.13)

kde f ′ je ohnisková vzdálenost, r1, r2 polom¥ry kulových ploch, n index lomu a d tlou²´ka £o£ky.
Na obr. 8.5 jsou vyzna£eny tyto parametry pro r·zné polohy £o£ky. Vztah (8.13) p°edpokládá
pouºití znaménkové konvence, která je popsaná v p°edchozí £ásti.
Obrázek 8.5 p°edstavuje tlustou spojnou £o£ku s jednou stranou vypuklou a druhou vydutou,
která se £asto pouºívá v brýlové optice. Na obr. 8.5 jsou uvedeny dv¥ polohy stejné £o£ky, kdy
r1 > 0 a r2 > 0 (schéma (a)) a r1 < 0 a r2 < 0 (schéma (b)). V obecném p°ípad¥ se m·ºeme setkat
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s £o£kami s ob¥ma stranami vypuklými £i ob¥ma vydutými, p°ípadn¥ s jednou stranou ploskou.
V kaºdém p°ípad¥ se v²ak drºíme znaménkové konvence, ve které je znaménko polom¥ru k°ivosti
bylo záporné je-li st°ed k°ivosti plochy nalevo od vrcholu £o£ky a kladné v opa£ném p°ípad¥. Pro
rozptylku s ob¥ma stranami vydutými je r1 < 0 a r2 > 0, pro spojku s ob¥ma stranami vypuklými
r1 > 0 a r2 < 0.
V na²em p°ípad¥ se omezíme p°ípad tenké £o£ky (d≪ r1, r2) nebo £o£ky s jednou stranou ploskou
(r1 → ∞ nebo r2 → ∞). Potom se vztah (8.13) zna£n¥ zjednodu²²í eliminací posledního £lenu

1

f ′
= (n− 1)

(
1

r1
− 1

r2

)
. (8.14)

Index lomu pak m·ºeme vypo£íst p°ímo jako

n = 1 +
1

f ′
/

(
1

r1
− 1

r2

)
. (8.15)

stupnice

cidlo

Obrázek 8.6: Sférometr.

r

h

z

Obrázek 8.7: Ur£ení polom¥ru k°ivosti kulové plochy.

M¥°ení k°ivosti lámavých ploch sférometrem

Polom¥ry k°ivosti lámavých ploch r1 a r2 ur£íme sférometrem. Schéma mechanického sférometru je
nakresleno na obr. 8.6. Hodinkový indikátor s p°esností £tení rozdílu vý²ek ±0,01 mm je upevn¥n
v drºáku s kruhovou základnou, jehoº st°edem prochází dotykové £idlo. Nulovou polohu sférometru
ur£íme tak, ºe jej umístíme na rovinné sklo. Pak postavíme sférometr na m¥°enou kulovou plochu
s polom¥rem k°ivosti r. Z obr. 8.7 je z°ejmé, ºe kruhová základna sférometru s polom¥rem z
vytne na povrchu m¥°ené plochy kulovou úse£ s vý²kou h. Rozdíl údaj· sférometru na £o£ce a na
rovinném skle práv¥ udává tento parametr. Zm¥°íme-li pr·m¥r sférometru 2z posuvným m¥°ítkem,
pak z°ejm¥

r =
z2 + h2

2h
. (8.16)

Úkoly

1. Zm¥°te ohniskovou vzdálenost tenké spojky p°ímou metodou.

2. Zm¥°te ohniskovou vzdálenost téºe spojky ze zv¥t²ení.

3. Zm¥°te ohniskovou vzdálenost téºe spojky Besselovou metodou.
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4. Zm¥°te ohniskovou vzdálenost rozptylky p°ímou metodou.

5. Porovnejte výsledky m¥°ení v bodech 1, 2 a 3 mezi sebou.

6. Zm¥°te posuvným m¥°ítkem vnit°ní i vn¥j²í polom¥r sférometru z1, z2. Sférometrem pak
zm¥°te vý²ku kulové úse£e h pro kaºdou stranu v²ech £o£ek z p°edchozí £ásti úlohy. M¥°ení
opakujte 5 aº 10-krát a statisticky zpracujte.

7. Vypo£ítejte index lomu m¥°ených £o£ek podle vztahu (8.15). Ur£ete nejistotu indexu
zapo£tením nejistoty ohniskové vzdálenosti f ′, vý²ky kulové úse£e h a polom¥ru úse£e z15.

Pozn.: Soubor náhodných hodnot ohniskových vzdálenosti dostaneme tak, ºe pro kaºdé m¥°ení

nastavíme jinou polohu £o£ky v úkolech 1, 2 a 4 a jinou hodnotu vzdálenosti mezi zdrojem a

stínítkem v úkolu 3. Pro kaºdou metodu opakujte m¥°ení 5 aº 10-krát.

Literatura k úloze 8
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[2] A. Ku£írková, K. Navrátil: Fyzikální m¥°ení I. SPN Praha, 1986.

[3] P. Malý: Optika, Karolinum, Praha, 2008.

15Uve¤te do protokolu k hodnot¥ indexu lomu spojky, jaká byla pouºita hodnota ohniskové vzdálenosti.
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9. Závislost indexu lomu skla na vlnové

délce

M¥°ení závislosti indexu lomu skla na vlnové délce metodou
minimální deviace

Úvod

Metodu minimální deviace lze pouºít ke stanovení indexu lomu vzork· (sklo, plasty, atd.), které
mají tvar hranolu. P°i experimentu dv¥ sousední st¥ny hranolu, kterými vstupuje a vystupuje
paprsek, spolu svírají lámavý uhel ω (viz obr. 9.1), jenº spolu s indexem lomu tvo°í parametry
hranolu. Paprsek vystupující z hranolu je od vstupujícího paprsku odchýlen o úhel δ, nazývaný
deviace, který závisí na úhlu dopadu α1. Po analýze této závislosti zjistíme, ºe pro ur£itý úhel
dopadu vykazuje deviace minimum, δm.

α1

α2

β1

β2

δ

ω

n0

n

A

B

C

D

V

Obrázek 9.1: Pr·chod paprsku sv¥tla hranolem.

Nyní odvo¤me závislost úhlové odchylky δ vystupujícího paprsku na úhlu dopadu α1 = α,
lámavém úhlu ω a na indexu lomu skla n a uvaºme její pr·b¥h. Zákon lomu na prvním rozhraní
je

n0 sinα = n sinβ1, (9.1)

kde n0 je index lomu prost°edí obklopující hranol, a na druhém rozhraní

n sinβ2 = n0 sinα2 (9.2)

Deviace δ je vn¥j²í úhel v trojúhelník· ABD p°i vrcholu D a tedy m·ºeme napsat

δ = (α− β1) + (α2 − β2). (9.3)

Lámavý úhel ω je vn¥j²ím úhlem p°i vrcholu C v trojúhelníku ABC, nebo´ strana AC je kolmá
k prvnímu rozhraní AV a strana BC je kolmá k druhému rozhraní BV, tedy:

ω = β1 + β2. (9.4)



9. Závislost indexu lomu skla na vlnové délce 60

Deviace δ je pak podle (9.3) a (9.4) rovna

δ = α+ α2 − ω. (9.5)

Vyjád°íme�li α2 ze vztah· (9.1), (9.2), (9.4) a (9.5), obdrºíme závislost deviace na úhlu dopadu
α ve tvaru

δ = f(α, ω, n, n0) = α− ω + arcsin

sinω
√(

n

n0

)2

− sin2 α− cosω sinα

 . (9.6)

Tato závislost má pro realistické p°ípady indexu lomu skla n a vrcholových úhl· ω jedno minimum

20 40 60 80

 (deg)

30

40

50

60

70

80

90

100

 (
d
eg

)

=60 deg

n
1

=1.5

n
2

=1.9

Obrázek 9.2: Závislost deviace paprsku na úhlu dopadu na st¥nu hranolu pro indexy lomu hranolu
n1 = 1.5 (£ervená £ára) a n2 = 1.9 (modrá £ára) vykreslená pro úhly dopadu pro n¥º je
realizovatelný pr·chod paprsku p°es výstupní st¥nu hranolu. Závislost je vynesena pro vrcholový
úhel ω = 60 ◦. P°eru²ované £áry vyzna£ují polohy p°íslu²ných minim deviace paprsku.

(viz obr. 9.2). Odvození podmínky pro minimum deviace z (9.6) je pon¥kud zdlouhavé. Elegantn¥ji
dojdeme k výsledku s pouºitím vztahu (9.5)[3], jehoº derivace podle α musí být v minimu nutn¥
rovna 0, tedy

dδ

dα
= 1 +

dα2

dα
= 0. (9.7)

Diferencováním Snellova zákona pro první a druhou lámavou plochu, tj. rovnicí (9.1) resp. (9.2),
obdrºíme

n0 cosα dα = n cosβ1 dβ1

a
n0 cosα2 dα2 = n cosβ2 dβ2.

Pod¥lením t¥chto dvou rovnic a s pouºitím diferencované formy vztahu (9.4), dβ1 = −dβ2,
dostáváme

dα2

dα
= − cosα · cosβ2

cosα2 · cosβ1
. (9.8)

Po dosazení do podmínky pro minimum (9.7) a s vyuºitím Snellova zákona obdrºíme

1− sin2 α

1− sin2 α2
=

n
n0

− sin2 α
n
n0

− sin2 α2
. (9.9)

Úhel dopadu α, pro který je tato rovnost spln¥na tedy vede k nutné podmínce minima deviace
δ, dδ

dα = 0. Protoºe je n
n0

> 0, z rovnice (9.9) vyplývá, ºe úhel dopadu na hranol se rovná úhlu
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výstupu α = α2 a tedy β1 = β2. To znamená, ºe paprsek, pro který je deviace minimální, prochází
hranolem symetricky vzhledem k rovin¥ p·lící vrcholový úhel hranolu (tj. úhel ω p°i vrcholu V
na obr. 9.1). Po dosazení do (9.5) a (9.4) obdrºíme α = δm+ω

2 resp. β1 = ω
2 a pod dosazení do

Snellova zákona (9.1) p°í aproximaci n0 ≈ 1 pro vzduch dostáváme vztah svazující index lomu
materiálu hranolu s vrcholovým úhlem a minimální deviací δm

n =
sin([δm + ω]/2)

sin(ω/2)
. (9.10)

Vrcholový úhel hranolu a minimální deviace jsou experimentáln¥ relativn¥ lehko m¥°itelné veli£iny
a nyní vidíme, ºe z nich m·ºeme ur£it i index lomu, aniº bychom pot°ebovali ur£ovat navíc úhel
dopadu α.
Index lomu látek je závislý na vlnové délce sv¥tla. Tomuto jevu se °íká disperze a je zp·sobená
závislostí rychlosti ²í°ení monochromatické elektromagnetické vlny v látce na její frekvenci.
Disperze je p°í£inou existence tzv. rozkladu sv¥tla hranolem, o kterém se m·ºeme p°esv¥d£it
osv¥tlíme-li hranol paprskem bílého sv¥tla, nebo sv¥tlem z výbojky. Pozorujeme, ºe nejv¥t²í deviaci
mají paprsky s barvou �alovou a nejmen²í s barvou £ervenou. Tedy s rostoucí vlnovou délkou
deviace klesá, a protoºe podle (9.10) nebo (9.6) v¥t²ímu indexu lomu odpovídá v¥t²í deviace,
klesá index lomu s rostoucí vlnovou délkou. Tato závislost se nazývá normální disperze látky a její
znalost je významná z hlediska pouºití dané látky pro optické ú£ely. Na²ím úkolem bude zjistit
tuto závislost pro sklo, ze kterého je vyroben hranol, tj. ur£it disperzní k°ivku hranolu. Teoreticky
disperzi m·ºeme popsat pomocí Cauchyho vztahu:

n(λ) = A+
B

λ2
+
C

λ4
. (9.11)

V aplikacích je t°eba p°ihlíºet k celé °ad¥ fyzikálních parametr· skel optických element· (nap°.
£o£ek nebo hranol·) charakterizujících jejich optické a mechanické vlastnosti. Dv¥ma hlavními
optickými parametry uvád¥nými v technických speci�kacích komer£n¥ dostupných skel jsou index
lomu skla nd pro ºlutou £áru d z Fraunhoferových £ar a Abbeovo £íslo [3] (viz obr. 9.3). �lutá
£ára d o vlnové délce λd = 587, 6 nm je zvolena proto, ºe se nachází p°ibliºn¥ uprost°ed intervalu
vlnových délek viditelného spektra (tj. 380 nm aº 750 nm). Abbeovo £íslo, které je p°evrácenou
hodnotou disperzní mohutnosti skla [3], je de�nované jako

νd =
nd − 1

nF − nC
, (9.12)

kde nF a nC jsou indexy lomu skla pro Fraunhoferovy £áry o vlnových délkách λF = 486, 1 nm
(modrá) resp. λC = 656, 3 nm (£ervená). Abbeovo £íslo je nep°ímo úm¥rné rozdílu index· lom·
sv¥tla na opa£ných stranách viditelného spektra. Tedy, £ím je Abbeovo £íslo skla men²í, tím více se
m¥ní index lomu s vlnovou délkou sv¥tla, a tím bude také v¥t²í chromatická vada £o£ky z daného
skla vyrobené.

Experiment

Pomocí goniometru zm¥°íme pot°ebné úhly: lámavý úhel ω hranolu a úhel δm minimální deviace
paprsk·. Zdrojem sv¥tla bude rtu´ová výbojka, která ve viditelné oblasti spektra obsahuje °adu £ar
o známých vlnových délkách uvedených v tabulce 9.1. Polohu paprsku budeme ur£ovat vizuáln¥
pomocí nitkového k°íºe umíst¥ného v ohniskové rovin¥ okuláru dalekohledu, do kterého zobrazíme
vstupní ²t¥rbinu kolimátoru osv¥tlenou výbojkou p°i m¥°ení úhlu minimální deviace.
Vlastní m¥°ení se provádí na goniometru SG-5, který má pevné rameno s kolimátorem a oto£ný
stolek s m¥°eným hranolem. Polohu stolku a dalekohledu lze velmi p°esn¥ nastavit hrubým a
jemným posuvem a £íst ji s p°esností jednotek úhlových vte°in. Zp·sob manipulace a ode£ítání
úhl· na stupnici je popsáno v návodu na obsluhu tohoto goniometru. P°ed m¥°ením je t°eba provést
justování hranolu, které spo£ívá v nastavení lámavých ploch kolmo na optickou osu dalekohledu.
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Obrázek 9.3: Abbe·v diagram zobrazující Abbeovo £íslo (zde V ) oproti indexu lomu ºluté
spektrální £áry nd pro sérii r·zných typ· skel (£íslované te£ky). Skla jsou klasi�kována podle
Schottova kódu, který odráºí jejich sloºení (písmenná £ást kódu) a polohu v diagramu (£íselná
£ást kódu). Zdroj [4].

Provádí se naklán¥ním stole£ku regula£ními ²rouby. Kolmost se kontroluje autokolima£ní metodou:
nitkový k°íº osv¥tlený ºárovkou v okuláru se po odrazu od justované lámavé plochy hranolu zobrazí
zp¥t do ohniskové roviny okuláru dalekohledu. P°i ztotoºn¥ní nitkového k°íºe se svým obrazem je
lámavá plocha kolmá k optické ose dalekohledu. Postup opakujeme n¥kolikrát.
M¥°ení lámavého úhlu ω hranolu provádíme tak, ºe zm¥°íme úhel, který spolu svírají paprsky
kolmé k lámavým plochám. Je-li úhel mezi kolmicemi ψ1 − ψ2, je lámavý úhel

ω = 180− (ψ1 − ψ2). (9.13)

Úhlové polohy dalekohledu ψ1 a ψ2, kdy je optická osa dalekohledu kolmá na první resp. druhou
lámavou plochu hranolu, nastavíme uºitím autokolima£ní metody. Úhly ψ1 a ψ2 pak ode£ítáme
na stupnici spojené s jednou z os rotace stole£ku pozorované p°es mikroskop umíst¥ný na spodní
£ásti dalekohledu. P°i m¥°ení otá£íme dalekohledem z polohy ψ1 do polohy ψ2, aniº bychom otá£eli
stole£kem s hranolem (viz obr. 9.5). Pro zvý²ení p°esnosti ur£ení ω a ur£ení nejistoty provádíme
m¥°ení n¥kolika dvojic úhl· ψ1, ψ2.
M¥°ení úhlu minimální deviace δm provádíme pro kaºdou spektrální £áru rtuti v bod¥ obratu
paprsku. Minimální deviaci najdeme tak, ºe m¥níme úhel dopadu sv¥tla z výbojky na hranol

Obrázek 9.4: Upravená fotogra�e spektra rtu´ové výbojky. O£íslovány jsou £áry, jejichº vlnové
délky jsou uvedeny v tabulce 9.1.
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Tabulka 9.1: Vlnové délky vybraných £ar spektra rtu´ové výbojky.

Vlnová délka (nm) barva poznámka ozna£ení v obrázku 9.4
404,7 �alová siln¥j²í 1
407,8 �alová slab²í 2
435,8 modrá silná 3
491,6 modrozelená jasná 4
546,1 zelená silná 5
576,9 ºlutá silná 6
579,1 ºlutá silná 7
585,9 oranºová slabá
607,3 £ervená slabá
623,4 £ervená silná 8
690,7 £ervená slabá

ω

ω

ψ1
ψ2

Obrázek 9.5: M¥°ení lámavého úhlu hranolu.

otá£ením stole£ku s hranolem a pozorujeme pohyb dané spektrální £áry. Zatímco stole£kem
otá£íme stále v ur£itém zvoleném sm¥ru, sm¥r pohybu spektrální £áry vystupující z hranolu se
v bod¥ minimální deviace obrátí (tj. deviace se nejd°íve zmen²uje a pak zv¥t²uje). Bod obratu
pohybu spektrální £áry nejlépe p°ibliºn¥ nalezneme prostým okem a aº poté zp°esníme ur£ení
jeho polohy p°i pozorování dalekohledem. Nicmén¥, nem·ºeme zm¥°it úhlovou polohu paprsku
vstupujícího do hranolu (museli bychom sejmout hranol), a tedy nelze ur£it minimální deviaci
z rozdílu úhlu mezi vstupujícím a vystupujícím paprskem. Proto postupujeme tak, ºe zm¥°íme
úhlovou polohu ϕ1 vystupujícího paprsku v bod¥ minimální deviace p°i jeho vstupu do hranolu
první lámavou plochou, pak oto£íme stolek s hranolem tak, aby paprsek vstupoval do hranolu
druhou lámavou plochou a zm¥°íme polohu vystupujícího paprsku ϕ2 v bod¥ minimální deviace p°i
obráceném sm¥ru pr·chodu paprsku hranolem (viz obr. 9.6). Stolkem s hranolem p°itom otá£íme
v ose, která není spojená s rotací úhlové stupnice, abychom mohli ur£it rozdíl úhl·. Rozdíl t¥chto
úhl· je dvojnásobek minimální deviace [1]:

δm = (ϕ1 − ϕ2)/2 (9.14)

P°i m¥°ení postupujeme tak, ºe nejd°íve zm¥°íme pro v²echny zvolené spektrální £áry polohy ϕ1,
pak hranol oto£íme a m¥°íme polohy ϕ2 u stejných spektrálních £ar.
Index lomu pro kaºdou spektrální £áru vypo£ítáme ze vztahu (9.10). P°íslu²nou vlnovou délku
najdeme v tabulce 9.1 nebo p°ímo v tabulkách [2].
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φ1 φ2

2δm

2 1

Obrázek 9.6: M¥°ení úhlu minimální deviace z rozdíl úhl· ϕ1 a ϕ2, pod kterými pozorujeme
paprsky vystupující z hranolu p°i vstupu p°es první resp. druhou lámavou st¥nu (poloha hranolu
1 resp. 2).

Úkoly

1. M¥°ený hranol postavte na stole£ek goniometru tak, aby jeho lámavé plochy byly zhruba
proti stav¥cím ²roub·m.

2. Prove¤te justování hranolu metodou zrcadlení nitkového k°íºe.

3. Zm¥°te n¥kolikrát lámavý úhel hranolu a výsledky statisticky zpracujte.

4. Zm¥°te úhly minimální deviace alespo¬ pro p¥t spektrálních £ar rtuti v obou polohách
hranolu.

5. Vypo£ítejte index lomu ze vztahu (9.10) pro kaºdou spektrální £áru a pomocí tabulky 9.1
nebo [2] jí p°i°a¤te vlnovou délku λ.

6. Vyneste do grafu závislost indexu lomu na vlnové délce sv¥tla a proloºte ji Cauchyho vztahem
(9.11) omezeným do kvadratického £lenu rozvoje

n(λ) = A+
B

λ2
.16 (9.15)

Hodnoty koe�cient· A a B Cauchyho rozvoje explicitn¥ uve¤te v£etn¥ jednotek a nejistot.

7. Na základ¥ obdrºeného Cauchyho vztahu pak ur£ete indexy lomu pro vlnové délky
Fraunhoferových £ar F, d a C a z nich pak ur£ete Abbeovo £íslo skla m¥°eného hranolu.
Výsledky porovnejte s parametry udávanými výrobcem pro m¥°ené sklo.

16Z výpo£etního hlediska je nejvýhodn¥j²í provést proloºení po provedení substituce x = 1/λ2, £ímº se úloha
p°evede na lineární regresi n = A + Bx. Pro optické vlnové delky je vhodné pouºívat jako jednotky x [µm−2],
nebo´ pak dostáváme na x-ové ose £íselné hodnoty v °ádu jednotek aº desítek. Vykreslením závislosti indexu lomu
n na nov¥ zavedené prom¥nné x spolu s lineárním �tem pak m·ºeme rychle ov¥°it, zda je lineární model vhodný a
zda se n¥které ur£ené hodnoty n výrazn¥ neodchylují od modelové p°ímky, coº by nazna£ovalo chybu m¥°ení nebo
ve výpo£tu u daného m¥°ícího bodu. Na druhou stranu, výrazná systematická odchylka experimentáln¥ ur£ené
závislost n(x) od p°ímky m·ºe nazna£ovat nutnost �tovat polynomem druhého °ádu v x, tedy aplikovat i £len
C/λ4 v Cauchyho vztahu (9.11).
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P°írodov¥decká fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikální praktikum 2

10. Polarizace sv¥tla

Úkoly k m¥°ení

� P°íprava roztoku sacharózy.

� Ur£ení koncentrace roztoku m¥°ením indexu lomu dvouhranolovým refraktometrem.

� M¥°ení optické stá£ivosti roztoku sacharózy.

� Malus·v zákon, m¥°ení polariza£ní schopnosti reálného polaroid·.

M¥°ení indexu lomu a optické stá£ivosti roztoku sacharózy

Látky rozpu²t¥né v roztoku ovliv¬ují mimo jiné jeho optické vlastnosti. Optická m¥°ení bývají
rychlá, proto se £asto pouºívají v analýzách roztok·. V této úloze budeme m¥°it koncentra£ní
závislost indexu lomu a optické stá£ivosti roztoku sacharózy.

Závislost indexu lomu roztoku sacharózy na jeho koncentraci
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Obrázek 10.1: Závislost indexu lomu roztoku sacharózy. Pro ºluté sv¥tlo sodíkové výbojky
s vlnovou délkou 589 nm. Podle [3, 4]. �ervenou £arou je vvynesen �t kvadratickou závislostí
(10.3) a modrou lineární aproximace (10.4).

Hmotnostní koncentrace roztok· cm se de�nuje

cm =
msach

mroz
, (10.1)
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kde msach hmotnost rozpu²t¥né látky a mroz je hmotnost roztoku. Po vynásobení stem dostaneme
hodnotu v procentech. Pro malé koncentrace vodných roztok· se p°edpokládá, ºe hustota roztoku
se p°íli² neli²í od hustoty vody 1 g/cm3 a hmotnost roztoku se nahradí jejím objemem

c =
msach (g)

Vroz (cm3 = ml)
100 (%), (10.2)

kde hmotnost rozpu²t¥né látky msach dosazujeme v gramech a objem roztoku Vroz v kubických
centimetrech £ili mililitrech. Závislost indexu lomu vodného roztoku sacharózy na jeho koncentraci
c podle [3] je vynesena na obrázku 10.1. Závislost lze popsat kvadratickou formulí

n(c) = (1,3330± 0,0003) + (0,00140± 0,00003)c+ (6,7± 0,5)× 10−6c2, (10.3)

kde konstantní £len je roven indexu lomu vody nvoda. Pro malé koncentrace do 20% m·ºeme
s dostate£nou p°esností pouºít i lineární vztah

n(c) = (1,3330± 0,0003) + (0,00140± 0,00003)c = nvoda + (0,00140± 0,00003)c. (10.4)

M¥°ení indexu lomu pomocí mezního úhlu

Index lomu pevných látek a kapalin lze snadno a s vysokou p°esností zjistit m¥°ením mezního
úhlu p°i lomu resp. odrazu na rozhraní dvou prost°edí. Máme-li dv¥ prost°edí (viz obr. 10.2),
charakterizovaná indexy lomu N1 a N2 (N1 < N2) a prochází-li sv¥tlo z prost°edí o indexu lomu
N1 do prost°edí charakterizovaného indexem lomu N2, nastává podle Snellova zákona lom paprsk·
ke kolmici. V mezním p°ípad¥, kdy je úhel dopadu roven 90 stup¬·m (obr. 10.2, paprsek 2), se
²í°í sv¥tlo ve druhém prost°edí pod nejv¥t²ím moºným úhlem βm. Tedy do vy²rafované oblasti
na obr. 10.2 nem·ºe sv¥tlo z prvního prost°edí po lomu na rozhraní vnikat. Pro mezní úhel βm
dostáváme podle Snellova zákona

sinβm =
N1

N2
. (10.5)

Na principu m¥°ení mezního úhlu jsou konstruovány refraktometry, kterými lze ur£it index lomu
rychle a s pouºitím malého mnoºství m¥°ené látky (kapaliny).

Dvouhranolový refraktometr

Základní £ástí p°ístroje jsou dva hranoly H1 a H2, zhotovené ze skla s vysokým indexem lomu
(obr. 10.3). M¥°ící hranol H1 má st¥ny AC a BC vyle²t¥ny, strana AB je zmatovaná. Osv¥tlovací

N

1’

2

1
α

β

β

m

1

2

N

2’

Obrázek 10.2: Lom sv¥telného paprsku na rozhraní dvou prost°edí pro p°ípad N2 > N1. Dále je
vyzna£en mezní úhel βm a ºlut¥ oblast, do níº sv¥tlo m·ºe procházet. �ádné sv¥tlo se neláme do
²ed¥ vyzna£ené oblasti.
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hranol H2 má naopak zmatovanou st¥nu ED. M¥°ený objekt se umis´uje na plochu AC m¥°ícího
hranolu. Je-li m¥°en index lomu kapaliny, jsou oba hranoly k sob¥ p°iklopeny a mezi n¥ se vpraví
malé mnoºství kapaliny. Chceme-li m¥°it index lomu pevné látky, musí mít vzorek alespo¬ jednu
plochu rovinnou a dob°e vyle²t¥nou. Vzorek p°iloºíme touto plochou na st¥nu AC, na kterou je
t°eba p°ed m¥°ením nanést malé mnoºství kapaliny s indexem lomu vy²²ím neº má m¥°ená látka
(obvykle 1-bromnaftalem, n = 1,658).

H2

1

2
1’H1

F D

BA

E

C

2’

Obrázek 10.3: Optický princip dvojhranolového refraktometru. P°i lomu z m¥°eného matriálu
umíst¥ného mezi hranoly na st¥n¥ AC hranolu H1 se ve²keré sv¥tlo láme do ºlut¥ vyzna£ené
výse£e, ²edá výse£ je temná. Sm¥r mezního paprsku 2', který od¥luje sv¥tlou a temnou oblast, je
dán indexem lomu m¥°eného materiálu umíst¥ného mezi hranoly podle vztahu (10.5). být men²í
neº index lomu hranolu H1, aby se sv¥tlo lámalo ke kolmici.

P°i m¥°ení na pr·chod vstupuje sv¥tlo plochou EF do osv¥tlovacího hranolu, na plo²e ED se
rozptýlí a vchází do m¥°ené látky. Po lomu vychází st¥nou BC. Tato plocha je pozorována
dalekohledem. P°i m¥°ení v monochromatickém sv¥tle je mezi ob¥ma £ástmi zorného pole ostré
rozhraní. P°i m¥°ení na odraz vstupuje sv¥tlo plochou AB do hranolu H1 a po odrazu op¥t vychází
plochou BC.
Je-li m¥°ení provád¥no v bílém sv¥tle, je rozhraní v zorném poli dalekohledu zbarveno. Aby se tato
obtíº odstranila, je dvojhranolový refraktometr vybaven kompenzátorem, coº jsou dva Amiciovy
hranoly. �innost kompenzátoru spo£ívá v tom, ºe se do optické soustavy p°ístroje za°adí nový
hranol, jehoº disperze je aº na znaménko rovna disperzi m¥°ící soustavy.
S m¥°ícím hranolem je pevn¥ spojena stupnice kalibrovaná v hodnotách indexu lomu. Ode£ítá se
na ní pomocí lupy umíst¥né vedle okuláru dalekohledu. M¥°ení na tomto p°ístroji lze provád¥t
bu¤ v monochromatickém sv¥tle sodíkové výbojky (vlnová délka 589,3 nm) nebo ve sv¥tle bílém.
Refraktometr má rovn¥º vedle stupnice indexu lomu dodate£nou stupnici pro m¥°ení koncentrace
roztoku sacharózy.
Postup m¥°ení:

1. M¥°ení provád¥jte pro v²echny roztoky sacharózy a také pro destilovanou nebo deionizovanou
vodu. Ode£tené hodnoty indexu lomu a koncentrace sachrózy pro £istou vodu se pouºijí
pro kalibraci refraktometru, tj. jako po£átek stupnice pro ur£ení koncentrace sacharózy
v roztocích.

2. Na m¥°ící hranol nanést malé mnoºství m¥°ené kapaliny a p°iklopit osv¥tlovací hranol.

3. �roubem na pravé stran¥ p°ístroje otá£et hranolem tak dlouho, aº se v zorném poli
dalekohledu objeví rozhraní sv¥tlo-tma. Toto rozhraní otá£ením ²roubu nastavit do pr·se£íku
nitkového k°íºe v zorném poli dalekohledu.

4. Na stupnici vpravo lupou ode£íst hodnotu indexu lomu m¥°ené kapaliny a koncentraci
roztoku sacharózy.
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Obrázek 10.4: Polarizace denního sv¥tla.

Polarizace sv¥tla

Sv¥tlo je p°í£né vln¥ní elekromagnetického pole. Pro popis sv¥telných jev· pln¥ posta£í se zam¥°it
na chování periodicky prom¥nného vektoru elektrického pole E⃗. Tento vektor je vºdy kolmý ke
sm¥ru ²í°ení paprsku. Je-li sm¥r vektoru E⃗ ve v²ech bodech paprsku v £ase stálý, hovo°íme
o lineárn¥ polarizovaném sv¥tle a rovina, v níº se kmity d¥jí, se nazývá kmitová rovina nebo
rovina polarizace. Lineárn¥ polarizované sv¥tlo m·ºeme dostat lomem nebo odrazem.
Je vhodné rozloºit vektor elektrického pole E⃗ do dvou navzájem kolmých sm¥r· a vyjád°it ho ve
sloºkách Ex a Ey (obr. 10.4, p°i£emº se sv¥telný paprsek ²í°í kolmo k rovin¥ obrázku). Je-li fázový
posuv δ mezi t¥mito sloºkami stálý a je-li zárove¬ roven nule, dostávame lineárn¥ polarizované
sv¥tlo. V p°ípad¥, ºe δ = π/2 a navíc platí Ex = Ey opisuje koncový bod vektoru E⃗ kruºnici
a dostáváme kruhov¥ polarizované sv¥tlo; v obecném p°ípad¥, kdy 0 < δ < π/2 jde o elipticky
polarizované vln¥ní.

Optická aktivita látek

Látky jsou opticky aktivní, mají-li schopnost stá£et rovinu lineárn¥ polarizovaného sv¥tla. Tuto
vlastnost mají jak n¥které látky pevné tak i n¥které roztoky obsahující v molekule nap°.
asymetricky umíst¥ný uhlík (vodný roztok sacharozy). Podle sm¥ru sto£ení kmitové roviny se
opticky aktívní látky d¥lí na pravo- a levoto£ivé vzhledem k pozorovateli hledícímu proti sm¥ru
²í°ení sv¥tla. Biot stanovil empirický vztah pro úhel sto£ení kmitové roviny po pr·chodu aktivní
látkou,

α = [α]d (10.6)

kde [α] je speci�cká stá£ivost zkoumané látky a d je tlou²´ka této látky. Veli£ina [α] závisí na
teplot¥ a vlnové délce sv¥tla. Jde-li o roztoky, pak

α = [α]cd (10.7)

kde c ozna£uje koncentraci opticky aktivní látky. Speci�ckou stá£ivost roztoku lze stanovit ze
vztahu (10.7) polarimetrem:

[α] =
100α

dq
, (10.8)

kde q je po£et gram· látky ve 100 cm3 roztoku.

Tabulka 10.1: Speci�cká stá£ivost vybraných látek.

látka speci�cká stá£ivost (◦cm3/g.dm)
Sacharóza +66,53
Fruktóza −93,78
Dextróza (D-glukóza) +52,74
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Obrázek 10.5: Polarimetr.

Polarimetr

Polarimetr slouºí k m¥°ení úhlu sto£ení roviny polarizace studovanou látkou (kapalnou, pevnou
£i plynnou). Polarimetr je znázorn¥n na obr. 10.5. Sv¥tlo z monochromatického zdroje (Z) je
kolimátorem (K) zpracováno na rovnob¥ºný svazek paprsk·. Pr·chodem p°es polarizátor (P) se
vln¥ní lineárn¥ polarizuje a bu¤ prochází p°es m¥°ený vzorek (V) nebo jde p°ímo na analyzátor
(A), kterým lze otá£et kolem optické osy p°ístroje. Výsledná intenzita pro²lého sv¥tla se pozoruje
dalekohledem (D). Polarizátor a analyzátor jsou zpravidla realizovány pomocí specialních hranol·
z opticky anizotropních krystal·. Zk°íºime-li kmitové roviny polarizátoru a analyzátoru, bude
intenzita osv¥tlení zorného pole minimální. Na²e o£i pozorují minimum osv¥tlení dosti nep°esn¥ a
nespolehliv¥, naopak jsou citlivé na kontrast v osv¥tlení dvou sousedních ploch. Tohoto poznatku
se vyuºívá p°i konstrukci tzv. polostínového za°ízení analyzátoru [1, 2], kde se snaºíme dosáhnout
otá£ením analyzátoru takového stavu, p°i kterém jsou ob¥ poloviny zorného pole osv¥tleny stejn¥
(málo). Úhel sto£ení analyzátoru v·£i polarizátoru se m¥°í na stupnici (S).

M¥°ení

P°ipravíme asi 25 cm3 15% roztoku sacharozy a nalijeme do kyvety. Zbytek roztoku z°edíme tak,
abychom získali 10% roztok sacharozy a znovu odlejeme do druhé kyvety. Postup je²t¥ jednou
zopakujeme tak, aby ve t°etí kyvet¥ byl 5% roztok sacharozy.
Zapneme výbojku p°ed polarimetrem. Otá£ením analyzátoru nastavíme polostín a ode£teme na
stupnici nulovou polohu (pozor na správnou stupnici). Kyvetu s roztokem vloºíme do p°ístroje a
op¥t najdeme polostín a na stupnici ode£teme úhel sto£ení. Ze vztahu (10.8) ur£íme speci�ckou
stá£ivost, m¥°ení opakujeme alespo¬ 5×.

Úkoly

1. P°ipravte t°i roztoky sacharozy o r·zné koncetraci (15%, 10%, 5%).

2. Na dvouhranolovém refraktometru ur£ete index lomu kaºdého z roztok· sacharózy a také
£isté vody.

3. Ode£t¥te odpovídající koncentraci sacharózy ode£tením v refraktometru nebo ji ur£ete podle
vztahu (10.4), grafu 10.1 nebo z tabulek [4].

4. Ur£ete polarimetrem úhel sto£ení kmitové roviny p°ipravených roztok·. M¥°ení v²ech kyvet
opakujte 5×, vºdy ve schematu: nulová poloha � první kyveta � druhá kyveta � t°etí kyveta.

5. Vypo£ítejte speci�ckou stá£ivost sacharozy a porovnejte ji s tabelovanou hodnotou, kterou
najdete nap°. v [2], str. 571 nebo v tabulce 10.1.

Malus·v zákon, m¥°ení polariza£ní schopnosti reálných polaroid·

Úvod

Zdroje sv¥tla si lze p°edstavit jako soubor velkého mnoºství vzájemn¥ nezávislých zdroj·
elektromagnetického zá°ení (atomy,molekuly). Sv¥tlo vyza°ované nap°. jedním atomem je lineárn¥
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polarizované tzn. ºe vektor intenzity elektrického pole E⃗ se v £ase m¥ní v p°esn¥ de�nované rovin¥ �
rovin¥ kmitové. V daném okamºiku se ale ve sm¥ru ²í°ícího se paprsku sv¥tla ²í°í energie vyza°ovaná
mnoha elementárními zdroji. V tomto p°ípad¥ jsou v postupující vln¥ zastoupeny v²echny moºné
kmitové roviny, hovo°íme o p°irozeném sv¥tle.
Z p°irozeného sv¥tla m·ºeme dostat lineárn¥ polarizovanou vlnu pomocí polariza£ních p°ístroj·�
polarizátor·. P°i odrazu sv¥tla na dielektrickém rozhraní závisí odrazivost r·zn¥ polarizovaných
sloºek na úhlu dopadu podle Fresnelových vztah·. Tento jev je studován v úloze 7. Pln¥
polarizované sv¥tlo lze získat p°i odrazu pod Brewsterovým úhlem. Také sv¥tlo po lomu na rozhraní
je £áste£n¥ polarizováno. Klasické polarizátory (Nikol·v hranol) vyuºívají dvojlomu v n¥kterých
krystalech, kdy index lomu závisí na polarizaci. R·zn¥ polarizované sloºky se pak ²í°í pod r·znými
sm¥ry a jednu z nich lze eliminovat p°i totálním odrazu na jiné st¥n¥ hranolu. V sou£asné
dob¥ se nejvíce pouºívají polariza£ní fólie (polaroidy) tvo°ené uspo°ádanými polymerními vlákny.
Propustnost folie je závislá na polarizaci sv¥tla. P°i vhodné volb¥ materiálu a tlou²´ky lze p°ipravit
polariza£ní folie s vysokou ú£inností.

Malus·v zákon

Na obrázku 10.6 ozna£uje P polarizátor, A analyzátor, I0 je intenzita p°irozeného sv¥tla
dopadajícího na polarizátor, I ′0 je intenzita sv¥tla po pr·chodu polarizátorem. Dále je I intenzita
svazku, který pro²el analyzátorem A a α je úhel mezi kmitovými rovinami vektoru E⃗ p°ed a po
pr·chodu analyzátorem. Ozna£íme-li amplitudu vektoru E⃗ p°ed pr·chodem analyzátorem a0 a po
pr·chodu a, pak podle p°edchozího obrázku platí

a = a0 cosα. (10.9)

Intenzita sv¥tla je úm¥rná druhé mocnin¥ amplitudy, tedy intenzita pro²lého sv¥tla analyzátorem
je dána vztahem

I = I ′0 cos
2 α, (10.10)

coº je matematický zápis Malusova zákona. V p°ípad¥ nedokonalých polarizátor· bude £ást sv¥tla
pronikat i p°i zk°íºených polarizátorech. Malus·v zákon pak m·ºeme upravit

I(α) = Imin + (Imax − Imin) cos
2 α. (10.11)

α
P A

I I0

E E

E(A) E(P)

Obrázek 10.6: Schéma Malusova pokusu.

Ov¥°ení platnosti Malusova zákona

Vyuºijeme uspo°ádání podle obr. 10.7 se dv¥ma polarizátory (Nikolovým hranolem a polariza£ní
fólií) a sv¥telný zdroj umístíme tak, aby sv¥tlo procházelo ob¥ma polarizátory. Platnost Malusova
zákona ov¥°íme tak, ºe jeden z polarizátor· necháme v libovolné, ale stále stejné poloze a druhým
budeme otá£et s pevným krokem v rozsahu 0◦ aº 360◦. Závislost fotoproudu na úhlu sto£ení
obou polarizátor· by m¥la odpovídat závislosti dle vztahu (10.11). Tuto závislost m·ºeme je²t¥
dále vyuºít ke stanovení stupn¥ polarizace sv¥tla. �áste£n¥ polarizované sv¥tlo si lze p°edstavit
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sloºeno z £ásti polarizované (intenzita Ip) a £ásti nepolarizované (In). Stupe¬ polarizace V £áste£n¥
polarizovaného sv¥tla je dán vztahem

V =
Ip

Ip + In
. (10.12)

DetektorZdroj

4

321

Obrázek 10.7: Uspo°ádání pro ov¥°ení Malusova zákona. 1 � první polarizátor, 2 � druhý
polarizátor, 3 � fokusa£ní £o£ka, 4 � detektor.

M¥jme dva polarizátory z nichº první je nedokonalý (s nízkým stupn¥m polarizace) a druhý
tém¥° dokonalý. P°edpokládejme, ºe propustnost druhého polarizátoru pro sv¥tlo polarizované
v polariza£ní rovin¥ polarizátoru je rovna 1 a pro sv¥tlo polarizované kolmo k jeho polariza£ní
rovin¥ rovna 0. Testujeme stupe¬ polarizace prvního polarizátoru. Po pr·chodu polarizátorem
£. 1 jsou intenzity polarizovaného sv¥tla I

(1)
p a I

(1)
n . Jsou-li kmitové roviny obou polarizátor·

rovnob¥ºné, dostaneme po pr·chodu sv¥tla ob¥ma polarizátory intenzitu

Imax = I(1)p +
I
(1)
n

2
, (10.13)

protoºe linárn¥ polarizovaná sloºka projde i druhým polarizátorem, ale z nepolarizované sloºky jen
jedna polovina. Naopak, jsou-li kmitové roviny navzájem kolmé, pak projde p°es druhý polarizátor
pouze polovina z nepolarizované sloºky

Imin =
I
(1)
n

2
. (10.14)

Dosadíme-li I(1)p a I(1)n do vztahu (10.12), dostaneme pro stupe¬ polarizace vztah

V =
Imax − Imin
Imax + Imin

. (10.15)

Stupe¬ polarizace tedy ur£íme ze závislosti fotoproudu na úhlu sto£ení polarizátoru.

Úkoly

1. M¥°ení provád¥jte v monochromatickém sv¥tle s vybraným barevným �ltrem.

2. Jeden z polarizátor· nechejte v pevné poloze, druhým otá£ejte.

3. Zaznamenávejte hodnoty fotoproudu na m¥°idle odpovídající nastaveným úhl·m.

4. Vyneste závislost fotoproudu na úhlu oto£ení polarizátoru.

5. Ze vztahu (10.15) ur£ete stupe¬ polarizace druhého polarizátoru.

Uºití v praxi: Stá£ení roviny polarizace je prakticky vyuºitelné práv¥ v relativn¥ velmi p°esné metod¥

m¥°ení koncentrace látek v roztoku (pokud jsou opticky aktivní). Aplikace polarizátor· jsou ov²em mnohem
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²ir²í � od polariza£ních brýlí (v£etn¥ t¥ch pouºívaných p°i stereoskopických 3D projekcích) p°es zobrazování

pomocí LCD (opticky aktivní krystaly v elektrickém poli mezi dv¥ma zk°íºenými polarizátory) aº po

defektoskopii (op¥t zkoumání stá£ení polarizace tentokrát vlivem pnutí v pr·hledném materiálu). P°ímé

uºití Malusova zákona lze nalézt ve spojit¥ ztmavovatelných brýlích, nebo u rychlých elektricky ovládaných

optických záv¥rek (podobn¥ jako u tekutých krystal· se i zde °ídí stá£ení polarizace pomocí elektrického

pole). Laboratorní zkoumání zm¥n polarizace p°i odrazu na materiálech pak umoº¬uje ur£ovat dielektrické

funkce (i vícevrstevných vzork·) technikou zvanou elipsometrie.

Literatura k úloze 10
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11. Interference a difrakce sv¥tla

Cíle praktika

1. Seznámit se s principy optické interferometrie.

2. Nau£it se pouºívat Michelson·v interferometr a pouºít ho za ú£elem

� ur£ení tlou²´ky tenké vrstvy,
� ur£ení indexu lomu vzduchu.

3. Seznámit se s principy difrakce a vyuºít difrakci k ur£ení hustoty vryp· optické m°íºky.

Interference sv¥tla

Teoretický úvod

Index lomu

Ve vakuu se sv¥tlo pohybuje rychlostí

c0 = 2,99792458 · 108m/s. (11.1)

Pokud se sv¥tlo ²í°í dielektrickým prost°edím (plyn, tekutina, sklo nebo jiná pr·hledná pevná
látka), jeho rychlost se sníºí na

c =
c0
n
, (11.2)

kde n je index lomu. Index lomu je d·leºitou charakteristikou prost°edí, která navíc závisí na
barv¥, tj. vlnové délce λ sv¥tla, stejn¥ jako na teplot¥ a tlaku. Poslední jmenovaná závislost je
nejvíce výrazná pro plyny. Typické hodnoty jsou n = 1,33 pro vodu, n = 1,4 aº 2,0 pro r·zné typy
skel, zatímco pro plyny (v£etn¥ vzduchu) je odchylka indexu lomu od jedni£ky n− 1 °ádov¥ 10−4.

Rovinné monochromatické vlny

Sv¥tlo je (v rámci vlnového pojetí sv¥tla) elektromagnetická vlna, která je charakterizována
elektrickým polem E(r, t), nazývaným optické pole, které závisí na £ase t a polohovém
vektoru v prostoru r. Sv¥tlo vyza°ované laserem lze v dobrém p°iblíºení popsat jako rovinnou

monochromatickou vlnu. Uvaºujeme-li takovou vlnu, která se ²í°í podél osy x, £asová a prostorová
závislost optického pole je dána vztahem

E(x, t) = E0 cos (kx− ωt+ ϕ0) , (11.3)

kde ω je úhlová frekvence, k je úhlové vlnové £íslo a ϕ0 je po£áte£ní fáze (fázová konstanta).
Úhlová frekvence a úhlové vlnové £íslo jsou svázány vztahem

k =
ω

c
= n

ω

c0
= nk0, (11.4)
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kde
k0 =

ω

c0
=

2πν

c0
=

2π

λ0
(11.5)

je (úhlové) vlnové £íslo ve vakuu a
λ0 =

c0
ν

(11.6)

je vlnová délka ve vakuu a ν je frekvence. Z tohoto výrazu je patrné, ºe se vlnová délka sv¥tla
zm¥ní na

λ =
λ0
n
, (11.7)

pokud se ²í°í prost°edím s indexem lomu n ̸= 1, zatímco frekvence ν sv¥tla se nezm¥ní.

Reprezentace a ²í°ení vlny

Uvaºme rovinnou vlnu v £ase t = 0 ²í°ící se ve sm¥ru osy x

E (x) = E0 cos (kx) , (11.8)

kde Φ = kx se nazývá prostorová fáze vlny. Tato vlna m·ºe být gra�cky reprezentována funkcí
E (x) (viz obr. 11.1a)) nebo vlnoplochami, coº jsou roviny kolmé na vlnový vektor k (obr. 11.1b)),
jehoº velikost je rovna úhlovému vlnovému £íslu.

Obrázek 11.1: Gra�cké reprezentace elektromagnetické rovinné monochromatické vlny ²í°ící se
podél osy x pomocí a) funkce intenzity elektrického pole E (x) a b) pomocí vlnoploch, které jsou
rovinami kolmými k vlnovému vektoru k a vzájemn¥ vzdálené o vlnovou délku λ.

Vlnoplochy prochází body prostoru, ve kterých optické pole E(x) nabývá ur£ité hodnoty. V na²em
p°ípad¥ jsme je reprezentovali spojitými £arami v bodech, kde E(x) dosahuje svého maxima
E0 a p°eru²ovanými £arami v bodech, kde funkce dosahuje minima −E0. Sousední vlnoplochy
odpovídající stejné hodnot¥ E(x) (tj. zde maxim·m £i minim·m) jsou vzájemn¥ vzdáleny
o vlnovou délku λ. �í°ení vlny prostorem by odpovídal pohyb obou reprezentací vlny na obr.
11.1 rychlostí c podél osy x. V bod¥ x + ∆x, je prostorová fáze vlny (tj. argument funkce cos
v (11.8))

Φ = k (x+∆x) = kx+ k∆x = kx+∆Φ (11.9)

a mluvíme o p°ír·stku fáze vlny v·£i bodu x o

∆Φ = k∆x = nk0∆x (11.10)

na dráze ∆x. Zatímco ∆x nazýváme geometrickou dráhou, n∆x se nazývá dráhou optickou.
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Intenzita rovinné vlny

Intenzita (téº plo²ná hustota zá°ivého toku) I rovinné vlny (11.3) je p°ímo úm¥rná £asov¥
pr·m¥rovanému kvadrátu intenzity elektrického pole [6]

I = ε0c
〈
E(x, t)2

〉
t
=
ε0c

2
E2

0 . (11.11)

Jednotkou intenzity jsouW/m2. Intenzita rovinné vlny je úm¥rná kvadrátu amplitudy E0 vlnového
pole, ale je nezávislá na veli£inách k, ω, x a t.

Michelson·v interferometr

V této úloze bude vyuºito Michelsonova interferometru (viz schéma na obr. 11.2). Svazek sv¥tla
z laseru (ZS)17 dopadá na d¥li£ svazku (DS) a elektromagnetická vlna je rozd¥lena do dvou v¥tví
interferometru vedoucím k zrcátku Z1 (p°íp. vzorku V), resp. k zrcátku 2 (Z2). D¥li£ svazku je
polopropustné zrcátko p°ipravené a instalované ideáln¥ tak, ºe je intenzita pro²lého svazku rovna
intenzit¥ svazku odraºeného. Kaºdá ze dvou vzniklých vln se ²í°í k jednomu ze zrcátek, které vlnu
odráºí ve sm¥ru proti vln¥ dopadající p°ípadn¥ s malou úhlovou odchylkou. Kv·li lep²í vizualizaci
jsou na obr. 11.2 vlny dopadající a na zrcátku odraºená stranov¥ mírn¥ posunuty. Po odrazu na
zrcátkách Z1/V, resp. Z2 vlny postupují zp¥t sm¥rem na d¥li£ svazku, který op¥t propustí polovinu
intenzity svazku a druhou polovinu odrazí. Pro zjednodu²ení jsou v²ak na obrázku zobrazeny pouze
pro nás relevantní £ásti svazku postupující dále k projek£nímu stínítku (PS).

Obrázek 11.2: a) Schéma Michelsonova interferometru s vyzna£enými trajektoriemi vln. b)
Realizace Michelsonova interferometru v praktiku. �ásti interferometru: zdroj sv¥tla (laser, ZS),
pomocné zrcátko (Z0), d¥li£ svazku (polopropustné zrcátko, DS), zrcátko £. 1 nebo vzorek (Z1/V),
zrcátko £. 2 (Z2), spojná £o£ka zv¥t²ující svazek (�) a projek£ní stínítko (PS). Dále jsou ve
schématu a) vyzna£eny geometrické dráhy v první a druhé v¥tvi interferometru (L1, resp. L2) a
ve spole£né v¥tvi mezi d¥li£em svazku a stínítkem (L).

Fáze, kterou nabyde vlna procházející první v¥tví interferometru na trajektorii od referen£ního
bodu R aº ke stínítku PS (tj. trajektorii DS (re�exe v R) → Z1 → DS (pr·chod) → PS) je

Φ1 = k(2L1 + L) + ΦLS, (11.12)

17V praktiku pouºitý laserový svazek m·ºeme ve velice dobrém p°iblíºení chápat jako prostorov¥ omezenou
rovinnou vlnu.
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kde ΦLS je fáze nabytá p°i odrazu na DS a pr·chodu DS. Podobn¥ £ást vlny, která prochází druhou
v¥tví interferometru od R k PS (tj. po trajektorii DS (pr·chod v R) → Z2 → DS (odraz) → PS),
nabyde fázi

Φ2 = k(2L2 + L) + ΦLS. (11.13)

Protoºe kaºdá z vln se jednou odráºí a jednou prochází DS, je £len ΦLS pro ob¥ vlny (tedy v obou
vztazích (11.12) a (11.13)) identický. Pokud je amplituda vlny dopadající na DS z ZS v referen£ním
bod¥ R E0, jsou optická pole diskutovaných dvou vln na stínítku PS dané

E1 =
E0

2
cos(Φ1 − ωt) , resp. E2 =

E0

2
cos(Φ2 − ωt), (11.14)

kde jsme zapo£etli fakt, ºe kaºdý odraz na DS, p°íp. pr·chod p°es DS, zmen²í amplitudu svazku
o faktor

√
2. Celková intenzita výsledného vlnového pole na PS je

Itot = ε0c
〈
|E1 + E2|2

〉
t
, (11.15)

kde ⟨⟩t op¥t zna£í pr·m¥rování p°es £as. Po krátkém výpo£tu dostáváme výsledný vztah pro
intenzitu

Itot =
I0
2
[1 + cos (Φ1 − Φ2)] = (11.16a)

=
I0
2
[1 + cos (2k (L1 − L2))] = (11.16b)

=
I0
2

[
1 + cos

(
4π
nvzL1 − nvzL2

λ0

)]
, (11.16c)

kde nvz je index lomu vzduchu. Tyto rovnice ukazují, ºe interferen£ní obraz na PS závisí pouze
na rozdílu fází ∆Φ = Φ1 −Φ2 vln p°ícházejících ze dvou v¥tví interferometru nebo, ekvivalentn¥,
na rozdílu p°íslu²ných dvou optických drah. Vidíme, ºe pokud budeme m¥nit rozdíl optických
drah, m·ºeme m¥nit intenzitu sv¥tla zaznamenávanou na PS mezi Itot = 0 a Itot = I0. Na tomto
principu budou zaloºena m¥°ení vyuºívající interferenci v tomto praktiku.

Princip m¥°ení fáze

Pokud se dv¥ interferující vlny ²í°í p°esn¥ ve stejném sm¥ru, uvidíme na stínítku jedinou skvrnu
homogenní intenzity. Intenzita se bude m¥nit periodicky podle rovnice (11.16c), pokud budeme
m¥nit relativní fázi, tedy rozdíl geometrických drah, t¥chto dvou vln. Pokud zm¥níme rozdíl fází
∆Φ = Φ1 − Φ2 práv¥ o 2π, budeme pozorovat op¥t stejnou intenzitu skvrny (nap°. p°ejdeme
od maxima k maximu intenzity). Nicmén¥, pokud se budou dv¥ vlny dopadající na stínítko ²í°it
vzájemn¥ v pon¥kud odli²ném sm¥ru, budeme pozorovat st°ídav¥ n¥kolik sv¥tlých a tmavých
prouºk·, nazývaných interferen£ní prouºky. Na obr. 11.3 jsou vyobrazena schémata optických
polí dvou r·znob¥ºných rovinných vln a výsledných interferen£ních obrazc· pro dva r·zné úhly
mezi interferujícími rovinnými vlnami. Optická pole jsou vyobrazena v ur£itý okamºik, kdy je
maximum optického pole £. 2 práv¥ totoºné s povrchem stínítka. Maxima intenzity vznikají
v bodech stínítka, kde jsou fáze obou vln na stínítku stejné, tedy v zobrazeném p°ípad¥ tam, kde
optická pole vykazují maxima. Ta jsou v momentce ve schématech vyzna£ena op¥t plnou £arou.
Ve skute£nosti se vlny pohybují rychlostí sv¥tla, ale body na stínítku, kde mají vlny stejnou fázi,
se nepohybují a tím pádem z·stává interferen£ní obraz statický. Pokud na druhou stranu zm¥níme
fázi jedné z vln (nap°. posuneme zrcátko Z1 na obr. 11.2 sm¥rem ke stínítku), interferen£ní obraz
se posune. Situace na obr. 11.3 odpovídá p°ípadu, kdy jsou zrcátko Z2 a stínítko PS na obr.
11.2 orientovány normálami podél dopadajícího svazku procházejícího v¥tví £. 2 Michelsonova
interferometru, zatímco normála k Z1 je oto£ena kolem horizontální osy.
Z analýzy schématu interferujících vlnových polí v blízkosti stínítka na obr. 11.4 získáme vztah
mezi úhlem, který svírají interferující vlny a vzdáleností sousedních interferen£ních prouºk·.
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Obrázek 11.3: Bo£ní pohledy na interferující optická pole dvou r·znob¥ºných rovinných vln ²í°ících
se v r·zných sm¥rech a £elní pohledy na výsledné interferen£ní prouºky na stínítku (fotogra�e).
Schémata optických polí a interferen£ní obrazce jsou vyobrazeny pro a) men²í a b) v¥t²í úhel mezi
sm¥ry ²í°ení rovinných vln. Sm¥ry ²í°ení jsou dány sm¥ry vlnových vektor· k1 a k2. Intenzivní
interferen£ní prouºky vznikají v bodech, kde mají vlny na stínítku stejnou fázi, coº jsou ve
vyobrazeném p°ípad¥ pr·se£íky maxim optických polí vyzna£ených plnými £arami.

Konkrétn¥ se zam¥°me na pravoúhlý trojúhelník, jehoº vrcholy A a B leºí v bodech sousedních
interferen£ních maxim a vrchol C je kolmou projekcí bodu A na sousední vlnoplochu, odpovídající
následujícímu maximu vlny 2. Odv¥sna AC tohoto trojúhlelníku má délku rovnou vlnové délce
sv¥tla λ, délka p°epony AB je vzdálenost maxim x1, a úhel protilehlý k odv¥sn¥ AC je roven úhlu
mezi sm¥ry ²í°ení vln 1 a 2, ozna£enému 2θ.18 Odtud dostáváme pro vzdálenost mezi difrak£ními
maximy

x1 =
λ

sin(2θ)
(11.17)

Na tomto míst¥ poznamenejme, ºe úhly mezi sm¥ry ²í°ení vln 1 a 2 na obr. 11.3 a 11.4 byly
oproti experimentu v praktiku zna£n¥ zveli£eny. Úhly jsou v obrázku p°izp·sobeny tomu, aby
bylo moºné zárove¬ viditeln¥ zobrazit vzdálenosti vlnoploch λ (°ádov¥ stovky nm pro viditelné
sv¥tlo) a vzdálenosti interferen£ních maxim x, které jsou °ádu jednotek mm. Dosadíme-li do vztahu
(11.17) nap°. vzdálenost prouºk· 4 mm a vlnovou délku zeleného sv¥tla λ = 530 nm, dostáváme
pro úhel mezi sm¥ry ²í°ení vln 2θ ≈ 8 · 10−3 ◦ ≈ 0,5 ′. Úhly 2θ mezi sm¥ry ²í°ení rovinných vln
vycházejících z v¥tví 1 a 2 Michelsonova interferometru v praktiku budou tedy °ádov¥ desetiny aº
jednotky úhlové minuty.

M¥°ení tlou²´ky tenké vrstvy pomocí interference

Princip m¥°ení

M¥°ení bude provedeno pomocí Michelsonova interferometru (viz obr. 11.5 a 11.2a). Jako vzorek
pouºijeme tenkou vrstvu hliníku (TV, viz obr. 11.5b)) nanesenou na sklen¥ném podloºním sklí£ku
(S). Vrstva byla p°i depozici rozd¥lena pomocí masky na °adu obdélník· odd¥lených mezerami.
Navíc je p°es tuto tenkou vrstvu a mezery podél délky vzorku nanesena krycí vrstva (KV) z hliníku
(p°íp. z Au), u které p°edpokládáme stejnou tlou²´ku v oblastech TV i na skle (obr. 11.5c)).

18V teorii rozptylu se konven£n¥ ozna£uje úhel mezi dv¥ma interferujícími nebo difraktujícími vlnami 2θ.
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Obrázek 11.4: Schématické zobrazení interferujících vlnových polí z obr. 11.3a) v blízkosti stínítka
(PS) v bo£ní projekci. Pro p°ehlednost jsou zobrazeny pouze vlnoplochy odpovídající maxim·m
optických polí vln 1 a 2 (�alové, resp. modré plné £áry). Na obrázku byla op¥t znázorn¥na situace
v moment¥, kdy je maximum pole 2 práv¥ totoºné s povrchem stínítka. Úhel mezi sm¥ry ²í°ení
vlnových polí je 2θ, vzdálenost interferen£ních prouºk· na stínítku je x1.

Ú£elem pouºití KV je dosáhnout vysoké odrazivosti vzorku nad TV i mezerami, coº je pot°ebné
k obdrºení intenzivního a kontrastního interferen£ního obrazce. Zatímco sklo má pro viditelné
sv¥tlo p°i kolmém dopadu odrazivost °ádov¥ jednotek procent, odrazivost kov· je ve vy²²ích
desítkách procent (pro Al více jak 90%).
V experimentu bude vzorek umíst¥n v první v¥tvi interferometru (obr. 11.2b)) tak, aby svazek
dopadal na KV £áste£n¥ nad TV (KV-TV) a £áste£n¥ v oblasti mezery na KV na skle (KV-
S), kde je krycí vrstva p°ímo na skle, (viz obr. 11.6a)). Vlna odraºená v oblasti KV-S musí
urazit geometrickou dráhou o dvojnásobek tlou²´ky vrstvy t v¥t²í oproti vln¥ odraºené na KV-TV
(L1, S − L1, TV = 2t) (viz obr. 11.6c)). Ob¥ vlny interferují s optickým polem vlny odraºené
na referen£ním zrcátku Z2. P°itom vlny odraºené na vzorku svírají s vlnou od Z2 nenulový
(v experimentu malý, 2θ < 10 ′) úhel ve vertikální rovin¥. Díky odli²né geometrické dráze s = 2t
£ásti vlny po odrazu na KV-TV a KV-S ke stínítku budou interferen£ní obrazce od t¥chto dvou
vln vertikáln¥ posunuty (obr. 11.6b)).
Vztah mezi tlou²´kou vrstvy t a vertikálním posunem interferen£ních obrazc· x2 dostaneme
z analýzy schématu optických polí v blízkosti stínítka na obr. 11.7. Jak plyne ze schématu, pro
jednozna£né ur£ení tlou²´ky vrstvy t musí být rozdíl optických drah vln ze vzorku men²í neº
vlnová délka sv¥tla, tedy t = s/2 < λ/2. Z podobnosti trojúhelník· ABC a AED dostáváme pro
tlou²´ku vrstvy

t =
x2
x1

λ

2
, (11.18)

kde x1 je op¥t vzdálenost nejbliº²ích interferen£ních maxim od vlny odraºené na KV-TV. Vzhledem
k tomu, ºe relativní nejistota m¥°ení vzdálenosti interferen£ních prouºk· v experimentu bude o °ád
£i více v¥t²í neº odchylka indexu lomu vzduchu od jedni£ky, m·ºeme v (11.18) aproximovat vlnovou
délku sv¥tla laseru ve vzduchu vakuovou vlnovou délkou λ ≈ λ0.
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Obrázek 11.5: a) Celkový pohled na aparaturu Michelsonova interferometru v praktiku. �rouby �1
aº �3 slouºí k posuvu vzorku v horizontálním sm¥ru nap°í£, resp. podél dopadajícího svazku a ve
vertikálním sm¥ru. �rouby �4 a �5 slouºí k náklonu referen£ního zrcátka (Z2) okolo horizontální,
resp. vertikální osy. Dále je ozna£en drºák (D) kyvety, který bude vyuºit p°i m¥°ení indexu lomu
vzduchu. b) Vzorek s tenkou vrstvou (TV) hliníku nanesenou na sklo (S) a s páskem krycí hliníkové
vrstvy (KV), p°ekrývající ostr·vky TV i sklo. c) Schéma °ezu vzorkem.
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Obrázek 11.6: a) �elní pohled na vzorek, na n¥jº dopadá laserový svazek do oblasti s krycí
vrstvou (KV) £áste£n¥ nad tenkou vrstvou (Al obdélníky, KV-TV) a £áste£n¥ nad mezerou (KV-
S). P°eru²ovaná £ára R ozna£uje pr·se£ík povrchu vzorku s rovinou °ezu v c). b) Schéma bo£ního
pohledu na interferující optická pole a £elního pohledu na odpovídající interferen£ní obrazec na
stínítku (PS). Vlnoplochy vlny odraºené na vzorku v oblasti mezery (zelené £áry, odraz na KV-
S) jsou posunuty v·£i vlnoplochám vlny odraºené v oblasti KV-TV (�alové £áry). Tyto vlny
interferují s vlnou odraºenou na referen£ním zrcátku (modré vlnoplochy). Ozna£eny jsou m¥°ená
vý²ka schodku na interferen£ním prouºk x2 a vzdálenost sousedních interferen£ních prouºk· x1.
�ervená p°eru²ovaná £ára R ozna£uje pr·se£ík PS s rovinou °ezu na obr. c). c) Schéma vlnových
polí odraºených na vzorku v °ezu kolmém k vlnoplochám a hranám tenké vrstvy.
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Obrázek 11.7: Schéma interference optických polí odraºených na KV-TV (�alové vlnoplochy) a
KV-S (zelená) s vlnou odraºenou na referen£ním zrcátku Z2 (modrá) v blízkosti stínítka. Body
A a E odpovídají vertikálním polohám interferen£ních maxim od vlny odraºené na KV-TV. Bod
B odpovídá maximu od vlny odraºené na KV-S. Body C a D jsou kolmými projekcemi bodu A na
vlnoplochy vln jdoucích od KV-S a KV-TV. Vzdálenost S je rovna rozdílu optických drah dvou
vln odraºených na vrstv¥ a v meze°e 2nvzt.

Postup m¥°ení

Zapn¥te laser (zelený laser vlnové délky λ = 531,2 nm). Umíst¥te vzorek do drºáku vzork·
v první v¥tvi Michelsonova interferometru (obr. 11.2b)) a vycentrujte vzorek tak, aby stopa laseru
dopadala na krycí vrstvu (KV) v oblasti mezery mezi obdélníky TV (obr. 11.7a). Jemný posuv
vzorku m·ºete provést pomocí ²roub· �1 a �3 (obr. 11.5a)). Pomocí ²roub· náklonu referen£ního
zrcátka �4 a �5 optimalizujte interferen£ní obrazec na PS tak, aby byly interferen£ní prouºky
p°ibliºn¥ horizontáln¥ orientované a bylo zobrazeno p¥t aº deset prouºk·. Interferen£ní obrazec
pak nafo´te mobilním telefonem p°íp. pomocí kamery v praktiku. Prove¤te pro n¥kolik míst na
vzorku i pro r·zné po£ty zobrazených interferen£ních prouºk· na jednom míst¥ vzorku. Fotogra�e
pak m·ºete zpracovat nap° v gra�ckém program s moºností m¥°ení vzdáleností.

Úkoly

1. Nastavit v zorném poli 5�10 interferen£ních prouºk·.

2. Uloºit fotogra�i interferen£ního obrazce.

3. Nastavit jiný po£et interferen£ních prouºk· a opakovat bod 2.

4. Body 1 aº 3 opakovat na jiném míst¥ vzorku.

5. Pro kaºdý interferen£ní obrazec ur£it vzdálenosti sousedních interferen£ních prouºk· a vý²ku
schodku na prouºku pro pozorované prouºky, tj. veli£iny x1 resp. x2. Z hodnot vypo£ítat
tlou²´ku vrstvy a statisticky zpracovat.

6. Zhodnotit rovnom¥rnost tlou²´ky vrstvy s p°ihlédnutím k chyb¥ m¥°ení, tj. porovnat
výsledné tlou²´ky vrstvy obdrºené z jednotlivých interferen£ních obrazc·.
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Ur£ení indexu lomu vzduchu

Princip m¥°ení

K ur£ení indexu lomu vyuºijeme op¥t Michelsonova interferometru (obr. 11.2a)). Pokud vloºíme
do druhého ramene interferometru kyvetu o délce d, z níº od£erpáme vzduch, zm¥ní se optická
dráha v tomto rameni o hodnotu

2dn1 − 2dnvz, (11.19)

kde nvz je index lomu vzduchu p°i aktuálním atmosférickém tlaku pvz a n1 je index lomu po
od£erpání kyvety na tlak p1. Faktor 2 je dán dvojím pr·chodem sv¥tla p°es kyvetu.
P°i dostate£n¥ pomalém £erpání je moºné sledovat posun interferen£ních prouºk·. Nabytá fáze po
pr·chodu vlny z bodu R p°es Z2 na PS na obr. 11.2a) se zm¥ní z (11.13) na

Φ2 =
2π

λ0
[nvz(2L2 + L) + 2(n1 − nvz)d] + ΦLS +ΦO, (11.20)

kde ΦO je zm¥na fáze vlny po pr·chodu vstupním a výstupním okénkem kyvety. V pr·b¥hu posunu
obrazce, kaºdý následující pr·chod interferen£ního prouºku sledovaným bodem stínítka odpovídá
zm¥n¥ fáze of 2π (viz (11.16a)), a tedy zm¥n¥ optické dráhy (11.19) o jednu vlnovou délku λ0.
Celkem se b¥hem od£erpávání vzduchu z kyvety posune interferen£ní obrazec o N prouºk· a bude
platit

2d(nvz − n1) = Nλ0. (11.21)

Závislost indexu lomu na tlaku p a teplot¥ T vzduchu obdrºíme, pokud uváºíme, ºe rozdíl indexu
lomu od jedni£ky je v dobrém p°iblíºení úm¥rný hustot¥ vzduchu (n−1) ∝ ϱ (Gladstone·v�Dale·v
vztah [6]). Dále uváºíme vzduch jako ideální plyn a s pouºitím stavové rovnice ideálního plynu

pV = nmolRT, (11.22)

kde nmol je molární mnoºství vzduchu v objemu V a R je univerzální plynová konstanta, a vztahu
mezi molárním mnoºstvím a hustotou vzduchu

ρ =
nmolMm

V
, (11.23)

kde Mm je st°ední molární hmotnost molekuly vzduchu, dostáváme

n = 1 + konst.
p

T
. (11.24)

Dále budeme p°edpokládat, ºe se teplota vzduchu T v kyvet¥ v pr·b¥hu od£erpávání vzduchu
nem¥ní. S vyuºitím (11.24) pak m·ºeme p°epsat (11.21) jako

2d

[
(nvz − 1)− (nvz − 1)

p1
pvz

]
= Nλ0. (11.25)

Odtud vidíme, ºe index lomu vzduchu nvz za aktuálního atmosferického tlaku pvz m·ºeme zjistit
z po£tu interferen£ních prouºk· N , o n¥jº se posune interferen£ní obrazec p°i sníºení tlaku ve
výv¥v¥ o ∆p = pvz − p1, ze vztahu

nvz = 1 +
Nλ0
2d

pvz
∆p

. (11.26)

Pro porovnání experimentáln¥ zji²t¥ných hodnot s tabelovanými je t°eba p°epo£íst tabulkovou
hodnotu indexu lomu podle aktuálních atmosférických podmínek s pouºitím (11.24). Podle práce
[4] je tabulková hodnota indexu lomu suchého vzduchu pro zelené sv¥tlo o vlnové délce 532 nm
rovna 1,000278 p°i tlaku 101,3 kPa a teplot¥ 15 ◦C (standardní atmosféra). S uváºením p°esnosti
na²eho m¥°ení m·ºeme závislost indexu lomu na vlhkosti vzduchu zanedbat. P°i teplotách do
25 ◦C se index lomu m¥ní mén¥ neº o 10−6 v celém rozsahu relativní vlhkosti mezi 0 a 100%
[4, 5, 7].
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Úkoly

1. Umíst¥te do interferometru kyvetu. Spo£t¥te po£et interferen£ních prouºk·, o které se
posune obrazec b¥hem vy£erpání nebo zavzdu²n¥ní kyvety. Ode£t¥te kone£ný tlak v kyvet¥
p1 a vypo£t¥te index lomu vzduchu. Prove¤te toto m¥°ení n¥kolikrát kv·li zji²t¥ní nejistot.

2. Porovnejte zji²t¥nou hodnotu nvz s tabulkovou hodnotou p°epo£tenou podle aktuálních
podmínek. Teplom¥r a barometr se nachází v praktiku.

Difrakce sv¥tla

Difrak£ní m°íºka na pr·chod je planparalelní sklen¥ná desti£ka s velkým po£tem tenkých,
navzájem rovnob¥ºných a stejn¥ vzdálených vryp·. Mezerami mezi vrypy prochází sv¥tlo beze
zm¥ny sm¥ru, na vrypech je difraktováno. Osv¥tlíme-li takovou m°íºku (obr. 11.8) rovnob¥ºným
svazkem paprsk· s vlnovou délkou λ, stávají se vrypy podle Huygensova principu zdrojem
elementárních rozruch· a ²í°í se do v²ech sm¥r·. Interferencí se v²ak zesilují pouze v ur£itém
sm¥ru. Pozorujeme-li sv¥tlo pro²lé m°íºkou dalekohledem zaost°eným na nekone£no, protnou se
paprsky vystupující ze v²ech ²t¥rbin pod týmº úhlem α v ohniskové rovin¥ objektivu.

S S

d d

α α α

δ δ

n−1 n S
n+1

Obrázek 11.8: Schéma m¥°ení s difrak£ní m°íºkou na pr·chod.

Z obr. 11.8 je z°ejmé, ºe se tyto paprsky nesetkávají se stejnou fází. Ozna£íme-li Sk, Sk+1 st°edy
dvou sousedních ²t¥rbin, pak jejich vzdálenost d se nazývá m°íºková konstanta a jejich st°ední
paprsky mají dráhový rozdíl d sinα. Spl¬uje-li dráhový rozdíl δ podmínku

δ = d sinα = mλ , (11.27)

zesilují se st°ední paprsky vycházející ze v²ech ²t¥rbin. Parametr m je °ád maxima.
Monochromatické sv¥tlo vytvo°í tedy ve sm¥rech daných úhly α1, α2,. . . maxima. Pro tyto úhly
platí

sinα1 = λ/d, sinα2 = 2λ/d, . . . , sinαr = mλ/d . (11.28)

Na základ¥ vztah· (11.28) lze velmi p°esn¥ ur£it vlnovou délku sv¥tla.
V na²em experimentu bude zdrojem monochromatického sv¥tla He-Ne laser (vlnová délka
632,8 nm), jehoº sv¥telný svazek je úzký a tém¥° nerozbíhavý. To umoº¬uje velmi jednoduché
uspo°ádání: zdroj � m°íºka � stínítko a místo m¥°ení úhl· αm goniometrem ur£íme sinαm m¥°ením
délky stran v p°íslu²ném pravoúhlém trojúhelníku.
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Obrázek 11.9: Schéma m¥°ení s difrak£ní m°íºkou na pr·chod.

Uspo°ádání experimetu

Na optické lavici je umíst¥n He-Ne laser, optická m°íºka a pozorovací stínítko s milimetrovým
papírem, viz obr. 11.9. Mezi laser a m°íºku vkládáme stínítko s malým otvorem pro sv¥telný svazek,
které zachytí paprsky vzniklé difrakcí p°i odrazu od m°íºky a tím zamezíme nekontrolovanému
pohybu laserového paprsku po laborato°i. Schéma uspo°ádání experimentu p°i pohledu shora je
na obrázku.

P°i experimentu pozor � zá°ení laseru je nebezpe£né pro oko!

Vzdálenost x mezi m°íºkou a stínítkem lze m¥nit a m¥°it ji pomocí stupnice na optické lavici.
Protoºe vrypy na optické m°íºce jsou orientovány svisle, budou difraktované svazky odchýleny
vodorovn¥ vlevo a vpravo od p°ímého (primárního) svazku. Ozna£íme-li obecn¥ vzdálenost místa
dopadu p°ímého a difraktovaného paprsku jako y, bude

sinαm =
ym√
y2m + x2

m = 1, 2, . . . (11.29)

P°i m¥°ení nastavujeme r·zné vzdálenosti x a pro kaºdou hodnotu pak ode£ítáme na milimetrovém
papí°e stínítka polohy maxim prvního a druhého °ádu vpravo y′1, y

′
2 a vlevo y

′′
1 , y

′′
2 od primárního

svazku. Odchylku paprsk· na stínítku ur£íme jako pr·m¥r

y1 =
y′1 + y′′1

2
a y2 =

y′2 + y′′2
2

. (11.30)

Dosazením (11.29) do (11.27) m·ºeme ur£it bu¤ vlnovou délku sv¥tla λ, pokud známe vzdálenosti
vryp· m°íºky d, nebo vzdálenost vryp· d, resp. jejich hustotu N , pokud budeme znát vlnovou
délku λ.

Úkoly

1. Pozorujte difrak£ní jev na stínítku a vzdálenost x nastavte tak, aby bylo moºno pozorovat
dv¥ difrak£ní maxima po obou stranách stopy primárního svazku. Zm¥°te polohu v²ech
maxim a m¥°ení opakujte pro r·zné hodnoty x.

2. Ur£ete vzdálenost vryp· d m°íºky a jejich hustotu N . Zji²t¥nou hodnotu porovnejte
s hodnotou uvedenou výrobcem m°íºky. Vlnovou délku He-Ne laseru m·ºete nalézt téº
v tabulkách [3].
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Uºití v praxi: Interferen£ního zesílení £i zeslabení sv¥tla se ve velkém m¥°ítk· uºívá v r·zných
optických �ltrech, kam lze za°adit i antire�exní vrstvy optických prvk·. Interferen£ní obrazce exponované
ve fotogra�cké emulzi p°edstavují základ hologramu, který p°i osv¥tlení sv¥tlem o stejné vlnové délce, jakou
byl exponován, rekonstruuje prostorový obraz daného p°edm¥tu. Interferen£ní techniky pak nacházejí ²iroké
uplatn¥ní v astronomii, zejména té radiové, kdy sou£asným m¥°ením signálu ze dvou vzdálených míst lze
dosáhnout úhlového rozli²ení tisícin úhlové vte°iny.

Difrak£ní m°íºky (na rozdíl od praktika sledovány v odraºeném sv¥tle) jsou základem naprosté v¥t²iny

sou£asných spektrometr·. Difrak£ní jevy pak lze pozorovat i na strukturách s °ádov¥ men²í periodou, jako

jsou atomové roviny nebo krystaly makromolekul.
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Ústav fyziky kondenzovaných látek
P°írodov¥decká fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikální praktikum 2

12. Optická spektroskopie

Cíle praktika

1. Ur£ení spektrální závislosti indexu lomu neabsorbující tlusté vrstvy z m¥°ení propustnosti.

2. Ur£ení indexu lomu a tlou²´ky tenké vrstvy z m¥°ení propustnosti.

3. Demonstrace Lambertova�Beerova zákona a ur£ení absorp£ního koe�cientu.

Ur£ení spektrální závislosti indexu lomu neabsorbující tlusté vrstvy
z m¥°ení propustnosti

Spektrální závislost propustnosti, tj. závislost propustnosti na vlnové délce sv¥tla, je typicky
nejjednodu²eji m¥°itelná spektroskopická veli£ina, ze které lze získat informace o spektrální
závislosti optických konstant (indexu lomu a absorpce). Spektrální závislost optických konstant
je d·leºitá sama o sob¥ pro aplikace, dále na jejím základ¥ je moºné studovat procesy v látce,
nap°. mezipásové p°echody, vibrace iont·, chování volných nosi£· v kovech a polovodi£ích atp. V
první £ásti tohoto praktika se setkáváme s relativn¥ jednoduchou situací, a to propustnosti tlusté
neabsorbující vrstvy (oboustrann¥ le²t¥ná desti£ka zkoumané látky). Tlustou vrstvou se rozumí
taková tlou²´ka vrstvy, pro kterou jiº nedochází, pro dané rozli²ení spektrometru, k rozli²ení
interferencí elektrických polí odraºených od p°edního a zadního rozhraní a výsledná intenzita
zá°ení je daná sou£tem intenzit zá°ení individuálních paprsk·.

Fresnelovy koe�cienty

Základním stavebním kamenem p°i výpo£tech v optické spektroskopii jsou Fresnelovy (výslovnost
�frenelovy�) rovnice popisující vztahy mezi elektrickými poli p°i dopadu rovinné vlny na rovinné
rozhraní ilustrované na obr. 12.1. Uvaºujme rovinnou vlnu s intenzitou elektrického pole E0,i,
která dopadá pod úhlem φ0 z prost°edí s indexem lomu N0 na rozhraní s prost°edím s indexem
lomu N1. E0,r resp. E1,t ozna£uje intenzitu elektrického pole odraºené resp. pro²lé vlny. Vztahy
mezi t¥mito intenzitami elektrického pole popisují Fresnelovy rovnice [1, 2, 3]

r01 ≡
E0,r

E0,i
=
N0 −N1

N0 +N1
, t01 ≡

E1,t

E0,i
=

2N0

N0 +N1
, (12.1)

kde r01 resp. t01 je Fresnel·v koe�cient pro odraºenou, resp. pro²lou vlnu. Vztahy v této form¥
odpovídají kolmému dopadu φ0 = 0, který budeme pouºívat v této úloze. Fresnelovy koe�cienty
pro obecný úhel dopadu je moºné z t¥chto a jakýchkoliv následujících vztah· získat jednodu²e
substitucí Nj → Nj cosφj , j = 0, 1, pro vlnu polarizovanou kolmo na rovinu dopadu (s-polarizace)
a substitucí Nj → Nj/ cosφj pro vlnu polarizovanou rovnob¥ºn¥ s rovinou dopadu (p-polarizace).
Indexy lomu Nj jsou obecn¥ komplexní, Nj = nj + ikj , kde nj resp. kj je jejich reálná resp.
imaginární £ást.



12. Optická spektroskopie 88

j
0 N

0
 

j
1

 E
0,i

  E
0,r

 

 E
1,t

 

 z 
 N

1
 

Obrázek 12.1: Odraz a pr·chod vlny na rozhraní dvou prost°edí s indexem lomu N0 a N1.

V následujících výpo£tech budeme také pot°ebovat inverzní situaci, kdy vlna dopadá z prost°edí
1 do prost°edí 0, která je charakterizována koe�cienty

r10 =
N1 −N0

N1 +N0
, t10 =

2N1

N1 +N0
. (12.2)

Jak lze dosazením lehce dokázat, mezi koe�cienty (12.1) a (12.2) platí vztahy

r10 = −r01 , t01t10 + r201 = 1 . (12.3)

Propustnost absorbující tlusté vrstvy

Nyní jiº máme v²e pot°ebné pro výpo£et propustnosti vzorku ve tvaru desti£ky s indexem lomuN1,
na které dopadá zá°ení z prost°edí s indexem lomu N0, viz obr. 12.2. Nejprve uvaºujme obecn¥ji
propustnost T012 vrstvy 1 z prost°edí 0 do prost°edí 2. Ta je de�novaná jako podíl celkové intenzity
zá°ení pro²lého vzorkem, I2,t, a intenzity dopadajícího zá°ení, I0,i,

T012 ≡
I2,t
I0,i

. (12.4)

P°ipome¬me, ºe intenzita zá°ení I elektromagnetické vlny s amplitudou E0 je I = cnε0|E0|2/2,
kde c je rychlost sv¥tla ve vakuu, n je reálná £ást indexu lomu a ε0 permitivita vakua. Uvnit°
desti£ky má elektrická vlna ve sm¥ru osy z tvar

E1(z, t) = E1e
i(k1zz−ωt) , (12.5)

kde k1z = N1(ω/c) cosφ1 je vlnový vektor ve sm¥ru osy z, ω kruhová frekvence, c rychlost sv¥tla
a φ1 úhel propagace v prost°edí 1; viz detailní diskuze nap°. v [1, 2, 3]. Zde jsme uvedli pro
obecnost vztah pro nenulový dopad; v následujícím budeme v²ak uvaºovat φ1 = 0. S uváºením ºe
ω/c = 2π/λ, kde λ je vlnová délka, se amplituda této vlny p°i translaci o tlou²´ku vrstvy d zm¥ní
o multiplikativní faktor eiβ , kde

β = k1zd =
2π

λ
N1d (12.6)

je zm¥na fáze. V obecnosti je index lomu prost°edí 1 komplexní, N1 = n1 + ik1, coº dává

eiβ = e−(α/2)dei(2π/λ)n1d , (12.7)

kde α = 4πk1/λ je koe�cient absorpce. Vidíme, ºe se tento faktor rozloºil na dv¥ £ásti: první
multiplikativní £len na pravé stran¥ odpovídá exponenciálnímu poklesu sv¥tla v absorbujících
materiálech. Tento útlum vede k Lambertov¥-Beerovu zákonu, se kterým se setkáme v poslední
£ásti tohoto praktika. Druhá exponenciála na pravé stran¥ odpovídá zm¥n¥ fáze, která m·ºe vézt
k interferenci, se kterou se setkáme v druhé £ásti tohoto praktika.
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Obrázek 12.2: Ilustrace pr·chodu paprsku vrstvou tvo°ící díky vnit°ním odraz·m nekone£nou
geometrickou °adu. Paprsek dopadá z prost°edí s indexem lomu N0, typicky vzduch, na vrstvu
s indexem lomu N1. Vrstva m·ºe být bu¤ tlustá (následujícím prost°edím je £asto op¥t vzduch
N2 = N0) a nedochází k interferenci (první a t°etí £ást úlohy). Nebo m·ºe být vrstva tenká,
dochází k interferenci a typicky pak vrstva je deponovaná na substrátu s indexem lomu N2 (druhá
£ást úlohy).

Nyní vyjád°eme propustnost tlusté vrstvy, T012, mezi prost°edím 0 a 2. Intenzita pro²lého zá°ení
je daná sou£tem intenzit individuálních p°ísp¥vk· vzniklých díky vnit°ním odraz·m, viz obr. 12.2.
První t°i p°ísp¥vky do propustnosti jsou

T012 =
n2
n0

[∣∣∣t01t12e−(α/2)d
∣∣∣2 + ∣∣∣t01r12r10t12e−3(α/2)d

∣∣∣2 + ∣∣∣t01r212r210t12e(−5(α/2)d
∣∣∣2 + . . .

]
, (12.8)

kde kaºdý £len je dán kumulativním násobkem Fresnelových koe�cient· p°i pr·chodu nebo
odrazu od rozhraní a exponenciální poklesem p°i pr·chodu vrstvou. n0 resp. n2 jsou reálné £ásti
indexu lomu vstupního resp. výstupního prost°edí. Tato °ada je geometrickou °adou s kvocientem
q = |r10r12|2e−2αd, jejíº sou£et dává

T012 =
n2
n0

|t01t12|2e−αd

1− |r10r12|2e−2αd
. (12.9)

V p°ípad¥ samostojící tlusté vrstvy (£asto substrátu pro tenké vrstvy) je posledním prost°edím
op¥t vzduch, N2 = N0. S vyuºitím vztah· (12.3) pak dostáváme pro takovou propustnost Ts

Ts = T012(N2 = N0) =
|1− r201|2e−αd

1− |r01|4e−2αd
=

(1−R01)
2e−αd

1−R2
01e

−2αd
, (12.10)

kde jsme zavedli odrazivost R01 = |r01|2. Poslední výsledek lze chápat následovn¥: £itatel odpovídá
dv¥ma re�exním �ztrátám� p°i pr·chodu p°edním a zadním rozhraním a exponenciála odpovídá
poklesu díky absorpci. Jmenovatel je pak výsledkem sou£tu v²ech odraz· uvnit° vrstvy.

Ur£ení indexu lomu neabsorbující tlusté vrstvy z její propustnosti

V p°ípad¥ neabsorbujícího materiálu s α = 0 dostáváme z p°edchozího vztahu po zjednodu²ení

Ts =
1−R01

1 +R01
(12.11)

a po dosazení Fresnelových koe�cient· (12.1) dostáváme

Ts =
2n0ns
n20 + n2s

, (12.12)
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kde pomocí N1 = ns je ozna£en reálný index lomu tlusté vrstvy (substrátu). Dále budeme p°i
zpracování dat p°edpokládat, ºe index lomu prost°edí je rovný vakuu19 a tedy n0 = 1 a pro
propustnost dostáváme

Ts =
2ns

1 + n2s
. (12.13)

Tato rovnice vede na kvadratickou rovnici pro ns jejíº °e²ením je

ns(λ) =
1 +

√
1− Ts(λ)2

Ts(λ)
. (12.14)

Pro kaºdou vlnovou délku λ tak dostáváme hledaný index lomu ns(λ). Takto jednoduché
zpracování dat je moºné pouze v p°ípad¥ neabsorbujícího materiálu, kde na jednu hledanou veli£inu
ns(λ) máme jednu m¥°enou hodnotu Ts(λ). Pokud v p°ípad¥ absorbujícího materiálu jsou ob¥ dv¥
hledané konstanty (ns a ks) neznámé, je pak situace citeln¥ komplikovan¥j²í20.

Cauchyova rovnice

Obdrºenou spektrální závislost indexu lomu je typicky uºite£né dále analyzovat fyzikálními
modely. Jedním z nejjednodu²²ích model· odpovídající oblasti bez absorpce je Cauchyova
rovnice [1, 4]

n(λ) = A+
B

λ2
. (12.15)

Jedná se o p°ibliºný rozvoj indexu lomu. N¥kdy se bere v potaz i dal²í £len na pravé stran¥, + C
λ4 ,

který je jen malou korekcí pro krátké vlnové délky a v tomto praktiku ho nebudeme uvaºovat.
Koe�cient A p°edstavuje dlouhovlnnou limitu indexu lomu a koe�cient B vyjad°uje disperzi, tzn.
závislost na vlnové délce a typicky se vyjad°uje v µm2. Vzhledem k tomu, ºe v neabsorbující
oblasti index lomu vºdy roste s klesající vlnovou délkou21, je koe�cint B vºdy kladný. Proloºení
dat Cauchyovým modelem umoº¬uje interpolovat data do libovolného bodu uvnit° m¥°eného
rozsahu. Dále tato parametrizace umoº¬uje nap°. redukovat data na pouze dva koe�cienty, které
je moºné srovnat s literaturou, viz nap°. koe�cienty pro optické sklo BK7 [4]. Cauchyova rovnice
p°edstavuje zna£n¥ p°ibliºný popis indexu lomu v neabsorbující oblasti vlnových délek. P°esn¥j²ím
£asto pouºívaným modelem pro neabsorbující oblast je Sellmaier·v model, viz nap°. [1, 5].

Ur£ení indexu lomu a tlou²´ky tenké vrstvy

V aplikacích se £asto setkáváme se situací, kdy tenká vrstva jednoho materiálu je nanesena na
substrát jiného materiálu. Význam adjektiva �tenký� je ten, ºe vrstva je dostate£n¥ tenká na
to, aby pro m¥°enou vlnovou délku a rozli²ení spektrometru docházelo k interferenci odraºených
paprsk· od rozhraní. Vzhledem k tomu, ºe interference ve vrstv¥ je zásadn¥ ovlivn¥na její tlou²´kou,
je pot°eba ji vzít p°i zpracování v potaz. Bu¤ je tlou²´ka vrstvy ur£ená z jiného experimentu, nebo
je moºno ji ur£it ze samotné spektroskopické závislosti propustnosti. V tomto praktiku se setkáme
s m¥°ením propustnosti neabsorbující tenké vrstvy, která je nanesena na neabsorbující podloºku.
Tlou²´ku vrstvy bude moºno ur£it pomocí interferencí pozorovaných ve spektroskopické závislosti
propustnosti.
Prvn¥ pot°ebujeme odvodit vztahy pro interferenci na tenké vrstv¥. Jedná se o výpo£et analogický
k sou£tu geometrické °ady z první £ásti úlohy, viz obr. 12.2, jen zde je situace koherentní, a tedy

19Index lomu vzduchu je odli²ný od vakua aº na £tvrté platné £íslici, coº se znateln¥ projevuje jen ve speciáln¥
designovaných experimentech nap°. vyuºívajících interferenci, jako m·ºete zakusit v úloze 11 v tomto praktiku.

20V takových situacích je bu¤ pot°eba ur£it odrazivost R01 z nezávislého m¥°ení, nebo pouºít elipsometrii,
která sama o sob¥ poskytuje dva m¥°ené parametry. Dal²í moºností je vyuºít spektrálních model·, které jsou
Kramersovsky-Kronigovsky konzistentní.

21Toto je moºné vid¥t jako d·sledek Kramersových-Kronigových relací.
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Obrázek 12.3: Ilustrace výpo£tu propustnosti tenké vrstvy na substrátu. Obrázek napravo ilustruje
krok ve výpo£tu, kdy tenkou vrstvu vyjád°íme pomocí koe�cient· propustnosti, t012, a odrazivosti,
r012 získaných z výpo£tu interference na tenké vrstv¥.

s£ítáme intenzity elektrického pole. Pro první t°i p°ísp¥vky k relativní amplitud¥ pro²lé vlny t012
z prost°edí 0, p°es vrstvu 1 do prost°edí 2 dostáváme

t012 = t01t12e
−iβ + t01r12r10t12e

−i3β + t201r
2
12r10t12e

−i5β + . . . . (12.16)

Je z°ejmé, ºe toto je op¥t geometrická °ada, jejíº sou£et s vyuºitím (12.3) dává

t012 =
t01t12e

−iβ

1 + r01r12e−i2β
. (12.17)

Pro relativní amplitudu odraºené vlny r012 analogicky dostáváme

r012 = r01 + t01r12t10e
−i2β + t01r

2
12r10t10e

−i4β + . . . , (12.18)

coº op¥t vede na geometrickou °adu, jejíº sou£et s vyuºitím (12.3) dává

r012 =
r01 + r12e

−i2β

1 + r01r12e−i2β
. (12.19)

Tato tenká vrstva je deponována na substrát¥ s indexem lomu N2, viz obr. 12.3. Pro zapo£tení
p°ísp¥vku substrátu ud¥lejme následující úvahu. Prvn¥ si p°edstavme, ºe zde vrstva 1 není a
máme zde jen prost°edí 0,2 a 3. Pro propustnost substrátu vyuºijeme d°íve obdrºeného výsledku
propustnosti tlusté vrstvy (12.9) pro nulový absorp£ní koe�cient

T023 =
n3
n0

|t02t23|2

1− |r20r23|2
, (12.20)

kde n0 a n3 jsou reálné £ásti indexu lomu vstupního a výstupního prost°edí. Vzhledem k tomu,ºe
obojí je vzduch a tedy bereme n0 = n3 = 1, pak prefaktor n3/n0 v posledním vztahu mizí.
Nyní vyuºijeme úvahu, ºe propustnost celého systému tenké vrstvy na substrátu T0123 získáme
z p°edchozího vztahu tím, ºe transmisní koe�cient t02 nahradíme transmisním koe�cientem celé
tenké vrstvy t012, viz pravá strana obr. 12.3. Toto m·ºeme ud¥lat, protoºe koe�cient t012 svazuje
amplitudy elektrického pole v prost°edí 0 s prost°edím 2. Podobn¥ koe�cient r20 odrazu od tenké
vrstvy zespodu nahradíme koe�cientem odrazu na celé tenké vrstv¥ r210 = −r012. Dostáváme tedy

T0123 =
|t012t23|2

1− |r012r23|2
. (12.21)
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Obrázek 12.4: Ilustra£ní pr·b¥h propustnosti systému vrstva na substrátu, Tvs, (plná £ára)
odpovídající neabsorbující vrstv¥ s indexem lomu 2.6 nacházející se na substrátu s indexem lomu
odpovídajícímu optickému sklu BK7. Propustnost samotného substrátu Ts je vynesena £árkovan¥.

Dosazením vztah· (12.17) a (12.19) do (12.21) dává propustnost v²ech vrstev T0123. Ozna£ením
N1 = nv jako indexu lomu vrstvy a N2 = ns jako indexu lomu substrátu, po úpravách dává pro
propustnost Tvs celého systému tenká vrstva � substrát

Tvs = T0123(N0 = N3 = 1) =
2ns

1 + n2s +
n2
v−1
2

(
1− n2

s
n2
v

)
sin2 (β)

. (12.22)

P°i kolmém dopadu v neabsorbující vrstv¥ je fázový faktor (12.6)

β =
2π

λ
nvd . (12.23)

Stojí za pov²imnutí, ºe výsledek (12.22) je vzorec (12.13) v jehoº jmenovateli je navíc £len díky
interferenci ve vrstv¥ úm¥rný sin2(β). Z výraz· (12.22) a (12.23) je z°ejmé, ºe propustnost Tvs se
m¥ní p°i zm¥n¥ vlnové délky λ dopadajícího sv¥tla. Pro jisté vlnové délky p°i dané tlou²´ce vrstvy
obdrºíme maxima nebo minima propustnosti. Ze vztahu (12.22) vidíme, ºe pro n1 > n bude mít
Tvs

maximum pro sinβ = 0, tj. β = 2π , 4π , . . . , 2mπ , (12.24a)

minimum pro sinβ = ±1, tj. β = π , 3π , . . . , (2m− 1)π , (12.24b)

kde m je celé £íslo. Ze vztahu pro fázový posun (12.23) dostaneme

maximum pro 2nvd = λ , 2λ , . . . ,mλ , (12.25a)

minimum pro 2nvd =
λ

2
,
3λ

2
, . . . ,

(2m− 1)λ

2
. (12.25b)

Ze vztahu (12.22) dostaneme pro hodnotu propustnosti v maximech a minimech

Tmax
vs =

2ns
1 + n2s

, (12.26a)

Tmin
vs =

2ns

1 + n2s +
n2
v−1
2 (1− n2

s
n2
v
)
. (12.26b)

Srovnáním rovnice (12.26a) s (12.13) je z°ejmé ºe maxima Tmax
vs odpovídají propustnosti substrátu.

Tento výsledek m·ºeme interpretovat tak, ºe na t¥chto frekvencích dochází k destruktivní
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interferenci vln od tenké vrstvy - vzorek se tedy chová tak, jako by zde vrstva v·bec nebyla.
Z propustnosti v maximech (12.26a) je tedy moºné ur£it index lomu substrátu na odpovídajících
vlnových délkách, a závislost modelovat Cauchyovým vztahem (12.15). Takto je moºno získat
indexu lomu substrátu, coº m·ºe být uºite£né nap°. v situaci, kdy není k dispozici separátní
vzorek substrátu nebo za ú£elem srovnání s daty z jiného m¥°ení. Obrázek 12.4 pro ilustraci
ukazuje teoretickou závislost propustnosti Tvs (plná £ára) odpovídající tenké vrstv¥ o tlou²´ce 450
nm a indexu lomu nv = 2.6 na substrátu z optického skla BK7. Propustnost samotného substrátu
je vynesena £árkovanou £arou.
V minimech Tmin

vs je propoustnost zmen²ena p°ítomností vrstvy v závislosti na indexech lomu ns
a nv. Vztah (12.26b) dává moºnost z experimentáln¥ zm¥°ené hodnoty Tmin

vs stanovit index lomu
vrstvy nv pro vlnové délky minim s pouºitím indexu lomu substrátu ns. Vztah (12.26b) vede na
bikvadratickou rovnici pro nv jejíº °e²ení je

nv(λ) =

√√√√−b(λ)
2

+

√
b(λ)

2

2

− ns(λ)2 , kde b(λ) = (ns(λ)
2 + 1)− 4ns(λ)

Tmin
vs (λ)

. (12.27)

V p°ípad¥ ºe n1 < n, je role minim a maxim opa£ná, tzn., minima Tvs sledují propustnost substrátu
a z maxim Tvs ur£ujeme index lomu vrstvy.
Pro stanovení tlou²´ky tenké vrstvy je moºná následující procedura. Z rovnic (12.25a) i (12.25b)
vyplývá, ºe pro dv¥ sousední maxima i dv¥ sousední minima ve spektrální závislosti propustnosti,
nam¥°ená pro dv¥ vlnové délky λ a λ′ < λ platí

2n′vd

λ′
=

2nvd

λ
+ 1 . (12.28)

Odtud dostáváme vztah pro tlou²´ku vrstvy

d =
λλ′

2(n′v λ− nv λ′)
. (12.29)

Vý²e popsaný postup na ur£ení index lomu vrstvy a její tlou²´ky má své výhody � je moºné
výsledky získat pouze relativn¥ jednoduchým výpo£tem s pouºitím nap°. kalkula£ky a proto se ho
pouºívalo £asto v dobách, kdy osobní po£íta£e neexistovaly. Má ale také limity, nap°. umoº¬uje
ur£it index lomu pouze na vlnových délkách minim propustnosti, tedy z celé spektrální závislosti
jak experimentální tak teoretické vyuºíváme pouze n¥kolik málo bod·. Dále by tento postup byl
obtíºn¥ aplikovatelný ve sloºit¥j²ích p°ípadech, nap°. absorbující tenké vrstvy.
Tyto nedostatky jsou p°ekonány v moderním p°ístupu zpracování spektroskopických dat, kdy se
teoretická p°edpov¥¤ experimentu prokládá (tzv. �tuje) na data a vyuºívá se tak dat ve v²ech
m¥°ených vlnových délkách. Jako alternativní moºnost zpracování této úlohy je tedy moºné
proloºení teoretické závislosti (12.22) na m¥°enou propustnost. Je pot°eba zde p°edpokládat
spektrální závislosti index· lomu nv(λ) a ns(λ) nap°. ve form¥ Cauchyho vztahu (12.15). Spektrální
závislost substrátu ns(λ) je moºné vzít z p°edchozí £ásti úlohy jako �xní, nebo je moºné parametry
Cauchyho modelu také �tovat sou£asn¥ s Cauchyho parametry vrstvy a tak z jednoho m¥°ení ur£it
jak nv(λ), ns(λ) tak tlou²´ku vrstvy d. Vzorový program pro takové zpracování dat v jazyku python
je k dispozici, viz [6].

Lambert·v�Beer·v zákon a absorp£ní koe�cient

Uvaºujme pr·chod zá°ení absorbující tlustou vrstvou (tedy nedochází k interferenci). Propustnost
takového vzorku jsme pro obecnou situaci odvodili na za£átku úvodu, viz vztah (12.10). P°i
známé odrazivosti R01 tento vztah vede na kvadratickou rovnici pro α a je moºné ho pouºít k
ur£ení absorp£ního koe�cientu. �asto v experimentu jsou v²ak vnit°ní odrazy zanedbatelné - bu¤
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jako d·sledek malé odrazivosti R01, která je nap°. v p°ípad¥ skla typicky 4%, nebo jako d·sledek
absorpce. V tomto p°ípad¥ se vztah (12.10) zjednodu²í na

T = (1−R01)
2e−αd . (12.30)

Velmi £asto také v p°ípad¥ propustnosti je absorpce malá a odpovídající hodnoty imaginární
£ásti indexu lomu takové, ºe citeln¥ neovliv¬ují odrazivost R01

22. Potom poslední rovnice °íká,
ºe propustnost exponenciáln¥ klesá s tlou²´kou a absorp£ním koe�cientem. Toto je podstata tzv.
Beerova-Lambertova zákona. �asto také jsou re�exní ztráty zahrnuty do referen£ního signálu a
nebo jsou re�exní ztráty vzhledem k absorbci zanedbatelné (jako v p°ípad¥ na²ich vzork·) a pak
vztah (12.30) nabývá jednoduchého tvaru

T = e−αd . (12.31)

Lambert·v�Beer·v zákon (12.31) lze demonstrovat nap°. tak, ºe budeme m¥°it spektrální
propustnost T (λ) na planparalelních desti£kách téºe látky s r·znými tlou²´kami. Vyneseme-li
závislost lnT na tlou²´ce d vzork· dané látky pro ur£itou vlnovou délku, Beer·v-Lambert·v
zákon (12.31) p°edpovídá lineární závislost, z jejíº sm¥rnice lze ur£it koe�cient absorpce α.

Popis spektrometr· a spektroskopických m¥°ení

K dispozici máte 2 spektrometry � standardní spektrofotometr s monochromátorem Specord 40,
který m¥°í spektrum na kaºdé vlnové délce individuáln¥ a sestavu s vláknovým spektrometrem
AvaSpec EDU, který m¥°í na v²ech poskytovaných vlnových délkách zárove¬, tzv. multikanálov¥.
V obou p°ípadech se pouºívá stejný typ zdroje sv¥tla: kombinace halogenové ºárovky (poskytující
spektrum £erného t¥lesa) a deuteriové výbojky (umoº¬ující roz²í°it m¥°ení do blízké UV oblasti).
U p°ístroje Specord 40, který je standardizovaný p°ístroj pro spektrofotometrická m¥°ení, je v²e
skryto uvnit° t¥la spektrometru: m°íºka je zde p°ed vzorkovým prostorem a po odrazu na ní
prochází sv¥tlo ²t¥rbinou, která vybere sv¥tlo dané vlnové délky. B¥hem m¥°ení se m°íºka postupn¥
natá£í a m¥°í se propustnost vzorkem pro r·zné vlnové délky ve zvoleném rozsahu. M¥°ení
zde tedy trvá relativn¥ dlouho, spektrální rozli²ení m·ºe být pom¥rn¥ vysoké (je ur£eno ²í°kou
vstupní a výstupní ²t¥rbiny) a p°ístroj je celkov¥ pom¥rn¥ citlivý díky zna£né velikosti detektoru.
Doporu£ujeme provád¥t tedy m¥°ení na spektrometru Specord 40. U vláknového spektrometru je
sv¥tlo z externího zdroje vedeno optickým vláknem k drºáku vzorku, na jehoº druhé stran¥ pro²lé
sv¥tlo vstupuje do dal²ího vlákna vedoucího do spektrometru. Zde je sv¥tlo odrazem na m°íºce
rozd¥leno podle vlnových délek a zrcadlem zaost°eno na jednotlivé pixely CCD detektoru (daný
p°ístroj jich má zhruba 2000).
P°i m¥°ení propustnosti je t°eba provést referen£ní m¥°ení, kdy se nam¥°í signál úm¥rný
intenzit¥ dopadajícího zá°ení. Obvykle se nechá zá°ení procházet prázdným vzorkovým prostorem
p°ípadn¥ s vloºenou stejnou clonou, jakou pak budeme pouºívat pro vzorek. M¥°íme pak relativní
propustnost v·£i vzduchu. Jelikoº se spektrum vzorku a reference m¥°í v r·zný £as, m·ºe výsledek
ovlivnit nestabilita, nap°. zdroje (£i detektoru). Pokro£ilej²í p°ístroje jsou proto £asto navrºeny
jako dvoukanálové, kdy sv¥tlo st°ídav¥ prochází kanálem se vzorkem a bez n¥j. U p°ístroj· v
tomto praktiku tomu tak není, doporu£uje se tedy po zapnutí nechat jistý £as na stabilizaci,
typicky alespo¬ 30 minut. Dále, vliv nestability p°ístroje se m·ºe do zna£né míry zmen²it, pokud
se vºdy p°ed m¥°ením provádí znovu referen£ní m¥°ení a tím se minimalizuje £asový rozdíl mezi
referen£ním m¥°ením a m¥°ením vzorku. Výsledek m¥°ení je uloºen v textovém formátu.

Úkoly pro m¥°ení a zpracování dat

1. Ur£ení spektrální závislosti indexu lomu neabsorbující tlusté vrstvy z m¥°ení propustnosti
22Hodnoty imaginární £ásti indexu lomu jsou typicky men²í neº jedna setina indexu lomu, pak v odrazivosti R,

kde vystupují kvadráty t¥chto veli£in, je vliv absorpce zanedbatelný.
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(a) Nam¥°te spektrální závislost propustnosti desti£ky optického skla BK7 v intervalu
vlnových délek 350-1000 nm.

(b) Z propustnosti stanovte index lomu pro v²echny m¥°ené vlnové délky pomocí vztahu
(12.14) a vyneste tuto závislost do grafu.

(c) Proloºte tuto závislost Cauchyovým vztahem (12.15) pro interval vlnových délek 400 nm
aº 800 nm a taktéº ji zobrazte v grafu spole£n¥ s daty. V textu uve¤te získané hodnoty
Cauchyových parametr· A a B v£etn¥ jejich nejistot. Srovnejte je s tabulkovými
hodnotami, viz nap°. [4].

2. Ur£ení indexu lomu a tlou²´ky tenké vrstvy z propustnosti

(a) Nam¥°te spektrální závislost propustnosti vzorku tenké vrstvy na substrátu v rozsahu
400-900 nm a vyneste ji do grafu spole£n¥ s daty substrátu. Na základ¥ srovnání
zhodno´te, zda má vrstva v¥t²í index lomu neº substrát nebo naopak.

(b) Ur£ete hodnoty indexu lomu vrstvy ze v²ech extrém· spektrální závislosti propustnosti,
které mají lichý interferen£ní °ád (výraz (12.24b)) nebo pomocí �tování vztahu (12.22)
na data, viz vzorový program [6].

(c) Vyneste gra�cky závislost indexu lomu vrstvy na vlnové délce.

(d) Ur£ete hodnotu tlou²´ky vrstvy pomocí vztahu (12.29) nebo pomocí �tování vztahu
(12.22) na data, viz vzorový program [6].

3. Lambert·v�Beer·v zákon a absorp£ní koe�cient

(a) Nam¥°te spektrální závislost propustnosti sérií desti£ek p°iloºených na sebe pro n¥kolik
r·zných po£t· desti£ek (1�4) umíst¥ných ve vzorkovém prostoru spektrometru a
vyneste je do grafu. Tlou²´ku desti£ek povaºujte za identickou: zm¥°te tlou²´ku n¥kolika
desti£ek, za výsledek vezm¥te pr·m¥rnou hodnotu.

(b) Pomocí vztahu (12.31) ve zlogaritmované podob¥ ur£ete, nakolik se data shodují s
p°edpov¥dí Lambertova�Beerova zákona a ur£ete absorp£ní koe�cient dané látky za
p°edpokladu, ºe nebereme v úvahu odrazy na rozhraních. Prove¤te alespo¬ pro t°i
vlnové délky. Závislosti logaritmu propustnosti na tlou²´ce materiálu vyneste do grafu
spolu výsledkem lineární regrese.

(c) Ur£ete absorp£ní koe�cient nezávisle pro kaºdé spektrum propustnosti a vyneste
v²echny získané závislosti absorp£ních koe�cient· na vlnové délce do jednoho grafu.
Diskutujte, jak souvisí subjektivn¥ vnímaná barva daného materiálu se získanou
spektrální závislostí absorp£ního koe�cientu.
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Ústav fyziky kondenzovaných látek
P°írodov¥decká fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikální praktikum 2

A. Statistické zpracování m¥°ení

Návody pro statistické zpracování m¥°ení byly podrobn¥ probrány v p°edm¥tu F2180 Fyzikální
praktikum 1. Zde se proto omezíme pouze na p°ipomenutí základních vztah·.

Statistický odhad p°ímo m¥°ené fyzikální veli£iny

P°edpokládejme, ºe nam¥°íme sadu N hodnot {x1, x2, . . . , xN}, pak odhadem st°ední hodnoty je
aritmetický pr·m¥r x̄

x̄ =
1

N

N∑
i=1

xi. (A.1)

Sm¥rodatná odchylka s se vypo£te podle vztahu

s =

√√√√ 1

N − 1

N∑
i=1

(xi − x̄)2. (A.2)

Odhad nejistoty na hladin¥ spolehlivosti P je

∆ = tP,N−1
s√
N
, (A.3)

kde tP,N−1 je Student·v koe�cient pro hladinu spolehlivosti P a po£et stup¬· volnosti ν = N −1.
Intervalový odhad, ve kterém leºí m¥°ená hodnota s pravd¥podobností P , je

(x̄±∆) =

(
x̄± tP,N−1

s√
N

)
. (A.4)

Statistické odhady nep°ímo m¥°ené veli£iny

Hodnota nep°ímo m¥°ené fyzikální veli£iny y je dána funkcí jedné £i n¥kolika p°ímo m¥°ených
veli£in; obecn¥ pro funkci n veli£in platí y = f(x1, x2, . . . , xn). M¥jme pro i-tou veli£inu odhad
st°ední hodnoty x̄i a nejistoty ∆i, pak odhad veli£iny ȳ je dán vztahem

ȳ = f(x̄1, x̄2, . . . , x̄n) (A.5)

a odhad její nejistoty ∆y podle zákona p°enosu nejistot

∆y =

√√√√( ∂f

∂x1
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)2

∆2
1 +

(
∂f

∂x2
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x̄2

)2

∆2
2 + · · ·+

(
∂f

∂xn

∣∣∣∣
x̄n

)2

∆2
n. (A.6)

Poznámka

P°edchozí vztahy jsou odvozeny za mnoha p°edpoklad·; mezi jinými jsou to p°edpoklady, ºe
náhodné odchylky nam¥°ených hodnot spl¬ují Gaussovo rozd¥lení, jednotlivé nam¥°ené hodnoty
jsou statisticky nezávislé a podobn¥. Také v t¥chto vztazích nejsou zahrnuty dal²í moºné vlivy, jako
odchylky m¥°icích p°ístroj·, £i nevhodné metody zpracování. Tento návod je t°eba brát pouze jako
pomocný seznam n¥kolika pot°ebných vztah·. Pro detailn¥j²í rozbor odkazujeme na literaturu,
která je dostupná v hojném po£tu i v £eském jazyce.
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Tabulka A.1: Tabulka Studentových koe�cient· tP,ν .

Po£et stup¬· Hladina spolehlivosti P
volnosti ν 0,50 0,6827 0,90 0,9545 0,98 0,99 0,9973

1 1,000 1,838 6,314 13,968 31,821 63,657 235,784
2 0,816 1,321 2,920 4,527 6,965 9,925 19,206
3 0,765 1,197 2,353 3,307 4,541 5,841 9,219
4 0,741 1,142 2,132 2,869 3,747 4,604 6,620
5 0,727 1,111 2,015 2,649 3,365 4,032 5,507
6 0,718 1,091 1,943 2,517 3,143 3,707 4,904
7 0,711 1,077 1,895 2,429 2,998 3,500 4,530
8 0,706 1,067 1,860 2,366 2,896 3,355 4,277
9 0,703 1,059 1,833 2,320 2,821 3,250 4,094
10 0,700 1,053 1,812 2,284 2,764 3,169 3,957
11 0,697 1,048 1,796 2,255 2,718 3,106 3,850
12 0,696 1,043 1,782 2,231 2,681 3,055 3,764
13 0,694 1,040 1,771 2,212 2,650 3,012 3,694
14 0,692 1,037 1,761 2,195 2,625 2,977 3,636
15 0,691 1,034 1,753 2,181 2,603 2,947 3,586
16 0,690 1,032 1,746 2,169 2,584 2,921 3,544
17 0,689 1,030 1,740 2,158 2,567 2,898 3,507
18 0,688 1,029 1,734 2,149 2,552 2,878 3,475
19 0,688 1,027 1,729 2,141 2,540 2,861 3,447
20 0,687 1,026 1,725 2,133 2,528 2,845 3,422
25 0,684 1,020 1,708 2,105 2,485 2,787 3,330
30 0,683 1,017 1,697 2,087 2,457 2,750 3,270
40 0,681 1,013 1,684 2,064 2,423 2,704 3,199
50 0,679 1,010 1,676 2,051 2,403 2,678 3,157
100 0,677 1,005 1,660 2,025 2,364 2,626 3,077
∞ 0,675 1,000 1,645 2,000 2,326 2,576 3,000
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Ústav fyziky kondenzovaných látek
P°írodov¥decká fakulta, Masarykova univerzita, Brno

Fyzikální praktikum 2

B. Návod k pouºití osciloskopu

Úvod

V mnoha úlohách Fyzikálního praktika 2 i jinde se pouºívá osciloskop k m¥°ení £asov¥ závislých
signál·. Osciloskopy jsou analogové nebo digitální; klasický analogový osciloskop pracuje s CRT
obrazovkou, kdy se elektronový svazek vychyluje p°ivedeným nap¥tím, zatímco digitální osciloskop
p°evádí analogový vstupní signál do digitální podoby a s ním pak dále pracuje. Jiné d¥lení je
moºné podle po£tu vstupních signál· (kanál·), které je moºné sou£asn¥ m¥°it. Nejb¥ºn¥j²í jsou
jednokanálové a dvoukanálové osciloskopy, vyrábí se v²ak i vícekanálové. V tomto návodu popí²eme
základy práce na analogovém dvoukanálovém osciloskopu. Základní funkce a ovládání jiných typ·
osciloskop· jsou prakticky stejné; digitální osciloskopy umoº¬ují komplexn¥j²í práci s nam¥°enými
daty, p°ípadn¥ jejich uloºení na externí datové medium.
Tento návod obsahuje popis nejd·leºit¥j²ích funkcí a základního ovládání b¥ºných osciloskop·,
kompletní popis v²ech funkcí poskytuje manuál výrobce toho kterého p°ístroje.

Základní ovládací prvky osciloskopu

Dva typické analogové dvoukanálové osciloskopy jsou zobrazeny na obrázcích B.1 a B.2. Tyto

Obrázek B.1: Osciloskop MCP CQ5640. �ísla ozna£ují umíst¥ní ovládacích prvk· zmín¥ných
v textu.

obrázky p°edstavují p°íklady umíst¥ní ovládacích prvk·, skute£né umíst¥ní a p°esné ozna£ení
ovládacích prvk· r·zných osciloskop· se m·ºe mírn¥ li²it od ozna£ení zmín¥ných v textu. Naprostá
v¥t²ina dvoukanálových osciloskop· umoº¬uje funkce a má ovládací prvky zmín¥né v tomto
obecném návodu.
Základní ovládací prvky jsou hlavní vypína£ (1), ost°ení stopy (obvyklé zna£ení FOCUS)
a nastavení intensity sv¥telné stopy (2 � INTENSITY). Tato nastavení není obvykle t°eba
upravovat, ²patné zaost°ení se projeví rozmazáním m¥°ených k°ivek. Intensitu nastavujeme tak,
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aby byly m¥°ené k°ivky dostate£n¥ jasné, ale aby naopak nedocházelo ke zbyte£nému �vypalování�
obrazovky.

P°ivedení signálu

Obvyklým vstupem osciloskopu je BNC konektor pro p°ipojení koaxiálního kabelu (11). Pro m¥°ení
nízkofrekven£ních signál· m·ºeme na BNC konektor p°ipojit redukci na banánky jako na obrázku
B.1. Jeden ze vstupních kontakt· obou konektor· bývá uzemn¥n (vn¥j²í kontakt BNC konektoru)
a pokud je n¥který z kontakt· v obvodu také uzemn¥n, je t°eba propojit uzemn¥né kontakty
navzájem. Zejména je t°eba mít tento fakt na pam¥ti p°i m¥°ení dvou r·zných signál· z jednoho
obvodu a p°ipojit spole£ný kontakt k zemn¥ným kontakt·m. Nepropojíme-li správn¥ zemn¥né
kontakty, m·ºeme v obvodu zp·sobit zkrat.

Ovládání £asové základny

Základním prvkem je p°epína£ rozsahu £asové osy (3 � TIME/DIV). Nastavený £as pak odpovídá
jednomu dílku na obrazovce osciloskopu (obvykle odpovídá 1 cm). �asovou základnu je také moºné
spojit¥ m¥nit kno�íkem (4 � VARIABLE), chceme-li ode£ítat absolutní £asovou hodnotu je nutno
tento kno�ík oto£it do kalibrované polohy ozna£ené CAL. nebo CALIB. � obvykle krajní poloha
vpravo. Dal²í je oto£ný kno�ík pro posun k°ivky vlevo £i vpravo (5 � ⇔POSITION).

Ovládání nap¥´ové základny

Kaºdý z kanál· má vlastní ovládací prvky z°eteln¥ odd¥lené, ale identické. Základem je op¥t
p°epína£ rozsah· (6 � VOLTS/DIV), a spojitý m¥ni£ rozsah· (8 � VARIABLE). Podobn¥
jako u £asové základny pak nap¥tí uvedené na p°epína£i odpovídá jednomu dílku na obrazovce
osciloskopu, pouze pokud je kno�ík spojité zm¥ny rozsahu v kalibrované poloze (obvykle krajní
poloha vpravo). Posun k°ivky nahoru a dol· nezávisle pro kaºdý kanál je moºno kno�íkem (7 �
⇕POSITION). Druhý kanál má obvykle k dispozici tla£ítko pro zobrazení p°evráceného signálu (10
� INVERT nebo CH2 INV). Pro vybírání zobrazeného signálu slouºí p°epína£ (9), který umoº¬uje
vybrat zobrazení signálu z prvního nebo druhého kanálu, £i obou sou£asn¥ nebo sou£tu signál·
z obou vstup·. Pro zobrazení jejich rozdílu se pouºije zobrazení sou£tu vstupu prvního kanálu
a invertovaného vstupu na druhém kanálu. P°i s£ítání nebo ode£ítání signál· je t°eba dbát na
nastavení stejného rozsahu na obou vstupech.
V¥t²ina osciloskop· dále obsahuje p°epína£, kterým m·ºeme odstranit stejnosm¥rnou sloºku,
pokud pro nás není zajímavá. Tento p°epína£ bývá ozna£en DC/AC/GROUND. V poloze
AC (alternating current � st°idavý proud) je ke vstupu p°ipojen kondenzátor, který od�ltruje
stejnosm¥rnou sloºku. V poloze DC (direct current � stejnosm¥rný proud) je vstup p°ímo

Obrázek B.2: Osciloskop Hung chang 3502C. �ísla ozna£ují umíst¥ní ovládacích prvk· zmín¥ných
v textu. Kno�íky 4 a 8 jsou umíst¥ny ve st°edu p°epína£· 3 a 6.
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Obrázek B.3: Ode£ítání z obrazovky osciloskopu v X-Y reºimu. Oba kanály jsou p°epnuty na
rozsah 20mV/dílek. Vodorovná vzdálenost odpovídá 20mV, svislá 46mV.

zobrazován v£etn¥ stejnosm¥rné sloºky. Pro ode£ítání absolutní hodnoty stejnosm¥rné sloºky je
t°eba porovnat s nulovou hladinou, pro tento ú£el m·ºeme pouºít polohu GROUND, kdy je vstup
osciloskopu uzemn¥n.

Zobrazení v X-Y reºimu

�asto se pouºívá také zobrazení nap¥tí na druhém vstupu jako funkce nap¥tí na prvním vstupu,
tzv. X-Y reºim. Pouºívá se nap°íklad pro zobrazení volt-ampérových charakteristik nelineárních
prvk·, kdy jako veli£inu úm¥rnou proudu p°ivádíme nap¥tí na sériov¥ p°ipojeném rezistoru, nebo
hysterezní smy£ky v úloze 5. Pro p°epnutí do X-Y reºimu slouºí bu¤ zvlá²tní p°epína£, nebo se
£asto objevuje jako krajní poloha p°epína£e £asové ²kály (3), jako v p°ípad¥ obou zobrazených
osciloskop·. �kálu na vodorovné ose pak ovládáme ovlada£i pro první kanál (6, 7, 8), ovlada£e
£asové základny (4, 5) nemají na zobrazení ºádný vliv.

Ode£ítání z osciloskopu

P°ed zahájením ode£ítání na osciloskopu musíme nejprve nastavit ovlada£e nap¥´ových a £asových
rozsah· do kalibrované polohy (ovlada£e 4 a 8). Opomeneme-li nastavit kalibrované polohy,
ode£ítáme pak naprosto nesmyslné hodnoty!
Dal²í postup je pak uº p°ímo£arý � pro snaz²í ode£ítání si m·ºeme posunout k°ivky nahoru, dol·
£i do stran tak, aby se nám snadno ode£ítaly vzdálenosti pomocí zobrazené sít¥. Jednomu dílku
zobrazené sít¥ odpovídá nastavený rozsah p°epína£em (p°epína£ £asové základny 3, £i nap¥´ového
rozsahu 6). Jeden dílek odpovídá obvykle 1 cm, proto m·ºeme alternativn¥ pouºít k ode£ítání
pravítko. M¥°íme-li v X-Y reºimu, pak se rozsah i na vodorovné ose p°epíná nap¥´ovým p°epína£em
prvního kanálu (6). P°íklad ode£ítání z obrazovky v X-Y reºimu je na obrázku B.3. N¥které
osciloskopy (p°eváºn¥ digitální) umoº¬ují ode£ítání pomocí pohyblivých kurzor·, pouºití kurzoru
je pak intuitivní, nastavíme si kurzory vzdálenost, kterou chceme m¥°it, a ode£teme odpovídající
£íselnou hodnotu £asového intervalu nebo nap¥tí na obrazovce.

Synchronizace

Dal²í funkce osciloskop· je nastavení synchronizace nebo také spou²t¥cího signálu (12 �
TRIGGER). P°i zobrazení periodického signálu je vhodné, aby se opakovaný pr·b¥h zobrazoval
stále do stejného místa. Jinak je pozorování stále se m¥nících k°ivek velmi nepohodlné a p°i
vy²²ích frekvencích nemoºné. K tomu slouºí mechanismus synchronizace, který za£ne zobrazovat
k°ivku v krajní levé poloze obrazovky vºdy ve stejném nastaveném bod¥. Toto nastavení vychází
z p°edpokladu, ºe m¥°ené nap¥tí periodicky klesá a stoupá. V nastavení synchronizace je moºné
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vybrat, zdali má zobrazení za£ít ve stoupající £i klesající £ásti pr·b¥hu a dále pak nastavit p°i
dosaºení jakého nap¥tí má zobrazení za£ít. Dále je moºné vybrat, který vstupní kanál se má
pro sychronizaci pouºít, p°ípadn¥ je moºn¥ k synchronizaci vyuºít externí signál, pro který bývá
vyveden zvlá²tní konektor (13). K sychronizaci je t°eba pouºít signál, který má dostate£nou
amplitudu vzhledem k ²umu v obvodu. Pokud má p°ivád¥ný signál p°íli² malou nap¥´ovou
amplitudu (srovnatelnou se ²umem), bývá dosaºení správné synchronizace velmi obtíºné.


	1.  Studium elektromagnetické indukce
	Závislost indukovaných pulzů na výchylce
	Tlumení pohybu magnetu

	2.  Tranzistor a zesilovač napětí
	3.  Rozložení elektrického pole
	Rozložení potenciálu v okolí dvouvodičového vedení

	4.  Brownů pohyb
	5.  Magnetické pole
	Geomagnetické pole
	Magnetická odezva feromagnetického materiálu.

	6.  Elektromagnetické kmity v RLC obvodu
	Teorie obvodů s R, L a C součástkami
	Obvod s odporem
	Obvod s kondenzátorem
	Obvod s cívkou
	RLC obvod

	Popis experimentální aparatury a měření
	Zpracování dat
	Frekvenční závislost vodivosti
	Přechodový jev

	Úkoly pro měření a zpracování dat

	7.  Odraz a lom světla, Fresnelovy vztahy, Snellův zákon
	Měření odrazivosti dielektrika
	Průchod světla planparalelní deskou

	8.  Měření parametrů zobrazovacích soustav
	Teorie
	Určení indexu lomu čoček z ohniskové vzdálenosti a měření křivosti


	9.  Závislost indexu lomu skla na vlnové délce
	Měření závislosti indexu lomu skla na vlnové délce metodou minimální deviace

	10.  Polarizace světla
	Měření indexu lomu a optické stáčivosti roztoku sacharózy
	Malusův zákon, měření polarizační schopnosti reálných polaroidů

	11.  Interference a difrakce světla
	Interference světla
	Difrakce světla

	12.  Optická spektroskopie
	Určení spektrální závislosti indexu lomu neabsorbující tlusté vrstvy z měření propustnosti
	Určení indexu lomu a tloušťky tenké vrstvy
	Lambertův–Beerův zákon a absorpční koeficient
	Úkoly pro měření a zpracování dat

	A.  Statistické zpracování měření
	B.  Návod k použití osciloskopu

