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1. Studium elektromagnetické indukce

Úkoly k m¥°ení

� Zm¥°te tvar nap¥´ových pulz· na cívce v závislosti na výchylce kyvadla s magnetem.

� Z p°edchozí závislosti ur£ete polom¥r cívky a magnetický moment magnetu.

� Studujte tlumení indukovaných pulz·.

Závislost indukovaných pulz· na výchylce

Teorie

Jedním z pilí°· elektrodynamiky je Faraday·v zákon [1], který vyjad°uje vztah mezi nap¥tím U
indukovaným v uzav°ené smy£ce a £asovou zm¥nou magnetického toku Φ procházejícího plochou
smy£ky:

U = −dΦ

dt
. (1.1)

V této úloze1 budeme studovat elektromagnetickou indukci v systému znázorn¥ném na obrázku 1.1.
Zdrojem magnetického pole je permanentní magnet upevn¥ný na dvojitém kyvadle. P°i kmita-
vém pohybu magnet periodicky prolétává cívkou a indukuje v ní nap¥´ové pulzy, jejichº £asovou
závislost zaznamenáváme.

Aby mohla být hodnota m¥°eného nap¥tí p°enesena do po£íta£e, je t°eba ji p°evést do £íselné
podoby. K tomu slouºí tzv. analogov¥-digitální (AD) p°evodník � za°ízení, na jehoº vstupu je
analogový signál (v na²em p°ípad¥ nap¥tí a p°evodník tak slouºí jako voltmetr) a na výstupu
£íselná (digitální) reprezentace tohoto signálu. AD-p°evodník pouºitý v praktiku má rozli²ení 8
bit·, tedy osm £íslic ve dvojkové soustav¥. Je schopen rozeznat 28 = 256 úrovní nap¥tí, coº p°i
jeho nap¥´ovém rozsahu 2,5 V p°edstavuje m¥°ení s p°esností 0,01 V.

Pr·b¥h indukovaných nap¥´ových pulz·

K indukci m¥°itelného nap¥´ového pulzu dochází, pokud se magnet pohybuje v blízkosti snímací
cívky. Pohyb magnetu v·£i cívce v této oblasti m·ºeme pro jednoduchost nahradit rovnom¥rným
pohybem magnetu po ose cívky, pop°ípad¥ cívky po ose magnetu. Na obrázku 1.2 je ukázáno
magnetické pole válcového permanentního magnetu. Uvaºujme o cívce, která se pohybuje v poli
magnetu, p°i£emº osa cívky splývá s osou magnetu. Tok magnetických induk£ních £ar cívkou
v závislosti na vzdálenosti cívky od magnetu je vynesen ve spodní £ásti obrázku 1.2. Nap¥tí, které
se v ní indukuje p°i jejím pohybu po ose, je podle Faradayova zákona (1.1) rovno záporn¥ vzaté
£asové derivaci magnetického induk£ního toku cívkou. P°ibliºuje-li se cívka k magnetu, vzr·stá
tok její plochou a objevuje se záporné indukované nap¥tí. P°i pr·chodu kolem magnetu dosahuje
magnetický induk£ní tok maxima, jeho £asová derivace a tedy indukované nap¥tí je v tomto
bod¥ rovno nule. Kone£n¥ p°i vzdalování induk£ní tok klesá a indukované nap¥tí je kladné. Svého
maxima (minima) nabude indukované nap¥tí v míst¥, kde magnetický induk£ní tok klesá (roste)

1Sestavení úlohy bylo inspirováno £lánkem [2].
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Obrázek 1.1: Schéma experimentálního uspo°ádání. Permanentní magnet prolétávající cívkou v ní
indukuje nap¥tí, které je snímáno po£íta£em. Cívka je zatíºena prom¥nným rezistorem o odporu
R, coº omezuje proud v obvodu a tím p°ímo ovliv¬uje elektromagnetické tlumení pohybu magnetu.
Pro potla£ení vysokofrekven£ního ²umu m·ºeme paraleln¥ k rezistoru zapojit kondenzátor s malou
kapacitou C (°ádov¥ 100 nF).
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Obrázek 1.2: Naho°e: Induk£ní £áry magnetického pole válcového magnetu, jehoº osa je totoºná
s osou x. Dole: Magnetický induk£ní tok cívkou souosou s magnetem v závislosti na její vzdálenosti
od magnetu. Polohy cívky pro zvýrazn¥né body na k°ivce jsou znázorn¥ny p°eru²ovanými £arami
v horním panelu.

nejstrm¥ji. Amplituda nap¥´ového pulzu závisí na rychlosti pohybu. �ím rychleji se v·£i sob¥ cívka
a magnet pohybují, tím rychlej²í jsou zm¥ny induk£ního toku cívkou, coº má podle Faradayova
zákona za následek vy²²í hodnotu indukovaného nap¥tí.

Jednoduchý kvantitativní popis na²eho experimentu je moºný v p°iblíºení, kdy permanentní
magnet nahradíme magnetickým dipólem a cívku kruhovým závitem. Dále budeme pohyb mag-
netu v t¥sné blízkosti cívky aproximovat rovnom¥rným p°ímo£arým pohybem po ose cívky rych-
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Obrázek 1.3: (a) Bo£ní pohled na kruhový závit o polom¥ru a, jímº prolétá magnet s dipólovým
momentem m. (b) �asová závislost magnetického induk£ního toku. (c) Nap¥tí indukované v kru-
hovém závitu.

lostí vmax, která odpovídá nejniº²ímu bodu skute£né kruhové trajektorie. Zjednodu²ená situace
je znázorn¥ná na obrázku 1.3(a). Magnetické pole magnetického dipólu je dáno vztahem [3, 4]
(v jednotkách SI2)

B(r) =
µ0

4πr3

[
3(r ·m)r

r2
−m

]
, (1.2)

kde r je polohový vektor vztaºený na magnetický dipól, m magnetický dipólový moment a µ0 je
permeabilita vakua. Snadným výpo£tem lze ov¥°it, ºe magnetický induk£ní tok pole magnetického
dipólu orientovaného ve sm¥ru osy x plochou kruhového závitu je roven

Φ(x) =

∫
S
B dS =

µ0m

2

a2

(a2 + x2)3/2
, (1.3)

kde a je polom¥r kruhového závitu, do jehoº st°edu umístíme po£átek osy x.
K ur£ení nap¥tí indukovaného v závitu p°i pohybu magnetu uºijeme Faraday·v zákon (1.1).

Nech´ v £ase t = 0 s prochází dipól st°edem cívky, pak je jeho sou°adnice x vyjád°ena vztahem
x = vmaxt. Provedeme-li za tohoto p°edpokladu £asovou derivaci magnetického induk£ního toku
(1.3), získáme pro nap¥tí indukované v cívce s N závity:

U(t) = −N
dΦ

dt
=

3Nµ0mvmax

2a2
vmaxt/a

[1 + (vmaxt/a)2]5/2
. (1.4)

�asový pr·b¥h magnetického induk£ního toku a indukovaného nap¥tí jsou vykresleny na ob-
rázku 1.3(b) a 1.3(c). K°ivka závislosti indukovaného nap¥tí na £ase obsahuje jedno minimum
a jedno maximum, které nám umoºní zavést ²í°ku pulzu ∆t jako £asový rozdíl mezi okamºikem
maximálního a minimálního nap¥tí a amplitudu nap¥´ového pulzu Umax. Je-li indukované nap¥tí
popsáno rovnicí (1.4), najdeme minimum nap¥tí v bod¥ tmin = −a/2vmax a jeho maximum v bod¥
tmax = +a/2vmax. �í°ka pulzu je tedy nep°ímo úm¥rná rychlosti pr·letu:

∆t = a v−1
max . (1.5)

Dále m·ºeme ur£it amplitudu nap¥tí

Umax =
24

25
√
5

Nµ0m

a2
vmax , (1.6)

2Jednotkou magnetické indukce je 1T (tesla). Pojmenována byla po srbském fyzikovi Nikolu Teslovi (1856�1943).
Oproti soustav¥ CGS (kde je jednotkou indukce Gauss), zde ve vzorci �guruje magnetická permeabilita vakua µ0.
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která je naopak p°ímo úm¥rná rychlosti prolétajícího magnetu.
Zbývá ur£it rychlost vmax, nejsnáze ze zákona zachování energie. Je-li hmotnost magnetu spolu

s jeho nosníkem rovna M , platí

1

2
Mv2max = MgL(1− cosϑmax) , (1.7)

kde g je zemské tíhové zrychlení, L délka kyvadla a ϑmax úhlová amplituda jeho kmit·. Odtud

vmax = 2
√
gL sin

(
ϑmax

2

)
≈

√
gLϑmax . (1.8)

Úkoly

1. Zm¥°te závislost amplitudy a ²í°ky nap¥´ového pulzu indukovaného v cívce na úhlové ampli-
tud¥ kmit· (a tedy na rychlosti magnetu prolétajícího cívkou) a zjist¥te, zda p°ibliºn¥ platí,
ºe Umax je p°ímo úm¥rné úhlu ϑmax (Umax ∼ ϑmax) a £as ∆t nep°ímo úm¥rný tomuto úhlu
(∆t ∼ ϑ−1

max).

2. Spolu s nam¥°enými hodnot vyneste do graf· i p°ímku odpovídající modelové lineární zá-
vislosti.

3. Uºitím vztahu (1.5) mezi ²í°kou pulzu a rychlostí pr·letu ur£ete efektivní polom¥r pouºité
cívky. S pomocí parametr· cívky a vztahu (1.6) dále odhadn¥te magnetický dipólový moment
pouºitého magnetu.

Tlumení pohybu magnetu

Teorie

V p°edchozí £ásti jsme uvaºovali o netlumeném kmitavém pohybu magnetu s konstantní amplitu-
dou výchylky. Ve skute£nosti bude ov²em pohyb tlumený a to mechanicky (kv·li odporu vzduchu)
a elektromagneticky (je-li obvod snímací cívky propojen a zát¥ºový odpor R není p°íli² velký).
�asová závislost poklesu amplitudy v d·sledku t¥chto dvou tlumení má odli²ný charakter, který
nám umoºní v experimentu rozli²it reºim s p°eváºn¥ mechanickým a p°eváºn¥ elektromagnetickým
tlumením.

Vy²et°íme nejprve p°ípad mechanického tlumení, p°i£emº budeme sledovat úbytek mechanické
energie E = Mv2max/2. P°edpokládejme, ºe odporová síla zp·sobená t°ením o vzduch p°i nízkých
rychlostech je úm¥rná rychlosti magnetu3, F = kv. Pokud je tlumení pohybu malé, m·ºeme
pohyb magnetu b¥hem jednoho kyvu popsat vztahem ϑ = ϑmax cosωt, kde ϑmax je amplituda
kmit· v daném okamºiku a ω = 2π/T je frekvence kmit·. Rychlost magnetu je v tomto p°ípad¥
rovna v = −vmax sinωt, kde vmax = ϑmaxωL. Úbytek mechanické energie b¥hem jednoho kyvu,
který získáme integrací výkonu odporové síly

∆E =

∫ T/2

0
Fv dt =

∫ T/2

0
k v2max sin

2 ωtdt =
1

4
Tk v2max , (1.9)

je malý v·£i E a pro pozvolna klesající E je tak moºné sestavit diferenciální rovnici

dE

dt
≈ −∆E

T/2
= −1

2
k v2max = − k

M
E . (1.10)

3Lineární závislost odporu na rychlosti je vhodným p°iblíºením pro malé výchylky (a rychlosti) kyvadla, vedoucí
k výsledk·m v dostate£ném souladu s experimentáln¥ stanoveným poklesem amplitudy.
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�e²ením této rovnice s po£áte£ní podmínkou E(0) = E0 zjistíme, ºe mechanická energie, maxi-
mální rychlost magnetu i amplituda jeho kmit· exponenciáln¥ klesají s £asem

E(t) = E0 e
−kt/M , vmax(t) ∼

√
E ∼ e−βt , ϑmax(t) ∼ e−βt , kde β =

k

2M
. (1.11)

Nyní uvaºujme o p°ípadu, kdy je tlumení pohybu magnetu £ist¥ elektromagnetické. Ke ztrát¥
mechanické energie dojde p°i pr·letu magnetu cívkou, kdy indukované nap¥tí vyvolá proud cívkou
a její pole pak brzdí pohyb magnetu. Úbytek mechanické energie b¥hem jednoho kyvu stanovíme
pomocí ztrátového výkonu na zat¥ºovacím odporu R a vlastním odporu cívky Rc

∆E =

∫
pr·let

U Idt =

∫
pr·let

U2

R+Rc
dt . (1.12)

Vzhledem k tomu, ºe amplituda nap¥tí je úm¥rná vmax a £as pr·letu je úm¥rný v−1
max, je úbytek

energie úm¥rný vmax. Podrobný výpo£et vyuºívající vztahu (1.4) ukazuje, ºe

∆E = K vmax , kde K =
45π

512

N2µ2
0m

2

(R+Rc)a3
. (1.13)

V analogii s rovnicí (1.10) m·ºeme psát

dE

dt
≈ −∆E

T/2
= −2K

T
vmax = −2K

T

√
2E

M
odkud

√
E(t) =

√
E0 −

K

T

√
2

M
t . (1.14)

Jelikoº ϑmax(t) ∼ vmax(t) ∼
√
E, dostáváme lineární pokles amplitudy kmit· v £ase

ϑmax(t) = ϑmax(0)− αt , kde α =
2K

TM
√
gL

. (1.15)

Tento vztah je moºné pouºít, dokud je amplituda kmit· dostate£n¥ velká. Poté p°estává platit
rovnice (1.13) a p°edev²ím výchozí p°edpoklad o malém relativním úbytku mechanické energie
b¥hem jednoho kyvu.

P°i ur£ení amplitudy kmit· z amplitudy indukovaného nap¥tí je t°eba vzít v úvahu, ºe zm¥°ená
amplituda nap¥tí je niº²í neº indukovaná vlivem d¥lení na odporech v obvodu. Pro proud v obvodu
platí

I =
Umax,induc

R+Rc
(1.16)

a zárove¬ pro nap¥tí m¥°ené pouze na zat¥ºovacím odporu

I =
Umax,meas

R
(1.17)

Pro toto nap¥tí pak dostaneme

Umax,meas = Umax,induc
R

R+Rc
. (1.18)

Tato oprava je podstatná pro malé hodnoty zat¥ºovacího odporu R. Závislost amplitudy nap¥tí
na výchylce byla m¥°ena v povinné £ásti. Alternativn¥ je moºno ur£it amplitudu kmit· z ²í°ky
pulzu ∆t, kde není ºádná korekce nutná.

Úkoly

1. Pro n¥kolik hodnot zat¥ºovacího odporu R sledujte tlumení kmitavého pohybu magnetu a
ur£ete £asovou závislost amplitudy kmit· ϑmax. Vyuºijte p°itom amplitudy nap¥tí (s ko-
rekcí dle (1.18)) event. ²í°ky jednotlivých nap¥´ových pulz·. V p°ípad¥ malého zat¥ºovacího
odporu byste m¥li pozorovat lineární pokles amplitudy kmit· (1.15), v opa£ném p°ípad¥ je
charakter poklesu spí²e exponenciální (1.11).
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2. Zjist¥te, zda je sm¥rnice α poklesu amplitudy kmit· pro p°ípad dominantního elektromagne-
tického tlumení nep°ímo úm¥rná R+Rc, jak p°edpovídá teorie (nap°. proloºením závislosti
hodnot 1/α na R p°ímkou, pr·se£ík s osou x by m¥l odpovídat hodnot¥ −Rc).

3. Stanovte koe�cient útlumu β pro p°ípad p°evládajícího mechanického tlumení.4
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