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3. Elektri
ké pole, m·stkové metody

m¥°ení odporu

Úkoly k m¥°ení

M¥°ení odporu m·stkovou metodou

� M¥°ení odpor· dvou rezistor· a jeji
h sériové a paralelní kombina
e pomo
í Wheatstonova

m·stku.

� Ov¥°ení vztah· pro skládání odpor·.

Rozloºení poten
iálu v okolí dvouvodi£ového vedení

� Po
hopení a prakti
ké zvládnutí m¥°ení rozloºení elektri
kého pole v elektrolyti
ké van¥

pomo
í st°ídavého mostu.

� Porovnání m¥°eného elektrostati
kého pole v okolí dvouvodi£ového vedení s teoreti
kým

výpo£tem.

M¥°ení odporu m·stkovou metodou

Teoreti
ký úvod

M·stkové metody jsou £asto uºívané pro stanovení hodnoty odpor·. Prin
ipiální zapojení m·stku

je na obrázku 3.1. �ty°i odpory jsou zapojeny do �£tver
e,� v jehoº jedné úhlop°í£
e je zapojen

zdroj nap¥tí a v druhé m¥°í
í p°ístroj ur£ují
í velikost pro
házejí
ího proudu I. Nepro
hází-li
touto v¥tví proud, °íkáme, ºe m·stek je vyváºen. Tento stav (I = 0) z°ejm¥ nastane, je-li nap¥tí

mezi body B a D nulové, tj.

UBD = 0. (3.1)

Toto nap¥tí m·ºeme vyjád°it jako rozdíl poten
iál· v bode
h B a D vzhledem k bodu A

UBD = UBA − UDA. (3.2)

Obdobn¥ lze uvaºované nap¥tí ur£it, vezmeme-li za vztaºný bod bod C

UBD = UBC − UDC . (3.3)

Z podmínek (3.1) aº (3.3) plyne

UBA = UDA, UBC = UDC . (3.4)

protoºe mezi body B a D nepro
hází proud, musí odpory R1 a R2 pro
házet proud I1 a odpory

R3 a R4 proud I3. Pak lze podmínku (3.4) psát následovn¥

R1I1 = R3I3, R2I1 = R4I3, (3.5)
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Obrázek 3.1: Obe
né zapojení stejnosm¥rného m·stku.

odkud d¥lením obou rovni
 dostáváme podmínku rovnováhy na m·stku

R1

R2

=
R3

R4

. (3.6)

Je-li nap°. hodnota odporu R1 neznámá, lze ji stanovit ze vztahu

R1 =
R3

R4

R2, (3.7)

tzn. musíme znát absolutní hodnotu jednoho odporu a pom¥r zbývají
í
h dvou odpor·.

Uvedený záv¥r nám poslouºí ke stanovení hodnoty neznámého odporu Rx v zapojení m·stku

podle obrázku 3.2. Odpory jsou v tomto p°ípad¥ tvo°eny p°esn¥ lineárním poten
iometrem rea-

lizovaným homogenním odporovým drátem s posuvným kontaktem, kterým nastavujeme m·stek

do rovnováhy. Je-li délka drátu l, pak v rovnováze platí

Rx = RN
a

b
= RN

a

l − a
. (3.8)

R R
R

a b

X
N

G

Obrázek 3.2: M·stek s lineárním poten
iometrem.

Rozsah m·stku lze m¥nit zm¥nou známého odporu RN . M¥°ení je nejp°esn¥j²í, je-li R3 ≈ R4,

tj. a ≈ b. Odpor R slouºí jako p°ed°adný odpor, kterým zmen²ujeme proud m¥°í
ím p°ístrojem

v p°ípad¥, ºe most není je²t¥ vyváºen.

M·stkovou metodou je moºné m¥°it odpory v pom¥rn¥ ²irokém intervalu s dostate£nou p°es-

ností. P°i m¥°ení odpor· °ádu 100 Ω a men²í
h se za£íná uplat¬ovat vliv spoj·. P°i m¥°ení velký
h

odpor· °ádu 106 Ω a vy²²í
h je proud pro
házejí
í m·stkem malý a m·stek je málo 
itlivý. Tato
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otázka je diskutována nap°. v [2℄. Proudová 
itlivost m·stku udává, jak velká je zm¥na proudu

vyvolaná jednotkovou zm¥nou odporu. Citlivost m·stku úz
e souvisí s poºadovanou p°esností m¥-

°ení. �ím v¥t²í p°esnosti 
h
eme dosáhnout, tím v¥t²í jsou poºadavky na 
itlivost m·stku a m¥°í
í

p°ístroje.

Úkoly

1. Zm¥°te hodnoty odpor· dvou rezistor· a jeji
h sériového a paralelního zapojení pomo
í

Wheatstonova m·stku. Pro kaºdý z rezistor· a jeji
h kombina
í prove¤te 4 aº 8 m¥°ení pro

r·zné polohy posuvného kontaktu (obr. 3.2). Výsledky statisti
ky zpra
ujte.

2. Ov¥°te platnost vztah· pro výpo£et sériov¥ a paraleln¥ °azený
h rezistor·. Pouºijte p°itom

porovnání p°ímo nam¥°ený
h hodnot odpor· p°íslu²ný
h kombina
í dvou rezistor· a hod-

not teoreti
ký
h, vypo£tený
h z odpor· jednotlivý
h rezistor·. P°i porovnání uvaºte téº

intervaly spolehlivosti p°ímo m¥°ený
h hodnot a vypo£tený
h hodnot.

Rozloºení poten
iálu v okolí dvouvodi£ového vedení

Teoreti
ký úvod

Poten
iál pole ve vzdálenosti r od p°ímého vodi£e s lineární hustotou náboje τ je

V =
τ

2πǫ
ln

R

r
, (3.9)

kde R je vzdálenost od vodi£e, ve které klademe poten
iál roven nule V (R) = 0 (nelze volit

V (∞) = 0, protoºe náboj je rozloºen na vodi£i, jehoº délka není omezena). Volíme-li místo nulo-

vého poten
iálu ve vzdálenosti R = 1m od vodi£e, pak m·ºeme vztah (3.9) psát

V = −
τ

2πǫ
ln r. (3.10)

x+τ−τ

y

M[x,y]

a a

r

r
1

2

λ>10<λ<1

Obrázek 3.3: Ekvipoten
iální hladiny v rovin¥ kolmé na dva rovnob¥ºné nekone£n¥ dlouhé nabité

vodi£e.

Poten
iál v bod¥ M (obrázek 3.3) od dvou lineární
h rovnob¥ºný
h vodi£· je podle prin
ipu

superpozi
e s p°ihlédnutím ke vztahu (3.10) dán

V = V1 + V2 =
τ

2πǫ
ln

r2
r1
. (3.11)
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Na vodi£í
h jsou rozloºeny elektri
ké náboje s konstantními lineárními hustotami +τ a −τ . Pro
ekvipoten
iály platí

τ

2πǫ
ln

r2
r1

= konst., nebo
r2
r1

= λ, (3.12)

kde r1 =
√

(a− x)2 + y2, r2 =
√

(a+ x)2 + y2 a λ > 0 je parametr ekvipoten
iální
h hladin.

Geometri
kým místem bod· v rovin¥, které mají od daný
h dvou bod· konstantní pom¥r

vzdáleností λ, je pro λ = 1 p°ímka a pro λ 6= 1 Apolloniova kruºni
e. Ve zvolené soustav¥

kartézský
h sou°adni
 je touto p°ímkou osa y, st°edy S[xs, 0] a polom¥ry r Apolloniový
h kruºni


ur£íme tak, ºe rovni
e (3.12) upravíme na tvar

(

x− a
λ2 + 1

λ2 − 1

)2

+ y2 = a2
(

λ2 + 1

λ2 − 1

)2

− a2. (3.13)

Pak

xs = a
λ2 + 1

λ2 − 1
, r =

√

x2s − a2. (3.14)

Z první
h t°í rovni
 (3.29) plyne pro poten
iál elektrostati
kého pole Lapla
eova rovni
e

∇2V = 0. (3.15)

Problém ur£ení elektrostati
kého pole dvojvodi£ového vedení tvo°eného rovnob¥ºnými vál
ovými

vodi£i nahradíme °e²ením elektrostati
kého pole dvoji
e rovnob¥ºný
h vodi£·. Okrajové podmínky

za
hováme, postupujeme-li takto: dané vál
ové vodi£e nahradíme vál
i z dielektrika s permitivitou

prost°edí ǫ a do kaºdého z ni
h vloºíme p°ímkový vodi£ s lineární hustotou náboje τ , resp. −τ
(obrázek 3.4), tzv. elektri
ké osy.

x

M[x,y]

r

r
1

2

−τ

AS

a a

+τ

S1 2

0<λ<1 λ>1

R R

y

hh

B

Obrázek 3.4: Výpo£et poten
iálu v bod¥ M od dvou vál
ový
h nekone£ný
h vodi£· s polom¥rem

R, mezi nimiº je rozdíl poten
iál· U .

Polohu os a hodnotu τ stanovíme tak, aby elektri
ké pole, které vytvá°ejí, m¥lo ekvipoten
iální

plo
hy V1 a V2 s polom¥ry R práv¥ v míste
h povr
hu vál
·, p°i£emº musí být V1 − V2 = U . Ve

zvolené sou°adné soustav¥ je vzdálenost st°ed· S1 a S2 vodivý
h vál
· 2h, pak poloha náhradní
h

vodi£· A a B se ur£í z rovni
e (3.14)

a =
√

h2 −R2. (3.16)

Z poslední rovni
e je z°ejmé, ºe body A a B jsou vzájemn¥ sdruºené v kulové inverzi vzhledem ke

kruºni
ím se st°edy S1 a S2. Pak platí

R2 = h2 − a2 = (h− a)(h+ a) = S2A.S2B = S1B.S1A. (3.17)
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Poten
iál v bod¥ M bude podle (3.11)

V =
τ

2πǫ
ln

r2
r1

=
τ

2πǫ
lnλ. (3.18)

Pro poten
iály na ekvipoten
iální
h plo
há
h totoºný
h s vál
ovými vodi£i dostaneme podle (3.18)

s pouºitím (3.17)

V1 ≡
τ

2πǫ
ln

AP

BP
=

τ

2πǫ
ln

h+ a

R
, V2 ≡

τ

2πǫ
ln

AQ

BQ
=

τ

2πǫ
ln

R

h+ a
. (3.19)

Hodnotu τ ur£íme z podmínky U = V1 − V2

τ =
πǫU

ln h+a
R

. (3.20)

Dosazením (3.20) do (3.18) dostaneme

V =
U

2 ln h+a
R

ln
r2
r1
. (3.21)

Rovni
e (3.18) je odvozena pro symetri
ké rozloºení náboj·, které v b¥ºném experimentálním

uspo°ádání není spln¥no (oby£ejn¥ máme V1 = U a V2 = 0 nebo naopak a nikoliv V1 = U/2
a V2 = −U/2). Ve shod¥ s na²ím experimentálním uspo°ádáním posuneme hladinu, od které

po£ítáme poten
iál, o U/2, tedy

V =
U

2 ln h+a
R

ln
r2
r1

+
U

2
. (3.22)

Parametr λ p°íslu²ejí
í konkrétní ekvipoten
iální hladin¥ s poten
iálem V pak vypo£teme jako

lnλ =
V − U

2

U
2 ln

h+ a

R
=

(

V

U
−

1

2

)

2 ln
h+ a

R
. (3.23)

M¥°ení rozloºení elektrostati
kého pole

Elektrostati
ké pole je svou podstatou vektorovým polem, tvo°eným vektorem intenzity E. M·-

ºeme je v²ak stejn¥ dob°e popsat, uºijeme-li skalárního pole hodnot elektrostati
kého poten
iálu

V . Uvedené vektorové pole intenzity a skalární pole poten
iálu jsou si z
ela ekvivalentní a platí

E = −∇V. (3.24)

Ekvipoten
iální hladinou se nazývá v obe
ném p°ípad¥ plo
ha, na které má poten
iál v²ude stejnou

hodnotu

V (x, y, z) = V0 = konst. (3.25)

Pro kaºdý elementární posuv δx, δy, δz po této plo²e platí z°ejm¥ podmínky δV = 0 a tedy také

− (Exδx+Eyδy + Ezδz) = −E · δl = 0. (3.26)

Tato rovni
e °íká, ºe skalární sou£in intenzity s libovolným posunem po hladin¥ je nulový, tj.

intenzita je v²ude kolmá k ekvipoten
iálním hladinám a silo£áry jimi probíhají kolmo.

Vztah (3.24) vede ryze matemati
kým postupem [1℄ k dal²í d·leºité rovni
i

rotE = 0, (3.27)

tedy elektrostati
ké pole je pole nevírové. V míste
h bez náboje je také

divE = 0, (3.28)
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to znamená, ºe uvaºované pole je nez°ídlové.

M¥°ení rozloºení poten
iálu v elektrostati
kém poli je z experimentálního hlediska dosti ob-

tíºné. Vyuºívá se proto analogie mezi elektrostati
kým polem v homogenním dielektriku a elek-

tri
kým polem uvnit° homogenního vodi£e, kterým protéká sta
ionární proud. V jednotlivý
h

p°ípade
h je pole popsáno:

Pole sta
ionárního proudu Elektrostati
ké pole

Es = −∇Vs Ee = −∇Ve (3.29)

js = σEs De = ǫEe

div js = 0 div De = 0
∮

Es · dl = 0

∮

Ee · dl = 0,

kde Es, Ee je vektor intenzity pole, js proudová hustota, De vektor elektrostati
ké induk
e, σ
vodivost prost°edí, ve kterém te£e proud, ǫ permitivita prost°edí, v n¥mº se elektrostati
ké pole

vyskytuje. Za p°edpokladu, ºe dielektrikum je homogenní a neexistují v n¥m volné náboje a vodi£

je homogenní (σ = konst. 6= 0), jsou soustavy rovni
 (3.29) pro pole sta
ionárního proudu a elek-

trostati
ké pole z
ela ekvivalentní. Pak lze elektrostati
ké pole trojrozm¥rného systému v prost°edí

s permitivitou ǫ studovat jako pole proudu js v prost°edí s vodivostí σ. M¥°ení oby£ejn¥ provádíme

v rovin¥, tj. studujeme takové trojrozm¥rné systémy, které mohou být popsány rozloºením pole

v ur£ité rovin¥. Jsou to jednak systémy nezávislé na jedné ze sou°adný
h os a jednak systémy,

které mají rota£ní symetrii. Poslední p°ípad se týká elektrostati
ký
h £o£ek.

Elektri
ké pole v rovin¥ obsahují
í osu rota£ní symetrie nemá normálovou sloºku v d·sledku

této symetrie. Provedeme-li °ez v této rovin¥ a jednu polovinu systému nahradíme dielektrikem

(vzdu
h), rozloºení pole se za
hová, protoºe normálová sloºka je op¥t nulová, av²ak v tomto p°ípad¥

na hrani
i vodi£-dielektrikum. Na tomto prin
ipu se zakládá metoda °ezu, kterou pouºijeme pro

vy²et°ení pole v elektrostati
ké £o£
e tvo°ené dv¥ma vál
ovými elektrodami a rozdílem poten
iál·

U .

M

M

S

2

1

(a)

S

M1

2
M

(b)

V

D

Obrázek 3.5: St°ídavý m·stek pro m¥°ení v elektrolyti
ké van¥ (a). Náhradní s
héma elektrolyti
ké

vany (b).

St°ídavý m·stek

St°ídavý most pra
uje na stejném prin
ipu jako stejnosm¥rný most Wheatston·v a rozumíme

jím £ty°i impedan
e zapojené dle obrázku 3.6. Most je vyváºen tehdy, jestliºe detektorem D
nepro
hází proud, pak jsou spln¥ny jisté rela
e mezi impedan
emi v jednotlivý
h v¥tví
h mostu.

V p°ípad¥ st°ídavého mostu je situa
e pon¥kud komplikovan¥j²í ve srovnání se stejnosm¥rným
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Obrázek 3.6: Obe
ný st°ídavý most.

mostem, protoºe na impedan
í
h do
hází obe
n¥ k fázovému posuvu proudu a nap¥tí. Nap¥tí na

jednotlivý
h impedan
í
h je rovno Ûi = ẐiÎi, tedy

Û1 = Ẑ1Î1, Û2 = Ẑ2Î2,

Û3 = Ẑ3Î3, Û4 = Ẑ4Î4, (3.30)

Jestliºe detektorem nepro
hází proud, je ÎD = 0 a platí Î1 = Î2, Î3 = Î4 a

Û1 = Ẑ1Î1, Û2 = Ẑ2Î1,

Û3 = Ẑ3Î3, Û4 = Ẑ4Î3, (3.31)

a sou£asn¥ je z°ejmé, ºe ÛBD = 0. Tedy musí platit Û1 = Û3 a Û2 = Û4. Pak dostaneme obe
nou

podmínku rovnováhy na st°ídavém most¥

Ẑ1

Ẑ2

=
Ẑ3

Ẑ4

. (3.32)

Tato podmínka p°edstavuje vlastn¥ dv¥ rovni
e, pro reálnou a imaginární £ást impedan
í Ẑi.

Jestliºe vyjád°íme impedan
i Ẑ ve tvaru

Ẑ = |Ẑ|eiφ, (3.33)

kde |Ẑ| je absolutní hodnota a φ fázový posuv, dostaneme ze vztahu (3.32) amplitudovou pod-

mínku

|Ẑ1|

|Ẑ2|
=

|Ẑ3|

|Ẑ4|
(3.34)

a podmínku fázovou

φ1 − φ2 = φ3 − φ4 + 2kπ, k = 0, 1, 2, . . . (3.35)

Aby byl st°ídavý most vyváºen, musí být ob¥ podmínky spln¥ny sou£asn¥.

Postup m¥°ení:

M¥°ení se provádí v elektrolyti
ké van¥ zapojené jako st°ídavý m·stek. Je to nevodivá nádoba se

slabým elektrolytem, do níº se umístí modely vodi£·, jeji
hº elektri
ké pole 
h
eme vy²et°ovat.

Rozm¥ry nádoby je nutno volit tak, aby hustota proudu u jeji
h st¥n byla mnohem men²í neº

v prostoru, kde m¥°íme. Na obrázku 3.5 je s
héma zapojení vany do st°ídavého mostu se dv¥ma
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elektrodami M1 a M2. Sondou S, jejíº poten
iál nastavíme na p°edem zvolenou hodnotu vzhle-

dem k n¥které elektrod¥, hledáme ta místa v elektrolytu, jeji
hº poten
iál je stejný jako poten
iál

sondy. Je-li poten
iál sondy a daného místa v elektrolytu stejný, pak detektor D vykazuje mi-

nimální signál. Pomo
í ode£íta
ího za°ízení (pantografu) lze postupn¥ na graf p°enést sí´ bod·

o stejném poten
iálu. Jeji
h spojením dostáváme pr·b¥h ekvipoten
iální £áry. Silo£áry jsou v kaº-

dém bod¥ kolmé k ekvipoten
iálním £arám: takovým zp·sobem lze postupn¥ zmapovat pr·b¥h

elektrostati
kého pole v ur£ité rovin¥.

M¥°ení zpravidla provádíme st°ídavým proudem. Vyhneme se tím moºné 
hyb¥ zp·sobené

polariza
í elektrod [3℄. Je-li frekven
e st°ídavého proudu 102 aº 103 Hz, pra
ujeme v podstat¥

s kvazista
ionárními proudy a ekvivalentnost systému rovni
 (3.29) je spln¥na v tomto p°ípad¥

s dostate£nou p°esností. Popsaná metoda je jiº pon¥kud p°ekonaná moderními metodami, posky-

tuje v²ak velmi dobrou p°edstavu o pr·b¥hu ekvipoten
iální
h £ar v sestavené kon�gura
i. Je-li

nap¥tí na elektrodá
h ∼ 10V a detektorem lze m¥°it zm¥ny nap¥tí °ádov¥ 10−2 V, ur£íme polohu

ekvipoten
iální
h £ar s p°esností asi 1% [2℄.

Úkoly

1. Ur£ete rozloºení ekvipoten
iální
h £ar v okolí dvouvodi£ového vedení tvo°eného rovnob¥º-

nými vál
ovými vodi£i.

2. Ov¥°te výpo£tem experimentáln¥ získané rozloºení ekvipoten
iální
h £ar. Jednak vypo£t¥te

parametry Apolloniový
h kruºni
 λ, xs a r (viz obr. 3.4 a (3.13), (3.14), (3.16) a (3.23))

odpovídají
í
h jednotlivým m¥°eným ekvipoten
iálním hladinám a uve¤te je do tabulky

v protokolu. Dále pak zakreslete takto ur£ené teoreti
ké ekvipoten
iální £áry do grafu s

ekvipoten
iálami nam¥°enými.

1
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K zobrazení nam¥°ený
h a vypo£tený
h pr·b¥h· ekvipoten
iální
h hladin lze s výhodou pouºít programova
í
h

jazyk· jako Python, O
tave £i Matlab; softwaru jako Gnuplot nebo QtiPlot; on-line nástroj· typu GeoGebra £i

Desmos.
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