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4. Brown·v pohyb a pohyblivost £ásti

Úkoly k m¥°ení

Brown·v pohyb

� Brown·v pohyb.

Pohyblivost volnýh elektron· v kovu

� Teplotní závislost pohyblivosti volnýh elektron· v kovu.

Brown·v pohyb

Teorie

Jsou-li v kapalin¥ rozptýleny malé £ástie, pak se tyto £ástie sráºí s okolními molekulami kapaliny.

Jsou-li rozm¥ry uvaºovanýh £ásti dostate£n¥ malé (°ádov¥ stovky nm), nemusí být v kaºdém

okamºiku kompenzovány impulzy sil, kterými molekuly kapaliny p·sobí na tyto £ástie. Vlivem

takto nevykompenzovanýh impulz· se £ástie pohybuje, p°i£emº se v del²ím £asovém intervalu

sm¥r pohybu náhodn¥ m¥ní. Tento druh pohybu se nazývá Brown·v pohyb. Pohybujíí se £ástie

p°edává p°i pohybu energii okolním molekulám a protoºe je mnohem v¥t²í neº molekuly kapaliny,

je moºné její pohyb v kapalin¥ popsat Stokesovým zákonem. Brown·v pohyb byl prvním fyzikálním

d¥jem, v n¥mº se projevila existene molekul a m¥l tedy velký význam p°i experimentálním ov¥°ení

molekulární kinetiké teorie hmoty. Neuspo°ádaný pohyb brownovské £ástie se °ídí Einsteinovým

zákonem: sledujeme-li polohy £ástie v de�novanýh £asovýh okamºiíh, pak st°ední kvadratiké

posunutí £ástie je úm¥rné zvoleným £asovým interval·m. Ukáºeme nyní odvození tohoto zákona

a experimentální postup p°i jeho ov¥°ení.

V dal²ím nebudeme p°ímo praovat s vektory p°emíst¥ní £ástie, ale budeme uvaºovat pr·m¥ty

t¥hto vektor· do libovolného pevného sm¥ru. Pohybová rovnie má tvar

m
d2x

dt2
= F1 + F2 (4.1)

kde m je hmotnost £ástie, F1 je výsledná (nevykompenzovaná) síla zp·sobená sráºkami s mole-

kulami kapaliny a F2 je síla zp·sobená odporem prost°edí (okolními molekulami). Pak platí

F2 = −k
dx

dt
. (4.2)

Podle Stokesova zákona [3℄ je pro kulovou £ástii

k = 6πηr, (4.3)

kde η je viskozita kapaliny, r je polom¥r £ástie a

dx
dt

je ryhlost £ástie. Pak lze (4.1) psát ve tvaru

m
d2x

dt2
= F1 − k

dx

dt
. (4.4)
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Vynásobením rovnie (4.4) veli£inou x dostaneme:

mx
d2x

dt2
= F1x− kx

dx

dt
. (4.5)

Jednodu²e lze ukázat, ºe

x
d2x

dt2
=

1

2

d2

dt2
(

x2
)

−

(

dx

dt

)2

(4.6)

x
dx

dt
=

1

2

d

dt

(

x2
)

. (4.7)

Pak dosazením (4.6) a (4.7) do vztahu (4.5) dostaneme

m

2

d2

dt2
(

x2
)

−m

(

dx

dt

)2

= F1x−
1

2
k
d

dt

(

x2
)

. (4.8)

Zajímáme se ov²em pouze o st°ední hodnoty uvedenýh veli£in, které je moºné pozorovat

v £asovém intervalu t. Protoºe je pohyb £ástie haotiký, pak st°ední hodnota sou£inu F1x = 0.
Ozna£me dále

d

dt

(

〈x2〉
)

= h (4.9)

−
kh

2
=

m

2

dh

dt
−m

〈

(

dx

dt

)2
〉

. (4.10)

Druhý £len na pravé stran¥ rovnie (4.10) je dvojnásobek st°ední hodnoty kinetiké energie £ás-

tie. Aplikujeme-li na pohyb brownovské £ástie teorii ideálníh plyn· a zajímáme-li se o sloºku

ryhlosti £ástie pouze ve sm¥ru jedné osy (osy x, jeden ze t°í sm¥r·), dostaneme pak

〈

1

2
mv2

〉

=
3RT

2NA

, m

〈

(

dx

dt

)2
〉

=
RT

NA

, (4.11)

kde NA je Avogadrovo £íslo, T absolutní teplota kapaliny a R univerzální plynová konstanta.

Dosazením (4.11) do vztahu (4.10) dostaneme

−
kh

2
=

m

2

dh

dt
−

RT

NA

, (4.12)

a tedy

dh

h− 2RT
NAk

= −
k

m
dt. (4.13)

Integraí této rovnie dostaneme

ln

(

h−
2RT

NAk

)

− lnC = −
k

m
t, (4.14)

neboli po úprav¥

h−
2RT

NAk
= Ce−

k

m
t, (4.15)

kde C je integra£ní konstanta. Je-li £asový interval t m¥°ení dosti velký, m·ºeme v poslední rovnii

zanedbat £len e−
k

m
t → 0 na pravé stran¥ a dostáváme

h =
2RT

NAk
. (4.16)

Jestliºe se vrátíme k p·vodnímu významu parametr· h a k dostaneme

d

dt

〈

x2
〉

=
2RT

6πηrNA

. (4.17)

Rovnii (4.17) integrujeme za p°edpokladu po£áte£níh podmínek x = 0, t = 0 a dostaneme

〈x2〉 =
2RT

6πηrNA

t, (4.18)

oº je Einstein·v výraz pro st°ední kvadratiké posunutí brownovské £ástie.
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Postup m¥°ení

Pozorování popsaného jevu se zpravidla provádí na mikroskopu se zna£ným zv¥t²ením, jehoº obraz

je moºné zobrazit na velkou projek£ní plohu. Preparát (suspenze £ásti ve vod¥ na podloºním

sklí£ku) je umíst¥n na stole£ku mikroskopu a na zobrazovaí plohu mikroskopu je umíst¥na pr·-

hledná folie, na níº zaznamenáváme v pravidelnýh £asovýh intervaleh polohy vybrané, stále

stejné, £ástie. Po del²í dob¥ dostaneme na folii sí´ vzájemn¥ propojenýh bod· odpovídajííh

haotikému pohybu £ástie. Pro dal²í zpraování m¥°ení je nezbytné znát zv¥t²ení mikroskopu

v daném uspo°ádání. V tomto p°ípad¥ se na stole£ek mikroskopu místo preparátu umístí m°íºka,

p°i£emº vzdálenosti jednotlivýh vryp· jsou p°edem známy. �as mezi jednotlivými polohami £ás-

tie stanovujeme pomoí mehanikého nebo elektronikého metronomu obvykle po 5 s základního

intervalu (12 bpm) (angl. beats per minute). M·ºeme k tomu vyuºít i nap°íklad aplikai v hytrém

telefonu.

Zpraování výsledk· m¥°ení

Úkolem a smyslem m¥°ení je ov¥°ení platnosti Einsteinova vztahu (4.18). Je nutné si uv¥domit, ºe

vzdálenost mezi dv¥ma body na záznamové folii mikroskopu je zv¥t²ené zobrazení projeke vektoru

p°emíst¥ní £ástie (za daný £asový interval nap°íklad 5 s) do roviny, na níº byl mikroskop zaost°en.

K ov¥°ení vztahu (4.18) je nutno zjistit st°ední hodnotu £tver· projekí vektor· p°emíst¥ní do

roviny nebo p°ímky. Jestliºe se b¥hem m¥°ení neprojevovalo te£ení preparátu jedním sm¥rem, jsou

vzdálenosti mezi jednotlivými body p°ímo pr·m¥ty do roviny. Jestliºe jsme naopak pozorovali

te£ení preparátu, musíme provést promítnutí v²eh vzdáleností do sm¥ru kolmého na sm¥r te£ení.

Obrázek 4.1: P°íklad záznamu haotikého pohybu brownovské £ástie na pr·svitném papí°e p°i-

loºeném p°es obraz z mikroskopu, v p°ípad¥ bez te£ení preparátu (vlevo) a p°i te£ení (vpravo).

V záznamu pohybu £ástie vlevo jsou zaneseny trajektorie £ástie sloºené z vektor· posunutí p°i

záznamu po £asovýh intervaleh t = 5 s (plná £ára), 10 s (p°eru²ovaná £ára) a 15 s (te£kovaná

£ára).

Ozna£me dále vzdálenosti zaznamenanýh poloh s po°adovými £ísly i a j jako Li,j . St°ední

kvadratiké posunutí po poºadovaném £asovém intervalu t získáme vypo£tením aritmetikého pr·-

m¥ru £tver· nam¥°enýh vzdáleností Li,i+δi. Postup ode£ítání vzdáleností mezi zaznamenanými

polohami £ástie v obrazu z mikroskopu je ukázán na obr. 4.1 a výpo£etní shéma pro stanovení

st°ední hodnoty £tver· vzdáleností je uvedeno v tabule 4.1.

Potom platí podle tabulky 4.1:

〈L2
5〉 =

∑10

i=1 L
2
i,i+1

10
, 〈L2

10〉 =

∑9

i=1 L
2
i,i+2

9
, 〈L2

15〉 =

∑8

i=1 L
2
i,i+3

8
. (4.19)
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Tabulka 4.1: �tvere vzdáleností pro £ástii, která byla nam¥°ena v 11 poloháh po sob¥ jdouíh.

po 5 s po 10 s po 15 s

L2
1,2 L2

1,3 L2
1,4

L2
2,3 L2

2,4 L2
2,5

L2
3,4 L2

3,5 L2
3,6

L2
4,5 L2

4,6 L2
4,7

L2
5,6 L2

5,7 L2
5,8

L2
6,7 L2

6,8 L2
6,9

L2
7,8 L2

7,9 L2
7,10

L2
8,9 L2

8,10 L2
8,11

L2
9,10 L2

9,11

L2
10,11

Je-li Einstein·v zákon pro studovaný haotiký pohyb spln¥n, musí podle (4.18) pro pom¥ry

st°edníh kvadratikýh posunutí platit:

〈L2
5〉 : 〈L

2
10〉 : 〈L

2
15〉 = 1 : 2 : 3. (4.20)

Poznámka: Je z°ejmé, ºe pro ov¥°ení platnosti vztahu (4.18) je nutné odhadnout hybu st°ed-

ního kvadratikého posunutí a také hybu v ur£ení £asovýh interval·. Dále je nutné si uv¥domit,

ºe Einstein·v vztah má harakter statistiké zákonitosti a k jeho ov¥°ení je t°eba provést m¥°ení

na velkém souboru £ásti, jinak jsou nejistoty ur£enýh pom¥r· pom¥rn¥ veliké.

Odpovídá-li shoda nam¥°enýh st°edníh hodnot kvadrátu posunutí v rámi hyby m¥°ení

vztahu (4.20), lze rovnii (4.18) dále uºít alespo¬ k odhadu velikosti £ástie. Ve vztahu (4.18)

je 〈x2〉 st°ední hodnota kvadrátu projeke vektor· p°emíst¥ní do ur£itého sm¥ru (v na²em p°í-

pad¥ jsme brali sm¥r osy x) a nikoliv do roviny. Jestliºe v²ak na záznamové folii m¥°íme p°ímo

vzdálenosti L, viz obr. 4.1(vlevo), je nutné pouºít vztah

〈L2〉 = 2〈x2〉, (4.21)

který plyne ze stejné pravd¥podobnosti zastoupení v²eh sm¥r· v rovin¥. Jestliºe se projevovalo

te£ení suspenze preparátu a byli jsme nueni provád¥t p°ed vlastním ode£ítáním vzdáleností pro-

mítání do p°ímky kolmé na sm¥r te£ení, viz obr. 4.1(vpravo), pak pouºijeme p°ímo

〈L2〉 = 〈x2〉. (4.22)

Poznámka: P°i stanovení velikosti polom¥ru r sledované £ástie ze vztahu (4.18) musíme znát

skute£nou hodnotu veli£iny 〈x2〉, kterou ur£íme ze záznamové folie pomoí známého zv¥t²ení mik-

roskopu, stanoveného za pomoí m¥°ítka. Teplotu kapaliny T ve vztahu (4.18) musíme odhadnout,

zpravidla není rovna laboratorní teplot¥, protoºe preparát se obvykle zah°ívá vlivem osv¥tlovaího

zdroje.

Úkoly

1. Zaznamenejte pohyb alespo¬ p¥ti £ásti na pr·svitný papír v intervaleh po 5 s. Jednotlivé

po sob¥ jdouí polohy vzájemn¥ spojujte lomenou £arou, podobn¥ jako na obr. 4.1 (vlevo).

2. Na stejný pr·svitný papír na obrazove p°ipojené k mikorskopu zaznamenejte také pomoí

m°íºky v Bürkerov¥ kom·re rozte£ £ar o velikosti 50µm. Z pom¥ru velikosti obrazu a

p°edm¥tu ur£ete zv¥t²ení mikroskopu.
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3. Na pr·svitném papí°e pak prom¥°te vzdálenosti jednotlivýh poloh a se°a¤te do tabulky

v£etn¥ kvadrát· p°íslu²nýh vzdáleností, viz tab. 4.1. Zárove¬ zohledn¥te p°ípadné te£ení

preparátu.

4. Ov¥°te platnost vztahu (4.20), v£etn¥ nejistot pom¥r· a ur£ete velikost polom¥ru £ástie.

Pohyblivost volnýh elektron· v kovu

Teorie

Vodivost kovu je dána pohybem volnýh nositel· náboje. V p°ípad¥ kovovýh látek jsou volné

nositele náboje výhradn¥ jednoho typu a jde o volné elektrony. Hustotu proudu elektronú j pro-

tékajíího ve vodi£i vyjád°íme vztahem

j = ne0vd, (4.23)

kde vd je driftová ryhlost elektron· v kovu, e0 je elementární náboj a n je konentrae volnýh

elektron· podílejííh se na proudu. Zavedeme-li pro pohyblivost elektron· µ výraz

µ =
vd

E
(4.24)

s intenzitou elektrikého pole E, dostaneme Ohm·v zákon ve tvaru

j = ne0µE = σE =
1

̺
E, (4.25)

kde σ je m¥rná vodivost a ̺ m¥rný odpor kovu. Ze vztahu (4.25) tedy vyplývá

σ = ne0µ. (4.26)

Závislost pohyblivosti elektron· na teplot¥ m·ºeme tedy stanovit v p°ípad¥, ur£íme-li pro danou

teplotu m¥rnou vodivost kovu nebo m¥rný odpor. Teplotní závislost m¥rného odporu ̺ se obvykle

pro malé odhylky teploty (°ádov¥ jednotky aº desítky

◦
C) ∆T vzhledem k referen£ní teplot¥

aproximuje lineárním vztahem

̺ = ̺0(1 + α∆T ), (4.27)

kde α se nazývá teplotní sou£initel odporu a ̺0 je m¥rný odpor p°i referen£ní teplot¥.

Vzhledem k tomu, ºe pro odpor R drátu o déle L a plo²ném pr·°ezu S platí

R =
1

σ

L

S
, (4.28)

m·ºeme stanovit pohyblivost nositel· náboje ze vztahu

µ =
σ

e0n
=

L

e0nRS
(4.29)

pomoí znalosti rozm¥r· vodi£e a jeho elektrikého odporu.

Pohyblivost volnýh elektron· se dá téº vyjád°it pomoí relaxa£ní doby τ , která se dá interpre-

tovat jako st°ední doba mezi sráºkami elektronu s ne£istotami v kovu £i rozptylovými proesy na

jádreh atomu kovu delokalizovanýh díky tepelným kmit·m. Za dobu τ mezi rozptylovými pro-

esy se zv¥t²í ryhlost elektronu ve sm¥ru elektrikého pole díky p·sobíí síle pole e0E o ryhlost

∆v = e0E
m

τ , kde m je hmotnost elektronu. Po rozpytlu elektronu se elektron pohybuje náhodnym

sm¥rem s náhodnou ryhlostí. Díky náhodnosti výsledku rozptylovýh proes· je st°ední ryhlost,
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se kterou se elektron pohybuje, práv¥ st°ední ryhlostí získané díky uryhlení elektrikým polem.

Mluvíme pak o driftové ryhlosti vd = e0τ
m

E = µE. Tudíº platí

µ =
e0τ

m
, σ =

ne20τ

m
. (4.30)

Konentrai volnýh elektron· lze spo£íst pro daný materiál ze známé hmotnostní hustoty ρ

a po£tu volnýh elektron· z p°ipadajííh na jeden atom

n = z
ρ

Amu
, (4.31)

kde A je atomové hmotnostní £íslo daného prvku a mu = 1,66 . 10−27 kg je atomová hmotnostní

jednotka. Konentrae volnýh elektron· a hustoty n¥kterýh b¥ºnýh kov· jsou uvedeny v tabule

4.2.

Tabulka 4.2: Hustoty, hmotnostní £ísla, po£et volnýh elektron· na jeden atom a konentrae

volnýh elektron· vybranýh kov· [5℄.

Materiál ρ (kg.m

−3
) A z n (1028 m−3

)

Cu 8960 63,55 1 8,5

Al 2700 26,98 3 18,1

Ag 10500 107,87 1 5,9

Obrázek 4.2: St°ídavý most pro m¥°ení vodivosti. E � m¥°ený vzorek, D � detektor (osiloskop),

L � prom¥nná induk£nost.

Postup m¥°ení

P°esné m¥°ení odporu vodi£e se obvykle provádí pomoí stejnosm¥rného nebo st°ídavého mostu

(viz úloha £. 3) v zapojení podle obr. 4.2. Cílem je nastavit prom¥nné prvky obvodu mostu Ra,

Rb, R a L tak, aby v¥tví s detektorem D neproházel ºádný proud. Pro vyrovnání st°ídavého

mostu, tj. spln¥ní amplitudové i fázové podmínky je také nutné eliminovat p°ípadnou parazitní

induk£nost L nebo kapaitu. V okamºiku rovnováhy pak platí

Rx =
Ra

Rb

R. (4.32)

V praktiku se m¥°í odpor m·stku pomoí automatikého RLCG mostu, tedy most automatiky

vyvaºuje hodnoty odporu a induk£nosti, p°íp. kapaity, m¥°ené sou£ástky a ukazuje hodnoty veli£in
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na displeji. Pat°i£ným spína£em je pak pot°eba mít most sepnutý v reºimu kompenzae induk£nosti

L. V opa£ném p°ípad¥ kapaitní sou£ástky by displej ukazoval záporné hodnoty induk£nosti.

Vzorek v praktiku je ve form¥ m¥d¥ného drátu navinutého na ylindriké jádro. Drát p°ipojime

na automatiký RLCG most a pro m¥°ení tepelné závislosti odporu drátu pono°íme vzorek do

kádinky napln¥né studenou vodou. Kádinku s ívkou ve vod¥ zah°íváme na plotýne do teplot

okolo 70

◦
C. Frekvene pouºívaného automatikého RLCG mostu v praktiku je f = 1kHz.

Úkoly

1. Zm¥°te odpor m¥d¥ného drátu za pokojové teploty.

2. Potom pono°te do kapaliny ívku s m¥d¥ným drátem, umíst¥te na plotýnku va°i£e a m¥°te

teplotní závislost jeho odporu p°i zah°ívání kapaliny.

3. Ze známýh rozm¥r· drátu (délka pouºitého drátu je 29m a jeho pr·m¥r je 0,112mm) vypo-

£ítejte teplotní závislost m¥rného odporu, m¥rné vodivosti a pohyblivosti volnýh elektron·

v m¥di a porovnejte s teoretikou závislostí vyházejíí z tabelovanýh hodnot. Závyslosti

veli£in vyházejíí z nam¥°enýh a tabelovanýh hodnot téº vykreslete do graf·.

4. Stanovte teplotní sou£initel odporu m¥di v okolí pokojové teploty v£etn¥ nejistoty m¥°ení a

porovnejte s tabelovanými hodnotami.

5. Na základ¥ nam¥°enýh hodnot vypo£t¥te a vykreslete do grafu teplotní závislost st°ední

doby mezi sráºkami pro m¥¤ a porovnejte se závislostí ur£enou na základ¥ tabelovanýh

hodnot.
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