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5. Magnetické pole

Úkoly k m¥°ení

� M¥°ení horizontální sloºky intenzity magnetického pole Zem¥ Gaussovým magnetometrem.

� Magnetická odezva feromagnetického materiálu (hysterezní smy£ka).

Geomagnetické pole

Teorie

Znalost pr·b¥hu magnetického pole v okolí Zem¥ je d·leºitá pro mnoho obor·, jako je nap°íklad
geogra�e, geologie a podobn¥. Vlastnosti magnetického pole Zem¥ popisuje intenzita magnetického
pole, obvykle zna£ená H. V kaºdém bod¥ m·ºeme vektor intenzity rozd¥lit na horizontální a
vertikální sloºku, v dal²ím se soust°edíme jen na m¥°ení horizontální sloºky Hz.

Princip metody m¥°ení Gaussovým magnetometrem spo£ívá v porovnání intenzity zemského
magnetického pole s intenzitou ty£ového permanentního magnetu pomocí magnetické st°elky jako
detektoru sm¥ru lokálního magnetického pole. Z praktických d·vod· se v metod¥ provádí m¥°ení
výchylky magnetické st°elky pro dv¥ polohy st°elky vzhledem k permanentnímu magnetu, pro tzv.
první a druhou Gaussovu polohu (viz obr. 5.1).

Pro výpo£et intenzity magnetického pole od ty£ového magnetu pouºijeme vztah pro magnetické
pole v okolí magnetického dipólu s dipólovým momentem m

H(r) =
1

4πµ0r3

[
3(r ·m)r

r2
−m

]
, (5.1)

kde r je polohový vektor bodu v n¥mº po£ítáme magnetické pole vzhledem k poloze magnetického
dipólu a µ0 je permeabilita vakua. V reálném p°ípad¥ se ov²em rozm¥ry permanentního magnetu
vzhledem ke vzdálenosti, ve které m¥°íme, nedají zanedbat. Proto je t°eba tento vztah integrovat
p°es celý magnet s danou objemovou hustotou dipólového momentu.

Integrace pro první Gaussovu polohu, tj. p°ípad st°elky na ose ty£ového magnetu, vede na
výsledek1

H1(r) =
1

4πµ0

∫ +l/2

−l/2
µ

[
2

(r + x)3

]
dx =

1

4πµ0 r2

∫ 1+l/2r

1−l/2r
µ

[
2

z3

]
dz (5.2)

=
µ

4πµ0 r2

[
1

z2

]1−λ

1+λ

=
µ

4πµ0 r2

[
(1 + λ)2 − (1− λ)2

(1− λ2)2

]
(5.3)

=
1

2πµ0 r3
M

(1− λ2)2
, (5.4)

kde µ = M/l je délková hustota magnetického momentu, λ = l/2r, r je vzdálenost mezi osou mag-
netické st°elky a st°edem (t¥ºi²t¥m) ty£ového magnetu a l je délka ty£ového magnetu s celkovým
magnetickým momentem M. Zde jsme aproximovali válcový ty£ový magnet nekone£n¥ tenkou

1Pouºije se substituce z = 1 + x/r.
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Obrázek 5.1: Schéma experimentálního uspo°ádání. Magnetické pole v Gaussových polohách (P1

první Gaussova poloha, P2 druhá, a) resp. b)) v okolí permanentního ty£ového magnetu a jeho
skládání s magnetickým polem Zem¥ v místech magnetické st°elky. Permanentní magnet je vºdy
orientován kolmo ke sm¥ru magnetického pole Zem¥ podél osy x. Úhlové výchylky magnetické
st°elky od jiho-severního sm¥ru v první a druhé poloze jsou ozna£eny φ1 resp. φ2.

ty£í. Kone£ný pr·m¥r magnetu se v praxi projeví tím, ºe veli£ina l ve vztahu (5.4) neodpovídá
jeho fyzické, ale tzv. redukované délce.

V druhé Gaussov¥ poloze se sice sm¥r pole vyvolaného r·znými elementy podél délky ty£ového
magnetu m¥ní, ale vzhledem k symetrii se sloºka ve sm¥ru kolmém na osu magnetu vyru²í. Po£ítat
tedy budeme pouze komponentu ve sm¥ru osy ty£ového magnetu (zde osa x). P°ísp¥vek výrazu
obsahující skalární sou£in v (5.1) k intenzit¥ pole ve sm¥ru osy x je (r ·dm)rx = x µdx x. Integrací
pak dosp¥jeme ke vztahu2

H2(r) =
1

4πµ0

∫ +l/2

−l/2
µ

1

(r2 + x2)3/2

[
3 x2

(r2 + x2)
− 1

]
dx = (5.5)

=
1

4πµ0 r2

(∫ +λ

−λ
µ

[
3 z2

(1 + z2)5/2

]
dz −

∫ +λ

−λ
µ

[
1

(1 + z2)3/2

]
dz

)
= (5.6)

=
µ

4πµ0 r2

([
z3

(1 + z2)3/2

]+λ

−λ

−
[

z

(1 + z2)1/2

]+λ

−λ

)
= (5.7)

=
2µ

4πµ0 r2
λ3 − (1 + λ2)λ

(1 + λ2)3/2
= − 2µ

4πµ0 r2
l/2r

(1 + λ2)3/2
= − 1

4πµ0 r3
M

(1 + λ2)3/2
(5.8)

Známe tedy intenzitu magnetického pole v bodech P1 a P2. Umístíme magnet tak, aby jeho
osa sm¥°ovala kolmo ke sm¥ru magnetického pole Zem¥. Výchylka magnetky v první Gaussov¥
poloze z jejího p·vodního sm¥ru k magnetickému pólu Zem¥ je φ1, p°i£emº platí

tanφ1 =
H1

Hz
=

1

4πµ0Hz

2M

r3(1− λ2)2
. (5.9)

2Pouºije se substituce z = x/r a následn¥ tanu = z.
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Obdobn¥ v míst¥ P2 se st°elka vychýlí o úhel φ2

tanφ2 =
H2

Hz
=

1

4πµ0Hz

M

r3(1 + λ2)3/2
. (5.10)

Z kaºdého z t¥chto vztah· lze jiº ur£it velikost magnetického pole Zem¥, známe-li redukovanou
délku magnetu l a velikost magnetického momentu M . Kombinací obou vztah· v²ak m·ºeme
dosp¥t k vyjád°ení, kde redukovaná délka magnetu p°ímo nevystupuje. Umocníme-li vztah (5.9)
na t°etí mocninu a (5.10) na £tvrtou, dostaneme(

M

4πµ0Hz

)3

=
1

8
r9 tan3 φ1(1− λ2)6 (5.11)

(
M

4πµ0Hz

)4

= r12 tan4 φ2(1 + λ2)6. (5.12)

Vzájemným vynásobením t¥chto vztah· dostaneme(
M

4πµ0Hz

)7

=
1

8
r21 tan3 φ1 tan

4 φ2(1− λ4)6. (5.13)

M¥°íme-li ve vzdálenosti výrazn¥ v¥t²í neº je délka magnetu, platí r ≫ l a tedy i λ4 ≪ 1, pak
platí

M

Hz
= 4πµ0r

3 7

√(
tanφ1

2

)3

tan4 φ2. (5.14)

Na odmocninu na pravé stran¥ se m·ºeme dívat jako na geometrický pr·m¥r, který m·ºeme
nahradit aritmetickým a dostaneme tak zjednodu²ený vztah

M

Hz
=

4πµ0r
3

7

(
3 tanφ1

2
+ 4 tanφ2

)
. (5.15)

Tento výraz se od p°edchozího vztahu (5.14) li²í o veli£inu °ádu λ4, kterou m·ºeme zanedbat.
Magnetický moment magnetu ur£íme z periody kmit· magnetu v magnetickém poli Zem¥.

Je-li osa magnetu sto£ena v·£i magnetickému poli Zem¥ o úhel φ, pak na n¥j p·sobí magnetický
moment velikosti

MHz sinφ ≈ MHzφ.

Pohybová rovnice magnetu je pak dána vztahem

J
d2φ

dt2
+MHzφ+Dφ = 0, (5.16)

kde J je moment setrva£nosti magnetu a D je torzní moment záv¥su. Pouºíváme vlákno s velmi
malým torzním momentem, který m·ºeme vzhledem k velikosti magnetického silového momentu
zanedbat.

Magnet potom harmonicky kmitá s kruhovou frekvencí ω danou vztahem

ω2 =
MHz

J
. (5.17)

Vyjád°íme frekvenci pomocí doby kyvu magnetu τ = T/2, kde T je perioda kmit·, a dostaneme

MHz =
π2J

τ2
. (5.18)

Moment setrva£nosti válcového magnetu je dán vztahem

J =
m

4

(
R2 +

l2

3

)
, (5.19)
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Obrázek 5.2: Kmity permanentního magnetu v magnetickém pole Zem¥.

kde m je hmotnost magnetu, R jeho polom¥r a l délka. Pro magnet tvaru hranolu je jeho moment
setrva£nosti

J =
m

12

(
l2 + b2

)
, (5.20)

kde b je ²í°ka magnetu a na vý²ce nezáleºí.
Vztahy (5.15) a (5.18) nám udávají veli£iny A = M/Hz a B = MHz. Z t¥chto veli£in ur£íme

velikost horizontální sloºky intenzity magnetického pole Zem¥ jako

Hz =

√
B

A
. (5.21)

Úkoly

1. Zm¥°te výchylku st°elky v obou Gaussových polohách magnetu pro t°i r·zné vzdálenosti r
od st°edu magnetu. M¥°ení provád¥jte na ob¥ strany od st°elky a také pro magnet oto£ený
o 180◦. Pro kaºdou vzdálenost spo£t¥te pomocnou veli£inu A, ze souboru t¥chto hodnot
získáte i její nejistotu.

2. Zm¥°te periodu kmit· magnetu v magnetickém poli Zem¥, rozm¥ry a hmotnost magnetu.
Nejistota veli£iny B vyjde ze zákona ²í°ení nejistot periody kmit· (ta bývá dominantní) a
parametr· pro výpo£et momentu setrva£nosti.

3. Ur£ete velikost horizontální sloºky magnetické pole Zem¥ pomocí vztah· (5.15), (5.18) a
(5.21) a porovnejte s aktuálními lokálními hodnotami z profesionálních m¥°ení3.

Magnetická odezva feromagnetického materiálu.

Teorie

Vztah mezi magnetickou intenzitou H a magnetickou indukcí B je dán vztahem

B = µ0 (H +M) , (5.22)

kde M je vektor magnetizace, který udává objemovou hustotu magnetického momentu. V p°ípad¥
paramagnetických a diamagnetických materiál· ve slabém magnetickém poli m·ºeme závislost
magnetizace na okolním poli p°edpokládat v lineárním tvaru

M = χµ0H, (5.23)

3Hodnoty jsou dostupné v Interaktivní osnov¥ praktika, resp. na webu NOAA

https://www.ngdc.noaa.gov/geomag/calculators/magcalc.shtml#igrfwmm
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kde χ je magnetická susceptibilita, která je kladná pro paramagnetické a záporná pro diamag-
netické materiály. Pro v¥t²inu materiál·, s výjimkou p°echodových kov· a jejich slou£enin, je
susceptibilita velmi malá, okolo 10−6 aº 10−9. Z°ejm¥ téº platí B = (1+χ)µ0H = µrµ0H, kde µr

je relativní permeabilita. V obecném p°ípad¥ je susceptibilita tenzorem a vektory magnetizace a
intenzity nemusejí mít stejný sm¥r. Pro feromagnetické materiály v²ak není závislost magnetické
indukce na intenzit¥ pole lineární a vykazuje hysterezní závislost, jejíº typický pr·b¥h je znázorn¥n
na obrázku 5.3.

H

B
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R

Obrázek 5.3: Typický pr·b¥h magnetické hysterezní smy£ky.

Základní odli²ností feromagnetických materiál· od ostatních je schopnost vykazovat magne-
tizaci bez vn¥j²ího magnetického pole. Magnetizace kaºdého materiálu p°itom m·ºe dosahovat
pouze jisté maximální hodnoty, kdy jsou v²echny p°ítomné magnetické momenty orientovány stej-
ným sm¥rem. Takováto magnetizace se nazývá nasycená (satura£ní) Ms a její velikost je dána
p°ibliºn¥ sou£inem koncentrace atom· a magnetického momentu kaºdého atomu. Po odstran¥ní
vn¥j²ího magnetického pole z·stává v materiálu remanentní (zbytková) magnetizace MR. Hys-
terezní k°ivku dále popisuje veli£ina zvaná koercitivní pole (koercitivní síla) HC , která udává
velikost vn¥j²ího pole, p°i kterém je celková magnetická indukce v materiálu nulová. Koercitivní
pole udává informaci o velikosti pole pot°ebného ke zm¥n¥ orientace magnetického pole v materi-
álu. Materiály d¥líme podle velikosti koercitivního pole na magneticky m¥kké (pro HC men²í neº
p°ibliºn¥ 103A/m) a magneticky tvrdé (pro HC v¥t²í neº p°ibliºn¥ 104A/m).

M¥°ení budeme provád¥t na feromagnetickém jád°e se dv¥ma vinutími (transformátoru) bu-
zeném st°ídavým elektrickým proudem zapojeném podle schématu na obrázku 5.4. Primární vi-
nutí slouºí k buzení magnetického pole a na sekundárním snímáme indukované nap¥tí. Intenzitu
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U
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Obrázek 5.4: Schéma obvodu pro m¥°ení magnetického pole ve feromagnetu.
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magnetického pole m·ºeme spo£íst podle Ampérova zákona∮
L
H · dl =

∫
S
j · n dS , (5.24)

kde integrace na levé stran¥ probíhá podél uzav°ené k°ivky L, na pravé stran¥ p°es plochu S1

jí ohrani£enou a j je proudová hustota tekoucí plochou (výsledkem integrace pravé strany je
zde celkový proud protékající vodi£i uvnit° kruºnice). V p°ípad¥ toroidu je °e²ení jednoduché,
schématicky je nazna£eno na obrázku 5.5. Integraci provedeme podél kruºnice s polom¥rem r.

r

rmax

min

H

r

Obrázek 5.5: Schéma °ezu toroidní cívkou. Krouºky uvnit° a vn¥ nazna£ují pr·b¥h proudových
vodi£·.

Z d·vodu symetrie má intenzita H podél kruºnice v²ude stejnou velikost a p°edchozí rovnice pak
p°ejde do tvaru

2πrH = N1I , H =
N1I

2πr
, (5.25)

kde N1 je po£et závit· primárního vinutí a I proud tekoucí kaºdým z nich. Magnetická intenzita
je tedy p°ímo úm¥rná proudu, který m¥°íme jako nap¥tí U1 na rezistoru R1 p°ipojeném do série
s proudovou cívkou. Hodnota magnetické intenzity v toroidu je rovna

H(t) =
N1

2πrR1
U1(t) . (5.26)

Pokud je rozdíl vnit°ního a vn¥j²ího polom¥ru dostate£n¥ malý, m·ºeme povaºovat hodnotu mag-
netické intenzity nezávislou na poloze v toroidu a za polom¥r r dosadit jeho pr·m¥rnou hodnotu
r = (rmin + rmax)/2.

P°i buzení st°ídavým proudem se m¥ní s £asem téº magnetická indukce. �asová zm¥na mag-
netické indukce B indukuje v sekundárním vinutí elektromotorické nap¥tí E2 podle Faradayova
zákona

E2(t) = −dΦ

dt
= −N2S2

dB

dt
, (5.27)

kde Φ je celkový magnetický tok sekundární cívkou; vycházíme z toho, ºe je-li pr·°ez jádra toroidu
S2 a po£et závit· sekundárního vinutí N2, pak magnetický tok je roven Φ = N2S2B. Indukované
nap¥tí je úm¥rné £asové zm¥n¥ magnetické indukce. Abychom mohli m¥°it p°ímo nap¥tí úm¥rné
magnetické indukci, je v obvodu za°azen integra£ní RC £len. Pr·b¥h nap¥tí na kondenzátoru
o kapacit¥ C získáme z druhého Kirchho�ova zákona

E2 = RI2 + UC , UC =
Q

C
, I2 =

dQ

dt
, (5.28)

kde I2 je proud tekoucí obvodem a Q je náboj na kondenzátoru. Po úprav¥ získáme diferenciální
rovnici pro náboj Q

dQ

dt
+

Q

RC
=

1

R
E2(t). (5.29)
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Tato rovnice má °e²ení ve tvaru

Q(t) = − 1

R

∫ ∞

0
E2(t− τ)e−

τ
RC dτ . (5.30)

Pr·b¥h nap¥tí na kondenzátoru je potom dán vztahem

UC(t) = − 1

RC

∫ ∞

0
E2(t− τ)e−

τ
RC dτ. (5.31)

Je-li £asová konstanta integra£ního obvodu RC mnohem v¥t²í neº perioda budícího st°ídavého
proudu, lze exponenciální £len v integrálu poloºit p°ibliºn¥ roven 1. Potom po dosazení z rovnice
(5.27) do vztahu (5.31) dostaneme výraz pro nap¥tí UC

UC(t) ≈
1

RC

∫ t

−∞
N2S2

dB

dt

∣∣∣∣
τ

dτ , UC(t) ≈
N2S2

RC
B(t). (5.32)

Po p°evedení dostaneme vztah pro magnetickou indukci

B(t) =
RC

N2S2
UC(t). (5.33)

V zapojení podle schématu na obrázku 5.4 nastavíme osciloskop do tzv. X-Y reºimu, kdy
zobrazujeme vzájemnou závislost nap¥tí na jednotlivých vstupech. Jelikoº podle vztahu (5.26) je
nap¥tí na prvním vstupu úm¥rné intenzit¥ magnetického pole a nap¥tí na druhém vstupu je podle
vztahu (5.33) úm¥rné indukci magnetického pole, zobrazujeme p°ímo hysterezní smy£ku, tedy
závislost indukce na intenzit¥ magnetického pole. Nap¥tí nam¥°ená na osciloskopu pak jiº p°eve-
deme na indukci a intenzitu magnetického pole ve zvolených bodech hysterezní smy£ky pomocí
vý²e zmín¥ných vztah· (5.26) a (5.33).

P°esné ode£ítání hodnot (pomocí kurzoru) není v X-Y reºimu moºné; °e²ením je staºení nam¥-

°ených dat p°es USB port osciloskopu, nebo ode£ítání hodnot p°i zobrazení £asového pr·b¥hu. Pro

koercitivitu a remanenci nás zajímají hodnoty v jednom kanále, kdy druhý zobrazený kanál pochází

0. Pokuste se projitím v¥t²ího po£tu period získat více (kladných i záporných) hodnot; získáte tak

p°esn¥j²í výsledek4 a voliteln¥ ur£íte i jeho nejistotu.

Magnetizaci m·ºeme snadno spo£íst z magnetické indukce s pouºitím vztahu (5.22) jako

M =
B

µ0
−H. (5.34)

Úkoly

1. Zapojte obvod podle schématu.

2. Z osciloskopu ode£t¥te nap¥tí odpovídající koercitivnímu poli, remanentní a satura£ní mag-
netizaci.

3. Zm¥°te rozm¥ry jádra transformátoru.

4. Ur£ete velikost koercitivního pole, satura£ní a remanentní magnetizace pro zadaný materiál
podle vztah· (5.26) a (5.33). U saturace uve¤te i hodnotu intenzity Hs, p°i které byla
dosaºena.

Uºití v praxi: M¥°ení magnetického pole má význa£né praktické aplikace. Lokální magnetické pole Zem¥

je ovlivn¥no také geologickými pom¥ry a jeho m¥°ení se vyuºívá p°i geofyzikálním pr·zkumu nap°. pohybu

litosférických desek.

4Krok digitalizace osciloskopu bývá dost velký, jedno m¥°ení je platné max. na 2 cifry.
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Feromagnetické materiály mají také mnoho praktických fyzikálních a elektrotechnických aplikací, kdy

je podstatná znalost jejich hysterezní k°ivky. Magneticky tvrdé materiály se pouºívají jako permanentní

magnety, zatímco magneticky m¥kké materiály se pouºívají p°i aplikacích vyºadujících snadnou zm¥nu

magnetizace, jako jsou elektromagnety nebo transformátory. Magneticky m¥kké materiály se pouºívají

rovn¥º k odstín¥ní vn¥j²ího magnetického pole. Obzvlá²t¥ d·leºité je stín¥ní v elektronových mikroskopech,

kde by parazitní vn¥j²í magnetické pole ovliv¬ovalo elektronovou optiku mikroskopu.
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