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Fyzikalni praktikum 2

6. Elektromagnetické kmity v RLC obvodu

»

Cile méreni
1. Uré¢it impedanci nékolika soucastek (odpor, kondenzétor, civka).

2. 7Zméfit frekvencni charakteristiku buzeného RLC obvodu a uréit z nich odpor, indukci a
kapacitu RLC obvodu.

3. Zméfit prechodovy jev (vlastni kmity) RLC obvodu s podkritickym, kritickym a nadkritic-
kym tlumenim, a urcit vlastni frekvenci obvodu a koeficient atlumu.

Teorie obvodu s R, L a C souc¢astkami

RLC obvod sestava z odporu s velikosti R, civky s indukénosti L a kondenzatoru s kapacitou C
fazenych bud do série nebo paralelng. V téchto obvodech dochazi p¥i buzeni zdrojem stiidavého
napéti na urcité frekvenci k rezonanci charakterizované maximem proudu. Podobné rezonan¢ni
chovini muzeme vidét v mnoha oblastech fyziky napf. v situaci, kdy je zévaZzi pfichycené pruzinou
buzené periodickou silou. Obvody s R, L a C mayji Siroké uplatnéni napf¥. jako rezonatory, filtry
s horni a dolni propusti anebo integra¢ni ¢leny (viz uloha ¢. 5).
Uvazujme obvod, kde jsou prvky R, L a C Fazené v sérii, viz obr. [6.1] a jsou buzeny napétim
z funkéniho generatoru U (t). Druhy Kirchhoffiv zakon fik4, ze soutet ubytkd napéti na spotie-
bi¢ich se v uzavieném obvodé rovna souctu napéti na zdrojich. V pripadé tohoto obvodu tedy
nabyva tvar
Ur(t)+UL(t) + Uc(t) = U(t) (6.1)

kde Ug(t), UL(t) a Uc(t) jsou napéti na odporu, civce a na kondenzatoru. Podle Ohmova zékona
je napéti na odporu

Ugr(t) = RI(t) . (6.2)
Faradayuv zakon dava napéti pro civku
dI(t)
Up(t) = L—/—— 6.3
L) = L5 (63)

a z Coulombova zdkona lze odvodit, Ze napéti na kondenzéatoru nabijeném proudem I(t) za cas t
je

Uo(t) = U(0) + é /0 It (6.4)

kde U(0) je napéti v ¢ase t = 0. Dosazenim téchto napéti do rovnice (G a jejim zderivovanim
podle ¢asu dostavame rovnici

() | pdI(t) % I = U (6.5)

L
de? dt dt
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Obrazek 6.1: Schéma sériovéeho RLC obvodu napajeného zdrojem st¥idavého napéti U (t).

Rozeberme ustalené feseni tohoto obvodu pi#i buzeni st¥idavym napétim, kdy je zapojen po-
stupné pouze ¢len R nebo L nebo C, a nakonec cely obvod RLC. Predpoklddejme nyni, Ze stiidavé
napéti U(t) mé tvar harmonické funkce a mizeme ji vyjadiit jako redlnou ¢ast komplexni funkce

U(t) = Up(w)e“? (6.6)

kde st¥iskou oznacujeme komplexni funkci. Vyuzivame zde matematicky aparat komplexnich éise,
kdy amplituda napéti Up(w) je komplexni, tzn. mazeme ji vyjadfit jako Up(w) = |Up(w)|e'¥v ).
Veli¢ina ¢y zde vyjadiuje fazi napéti. Mizeme ocekavat, ze i proud ma stejny tvar

I(t) = Ip(w)e*" . (6.7)

Analogicky I, (w) = |f0 (w)|e'¥1(@), P¥ipomefime, 7e tento aparat komplexnich ¢isel mizeme pouit,
protoze zachizime s linedrnimi veli¢inami a operatory, u kterych se v libovolném bodé muzeme
vratit k reAlnym veli¢inam vyjadfenim jejich realné ¢asti, napr. U(t) = Re [U(t)] pomoci Eulerovy
rovnice e = cosx + isin . Realné ¢asti velicin musime pouzivat, pokud pracujeme s nelinearni
veli¢cinami, nap¥. s vykonem P o I(t)2.

Obvod s odporem

Nejjednodussi piipad nastéva, pokud je zapojen pouze odpor. Pak na levé strané rovnice (6.5)
zistane pouze druhy ¢len. Po dosazeni rovnic (6.6) a (6.7) do (6.35]) dostavame

Rlp(w) = Up(w) , (6.8)
ktera vyjadiuje Ohmitv zakon pro amplitudy Io(w) a Up(w). V obvodech stfidavého proudu se
¢asto pouziva komplexni impedance Z(w) = |Z(w)|e?Z“) definovana jako

Z(w) = ) _ Iole)

Io(w)  [o(w)|

Rozdil ¢y (w) — ¢r(w) vyjadiuje fazovy rozdil mezi proudem a napétim. Typicky volime oy = 0
(volba pocatku ¢asu). V pfipadé odporu pak dostavame pro jeho impedanci

’ei(eauwz) ] (6.9)

Zr(w)=R=Rg. (6.10)

kde jsme pro velikost odporu méreného rezistoru zavedli veli¢inu Ry z divodu odliseni od ostatnich
odporti, které se v obvodu mohou vyskytnout. Jelikoz je tato impedance redlna, vidime, ze pro
fazi impedance odporu plati pr = oy — @75 = 0.

1Pro podrobngjsi diskuzi aparatu komplexnich &sel velmi doporutujeme prodist .
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Obvod s kondenzatorem

V piipadé, kdy je v obvodu jen kondenzator, zlistane na levé strané rovnice (6.5) pouze tieti ¢len.
Analogicky s pfedchozi ¢asti pak dostavame pro impedanci kapacity

S 1 1 o
Zo(w)=—=—e"2 6.11
c(w) iwC  wC ( )
Zde je jiz impedance komplexni. Féze napéti na kondenzéatoru Up(w) = Z¢(w)Ip(w) se lisi o —m/2 =
—90° relativné k proudu, tzn. Ze harmonicky profil napéti se ,opozduje* za proudem. Ze zmérené
velikosti impedance |Z¢(f)| na dané frekvenci f = w/27 je moZno vypodcist kapacitu jako

1
C2nf|Ze(f)]

Tento ptipad predstavuje idedlni kondenzator. V redlnych soucéastkach existuji ztraty, které
si muzeme piedstavit jako pridavny odpor zapojeny do série, tzv. ekvivalentni sériovy odpor
(v angli¢ting se pouzivéa zkratka ,ESR®). S impedancemi mtzeme pracovat podobné jako s odpory
v obvodu se stejnosmérnym proudem, tzn., v sériovém zapojeni je celkova impedance dana sou¢tem
impedanci jednotlivych elementi a tedy impedanci redlného kondenzétoru je mozno vyjadfit jako

(6.12)

. N —i
25(w) = Zo(w) + Ro = —= + Re.. (6.13)

Odtud vyjadiime fazi impedance kondenzatoru ¢c jako

ImZ@(w) -1
ReZL(w) wRcC

tan oo = (6.14)

Odpor tedy zptisobi, ze faze jiz mé vétdi hodnotu nez —90°. Pro w — 0 se blizi idealni hodnoté
—90°, pro w — oo se faze blizi 0, tzn., kondenzator se chové jako odpor. Z amplitudy a faze Z{(w)
Ize vyjadfit pomoci rovnice (6.13)) kapacitu
-1
C = A - ,
27 f1Z6(f)|sin oo

(6.15)

(zaporné znaménko zde vystupuje protoze fazovy thel kondenzatoru ¢ je zéporny) a ekvivalentni
sériovy odpor
Re = |Z5(f)| cos oo - (6.16)

Jako mira kvality kondenzatoru na urcité frekvenci se zavadi bezrozmérnd veli¢ina Cinitel
jakosti @ (v angl. Q-factor, Q z angl. quality), ktery je dany velikosti poméru imaginarni a realné
casti 2t (w), Q(w) = 1/(wCR¢). Jeho prevracena hodnota D = 1/Q = wCRc (7 angl. dissipation)
se nazyva ztratovy cinitel, je ddna podilem odporové a kapacitni slozky a vyjadiuje miru ztraty
energie. Nejmensi ztratovy ¢initel maji kondenzatory vzduchové (fadové 1075 az 107%) na 1 kHz.
Keramické kondenzatory maji ztratovy Ginitel fadové 10~%, kondenzatory s plastovou folif 1072 a
kondenzatory papirové 1072, Ztratovy Cinitel elektrolytickych kondenzatora byva 0,1 az 0,3 [2, B].
Poznamenejme, Ze v redlném kondenzatoru je sériovy ekvivalentni odpor frekvenéné zéavisly a je
nutno ho charakterizovat v blizkosti frekvence, na kterém pak s kondenzitorem pracujeme.

Obvod s civkou
V ptipadé, kdy v obvodu je pouze civka, pak na levé strané rovnice (6.5]) zistane pouze prvni
¢len. Analogicky s predchozi ¢asti pak dostavame pro impedanci civky

Z1(w) = iwL = wLe'? . (6.17)
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Impedance je zde opét komplexni a jeji faze 7/2 znadi, Ze faze napéti na kondenzatoru (fo(w) =
Z1Ip(w) je o m/2 vétsi nez u proudu, tzn., napéti se na civce ,predbihd“ pred proudem o 90°. Ze
zméfené velikosti impedance |Z1(f)| na dané frekvenci f je moZno vypocist indukénost jako

|Z(f)]
L="5

(6.18)

Reéalnou civku si miizeme opét predstavit jako idedlni civku zapojenou v sérii s ekvivalentnim
sériovym odporem a jeji impedance je

77 = Zp(w) + Ry =iwL + Ry, . (6.19)
Odtud vyjadiime thel této impedance jako

L
tan o, = (};—L . (6.20)

7 amplitudy a fize Z7 (w) BI9) lze vyjadiit indukci

_1Z5(f)siner

L
2nf ’

(6.21)
a ekvivalentni sériovy odpor

Rr, = |Z5(f)| cos ¢r, . (6.22)

Ekvivalentni sériovy odpor zpiisobi, ze faze jiz ma mensi hodnotu nez 90°. Pro w — oo se blizi
idealni hodnoté +90°, pro w — 0 se faze blizi 0, tzn., civka se chova jako odpor. Jako mira kvality
civky na urcité frekvenci se opét vyjadiuje pomoci ¢initele jakosti (velikosti poméru imaginarni a
realné ¢asti impedance), Q(w) = wL/Ry, a ztratovy ¢initel je D = 1/Q = Ry /(wL). Jen krétce
zminme, ze sériovy odpor neni jedinou charakteristikou realné civky. Na vysokych frekvencich
se zatne projevovat paralelni kapacita vznikajici mezi jednotlivymi smyckami civky. Proto se
v tomto praktiku omezime na relativné malé frekvence pod 3 kHz, kde je tento efekt relativné
slaby — projevuje se tak, ze ekvivalentni sériovy odpor neni konstanta, ale zavisi na frekvenci. Na
dostatecné nizkych frekvencich by se hodnota Ry méla blizit stejnosmérnému odporu civky.

Obrazek [6.2 shrnuje dosazené vysledky a souhrnné ukazuje (komplexni) impedance realné civky
(Z7), odporu (Zg) a realné kapacity (Z5), kde kazd4 # nich ma hodnotu realné ¢asti rovnu R.

RLC obvod

Pro vyfeseni RLC obvodu nejprve podélme rovnici (6.5]) indukénosti L a obdrzime

d’I(t) RdI(t) 1 1dU(t)
— —I(t) = ——~.
@ T a Ic ®) L dt

(6.23)

Tato rovnice je analogickd pohybové rovnici tlumeného mechanického oscildtoru. Clen s prvni
derivaci proudu predstavuje disipaci energie a je imérny konstanté tlumeni «, kde

R
200 = — . 6.24
- (6:24)
Konstanta u tfetiho ¢lenu zleva urcuje kruhovou rezonané¢ni frekvenci oscilatoru
1

wo = (6.25)

VLC
Pfipominame, Ze jednotka w (stejné jako jednotka «) je rad/s a w se poji s frekvenci f (jednotka
Hz) jako w = 27 f. Pro rezonané¢ni frekvenci tedy dostédvame

1

Jo=sovic:

(6.26)
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Obrazek 6.2: Impedance odporu Zg, realné civky Z7 . a redlného kondenzétoru Zg zobrazené
v roviné komplexnich ¢isel. Realn4 ¢ast vSech impedanci ma hodnotu R.

Rovnici (6.23) pomoci zavedenych konstant miizeme piepsat na

(1) 2010 + w2l (t)

1du()
@ dt L

L dt

(6.27)

Jedné se o nehomogenni diferencialni rovnici druhého ¥adu pro proud I(t).

Ustalené reseni

Rozeberme nejprve, podobné jako vyse, ustalené feSeni pii buzeni stiidavym napétim o thlové
frekvenci w. Vyjadieme zavislost proudu obvodem relativné k budicimu napéti pomoci veli¢iny

G(w) = Ip(w)/Uy(w), ktera se nazyva vodivost. Vodivost je pFevracenou hodnotou impedance,

A~

G(w) = 1/Z(w) a ma jednotku Siemens (zn. S) nebo Q~!. Po dosazeni rovnic (6.8) a (6.17) do
(627) dostavame pro vodivost

A 1 F
Gw) = Ao(w) = w——F— , (6.28)
Up(w) wh — w? + 120w
kde
F=1/L (6.29)

je oscilatorova sila. Clen F/(wd —w?+iw2a) je rezonanéni a setkame se s nim v mnoha, fyzikalnich
situacich, nap¥. p¥i FeSeni mechanického oscilatoru nebo p¥i kmitech iontt v pevnych latkach (tzv.
Lorentzuv oscilator). Clen iw zde vystupuje@, protoze vztah ([6.28]) predstavuje zavislost proudu
na napét.

Vztah ([6.28) miZzeme alternativné vyjadiit pomoci pivodnich veli¢in R, L a C jako

i 1
Ow) = .
e TR A 1)

(6.30)

2Znaménko u tohoto ¢lenu zavisi na zvoleném znaménku u ¢asu ve vztazich (§6) a 7). V navodu k této tloze
pouzivime znaménko sméru ¢asu stejné jako je zvykem v elektrotechnice. Na druhou stranu, v kvantové teorii ¢i
teorii pevnych latek se pouZiva Casova zavislost e ™!, ktera by zménila znaménko u viech &leni iw.

3 Amplituda naboje na kondenzatoru do ¢len iw nema, viz rovnice (6.35) v ¢asti vénované prechodovému jevu a
dale viz [1].
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Obrazek 6.3: Amplituda vodivosti (a) a jeji faze (b) sériového obvodu RLC pro hodnoty L = 0,1 H,
C = 100 nF. Jsou zde vyneseny tii k¥ivky pro hodnoty odporu R = Ry, R = 2Ry a R = 3Ry, kde
Ry = 100 €. Rezonan¢ni frekvence wy = 10000 rad/s. Plna §ifka rezonanc¢nich kiivek v urovni
1/v/2 =~ 71 % maxima je rovna 2« co# je ilustrovano gipkou v piipadé R = 3Ry (2«c = 3000 rad/s.)

Pravou stranu tohoto vyrazu mizeme také jednoduse obdrzet jako prevracenou hodnotu RLC
impedanci v sérii 1/(Zgr + Z1, + Z¢).
Amplitudu vodivosti vyjadiime jako

G(w)‘:\/@(w)@*(w):w\/( r - 1 . (6.31)

wi — w?)? 4+ (20w)? \/RQ + (WL — L2

Fézi vodivosti p¢(w) vyjadiime jako

B Im@(w) B wd — w? B % —wlL
tan o (w) = ReGw) 2w R (6.32)

Obrazek [6.3)(a) vykresluje zavislost amplitudy vodivosti RLC obvodu na kruhové frekvenci w pro
hodnoty L = 0,1 H, C = 100 nF a tfi hodnoty odporu R = Ry, R = 2Ry a R = 3Ry, kde
Ry = 100 Q. Na rezonan¢ni frekvenci je amplituda rovna 1/R a tedy rovnice (6.3I) mé na této
frekvenci tvar stejnosmérného Ohmova zdkona. Z amplitudy vodivosti v rezonanci tedy miizeme
ur¢it R. V redlném RLC obvodu tento odpor odpovidd ztratdm v celém obvodu danym souCtem
ekvivalentnich sériovych odporta v8ech souc¢astek na dané frekvenci

Recek = Rr+ R + Re (6.33)

kde Rp, je velikost pridaného odporu v obvodu. Siika rezonance |G(w)| je pro slabé tlumeni amérné
«, presnéji feceno, Sirka |@(w)| ve vyice 1/v/2 ~ 71 % maxima je rovna 2« a je mozno z ni uréit
L p¥i znalosti R. Z frekvence rezonance pak pomoci vztahu (6.25) ur¢ime C' a RLC obvod je tak
plné charakterizovan.

Obrazek B.3[(b) vykresluje frekvenéni zavislost faze vodivosti stejného RLC obvodu. Na rezo-
nancni frekvenci w = wyg je faze nulovi. V limité w — 0 faze nabyva hodnoty +90° a v limité
w — 00 nabyvad —90°. Tedy celkova zména faze pfi prichodu rezonan¢ni frekvenci je 180°.

4V elektrotechnice se Casto uvazuje o vykonu, ktery je Gmérny kvadratu proudu a tedy G2. Pro G? je pak sirka
2a v poloving vysky maxima, tzv. FWHM (z angl. full width at half maximum).
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Piechodovy jev

Ptechodovy jev v RLC obvodu vznik4 pii skokové zméné budiciho napéti, nap¥. pfi vypnuti zdroje.
Vyjéadieme prechodovy jev napéti na kondenzatoru Ug (), coz bude v tomto praktiku pfimo mérena
veli¢ina. Vratme se k rovnici (6.I)), do které dosadime vztahy (6.2]), (63]). S uvazenim definice
proudu I(t) = dg(t)/dt, kde ¢(t) je naboj na kondenzatoru, a vztahu ¢(t) = Uc(t)C dostavame
rovnici

d2Uc(t) n QOszC(t)

de? dt
kde jsme pouzili vyse zavedenych konstant « a wg. Tato rovnice je formalné podobna rovnici (6.27),
ale vystupuje zde napéti na kondenzatoru Uq(t) a prava strana je umérné budicimu napéti U (t),
kdezto v rovnici (6.27) jeji derivaci. Pro tplnost zminme, Ze pii harmonickém buzeni (6.6]) je Feseni

+ wiUc(t) = W2U(1) , (6.34)

této rovnice

UCO w w2
. W) _ o — . (6.35)
Up(w) wh — w* + 120w

Tento vztah a tedy napéti na kondenzéatoru (potazmo jeho néboj q(t) = Uc(t)C) je formalné
ekvivalentni vychylce mechanického oscilatoru, vice viz [I].

Déle se jiz vénujme skokové zméné napéti, kdy v ¢ase ¢ = 0 se napéti U(t) skokové zméni
z konstantni hodnoty U; na konstantni hodnotu Uy. Nejprve uvazujme homogenni diferencialni
rovnici, tzn. rovnici (6.34) bez pravé strany. Pfedpokladejme Fesent ve tvaru Uc(t) = Ugge. Po
dosazeni dostavame charakteristickou rovnici

M 420\ +wi=0. (6.36)

Reseni této kvadratické rovnice je

M=-—a+/a?—wd, d=-a—y/a?—-uw}. (6.37)

Obecné Feseni homogenni ¢asti rovnice ([6.34]) pro pfipad a # wy je
Uc(t) = U01e)\1t + UCQGAQt , (6.38)

kde Uc1 a Uge jsou konstanty dané poc¢ateénimi podminkami. Teorie diferencidlnich rovnic ¥ika,
7e FeSeni nehomogenni rovnice ([6.34]) je pak linearni superpozice feSeni homogenni rovnice (6.38))
plus jakékoliv feseni nehomogenni rovnice. Regenf nehomogenni rovnice ([6.34)) s konstantni pravou
stranou je konstanta. Tedy obecné FeSeni (6.34]) pro ¢ > 0 je

Uc(t) = UcreM! + Ugge™' + Uy | (6.39)

kde posledni konstanta na pravé strané je konecné napéti Uy, jelikoz musi Ug(t — oo) = Uy.
Rozeznavame zde tfi pfipady. Pro o > wp hovofime o tzv. nadkritickém tlumeni. Kofeny Aq o
(637)) jsou redlné a feseni je dano p¥imo rovnici (6.39).
V opa¢ném piipadé, kdy a < wg, se jedna o tzv. podkritické tlumeni, kdy jsou kofeny Aj 2
komplexni a realnou ¢ast feSeni (6.39) 1ze vyjadiit jako

Uc(t) = Ugge™* sinwgt + Ugge™* cos wat + Uy (6.40)
nebo alternativné pomoci faze ¢ jako
Uc(t) = Ucse * cos (wat + ¢) + Uy , (6.41)

kde Ucs, Ucy, Uos resp. ¢ jsou opét konstanty dané pocateénimi podminkami. Frekvence

wa = \/wg — a? (6.42)
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Obrazek 6.4: Piechodovy jev RLC obvodu pii skokové zméné budiciho napéti U(t) z hodnoty

4 V na -4 V pro podkritické (R = 300 €2), kritické (R = 2000 Q) a nadkritické tlumeni (R =
6000 €2) a pro L = 0,1 Ha C =100 nF. Vyneseno je napéti na kondenzatoru tmérné jeho néboji.

se nazyva tlumené kruhova rezonancéni frekvence, kterou obvod pii prechodovém jevu docasné
kmita.

Tteti hrani¢ni piipad je tzv. kritické tlumeni, které nastava pro takové hodnoty odporu R =
Ry, kdy

a=uw . (6.43)
Dosazenim do rovnice ([6.34)) 1ze ukazat, Ze FeSeni mé pro tento ptipad tvar

Uc(t) = (Ugs + Uort)e + Uy (6.44)
a vyznacuje se nejrychlejsim ttlumem danym A = —a = —wg. Tento stav je zddouci napf. pii

stabilizaci, kdy je potieba co nejrychleji utlumit systém vyvedeny z rovnovihy vnéjsim stimulem.
Vgechna tato feSeni musi spliiovat pocateéni podminky. V nasem p¥ipadé musi napéti v case
t = 0 mit hodnotu Ug(t = 0) = U;. Zaroven piredpokladame, 7e napéti U; bylo dostate¢né dlouho
konstantni, takze je RLC obvod jiz v rovnovéze, a tudiz se napéti s ¢asem neméni a tedy proud je
nulovy, I(t — 07) = dg(t = 0)/dt = 0. Vzhledem k tomu, Ze je souc¢asti obvodu indukce, nemuze
se proud ménit skokové, a tedy tato podminka plati i v limité t — 0 zprava, tedy pro vySe nalezena
feSeni. Aplikaci téchto podminek obdrzime volné konstanty. Pro nadkritické tlumeni ziskavame

U, -U U, -U
Uci1 = 1_7)\_1/[ , Upge = TA_zf ; (6.45)
)\2 >\1

pro podkritické tlumeni

Ues = (U; — Up)y |1+ <3>2 , &= —arctan <i> (6.46)

wq wq
a pro kritické tlumeni
Uce =U; =Us, Ucr= (U; — Uf)a . (6.47)
Tato feSeni jsou vykresleny na obr. pro realistickou situaci, kdy se napéti skokové méni z U; =

4 Vna Uy = —4 V pro jedno podkritické, nadkritické a kritické tlumeni. Piechodovy jev lze taktéz

pozorovat pomoci proudu v RLC obvodu. Casové zavislosti proudu bychom ziskali derivaci vyse
obdrzenych vztahii.
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Obrazek 6.5: (a) Aparatura pro mé&Feni impedance Z (nebo vodivosti G = 1/Z) sestavajici z funke-
niho generdtoru jako zdroje napéti U s urcitou frekvenci, osciloskopu, méfené impedance Z are-
feren¢niho odporu R;. V schématu jsou nazna¢ena napéti Uj na referenénim odporu R; a napéti
Uz na méfené impedanci Z. Referencni (stinici) vodice kanalt Uy a Us jsou uvnit¥ osciloskopu
spojeny a uzemnény. (b) Aparatura analogickd panelu (a) pouzita pro méfeni pirechodového jevu
naboje na kondenzatoru C. (¢) RLC metr Agilent U1733C.

Tlumeni RLC oscilatoru se ¢asto také charakterizuje bezrozmérnym jakostnim ¢initelem @),

ktery je zde definovan jako
wo 1 L
X0 _ - /= 6.48
Q=5 =%\ o (6.48)

ktery predstavuje pocet oscilaci N, které oscilator vykona, nez jeho energie poklesne na 1/e
ptuvodni hodnoty, vynésobeny faktorem 2, tj. N = Q/(27) ~ @Q/6. Energie je umérna kvadratu
proudu, proto je v definici @ (6.48)) faktor 2 ve jmenovateli.

,

Popis experimentalni aparatury a méreni

Uloha za¢ina mé&fenim s RLC metrem Agilent U1733C, viz obr.[6.5](c). Je to moderni ruéni p¥istroj
umoziujici mé&fit velikost impedance a z nf uréit kapacitu, indukénost nebo odpor soucéstek (volba
prepinanim tlacitka ZLCR). Umozihuje zmé&fit fazi impedance (zde oznalena jako #) a z ni ¢initel
jakosti @ nebo ztratovy ¢initel D (volba piepindnim tladitka DQ6). Tento piistroj taktéz umoziuje
zméFit ekvivalentni sériovy odpor (pfepina se podrzenim tla¢itka Ai (ESR) na 3 s). Pro urceni
stejnosmérného odporu, napt. civky, se pouzije stejnosmérny mod, ktery se prepind podrzenim
tlacitka Freq. (DCR) na 3 s. Pfistroj pracuje na diskrétnich frekvencich 100, 120 Hz a 1, 10 a
100 kHz (pFepinani tlacitkem Freq.) s tim, ze po zapnuti je vzdy nastavena referencni frekvence
1 kHz. Detailngjsi informace o p¥istroji jsou v jeho manualu, ktery je mozno najit na odkaze [5].

Meéreni s osciloskopem probihd na aparatuie sestavajici z funkéniho generatoru jako zdroje
napéti U o urcité frekvenci f, osciloskopu, méfené impedanci Z a referen¢nim odporu Rj, viz
obr. [.5l(a). Druhy kanél osciloskopu U méfi napéti Uy na referenénim odporu Ry, pomoci néhoz
uréime proud obvodem I = U;/R; = Us/R;. Prvni kanal osciloskopu U je pfipojen na vystup
z funkéniho generatoru a méri celkové napéti Uy = Uz + Uy. V osciloskopu jsou vzdy referencéni
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(stinici) vodice obou kanalii propojeny a uzemnény (v obr.[B.5]a) naznaceno ¢arkované), tedy prvni
kanal nemuze byt pfipojen pouze na testované impedanci Z , ale musi mit propojeny zemnici vodic
se zemnicim kontaktem funkéniho generdtoru. Signalni kontakty kabeldZze jak na osciloskopu tak
na funk¢nim generatoru maji ¢ervenou barvu, kdezto stinici (uzemnéné) kontakty bud modrou
nebo ¢ernou barvu.

Impedanci Z vyjadiime pomoci jeji definice. Jelikoz Uy = Uy — Uy = Uy — Us, pak

O, Uy DU
7= gz g0t
I Ur Us

: (6.49)

kde jsme presli ke komplexni reprezentaci vSech napéti. Moderni osciloskopy umoziuji vyjadrit
rozdil signali Uyy = Uy — Uy a zméfit jak jeho amplitudu Uy (tzv. Spicka-Spicka, v angl. peak-
to-peak) tak fazi o0 = @p — w2 vici kandlu Us. Impedanci ([6.49) pak vyjadiime pomoci
experimentalné métitelnych veli¢in Upsg, @ar—2 a amplitudy druhého kanalu Usg jako

R UM UMoei@M Upio iy Unro
Z=RZM_p  _R ion g2 — g, UMO o 6.50
"0, " Ungeivz "o " © (6.50)

Amplituda impedance |Z| resp. jeji faze ¢z je pak rovna,

21— RiUno

|Z] Uo resp. Yz = OM 2 - (6.51)

Pro amplitudu vodivosti |C¥ | resp. jeji fazi g ziskame z definice G=1 / Z vztahy

_ Uso
RiUno

G resp. G = —PM—2 - (6.52)

Meéteni probiha s pomoci digitalniho osciloskopu Keysight DSOX2002A. Pro presné zméieni
hodnoty spicka-Spicka a faze je diilezité, aby byly pritbéhy signilu na obrazovce dobie prokreslené,
tzn., aby horizontalni osa (Cas) byla nastavena tak, aby na ni bylo nékolik malo (1-5) period, a
vertikalni osy (napéti) nastavené tak, aby signal byl v rozpéti asi 40-100 % rozsahu obrazovky.
Toto je potieba pii zméné frekvence typicky vzdy znovu nastavit. Detailnéjsi informace o pfistroji
jsou v jeho manudlu, ktery je mozno najit na odkazu [6].

Jako zdroj signéalu se pouziva digitalni funkéni generdtor Tektronix AFG2021. M4 vystupni
impedanci R, = 50 €2, coz si lze pfedstavit pomoci ndhradniho zapojeni, kdy se k idedlnimu
zdroji napéti do série prida odpor 50 2. Tento odpor se do funkénich generatort pridava, aby se
minimalizovaly odrazy signali od koaxialniho vedeni, které mé charakteristickou impedanci 50 2
a je zakonceno zatézi 50 €. Vnitini odpor funkéniho generatoru se p¥i méteni prechodového jevu
projevi jako efektivni navyseni odporu RLC obvodu o 50 €2, ktery je tedy potieba p¥i interpre-
taci vysledki zapocist. Pfi méteni frekvencni zavislosti vodivosti RLC obvodu se vnitini odpor
funkéniho generatoru projevi jako pokles vystupniho napéti v rezonanci — takto je mozno velikost
vnitiniho odporu zmérit. Jelikoz je pfi vypoctu vodivosti proud déleny timto vystupnim napétim,
vnitini odpor se na vyslednych hodnotach vodivosti neprojevi. Detailngjsi informace o pfistroji
jsou v jeho manudlu, ktery je mozno najit na odkazu [7].

Zpracovani dat

Frekvenéni zavislost vodivosti

Jak je zfejmé z obr. [6.3] rezonan¢ni frekvenci je mozno graficky ur¢it z polohy maxima rezonanéni
k¥ivky nebo i presnéji z frekvence, kde faze prochazi nulou. Hodnoty R, L, a C' lze ziskat z frek-
ven¢ni zéavislost vodivosti |@(w)| pomoci jeji hodnoty v rezonanci, §itky rezonan¢ni ki¥ivky a jeji
rezonan¢ni frekvence, viz diskuze pod vztahem (6.32]).
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Alternativné ¢i doplikové, 1ze viechny tyto hodnoty ziskat prolozenim teoretické zavislosti (6.30)
na |@( f)|, viz program [4]. Tento ukazkovy program je napsany v jazyce Python a pro numerickou
minimalizaci pouziva balicek LMfit. Zpracovani dat prolozenim déva presnéjsi vysledky, protoze
se vyuziji vSechny mérené body. Navic ziskdme statisticky odhad ndhodnych chyb vysledka a také
muZzeme testovat, nakolik frekvenéni zavislost dat odpovidé teoretické predpovédi.

Piechodovy jev

V pripadé podkritického tlumeni je mozné urcit koeficient exponencidlniho poklesu amplitudy «
néboje z tasového priabéhu napéti. Z rovnice (6.41]) vidime, 7e amplituda maxim nebo minim osci-
lact Ucmax (t) klesd exponencialng jako Uomax (t) = Ucse™* +Uy. Odectenim Uy a logaritmovanim
ziskame

In(Ucmax(t) —Uy) =InUcs — ot . (6.53)

Tedy zévislost pfirozeného logaritmu rozdilu Ucmax(t) — Uy je linearni funkce ¢asu a jeji smérnice
je —a. Prolozenim linearni funkce nékolika body lze testovat, nakolik je pokles linedrni, a urcit
konstantu «.. Soufadnice nékolika maxim (minim) miizeme urcit bud s pomoci kurzoru osciloskopu
nebo lze ¢asovy pribéh ulozit na USB disk a soufadnice oscilaci ur¢it na pocitaci (doporu¢ovéano).
7 konstanty a vypoctéte se znalosti hodnoty L z ptredeslych méreni odpor celého RLC obvodu R
s pomoci vzorce ([6.24]). Tento odpor je dan souctem ekvivalentnich sériovych odporii vech soucés-
tek Reelex na frekvenci oscilaci, viz ([6.33)). Tento odpor je vSak v piipadé prechodového jevu jesté
navic navysen vnitinim odporem funkéniho generatoru, ktery je R, = 50 €2, viz diskuze v popisu
experimentu. Srovnejte hodnoty R a Rcelek +124. Tlumenou frekvenci oscilaci wy uréime jednoduse
odetenim periody nékolika oscilaci. Z obdrzené hodnoty spoc¢téte (netlumenou) frekvenci RLC
obvodu wy s pomoci vztahu (6.42) a srovnejte ji s hodnotou obdrzenou z frekvenéni zéavislosti
vodivosti.

V ptipadé nadkritického tlumeni miizeme podobnym zptisobem urc¢it exponencialni pokles na-
péti. Situace je zde komplikovangjsi, protoze feseni (6.39) je v obecnosti sou¢tem dvou exponencial.
Ale v rezimu, kdy « je velké (pfiblizné pro «a > 2wg) a tedy koeficienty (6.37) znatelné rozdilné,
vak pro dostatecné dlouhé ¢asy zbude z feSeni (6.39) pouze exponenciala s pomalejsim atlumem
A1. Analogicky k (6.53]) pak ziskdvame rovnici In(Uc(t) — Uy) = InUcy + Ait, ze které urcéime A;.
Z hodnoty A1 je mozno vyjadfit na zakladé znamych hodnot L a wy hodnotu odporu R s pomoci
rovnic (637) a ([624) jako
wi + 22

A

V piipadé kritického tlumeni neni pritbéh napéti (6.44]) presné exponencialni a tudiz nelze
jednoduge pouzit rovnici (6.53)). P¥i zpracovani protokolu se tedy spokojme s nalezenim hodnoty
odporu kritického tlumeni Ry a srovnani s predpovédi této hodnoty s pomoci vztahi (6.43) a
([624) na zakladé diive zméFenych hodnot L a wy.

Opét alternativné ¢i dopliikové lze ve vSech téchto piipadech ¢asové pribéhy zpracovat prolo-
zenim teoretickymi vztahy ([6.39), (6.41) a (6.44) pomoci programu analogickému k ukézce [4].

R=-L (6.54)
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Ukoly pro méreni a zpracovani dat

1. Impedance odporu, civky a kondenzatoru.

(a)

(b)

Meéteni pomoci RLC metru Agilent U1733C na frekvenci 1 kHz.

i. Zmsite velikost odporu dekady Rp (< 30 Q), kapacitu kondenzatoru C, a indukci
civky L. Zmérte také fazovy thel téchto soucastek pg, o resp. ¢ a ekvivalentni
sériovy odpor kondenzatoru R¢ a civky Ry .

ii. V piipadé civky zmérte taktéz stejnosmérny odpor REC bud pomoci RLC metru
v rezimu stejnosmérného proudu (DCR), nebo pomoci stejnosmérného multimetru.

iii. Ze ziskanych hodnot C' a L vypoctéte jiz v praktiku teoretickou hodnotu rezonan¢ni
frekvence fo sériového RLC obvodu, viz (6.26]).

Mé&reni pomoci osciloskopu s vyuzitim zapojeni podle obr. [6.5)(a). Velikost referen¢niho
odporu R; zvolte ptiblizné 10 €. Pouzijte harmonicky tvar signilu v generatoru.

i. Zméfte amplitudu impedance |Z | a fazi impedance @z, viz ([651]), odporu, kon-
denzatoru a civky na nékolika frekvencich v rozmezi 100-3000 Hz (napft. na 100,
300, 1000 a 3000 Hz a frekvenci fy).

ii. Pro jednotlivé frekvence do protokolu vypoctéte u odporu hodnotu Rg, viz (6.10),

u kondenzatoru C' a Re, viz (6.10) a ([6.16)), a u civky L, a Ry, viz (621) a (6.22).

2. Rezonance sériového RLC obvodu. Pouzijte zapojeni s osciloskopem podle obr. [6.5)(a) s har-
monickym signalem ve funkénim generatoru. Velikost referenc¢niho odporu Ry zvolte pfiblizné
10 Q a velikost odporové dekdady Rgr < 30 €.

(a)

(b)

(c)

Zméite frekvencni zavislost amplitudy vodivosti, |G|, a fazi vodivosti, ¢¢, viz ([6.52]).
Méite ve frekvencnim rozsahu v okoli rezonance, kde se faze méni v rozsahu od -80° do
80°, s krokem asi 10°, pfipadné i na nékolika dalsich frekvencich dale od rezonance.

Z frekvencni zavislosti amplitudy vodivosti urcete do protokolu hodnoty R, L, C, wy,
a fo, viz predchozi odstavec o zpracovani dat. Srovnejte tyto hodnoty s vysledky ob-
drzenymi z pfedchozi ¢asti a s hodnotou Reeex ([633). Z téchto hodnot vypocltéte také
hodnoty «, viz (624)), F, viz (€29), a Q, viz (6.48)).
Vykreslete teoretickou frekvenéni zavislost |G|, viz [6:31), a ¢, viz [632), pro obdrzené
hodnoty R, L a C a srovnejte je s naméfenymi daty.

3. Prechodovy jev (vlastni kmity) napéti na kondenzatoru v RLC obvodu. Pouzijte zapojeni
podle obr. [6.3](b) a obdélnikové pulzy funkéniho generdatoru s nizkou frekvenci asi 30 Hz.

(a)

Zmeétte prechodovy jev pro stejnou hodnotu odporu dekddy Rp jako v predchozi ¢asti
(podkritické tlumeni) a ulozte data na flash disk.

Do protokolu urcete hodnoty wg, tlumici konstantu « a ji odpovidajici odpor celého
RLC obvodu R. Srovnejte ji s hodnotou Reejek ([6.33)+ Ry, viz diskuze v ¢asti zpracovani
dat. Urtete wy, viz ([€42), a fo. Vysledky srovnejte s hodnotami obdrzenymi pomoci
frekvencni zavislosti vodivosti.

Naleznéte hodnotu odporu dekddy Rp odpovidajici kritickému atlumu a zmétte precho-
dovy jev. Srovnejte hodnotu Reelex ([6.33)+ R, s pFedpovédi odporu kritického tlumeni
Ry na zakladé L a wg s pomoci vztahi (6.43) a (6.24]).

Zmeétte prechodovy jev pro jednu hodnotu odporu dekddy Rp v oblasti nadkritického
tlumeni odpovidajici Rr > 2R,. Urcete faktor exponencialniho poklesu A1, viz (6.37),
viz diskuze v Casti zpracovani dat. Z hodnoty \; vypoctéte s pomoci rovnice (6.54)
hodnotu odporu R a srovnejte ji s hodnotou Reelek + f24-
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