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ZPRACOVENY visLeEDpkf uMBEEext

SamozFejmym cilem kaZfdého méFen{ je sji¥téni gprévnd hodnoty fyzikdlni ve-
11%iny. ¥V této kapitole struiné probereme jaké informace o sprdvné hodnoté dos-
taneme g visledku jednoho nebo ¥ady opakovanfoh mé¥eni Kaidé jednotlivé méZent
Je zatifeno jednak aystematickou chybou,jednak chybou néhodnou. Sygtematickou
ghybu zplsobencu mEFicimi pFistroji s nevhodnym postupem se snafime v maximdlng
mi¥e potlalit, ale ve vdt#ind piipmdd jej{ existencl musfme brdt v Gvahu. Opa-
kovand méieni ve stejnych podminkdch, ognaZime je xy ( 1=1, 2, 3, +2s), se mesi
sebou 1131f. Rikéme tedy, ¥e mdFeni je gatffeno nghodnou ghybou. Navic i sém ob-
Jekt se miie projevovat v ndhodnfch jevech, kterd me #{fd{ zdkony pravadpodcbnos-
ti. Informace ze soubofu naméfenych hodnot ziskéme vhodaym statiatickym spraco-
vénim,

Z2dkladnt pojmy e predstavy

. Soubor nekone¥nd$ mnoha hodnot x; nam$Fenych danym pfistrojem, postupem
a pozorovatelem se nagyvd populace. Tady plati jelt$ samozfejmy pFedpoklad, Ze
uvaZovand velilina je b¥hem miFenf! konstantni. Prim¥rné hodnota populace

n
1
)l-T X xi, n—e oo (1)

Je pro dané md¥en{ konatantni a nazyvd se gt¥ednf hodnots populace. Fodobn¥
at¥edni kvadratiokd odchylks (pouiivéd se rovnéi ozna¥eni smirodatnd nebo stan-
dardni) je urdena pro dané mdFeni vatmhem

1 =

= (xy -}_1)2 . (2)
(n=1)

N —* oo '

Tato veli¥ina Je mirou rogptylu hodnot daného m3¥enf. Mé-1i populace normilng
{Gausgove) rogdéleni, pak do intervalu M+ k(0 padne pFibli:n& 68.3 % hodnot
x; p¥ kel , 95.5 % hodnot pF1 ke2 & 99,7 % pFi k3.

Piipomenems sl vlastnosti Gaussova roszd¥lenf. Spojité ndhodnd proménnd, kterd
nabfrd libovolnych hodnot x s hustotou pravddpodobnosti

(x -/n)z

1
L 4 - - .
(x) 07?2?-— exp [ o2 {3)

méd normélni rosd&leni, Pravdépodobnost, e namd¥{me hodnotu x v intervalu
(x1, 12) ‘Je adna v¥razem

x
P (x,, x,) = I f(x) ax . (4)
%
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Jingmi slovy Fefeno, v intervalu <Xy 12_) bude lefet P(x,, x,).100 procent
celé populace. NapFiklad

pr )

(-6

Viragsy (1) a (2) jsou idealizované, proto%e ve skuteinosti pofet m&Feni n
Je hodnota vZdy konednd. Pro kopeénou hodnotu n dosteneme ve virazu (1) arit-
meticky prﬁmﬁr x & ve vyrazu (2) standardn{ odchylku jednoho méfeni & .

Uvrafujme nyni velky poéet primérd vypoitenych ze aérif o n namffenych
hodnotéch, Pro atfedni kvadratickou odehylku z tdchto prémérd dostaneme G/ Vo .
Priméry jsou méné rozptylend kolem atfedn{ hodnoty. Navic, rosdélen{ primérd n
hodnot se bli%{ & rostoucim n vidy k normélnimu,sf je rozddleni namdfenyoh hod-
not jakékoli; je-1i rozd&leni méFenych hodnot norméini je rocdilen{ primérd
norméln{ pro libovolné n ', Toto tvrzeni je obsahem tzv., centrdlni limitni vi-
ty. Prakticky to znamens, ¥e 3 velkého podtu primdrd n hodnot, které bychom
2j18t1l1 p¥i opakovéni m¥¥eni by jich padlo 68.3 % do intervalu s ¢ /4,
95.5 % do intervalu jux 207/ fn a 99.7 % do intervalu px 30/ Vn, za pFedpo-
kladu, & n je velké (n > 40). Nebo namdFeny primér X mé 95.5 procentni
‘pravddpodobnost, %e pedne do intervalu as 20/ Vn, cof Je etejné jako tvreeni,
fe Je 95,5 % pravdépodobnost, Ze bude odchylen od m . ménd ne% o 2¢ /) A.
Jinyml slovy Feleno, interval

26

md 95.5 % nadéji, %e obsahuje at¥edni hodnotu u , kterou negnéme,

Interval (6) miZe byt jednim = 4.5 procenta intervall, kieré stiedni hodnotu a
neobsahuji. Méme risiko 4.5 %, fe né& interval nepokrjvd nezndmou hodnotu.
Interval X + X0/ ¥n  se nagjvéd interval spolenlivosti pro m a pFislui-
né pravddpodobnost se oznafuje jeko vroven gpolehlivosti, Z pFedchdzejioich

Gvah je zFejmé, -Ze Groven spolehlivosti svyiime jestlife interval spolehlivose
t1 rosdifime,

- 4

(6)

Pro lep3{ porozumdn{ pFedchozich pFechodd od toleranfniho intervalu
Mt X0/Vn  k intervalu spoleshlivosti x + kG°//n  vypolitéme tyto
intervaly pomoci tzv. normovanjoh odchylek =, = (x; = m)/¢ . Pro normélni
rozdéleni méFenjch hodnot méme norméln{ rozdéleni i pro normované odehylky, 0d
pravdépodobnosti namd¥enf{ hodnot v urditém intervalu k pravddpodobnosti sJidté-
ni standardafch odchylek leffcich v urfitém lntervalu pfejdeme sﬂnou prouén-
né 3 = (x - u)/¢ v integrélu

| '

= oo
pak
i A 2 |
B(y) = —= I exp (-52/2) a8 . (7
- cn
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Integrdl (7) ném ddvd v procentech pravddpodobnost 100.P, %e naméfend normova-
né odchylks s, (libovolnd) bude mendi nef odochylka Z4,

Daldi dvahy piedvedeme na konkrétnfm pF{kladu, Necht P(z,)=0.025 pro
8= -1.96 a P(az) = 0,97% pro zy = 1.96. Plati tedy s pravdépodobnosti
0.975 - 0.025 = 0,95 {vis obr, 2),%e naméFfend odchylka padne do intervalu
<-1.9.6’ 1096> »

x .
- 1,96 < —-2—6-;'-{-— < 1.96 (8)

odsud dostdvéme, ¥e s pravddpodobnosti P = 95 % plati

P=1.980<Lxy < p+ 1960 (9)

ale také
x - 1.96({}1 < x; + 1.960 . {10)

2e vaztahu (9) vidime, #e s 95 procentni pravdipodobnosti namdFfend hodnota bude
lefet v intervalu au % 1.960 , ktery je vliastnd tolereninim intervalem pro 95%
-populace nam&Penych hodnot. Haproti tomu mé vztah (10) ten vyznam, Ze stiednf
hodncta n bude leZet uvnit# intervalu z1¢.1.960— » ktery jJe tedy intervalem
spolshlivoeti pro m s drovni spolehlivosti 95 %, Pro urdeni toleranniho in-
tervalu mua:'.m_e gndt M e 0 , pro urfeni intervalu spolehlivosti jemn T ,

Integrdl (4) miZeme psdt pro promdnnou x (tj. priméry naméFenyoh hodnot)
a ¢ szamdnime na ¢ / ¥n, Dokonce vime, ¥e priméry majf normfln{ romddlen{ i
kdyZ namé&fenéd hodnoty je nemaji. Z pF¥edchozich divah deostaneme veiah

T-n -
- 196 < 1,96 . {11)
-
/o’
Tedy interval spolehlivosti
"% 4 1.96 (12)
T n

Je ﬁrkrét ufsi nef interval apohleivosti sestaveny g méfené hodnoty x; pro
gtejnou 95-ti procentni \iroven spolehlivosti.

V praxi obvykle mifime maly polet hodnot. Standardni odchylka & vwypolte-
né z nich podle vztahu (2) ae mife 1181t od st¥ednf{ kvadratické odchylky po-
pulace, kterou nesndme, Seatrojime=-11 tedy interval hodnot =z veliin, kterd
g méfeni dostaneme '

— [

t 1
xt Ve (13)

vznikne otdzka jakou Uroven spolehlivosti miZeme tomuto intervalu pFiF¥edit., Prob-
1ém se Fe#i poufitim Studentova roszddlenf (viz poznémka}. Uroven spolehlivosti
intervalu (13) zdvig{ nejen na volbd + , ale takd na po¥tu méFeni n . Na-
piiklad pro neS je Groven spolehlivosti 62.6 % pro t=1 a 88.4 % pro t=2;

tedy podatatn® niZs{ ne# pFi velkém podtu méFeni{. Obylejné Fedime problém zadd-
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Obr. 2. Rozdéleni normovanych odchylek s = (x - m) /G .PoFadnice f£{z) je ur-
Sena tak, aby plocha obdélnfks f(z) dz byla rovma pravddpodobnosti AP,
3¢ odchylka = padne do pFisludného intervalu As. Pravddpodobnost,

#o odchylka £ je mensi ne¥ hodnota g, Je rovna vydrafované plode.

nim drovnd apolehlivosti P , podet méFenf n Je sndm a choeme zndt hodnotu
tsv. Studeantova kosfloientu tp.n k urdeni intervalu spolehlivosti.

Pognémka: Studentovo rozd¥lenf ¥ikd, e néhodnd velifina

t = ol o
B
.
pab¥vé redlnjoh hodnot s hustotou pravddpodobnoati
v+ 1 . v
r{% 2] 2
£(t) = —= 1+ (14)
e (¥§) |

kde v jo pofet mtupnd volnosti, PoSet mé¥enf{ n a poZet atuphd volnoati v jsou
végény vetahem ' ’

e v+ 1 - 15)

Pro o > 30 Studentovo rozd$leni piechdzi v rosd¥leni Gaussovo,

Zpracov . aledkd opako foh pifim¥oh méFeni

Vypoditéme aritnet:l.ckj prim§r x 2 nsméfeanych hodnot x; (=1, 2, 3, ..
as ¢ By, kde n Je podet mdieni) :
x
i
.

x= PR (16)
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Smérodetcou odohylku Jednotlivého méfenf nmjdeme pomoci vztahu

n
Z (x; - T2
i=1 ;
s (x) = (17

n-1

a smirodatnou odchylku aritmetickéno priméru podle vztahu

s (x)
Ty

Pro zvolenou Wroven spolehlivoati P wurlime s tabulky 3Jtudentdv koeficient

g {x) = (18)

tP.n a rxpoéifine néhodnou krajni chybu aritmetického priméru
g8 (x)
k (x) = tp.n —= . (19)

Je~1i méFenl satifenc systematlokou ohybou m{x) pak vysledek m3¥eni bude

xtq
kde

gk (X)+m{x). (20)
Zévérem vidy uvedeme, jak byl visledek (20) zf{skén; chyba g  Je soultem néhod-
né chyby k {X) = vrovni apclehlivosti P a eystematickéd chyby m(x).

V literatuie se Zasto miieme setkat s vypo¥tem celkové chyby jako kvadra-
tického soultu ndhodné a systematické chyby

q= v-kz (x) + m?(x) . . (21)
I v tomto pFipadd musi byt zplaob zlgkdni celkové krajni chyby popsdn.

Zpracov faledkl h m&feni

Hecht y = f(x1, Xoe eee 3 xh), kde Xy, X5y sesy Xy JaOR p¥imo mEFené ve-
1i¥iny. Aritmeticky primér y dostaneme, dosadime-li do funkce aritmetické
priadry p¥imo méfenych velidin

F-r (;10 -x-zl sudy .I-h) ] (22)

Standardni odchylku pro y vyéialime obecnd ge zdkons ¥§ifeni chyd

2

y o R
- f — 4 -
p (’) - (-i_) 82(11) + 6 aa(xz) * seess (23)
&x, A 6x, -

1

T

Pro linedrn{ funkce vetahy (22) a (23) platf pFesn$, pro nelinedrni{ jen pFfiblif-
nd; 8{m sakPFivendjdf je pribéh funkce < v intervalu naméfenych hodnot, tim
Je aproximace hors{, Vaztah (23) nemfiiZfeme poufit, je-1l1i derivace funkce v odpo~-
vidajfcim bod& rovna nule,
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Do rovnice (23) dosadime atandardnf{ odchylky prdimérd podle vztahu (18).
Dostaneme vyjddfeni p (3) phes standardn{ odchylky jednotlivich méFenf & (x4),
prifem# poSet méPen{ ka#dé p¥imo naméPené veliSiny dude rieny, tj. X bylo
adfeno a, krdt, x, bylo m&Feno n, krét atd., tedy

2 ' 2
- 1 [ st 1 r
p(y) » (6 ) 32(11) + (66 ) 52(12) + ave (24)
% X2

Interval apolehlivosti pro atfedni hodnotu populace y bude

vz tP.v p (§) (25)

ke tp , Je Studentdv koeficlent pro efektivni poZet gtupnd volnosti

2
¥ 4 , 5f T
[(153) se(x.l) +(Tx~£)_ az(xo) + e -l-(g—z:)- sz(xh) ]
%1 ' *2 n

v = 2 mam— »
. 2
( 5t ) , 54(::1) ( 5t )‘ 34(12) ( 6% ) 54(xh)
+* — + aas +
5=,/ n,~=t 5x n,=1 6x, 1I_ n -1
1 X, 1 2 X, 2 ““h X, h

Efektivni stupen volnosti nemuai bft celd &Lslo, pak p#isludny koeficleat anaj-
deme = tabulky linedrni interpolaei,Obdobné dosteneme systematickou chybu nee
pfimého méfeni m (y) pomooi systematickyeh chyb jednotlivyoch méFeni m (x,),

2 2 2
: 4 t f -
r (y) = _c.S__ mz(x1) + 6 ma(xa} + eve + 5 ) na(xh) (27)
oxy [ . - 6 xy X/
1 ;

Celkovy vy¥sledek bude

(26)

[tp. y p(y) + m(y):l .' (28)

aebo

Tt (tp, o 32 + mé(y) . (29}

Tady plati stejnd zdsada jako u pFimych md¥eni, Is vysledek musi byt doprové-
gen vysvdtlenim o zplsobu jeho siskdnf, Chyby uvddime na jedno (nejvyde avé)
platnd migta a aritmeticky primér fen nan tolik mist, aby chyba szasahovala prévé
na posledni miasto.

Ryghl¥ vypodet mtegva'],ﬁ spolehlivogti pro m

PF{ malém podtu namdFenych hodnot mifeme st¥edni kvadratickou odchyliu
odhadnout pomoci rozdilu r nejvétSi a nejmendf namé¥end hodnoty a to tak, Ze
tento rogdfl vyndsobime koeficientem z ndaledujfcil tabulky

16



nl 2 3 4 5 6 7 8 9 10

" l 0.886 0.59 0.486 0.430 0.395 0.370 0.35 0.337 0.325
1

Pak pro s doatdvdme
8=k, r
co? pFibliZné souhlasi g hodnotou s vypoditanou podle vztahu (17},

Pomoc! r mdZeme také stanovit interval spolehlivosti pro u, nap¥. pro
95=t1 procentni apolehlivoat, prostfednletvim této tabulky

n | 2 3 4 5 6 7 B8 9 10
Ky | 7.9 1447 07T 053 041 0.3 0,29 0,26 0.23
Potom

Tk, r .

PFL malém podtu méFeni (n < 10) ddvaji tyto postupy uZivajici velifinu r
preakticky stejn¥® dobré odhsdy jako postupy uiivajiei parametr s .

Statilstické testovdni pomoei intervall aspolehlivosti
NejZant&jdi dlohou tykajici se vysledku zpracovdni namé¥Fenych hodnot Je
peaocuzeni, zda vy¥aledek souhlasi a8 urditou standardni hodnotou nebc jinak zmé-
Fenou hodnotou, Necht napf. je X0 tabelovand hodnoty nékteré fyzikdlni veli-
&iny. Souhlas{ nd3 vyaledek s pPedepsanou hodnotou? Namdfend hodnote x je
Jednou hodnotou populace primdérd, kterd md st¥edni hodnotu u (roviou at¥edni
hodnot# populace mE¥enjch hodnot). Je-li u=x, Jednd se o souhlas , Je-li
PP Xg jednd se ¢ nesouhles, Na otdzku,kterd 2 téchto moinosti nastala, nemlife-
me odpovdddt jednoznadné, mlifeme jen Fici, kterd je pravddpodobnéjsi, Vypolitd-
me interval spolehlivoati pro stfedn{ hodnotu m s P procentni tvrovni spoleh-
livosti _ s
X & tP,n T—; .

Nechi tabelovand hodnota x, v tomto intervalu neleif, Kdyby platilo x, = m ,
potom by byla P procental pravddpodobnost, Ze vypofteny interval hodaotu Xg
pokryje a o procental (o = 1 - P) pravddpodobnost, Ze Ji nepokryje. Protoie
vypofitany interval nepokryvéd Xg » J€ moiné, Ze nastal prdvé jeden pfipad z
uvedenych o procent, aviak pravdépodobnéjsi je, Ze neplati Xy = M, nybr
plati x, # u . Proto v pPipadé, kdy nepokryvd P procentnf interval spolehli-
vosti pro n zadanou hodactu x; tvrdime, Ze je Xg # Mu, avisk pametujeme na

o procentni riziko, Ze ve skuteinosti mie platit xg = M. Hodnotu o nazivé-
me hladinou vyznemnosti testu. Nechceme-1l se vezddt tvreeni, 3e x5 = u (tzv.
nulové hypotéza), pak volime hladinu vy¥znamnosti o mendi.

Pokryvd~-li interval spolehlivosti hodnotu X netvrdime, Ze Xog =M
pouze tuto moinost nezamitéme. Sifka intervalu zdvisi na s , vybdru & a pod-
tu méfeni n , 5iFka intervalu ghrube indikuje, jak se miZe rdznit m od Xg
kdyZ x, leZi uvnitd vypolitanéno intervalu spolehlivogti. TakZe ne Jjedné stra-
né nezamitdme tvrzeni x5 = u, na druhé strand 3i¥ka intervalu ukezuje jak se
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mife 118it n  od x; , tj. vlastné x5 ¥ M. Tato moZnost mé pravdépodobnost
B . Zdvisloat B= B (a- X,) pFi deném n & & ame nazyvd operadni cha-
rakterigtika testu, kterd uddvd pravddpodobnost [, Ze nezamitneme nulovou hypo-
tdzu p = xo , kdy% je ve skutefnostli a rozdilné od Xge Operadni charakteris-
tiky jsou uvedeny v tebulkdch [2]. PFi nevelkém poltu méFen! n , kdy operadni
charakteristike klesd s rozdilem M- Xg pozvolnd, je velkd pravd¥podobaost 5,
Ze vysledkem tegtu bude nezamitnuti nulové hypotdzy M = xy 1 kdyZ ve skutedaos-
ti je n znadnd roszdilné od Xge

2évérem mifeme ¥ici, Ze kdy%f P procentni interval spolehlivosti pro au
a) pokryvd zadanou hodnotu Xy nemé¥end hodnoty nesvddif protl pFedpokladu
B = X5, aviak u  se miZfe od x, riszalt uvnitf intervalu s nemalou pravdd-
podobnosti, Pro odchylky M = x5 v&tH1 nei je 5ifka intervalu je mald prav-
d3podobnost.
b) nepokryvd zadanou hodnotu x, , nanm&fené hodnoty silnd ev@ad{ proti pfedpo-
kladu n = X5 % je jen o procentni pravdépodobnost, Ze platdi R X
(x=1 - P).
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Studentovo rozdéleni

¥V tabulce jsou hodnoty koeficientd tP v gdviasloati na po¥tu stupnd volnosti
l/ a pravddpodobacsti P .

Potet mGFeni n = v+

7}“£~\ 0.5 0,683 0.9 0.95 0.98 0.99
1 1.000 1.839 6.314 12,706 31,820 63,660
2 0.816 1,322 2.920 4,303 6,965 9.925
3 0,765 1,198 2,353 3.182 4.541 5.841
4 0,741 1,142 2,132 2,776 3.747 4,604
5 0.727 1.111 2,015 2.571 3,365 4,032
6 0.718 $.091 1.943 2,447 3.143 3.707
7 0.711 1.077 1.845 2,370 2.998 3.499
8 0.706 1,067 1,860 2,306 2.896 | 3.355
9 0.703 1,059 1.833 2,267 2,821 3.250

10 0,700 1.053 1.812 2,228 2,764 3.169
11 0,697 1.048 1.796 2.211 1 2.78 3,106
12 0.695 1.044 1,782 2.191 2,681 3.055
13 0.694 1.041 1.7 2.174 2,650 3,012
14 0,692 1.038 1,761 2.160 | 2.624 2.977
15 - 0.691 1,035 1.753 2.13% 2.602 2,947
20 0,687 1.026 1.725 2.086 2,539 2,845
30 0.683 1,018 1.697 2.065 2,457 2,750
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0.5 0.683 0.9 0.95 0.98 0.99
40 0,681 1.013 1,684 2,054 2.423 2.704
50 0.679 1.011 1.676 2,042 2.403 2,678
oo 0.675 1,060 1.645 1.960 2,326 2.576




