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V kaZdém konkrétnim m&Feni Je tleba zvlddnout Fadu problémi, vitSinou
specifickych pro denou dlohu., Sprdvnost zjl8tEmfch hodnot gdleZi pledeviim
na potlaleni systematickych chyb, splsobenych mEficimi pff{etroji nebo ne-
vhodnym postupem. Jédro tohoto problému vyetihuje jednoduchy piikled:
krat3iom metrem nam&f{me nesprévné (pl{lid velkd) délky. Préce sovojend s
odstrenénim moZnych syatsmatickyjoch chyb pledstavuje obvykle znafnou &dat
némehy vynaloZend na celd méfent,

Pl'as obrovskou rdzmorodost maj{ mElen{ vyrazny epolelny rys. Je Jim
fakt, 2e opakovédni za stejnych podminek neddvd piesnd astejné vysledky.
Jednak se uplatnulf néhodné chyby miPeni, nebo se takd semotné studovand
objekty projevujf v nédhodnych Jevech, kterd se ¥1di pouge pravd&podobnoste
nimi zékony (mBfenf v mikroavEti8), Potfebnd informace ze souboru nemffe-
nych dat, ve kterém jsou patrné ndhodné vlivy, ziskdvédme vhodnym stetie-
tickym zpraocovdnim.

Popisem néh~dnych Jevd se zabyvd teorie pravdépodobnosti, zpracovédnim
pozorovanych néhodnych vyeledid dald{ matemetickd dleciplina - statistika,
Statistika poul2ivd pojml a vysledkd teorle pravddpodobtnosti; v kapitole I
tohoto ekripta jaou potfebnd zéklady vyloZeny. K pochopenf statistickych
metnd je tfeba porozumdt pravddpododnostnimu popisu néhodngch jevi a zvldd-
nout pouZit{ nédhodnych promdnmych. UZitednd je i podrobn&jsi sezndmeni a
nfkolika typy %asto poufivanych rozd#leni, kterd je rovnéZ soustfedino do
kapitoly I.

Zékladnf etatistickou dlohou je zJidfovéni hodnot parametrd zkoumené-
ho objektu z nam3fenych dat, Metody statistického edhadu parametrd jsou
obsahem kapitoly 1I. Velké pozormost Je v8novédna pifkladim; Je moZné, Ze
pro radu &EtendM by mohly byt prédvé@ tyto pFiklady vhodnymi ®veturnfmi bo-
dy" do studované problemetiky. Viklad statistickyfech testd hypotéz v kapi-
tole III je etrulny, moZnost posoudit roz88len! dat pomoc{ testd dobré asho-
dy by vBak m&la byt povaZovédna za dileZitou.

K dal8imu estudiu je’k dispoziel rozséhld literatura, r dostupnych
pramend jsem vybral jen malou &det. Zachdzeni s vyeledky mifeni miZe byt
pobidkou k plfemySleni o zédkladech matematiky néhody. Myslim, Ze by bylo
chybou podcefovat elementdrni Uvahy o pravd&podobnosti, které najdeme v
n8koliks dobrych populédrnfch knihdch, )
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I. Zékladni po teorie pravdépodobnosti

1. Pravd&podobnost Jevld

V¥ souluené dob® Je znémo nékolik riznych zplsobd, jak definovat
kvantitativn® pravd@podobnost., Uvedeme t¥i moZnosti, z nichZ kaZdd je
evym zpisobem vyhodnd a jejich srovndni je uZite®né pro pochopeni problé-
ol stojlfeich v cesté zavedeni univerzdlni definice.

Klasickd definice

Pravdipodobnost P(X) urtitého Jevu X urfujeme pomoci souboru tzv.
elementdrnich uddlosti; oznalime je El,...,Eh. To jsou navzdjem se vylu--
Zujic{ jevy (nestene~li jeden 2 nich, nemiZe neatat %ddny Jjinf¥), o kte-~
rych predpoklddéme, Ze Jeou "stejn® pravdZpodobnd®, nebo "atejné moZné".
Pojem stejné pravdépodobnostl poklddéme ze zékladni{ a neeneZime se ho de-
finovat, JestliZe se uddlost X 4d vyjédifit jako sjednoceni nékterd m-tice
riznych elementdrnich uddlostf (t.,j. jako jev, pifi kterém nastane ne-

bo Ek2 neb» ... nebo Ekm se viemi k,,...,k, navzédjem riznymi), poloZime

P(X)=m/n. Pro pravddpodobnost elementdrnich uddlosti méme tedy P(Ei)ﬂlln
pro vdechna i=l,...,n. Podetatnd Zdet klasické definice se dé vyjddatit
ndeledujici formulaci:
polet piizpivfch piipadd :

pravdépodobnoat = EEEet vBech moZnych piipadd ° (1)
Inned je ov3em tfeba doplnit, 2e viechny moZnd piipady musi byt stejns
pravd&podotmd.Vyhleddnf mnoZiny elementdérnich uddlost{ Je obvykle zalo-
Zeno na symetrii objektd, které se daného Jevu udeastnf (hdzenf idedlnt
kostkou, ruleta apod.). Reni-li polet vdech moZnych pf{padd konelnf, ale
glstévd moZnost zdldvodnit stejnou pravd&podobnost nékterych podmnoZin
vdech jevll, 1ze definici (1) v podstatd zachovat. Namfsato po¥tu pf{padd
je nutné pouZit vhodnou miru velikosti oblasti, reprezentujicich ptizni-
vé a viechny mo2né pfipady (ddlky, plochy atd). V ufebnicf{ch teorie prav-
d8podobnosti se v t¥&chto ekolnostech pouZivé terminu geometrické pravd¥-
podobnosti, '

Statistickd definice

Oznalme polet pokusi, ve kterjch je sledovdn ndhodny} jev X, symbo-
lem N. JestliZe v M pPripadech jev X nastal (ve 2byl¥ch N-M nenastel), mi-
2eme definovat pravdépodobnost X jako limitu relativni &etnosti W/N pii
N jdoueim k nekone&nu:

P(X) = 14 . (2)
Lin -

Pravdipodobnosti nemoZného a jistého jevu jeou tedy po fad¥ 0 a 1; Jje-ll
X sjednocenim koneZného poftu vzdjemn¥ se vylulujiclich Jewd Al,...,Ak,
je zlrejmé P(X)BP(A1)+...+P(Ak). Tato definice vyjadifuje intuitivmnd ztej-
mou souvialost mezi pravddpodobnostf{ jevu & jeho Cetnost{ pIl opakova-
nych pokusech., Afkoliv nekonefnou Fadu pokusd nelze realizovat, piedpo-
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kldddme, Ze & rostoucim poltem N se relativni Zetnost blf{Z{f k limitn{
(1 kdyZ treba nezndmd)hodnotd (2).

Moderni definice

Pravdépodobnost Jje definovédna Jako &{feelnd mira na mnoZin& F vBech
moZnych jevd (ke ka%dému jevu z F je prifazeno &islo P), splnujfef né-
sledujfci axiomy:

(a) P(X)20 pro vdechny jevy X&F;

(b) P(U) =1 pro jisty jev U(t.j. pro takovy jev U, ktery nastdvd

viaycky); (3)

{(e) P(A, nebo 4, nebo ...} = P(A))+P(4,)+... pro libovolné vzéjez-

n3d se vylu®ujici jevy Al,Az,...

Vlastnostl prevddpodobnostl z klasickd a statistické definice jsou zacho=
vény, chybil jen pledpis pro konkrétnf prifazeni numerickych hodnot pray-
d&podobnoati Jjednotlivym Jevdm. To Je plirozeny dldsledek poZadavku, aby
apardt teorie pravd&podobnosti mohl popisovat stejné mmoZiny ndhodnych
jevd, které se 1i51 hodnotemi pravddpodobnosti, Napiiklad o¥i hézent
idedln{ kostkou je P(1)=...=P(6)»1/6 (1,...,6 znamend vy¥sledek hodu);
odchylka od idedlniho stavu vede k tomu, Ze se pravd&podobnosti 1i3f od
1/6 a jeJich hodnoty je tfeba zjistit. Metody teorie pravd&podobnosti
v3ak fungujl stejn& v obou pfipadech.

Pokuame se zformulovat hodnoceni uvedenych tfech zplsobll definice
pravd&podobnosti, Pravdépodobnostni mira zavedend v modernf definiel (3)
reprezentuje podstatnou strédnku ppoleinou ndhodnym jevim; je vhodnéd pro
logickou vystavbu matematické teorie. Klaseicky pFistup (1) prokdie mnoh-
dy cenné sluiby proto, Ze vyplnuje koestru obecnych poZedavkd hodnotami
pravaépodobnosti. I kdy2 velmi &asto potiebnou mnofinu stejn& pravddpo-
dobn¥ch elementdrnich uddlost{ nenajdeme, neméd cenu klasickou definici
odmitnout; tim bychom se ochudili o mnoho podetatnych vysledki. Statlis-
tickou definiel (2) povaZujf n&kte’f autoll za jedin& sprévnou. V sou-
vislostl ee dvima druhymi alternativemi se v3ak pliklonime k chdpdni
vztahu (2) jako prostifedku k urleni numerickgch hodnot pravd&podobnostni
m{ry z moderni definice.

Podmin&nd pravddpodobnost

Pravd&podobnost ndhodného jevu A za pledpokladu, Ze nastévé jev B,
se nazjvéd podminSnou pravdEpodobnosti., Znall se symbolem P(A|B) a je de-
finovdna pomoc{ pravd@podobnosti jevu AeB (t.j. jak A tak B soulasn¥)
ndeledujicim vztahem:

P(AaB) = P(B)P(A|B). (4)
P(A|B) Je definovdna jen tehdy, je-1i P(B)>O.

Nezdvislost néhodnych jevd _

Dva néhodnd Jevy Aj,A, 8e nazyvajl nezédvialé, jestliZe
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P(Aah,) = P(A))P(A;), neboli P(a)|4,) = P(a,)), P(A,]4y) = P(A,). (5)
PoJem nezévislostl néhodnfch jevd je velml ddleZity a budeme se & nim
Zasto eectkdvat, HoPejdl definice se vBak prakticky ke z3ji3tinf nezdvie-
losti nepouZivd. Obvykle vyuZijeme empirickfch poznatkd k tomu, abychom

rozhodli o eprévnosti tvrzeni, Ze dva jevy spolu "nijak neascuvisi”, a tu-
to nazévislost vyjédrime formdlnd vztehem (5),

Jednoduchéd pravidla

Pro pravd&podobnost, Ze Jev A nenastane (neboli nastane jev, kten#
ozna¥ime bud ne A, nebo A), vychdzi

P(R) = 1-P(A). (6)
Pravd&podobnost, Ze nastene alespofi jeden ze dvou Jevd A,B je
P(A nebo B) = P(4)+P(B)-P(AaB). n

Pokud jev A musi nastat spolein¥ s prdvd jednim z k navzdjem se vyluZujf~.
cich jevd By,«.«,B,, to jest 4 Je Jev (AaBl)nebo(Aaﬂz)nebo...nebo(AaBk),
doetaneme 8 pomoci (3) a (4) tzv. vzorec pro dplmou pravddpodobnost

P(A) = iP(AaBi) - iP(Bi)P(AIBi)‘ (8)

ixq imd

Boyesdv teordm

Z definice podmin&né pravddpodobnosti (4) plyne rovnost
P(AIB)P(B)
P(AaB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A), neboli P(B|A) =: Fa) (9) -
To Je tzv. Bayesiv teordm. Je-1l1 jev B jednim ze vzéjemnd se vyludujf-
eich jevi B; ze vztahu (8), vychdzi odtud Bayesdv vzorec ve tvaru

P(AlB; )P(B,)

t P(B;)P(AlB,)
=4

Smysl posledniho vztahu je ndesledujici: pPFedpoklddejme, Ze umime néjit
pravddpodobnosti P(Bl),...,P(Bk) a P(A]lB,),...,P(A]B,) pro néhodny Jev

A, ktery nastévéd spolu s prédvé Jednim jevem Bl""’Bk’ Budeme-11i ze viech
v¥eledkd pokued vybirat jen ty, ve kterfch uddlost A nastala, ddvé Baye-
sdv teorém (10) hodnoty prevddpodobmosti P(Bila). kteréd me obecnd 1isf

04 vychozich pravdépodobnostl P(Bi) nédbodnych Jowvd By sledovanfch beg

doplnujici podminky.

. (10)

P(B; |A) =

2. Néhodné promé&nné

Studium néhodnfch Jevi 1lze plevédst beze zbytku do felfi ¥isel pro-
aetfednictvim néhodné proménné. To Je promdénnd velilina, JejiZ hodnoty
reprezentujf vdechny mo2né vysledky pokusu s nédhodnyml Jjevy; pravdépo-
dobnostl jednotlivych visledkd jsou tek piirfazeny odpovidajficim hodnotém
néhodné proménné. Nejrizndjsi ndhodné jevy, jejich? struktura je z hle-
dieka uplatndni pravddpodobnostnich zdkond stejné, jsou popisovény
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jedinou néhodnou promdnnou, Pro zkouméni néhodnjch proménnfch nédme k dis-
pozici rozvinuty epardt matematické anelyzy.

Je-11 mnoZine hodnot néhodné proménné p spofetnd (lzgeindexovat pii-
rozenymi &isly, napfiklad ¥y 32,...), nazyvdéme V4 diskrétni ndhodnou pro-
mEnnou & soubor pravd&podobnosti Pﬁ(yi)’ Pz(yz),... diskrétn{ funke{ roz-
d&leni. Vihodné je pouZiti spojitych néhodnfch proménnych, které mohou
nabyvat libovolnych redlnych hodnot ze spojitych intervald, Potom nent
moZné pifitradit dané hodnot& nenulovou pravd&podobnost, protoie pravddpo-
dobnoat epojend s intervalem hodnot by byla nekonelnd. Prirozenjm TFedenim
tohoto probléau je zavedeni hustoty pravddpodobnostil; zadené hodnot x
spojité néhodné proménné § prifadime hustotu

£y (x) = lin P(x4f< x +ax) (1)
ax-20 AX
Pravd3podobnost, 2e hodnoty f- Jjsou z intervalu (%, = +Ax) Je tedy pro
dostatelind mald Ax UmErnd délce intervalu & koeficientem um&rnosti je hu-
stota f¢ (x), neboli "pravddpodobnost na jednotkovou délku intervalu”,
ProtoZe hustote Jje obecnd funkci x, dostaneme pravdépodobnost pro konel-
ny interval {x,, xz) integraci:
%2
P(rg f<xp) = § £g (oax (2)
*)
S pou’itim Diracovy & - funkce miZeme roz¥ifit zadéni hustoty tak, Ze
v sobd zahrnuje vlastnostl digkrétnf i spojité néhodné promEnné. Nap¥{ikled
funkce
£5(2) = Py §(z-29) + By §lamzy) + (L-P1-2y) V%?r“p (_%'?, (3)

je bustotou néhodné promZnné ¢, kterd nabyvéd hodnot 2y» Z, & pravdépodob-
nostmi Pl' P2 a lidovolnfeh reélnych hodnot riznych od Zys 2, 8 hustotou
danou ti*etim &lenem na pravé stran& vzorce (3). Aby byl esplmén poZadavek
pravd&podobnosti jiatéro jevu (viz (1.3)), musf platit

(- -]
%-P.z(yi) =1, _S f} (x) ax = 1 (4)

pro libovolnou néhodnou promé&nnou v (diskrétni) a .f(spojitou, vné inter-
vald moeZnych hodnot poloZime hustotu rovnou nule). Z této normovacf{ pod-
minky vychdz{ faktor u exponencidlnf funkce ve vztahu (3),

Funkce ndhodnéd proménné

Je-}i f ndhodnd proménnd s hustotou f} (x) & h(x) zadané funkce s
hodnotemi y = h(x), miZeme pFfendst pravd¥podobnostni mfiru z intervald
hodnot x do intervald hodnot y, které jsou pak hodnotami nové néhodné pro-
nénné (oznadme jJi 7). Je-1i transformace y = h(x) vzédjemné jednoznalnd,
pPfechdzl interval {x, x+dx) v {y, y+dy) pro infinitezimdlni dx; pfitom Je
EU' = Ih'(:l:)ldx. Pro hustotu gn (y) tedy s pomoct definice (1) dostaneme
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gy (y) ay = ff (x) 4x , @ odtud
24 (x) 2o [n~1(y)]
gp(y) = X o 2 YL, (5)
27 "ol T e i) ’
H(x) zna%f deriveci a h'lty) funkci inverzni: xnh']'(y), kterd podle plfed-
pokladu & jednoznafnosti transformace y=h(x) existuje. V opainém pr{padd

se nekolik intervald (x, x+dx) treneformuje do intervalu (y, y+dy) a
pravdépodobnosti je tleba seZfat pFes viechny takové intervaly I:

gy(s) = X Lzl ()

T |n(x)|
Vypotteme napifklad hustotu pro y-xz
a x» -f¥ pro x<0, 0dtud dostaneme

T3 («Vy) + L4 (V)
2y

; v tomto plfipadd Je x=V¥ pro x>0

ez(y) = pro y> 0. (03

Dietribuin{ funkce

K dplnému zeddn{ néhodné promdnné § se vedle alskrétnt funkce rozdd-
lent P’(xi) nebo hustoty pravd¥podobnosti f’ £x) vybornd hodf distribudng
funkce Fg(x) redlného argumentu x¢(-e0,00), defimovens vetahem

F,(x) = P(f( x) (8)
pro diskrétnf i apojité }. Souvislost 8 hustotou spoJité ndhodnéd prom¥nné
Je podle (2) nédsledujicy:

X
F . (x) -gr (t)ar, £, (x) = SFg(x) (9)
AP N f ax

Druhd z hoi‘ainch-romuli platl jen tehdy, existuje-1li v bod® x derivace.
Funkce F’(z) mé podle definice (B) ekok welikosti P(x;) v keZdém bod¥ x,,
pro kter} Je pravdépodobmost P(xy) nenulovd. Distribulnf funkce Je nekle-
sajfc{, podle vztahu (4) Jeou jeJ{ krejnf funkZnf{ hodnoty O & 1, Diskrét-
ni funkel rozd¥leni, huetotd nebo distribufni funkel se stru¥nd I{kd rosz-
d8len{ néhodné promdnnd.

Vicerozmdrné ndhodné promdnnd

NEkteré nédhodné Jevy je tlfeba popisovat nfkolike reflnymi &iely.
Uspofddand n-tice redlnych &isel (xl"""xn)'. kterd je prifezena praval-
podobnostnf mira, tvo#{ hodnotu n-rogmdrnd ndhodné prominné., Castc se po-
uZivé také ndzvd ndhodnj§ vektor nebe soustava néhodnych prom3nnyeh.
Diskrétni nédhodny vektor je urfen pravdipodotmostmi ‘P(xl....,xn) toho,

Ze Jednotlivé sloZky nabudou diekrétnich hodnot X;;sXposevesXnyoX aeeer o
Hodnotém (X;,...,X,) SpoJitého néhodného vektoru § (podtrienim symbolu
zddraznujems, Ze jde o veli&inu s n&kolika komponentami,h,.al.,tn) Jo pii~
fazena hustota pravd&podobnosti

) = 1lim P(!Hfl'lf&x] Q... 8 xn(.in<x“+d_xa).
4x,%0,..., Ax,» 0 ax,...Ax 10)

f_'_(xl ,....xn



Distribuinf funkce Je definovéna gobecndnim vztehu (8):

F_;_(xl,...,%) = P(f<x; a...a fn<xy). (11)

Souvislost hustoty a distribulni funkce Jo analogif{ prvni z formulf (9):
x ™

Fg(xyseersXy) =-§° ._,S° ECTITPILI R U (12)

Pravd&podobnost nalezen{ funk¥nich hodnot v zadand oblasti £ Je
P(§ef)) = SS?.S Tpltyreeeaty) dty oo At (13)

Margindln{ a podmin&né rozd&leni

Projekce funkei cherskterizujicich rozd&lent rravdépodobnoeti néhod-
ného vektoru de "em&rd" jeho komponent Jsou oznalovény Jjako margindlng
rozdéleni., Napi{klad

o0 = ]
fh(xl) e SS f_,_(xl,tz,...,tn) at, ... at,,
-0 -t

Fh(xl) = F_;(xl,oo,...,oo) . (14)
Jeou margindln{ hustotou a margindlni{ disetribuln{ funkci promé&nné }1.
Tyto funkce uréuji pravdépodobnosti intervald proménné !1 bez ohledu na
hodnoty zbylych komponent _g_.

Rezy rozddlovacich funke! (jedna nebo n¥fkolik komponent zadény pev-
né) ee nazyvajl podmindnéd rozddlenf{. Napff{klad z hustoty (10) dosteneme
hustotu pravddpodobnosti komponent }2,,... ?n za piedpokladu, Ze !1 DA~
byvé pevné hodnoty x](_c’), vhodnfm normovédnim:

o feE® ez .
rh'”"fn (:2,...,:!"[&1-:](_ %—u %2 *n (15)

(o) ’
fh (x 1 }

kde f§, je margindlnf hustota (14). Normovaci faktor vychdz{ piimo g de-
finice podmin¥né pravdipodobnoati (1.4).

Nezdvielost ndhodnych proménngch

Mé-11 nédhodny vektor _3_ s komponentami fl""’jn distribufni funkei,
kterd jJe soulinem margindlnich distribudanich funmkef,

F_j_("‘l"""ﬁ\) = Ffl(xl)“'r_fn(xn)’ (16)
oznadujeme néhodné promZnnd fl"”'}n ;}ak'o nezédvislé, Smysl tohoto po;jmef
novdni je stejny jake v pPipad® negdvislosti ndhodnych jevd (§1, vzoree
(1,5)) -~ pravddpodobnosti nebo hustoty jedné z prom¥nmfch neszdleXf vibeo
.na ostatnfech. Hodnoty podminZnych pravd@podobnoati nebo hustot (jako nepi,
‘ve vztahu (15)) jesou tytéZ jako bez podminek, ¢oZ se dé stru¥nd vyJddrit

formulf (16),
T¥sledky mEfen{ -~ hodnoty néhodnyech proménngch
MEtenim ziskdvéme ve velké v&t3iné prfipadd soubory Yisel. Ndhodné
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vlivy pleobici v procesu m&feni vedou k tomu, Ze Jje vice moZnfch v¥asledki.
O tom se mdZeme plesvidit pouze opakovénim celého méfen{ v nezmdndnych
podminkdch, ZkuBdenost nds uli, Ze ee relativani &etnosti moZnych vysledkd
s rostoucinm poltem opakovéni bliZ{ k pevnym hodnotdm + pravd&podobnostem,
V opa&ndm pfipad® usugujeme ma zménu podminek m&Feni,

NamZf'end &fsla jsou hodnotami ndhodnych proménnych. Cilem Je ovBem
zJibt&ni vlastnost{ mEFeného objektu, kterd jesou reprezentovény pevnymi
hodhotami parametri. Tyto parametry, spolu s nédhodnymi vlivy, formuj{ nd-
hodné prom3nné popisujlc{ vysledky mifeni, Vhodnym zpracovénim dat se
enaZime potlalit vliv néhody a "urfit", nebo 1lépe "odhadnout”, hledané -
parametry. Statiatickf termin odhad je lepdf, protoZe hodnoty parsmetri
vypoftend z namiienfch dat tvofi op8t néhodnd promdnnéd a jejich souvie-
loet se skutednymi parametny otZeme vyJdaFit pouze pomoci pojmu pravd&po-‘
dobnosti, .

Na zév3r ukdZeme vysledky dvou typickfeh méfeni.
Pi{xlad méfeni ¢&asového intervalu

K m&¥eni byl vybrdn Easovi intefval zndmé Adlky - totiZ doba, za -
kterou probdhne vtefinovéd rufilfka hodin dva vtefﬁnové'dilky-cife:niku.
P*i prichodu rufky vychozi znaikou byly "ruln&" aspuitény, a po pridbdhu
dvou d11lkd op3t rudn¥ zastaveny, digitdln{ hodiny, které pofitaly intere
valy daélky asi 0 58 me (milisekundy). PoZet tikl digitélmfch hodin byl

- — B—

Y — T T T
tis) [ ' . ]
228 |- ° . 7
am a " - . ‘.... . . . .‘._. .. -' . . -'. .... . .‘. ‘. '..T
e . * . ) * * -
1.89 L s, . . . .. o._
- , .
1.8 - N ¥ . . .
2 S8 189 150 ' . <29

cislo méfeni

Obr. 1. V¢¥sledky opakovanédho mEfeni &asu.
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garegistrovdn a m8éfeni opakovédno celkem 200-krdt. Vynechédme dlskusi o mol-
nych systematickych chybdch, kterd by mohla bft velml obesdhlé 1 v tomto
Jednoduchém pPipadd, Vfeledky jednotlivych m&feni ee oviem 1131 od sprév-
né hodnoty t =2e, pPfedevBim proto, %e se mélokdy podaf{ spustit a zasta-
vit hodiny pil priichodu rulky pPfesnd ned znafkou ciferniku. Soubor vysled=
xd je graficky zndzormén v obr. 1. Registrovand ddaje Jjsou hodnotami dies-
krétn{ nédhodnéd prom&nné (pouze celoZiselnd ndsobky délky tiku digitdlanich
hodin, V § 11 se k tomuto prikladu vrdtime a uvidfme, Ze toto diskrétnf
rozddleni miZfe byt velml doble aproximovéno Jednim zndmym rozd&lenim spo-
jitym; uxéZeme, Jjak je tieba ziskand data zpracovat a jak interpretovat
vyaledky. : '

Hrubou plfedstavu ¢ hustoté pravd&€podobnosti piislusné nédhodné promdnné
poskytuje histogram na obdbr. 2, V§lkou sloupcd jsou tam znézormé&ny polty
nanB¥enyeh hodnot ve dvacetl stejn? dlouhych intervalech mezi nejvitdim
a nejmendim ddajem. Cetnosti v Jednotlivych sloupci:h histogramu jsou né-
hodné veliliny, proto dochdzf k vyraznym odchylkédm od pfedpoklddandho
plavného pribZhu hustoty pravdépodobnosti,

VY tomto m8leni se uplatnuj{ ndhodné vlivy prostfednictvim nekontro-
lovatelnych lidskych reakci. ZPeJm& by nebylo pFilié obtiZné spoustént
a zastavovédni hodin zautomatizovat a tim mdfen{ zpfesnit. Pro ndsledujfet
priklad bylo zvoleno m8fenf, do JehoZ pribdhu &¢lovék nezasahuje.

PFiklad méfeni propustnosti spektrometrem

Propustnost (podfl intenzit proSlého a dopadajiciho svitla) zkouma-
ného vzorku se m&f{ spektirometrem., Ze evi®tla vychdzejiciho ze zdroJjs se
vybird urfité pdemo vlnovich délek, SvEtelny paprsek je rozddlen na Avé
ddsti, z nich2 Jedna prochdzi vzorkem a druhd jde mimo ndj, Ob& &datl Jjeou
registrovény detektorem, ktery pfevéddl intenzity na elektrické napiti.

V elektrickych obvodech jeou tyto elgndly zpracovény tak, Ze ddajem na
v¥astupu Jje propustnost vzorku, finnost modernich spektrometrd je Fzena
potitalen a mifen{, vietné zdpisu vysledkll, miZe probfhat zcela automatic~
ky. Presto jsou vyjsledky opdt zat{Zeny néhodnymi chybami.

Pro naBi ukdzku jeme vybrali data poifzend na kvalitnim infralerve-
ném spektrometru, na kterém byla pevad nastavena vlinovéd délka evitle a po-
Zitef reglsiroval v konstantnich Zasovych intervalech vystupni signdl. Ti-
eic zepsanfch hodnot je zndzormdmo v obr. ) ve formd histogramu. Aby vy~
nikl diskrétn{ charskter vysledkl, zachovali jeme signdl ve tveru celych
isel - tak, jak vychdzi z analogov&-digitdlniho pfevodniku v pifetroji.
Propustnopt dostaneme ndeobenim tohoto Ydaje konstantou, danou nastaverim
aparatury; nesprdvné nastaveni vede k eystematickym chybdm. Koliedni eig-
nédlu, oznafované Jjako &um, je zplsobeno pledevdim nédhodnymi proceay ve
zdrojl svitla a v detektoru. V dobrém pFistroji Jsou tyto prvky vybrény
tak, aby pom&f eigndl/3um byl co nejvitdi. Zlepleni dosaZitelnd s pfija-
telnou némahou obvykle neni moZnd, Névod k optimdlnimu zpracovéni dat,
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kterd jmou k dispozici, poekytujl statistické metody. Analfzou rozd&leaf
néhodnd veliliny z tohoto plikladu se budeme zabfvat v §§ 20 a 21; ukéZe-
me, Ze je stejndho typu jako v holeJSim pF{kled® rufniho mi¥eni fasu,

3. Viastnosti nédbodnych proménnych

Nédhodnd proménnd Je dpln& sadand svo)f distribuinf funkef, pf{ipadnd
hustotou nebo diskrétni funkef rozd&leni. Velml u2ite2nd Jsou nédsledujfct
&{selné hodnoty, kterd vyetihuj{ nikterd podstatné vlastnosti rozdsdlent
pravddpodobnosti, -

Stfedni hodnota

néhodné veliliny g(diskrétnt, rozaslenf P(y,)) a § (spojité, e husto-
tou f}(x)) Je definovdne vztahem

oo
E(y) = %yiP(yi), B(f) = ) xf(x)ax , . 1)
jestliZe tyto vyrazy existuj{. Pro gadané funkce a(), h(f) jeou stPednt

hodnoty oo ’
e[sp] = Tatsy-piyy), k] :;Lh(x)f(z)dx. (2)

Je tieba sl uv&domlit, Ze stPedni hodnota neni{ funkei hodnot néhodné pro-
m8nné; symbolem E (f) wyjedfujeme, 2e jde o stfedni hodnotu prom&nné }1
Je to linedrni funkciondl, z definice (2) wychézl

Efagy (§) + va,(§)] = arfe; ()] + vB[a ()] (3)
pro libovolné Zfsla a,b, Stledni hodnota charskterizuje polohu rozdilent.
0z 128uje se ndkdy tekd Jako matematické ofekdvéni, expektence, stled rog-
@%leni, Pro ndkterd rozdileni toto &islo neexistuje, napi. pro tzv. Cau-
chyovu hustotu f(x) -Eﬂ?lfzz)]'l (viz §9) nent integrfl (1) definovdn,

Disperze
je atPfedni hodnota kvadrdtd odchylef od etfedni hodnoty ndéhodnd ve-

1isiny: Lo
pp) = #f[y-29)] %} = 2 [ra-s]? 23,
D(p - E{[x—E(})] 2} -_E[:-E(}f f(x)ax; " (4)

pokud existuje, charakterizuje 3ifku rogdéleni., Velwi Zasto ase pro ni uZfe
vé aymbolu €2, hodnotd € se pak Pfké stPednt kvadratickd odchylka.

Medién a moda
jesou daldimi charakteristikami polohy rozddleni, Medldn X /2 Je ta-
kovd hodnota ndhodné prom¥énné f s distributn{ funkef F(x), pro kterou

Jinymi slovy: pravadpodotnosti, %e § nabude hodnot pod & nad medidnem jsou
stejné a rovnajl se jedné polovinE. Pro symetrické rozdfleni je medidn
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roven stiedni{ hodnot¥. MHoda X Je hodnotou, pro kterou mé bustota ﬁa:immm
f(:m), nebo nastdvd meximum pravddpodobnosti P(x ) v pripadé diskrétniho
rozd&lent,

Momenty

Momentem fddu k néhodné velidiny ! vzhleden k ¥1islu c se nazyvd
stfednt hodnota ‘E [ (§-¢)¥]. Momenty vshledem k pofétiu (c=0) byvajf ozna-
tovdny jako algebraické:

9y = E (§9), (6)
momenty vzhledem ke etfednf hodnotd (c = E(f)) Jsou centrélnt:
& = 2{[f - x§)*). (7"

Stfedni hodnota je tedy prvnim algebraickym momentem (9&), disperze dru-
hym centrdlnim momentem (é&). '

Asymetrie a exces

Asymetrie 1 §1 Je definovédna jeko

: = , 2 ;43 2
Pro eymetrické rozdElent jo‘H3 a tedy i asymetrie nulové. Pro nesymetrice
'ké rozd&leni je J, vhodnou mirou odchylky od eymetrie., Bxces

o=y /45-3 (9
Je zvolen tak, aby pro normdlni rozd&lenfi (§4) byl nulovy, UmoZiuje rych-
14 posouzeni odlifnoeti zadaného rozddleni od normdlniho (je miroun "&pi-
Zatosti” ,,.)5 >0 mé rozdadlent oetiejif, r2<o rozd¥lent plodsL ne# mor-

méln{ se stejnou disperzi).
Momenty néhodného vektoru

Pojmy stledni hodnoty a momentd, zavedené ve vztazich (1),(2),(6) a
'(7), se dajf snadno zobecnit pro vicerozmdrnou ndhodnou prom3nnou, EKviili
Jednoduchosti zdpisu se omezime na pi*{pad néhodného vektoru_;_se dvima
komponentemi (1, §,), ktery mabyvd hodnot (x,x,) e hustotou f (x,,x,).

Stfedni hodnota funkce h (jl,fz) Je definovdna formuli analogickou k (2):
o0

B[n(fy.8,)] = N EEAEARLERERT (10)
—o.

Zvolime-1i za funkci b mocniny il ] ?2, dostaneme z posledniho vztshu mo-
menty vektoru §, VypfSeme explicitn® nejdadle2it&38{ z nich, Dvojice prv-
nich algebraickych momentd

oo _ )

B(fy) = \x £0x,3,) axjex,, B(§)) =_S§°x2 £(x),x,) éx dx, (11)

bfvéd znadena Jako stied rozdsleni vektomj_. Ddle jeou to druhé centrélni
momenty
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pefy) =67 = B{{f-2§y]%} 4 0ekp) =63 = Efffo-E(,1%), (12)

co?2 Jjeou disperze komponent fl' jz (disperze margindlnich rozdflent ze
vztehd (2.14)). Konefnd, smif3eny druhy centrdlni moment

othyofe) = Bl f0[f2Bf0]Y = mhy) - EfpEGED (13)

se znali také Jjako kovariace ?1 a §., nebo korele¥nt moment, Viimneme sl,
20 2z definicf (12) a (13) wychdz{ G% = D(jl,gl).

Korelalni koeficient
Koeficlient korelace Q(il,fz) mezi fl a fz Je definovdn vﬁfahem

?(h'fz) = D(§),§,)/yD(§1)D(f,) = D(f,,§,)/(6,65); (14)
snedno se ovél{, Ze miZe nabjvat pouge hodnot z intervaelu {-1,1). Jsou-li
§1+ §, nezédvisld (viz §2), Je E(hrz) = E(§,)Ef,) a podle (13) vyjde
D(}l,fz) =0, tedy 1 ¢(f,,$,) = O. Je-11 korelaZni koeficient nenulovy,
nenmohou byt prFisludné nédhodné promdnnd nezdvield. Obrédcené tvrzeni viak
neplatis existujf zévislé néhodné promdnndé, které maji nulovy kerelaini
koeficient, Je-11 ¢(f§,,§,) = O, Fikéme, Ze $, a §, Jeou nekorelovend, co?
Je slebdi vlastnoet neZ nezévislost, PPesto je korelaZnf koeficient uZi-
teZnou charakteristikou; podrobn¥ji prozkouméme jeho vyznam v pfipads
normdln8 rozdfleného néhodného vektoru v § 6.

Matice druhych momentd a koreleZpnich koeficientd

Je-11 polet n xomponent ndhodného vektoru § vEtS{ neZ 2, mifeme de-
finovat smiSeny druhy centrélnf moment a koreladnf koeficient pro ‘kaZdou
davojicl }1, ?j z pilaludného dvojrozmérného margindlnfho rogddleni (roz-
déleni.;_integrované ples viechny eloZky kromd i-té a j-~té). Ctvercovou
maticl s prvky

Dy4 * D(h, jj), 1,351,404, (15)
nazyvéme matic{ druhych momentd, kovarian®af nebo disperzni maticf, n3kdy

také matic{ chyb. V dlagondle Jsou dieperze jednotlivych komponent:
Dijs = G?, matice Je symetrickd (Dij = Dji)‘ Ctvercové matice sestavend

g korcladnich koeficlentd

055 = g(h.h) = Dij/,}nu'nd'j e 1,3 =1,...,n (16)
se oznaluje Jjako korela¥ni matice. Je op&t symetrickd, v diagondle Jeou
JedniZky (korela®ni koeficient kaZdd komponenty se sebou samou je rover
Jedné). UZitelnymi &1iely jsou tzv. globdlni korelalni koeficlenty Py Pro
kaZdou komponentu §,. Jsou to zmaximélni hodnoty korela¥niho koeficientu
g(}i,q), kdyZ v probfhé viechny moZné lineérn{ kombinzce vBech komponent
vektor: § kromd i-té. py tedy udévé miru korelace §, se souborem zbylych
komponent. PPedpoklddejme, Ze ke kovarieini matici (15) exietuje matice
inverzni; jejl i-ty diagondini prvek oznalime (D-l)ii‘ Pro globdlnf
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korelafni koeficient vyjde Jednoduchd formule

-1 -1
Ry =y - oy Dy ] an
JeatliZe je kovarie¥ni matice singuldrni (neexistuje matice inverzni), je
alespon jedna ze sloZek f néjakou linedrni kombinac{ ostatnich, tedy d-
plné korelovand 8 touto lilneérni kombinael (?j= 1),

Linedrni funkce ndhodnych proménnych

Lineérni kombinace 31?1"' -.+8 §  néhodnych prominnfch $roeeerfy

(al,...,an jeou &isla) tvoii néhodnou prpménnou, pro niZ snadno najdems
stfedni hodnotu a disperzi: :

B(S e fy) =3 ey B(f), (188)
=i

121

D("Z n_n_ n_ o n=l n
maih).)gl - aiajn(h,id)-gai “‘!1’*2§1 E' Ji'dn(fi'fﬂ)‘- (18b)

Podobn& pro smideny druhy centrélni moment dvou lingdrnfebh kombinaci vy-
jde vyjéddifent

LN ;bifi) -3 i‘i"’dmh' o (18¢)
t=1 1=1 a1

Diaperze Jjaou kvedratickou formou koeficlentd roskledu ai.' Pc;kud Jsou h
vzédjemnd nekorelované (t.d.gidlo pro viechna ig)), zistane v (18b) Jen
prvnl Zlen na pravé atran§:

D(iaifi) - Z 'i D(fi . (19)

o)

Ralezenf huatoty lineérni kombinaco 3 huatety r_?_(rl,...,zn) Je
troohu slo2itdjsl. Elementérnf uvshou nebo vyuZitim vatahu (2.5) zjistf-
me, Zo hustote konstantnihe nésoblku af mdhodnd prominnd § Jo ndsobkem hua-
toty f’ (x):

5‘1(0;) -%‘-ri(x) --il—fr(% . (20)

Cely¥ probldm se tedy redukuje v podstati na uﬂeni hustoty soultu dvou .
promdénnych !2'f1+ fz. Distribulni funkce y Je -

JT%,

F‘Z(ﬂ-_ SS rfl'f2(’1" )ax, dx,e °§de S rh fa"v 2la% . (21
T RCy -&
Jeou~li tl’ h nezdvislé, Je rh,?zlxl,xzhfh(xl)r'z(—xz); substituol v

(21) dostaneme
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o0 oo
P,z(:‘)'dez Srffz(‘z’fh("‘z’“' gdt[ Sffz(‘z)fh“"‘z"‘z]' (22)
-0 o0 - oo .

Podle vztahu (2.9) je tedy hustota soudtu dvou nezévisljch néhodnfch pro-
n¥nnfch déna konvoluel
[~ ]

£y(y) -iffztu)fh(y-u)du. (23)

Podil nezdvisljch nédhodnyeh prom3nngch

Pledpoklddejme, Ze fl' jz Jsou nezdvielé a maji hustoty !}1(:1),
ffz(xz). resp. distribuln{ funkce F}l(zl), Ffz(zé). Hustotu podflu 2-}&/!2
najdems pomoci distribulni funkce

y(9)= 55 e xpeg, )ax axy=| ey (x84, x, )ax s
!1,201’1&‘2 ) Thin ' Tfei%)n

e a0

0

ifxzjfh(xl)rh(ledxl Spjl(“z)ffz(‘z)d-‘z"g[l"l’jﬂ”z)fh("z)d"z (24)
Y%

Podle vztahu (2,9) dootaneme hledanou hustotu derivovénim:

o o

fz(y)- -33- F?(,)= § X, 1(y12)ff2(xz)dxz.tixth(yxz)ffz(xz)dx . (25)

PFibliZné formule pro stfedni hodnotu a disperzi nelineérni funkce
Stfedn{ hodnotu a dieperzi funkee h( fl,..., fa) ‘néhodngch promt.mfch

miZeme aproximovat jednoduchjni vztahy za piedpokledu, Ze Je prﬁb&h h
v okoli stfednich hodnot E(jl),...,E(fn) témd* linedrni, V Taylorovs

rozvoji

oo (26)

B(fyreeeofad B[ECfy)see e B :Z.l[frﬂ(hﬂ% E

gzachovdme pouze uvedend dva Zleny; symbol E u derivaci znamend, Ze Jde o
hodnotvy v bodd E(}l),...,E(fn). Stledn{ hodnota druhdhe &lenu v (26) Je

nulovd, proto

E[h(jl,...,fn)] 2 h[E(fl)....,s(jn;]. (27)

Pro disperzi funkce h dostdvédme

pnchy,- - of)] = B{[r-Ben]] },.5{1_1 AR fiﬂ'gﬁlg{fﬂ-zc jj)]%?—d{g},

(28)

= nEl S 1'%; ‘ E.,‘)T D(fi,fj).
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To je samozFemE vztash (18b), jer na mistE koeficlentd N stoJi derivece
3h/a§1. VY rozvoll (26) Jeme zachovall linedrnf kombinaci f e aditivnt
konstanty, kterd dieperzi neovlivn!, Opln& stejin® odvodime smfieny} Aruhy
moment Avou funkc{ h(fl,...,fng a g(fl,...,fn)'

D(h, g)-E{[h-E( h)] [s-E(s)]} Z

FgL

Kvalita aproximact (27)-(29) zdleZf pa tow, Jjak dobré je linedrns
pliibliZen{ funkénich pribdhd pomoci dvou ¥lenll Taylorova rozvoje v tekévéd
oblasti argumentd, které podstetné pFlepivd k disperzi. Velikost této
oblasti zéleZf na tom, jak 3irokéd jeou rozd¥lenf promdnngch il""’?n'
tedy hlavn® na Jejich dieperzich. Aproximace se v zdsadl zlepﬁuji pit -
gmenBovéni drnhych momentd D(fi’fd)‘ .

Jsou-11 fi nekorelovend, dostaneme = (26) a (29) jednodudsl vztehy
D(h)F Z( \ )D( D D(h,g)mz: 28
=1\ %y i im1 % ls %4 le

Prvni z relaci (30), prepsand pro stfedni kvadratické odchylky Gh- (h),
G's D(f1 , 88 DMfxéd také (Gaussdv) zdkon pro pPenoa chyb:

D(f), (30

oh 2 .2 oh 2 =2
( ) snw ( ) G . (31) -
ail\E 61 eret 5En\B n

Charakteriesticikd funkce

Fourierova transformace hustoty nabo diskrétni funkce rozdéleni se
pagyvéd charakteristickou funkel ndhodné prom&nné. Je to kompleani funkee

redlnd prominné t:
00

?t)tE[erp(itf)] = § emptirnz (ex (32)

pro spojitou proménnou § s hustotou f4 (x). Charakteristické funkce dplnd
popisuje ndhodné prom¥nnd; hustote jJe dédna obrécenou transformact

o0
f.(x)= 1. S?(!(t)up(-ixt)dt. (33)
} ar )

Jeou-1i a,b konstanty, plat{

xaf+b (t)-E{ezp[it(af+b)]} larp(itb)Xf(at). (34)

Pro nezdvislé ?1, fz dostaneme charakteristickou funkei souftu r1+f2 Jako

soulin

rORTRSI (SRR [ TR s[oxpttefy)] =iy (00 Ao, (39)



- 22 -

To je jeden z dlivcdd velkd uZitelnosti charakteristické funkce (namieto

konvoluce hustot (23) méme jednoduchy eoulin charskteristickfeh fumkcf),
Znalost Xz(t) je u¥itelnd 1 pro nelezenf momentd (6) ze zépisu exponenty
pomoci mocninnd Fady:

Ky(e)=E [ 2 sh) _] Z -(-— B(§*) = Z-‘i v,k (36)
k=0 X! k=o k=0

Momenty Qk Jsou, aZ pna faktor 1‘/’&!, rowvny koefleientdm u &lend t¥ v roz-

kladu X(t) v mocninnou Fadu,

4, Normélni rozddleni

SpoJité néhodné promdnnéd, kterd nabyvd libovolnjch redlngch hodnot x

» hustotou pravdé&podobnosti
1 — (x-p)2

f(x) = exp[ ¢

. Ty 26° (1)
mé tzv, normélnf, nebo Gaussovo-Laplaceovo, rozddlen{, Kvili strufnoati
vyJjadfovéni prestaneme v daldim textu odlidovat oznafeni pro néhodnou pro- .
ménnou a Jeji hodnoty, pouZivand dislednd v §§ 2 a 3; budeme nap¥iklad i{-
kat, Ze (1) je hustotou prom&nné x,

Rozd&leni (1) je zaddno dvima redlnymi paremetry ; & miZe bft 1li-
bovolnd, G'mus:[ byt kladné, M je stiedni hodnota,6 stiednf kvedratickd od-
chylka (6' disperze):

E(x)= M, D(x)=6°, (2)

Normdlni rozdileni je symetrické vzhledem ke st¥edni hodnot? £, kterd Je
gdroven medidnem i jedinou modou, Charakteristické funkce:

X(t)zexpimt - £%62/2), (3)
Centrdlnf momenty (3.7) lichého Fd4du Jesou nulové, pro sudy Fdd vychdzi
(2k) ! 2k
Mo == — € r>1. (4)
25(x) 1 '

Asymetrie (_3.3) {1 exces (3.9) jsou nulové: yi- 3’2-0.

Pro hustotu (1) se uZivé znaleni NQ?BZ) je;ji charakteristicky "zvo-
novy" pribdh je pre t&i rdzné diaperza nakreslen v obr. 4. Dietribuing

funkce Je

F(x)r@(’—‘#‘), kde @(z)::

z t.2
S exp(-;-)dto (5)

1

Vorv %
Funkci é(z) se I{ké integrdl pravddpodobnoeti nebo funikce chyb. F(x) pro
“t#4 rizné disperze je nakreslena v obr. 5. Pomoci distribu¥ni funkce (§2)
miZeme vyjédfit pravdépodobmost, Ze hodnote x padne do zedaného intervealu:




Ob,r. 4. Hustota nom.élniho rozdlen{ se stfedni hodnotou tuo a
disperzenmi 6° al,4,9,.

Obr. 5. DistribuZnf funkce normélniho rozdZleni s MU=0 a 62-1,4,9.
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P(xe (;—1 Y )-p(;z)-p(;l). VyE:[olenin integrélu pravdipodobnosti (5)
zjistime, Ze .

P@-G(xsc&ﬁ)-o. 683, . P(y-_-ﬂ"(x(tuzs‘)-o.954. . (6)

Stfedni kvadratické odchylce € se v pfipadd normdlniho rozddlenf #{ké také
standardni odchvlka, Intervaly @+6 & u326° » pravd¥podobnostnim obsahem
{6) se pak oznalujil  jeko iﬁiervuly s Jednou a dvima stenderdn{mi.odchylka-
o, ' .

Velmi potfebnd funkee chyb (5) byla mnohokrét tabelovéma (v rdenyah
modifikacich), UfiteZné jeou rdzné aproximace, které uno!nuji vypoEItat
doestatelnd pfesné hodnoty 8 minimdln{ némehow, napt,

$iz)=1 - —"PL’@«. (0.3193815-0. 356563841, 781476t 2-1.821256t

T

+1.330274t4),  tel/(1+0.231641927 pro £330, K&p)

$izrm1- Jaizh  pro z<og

chyba této aproximace je pro libovolnd s nen!i neZ 10~ -7,

Néhodné promEnnd (x-p)/6 md tzv. standardni normdln{ rozd¥lenf N(O, 1) se
etfedni-hodnotou O a disperzf 1; JeJf distribuln{ funked Je integrél prav-

d&podobnosti §.

Norméln{ rozdfleni mé pfi gpracovédn{ vysledkd méfenf podstatnou ddle-
Zitoet. Pfedevdim v mnoha situacich velmi dobfe vystihuje rozloZen{ namé-
- Fenfeh hodnot, JeBtd A0leZitdJ31 Jje fakt, Ze 1 pro data & vyraznd odlis-
njm rozddlenim majf etatistické odhedy z nich spo¥tené rozdflen{ ghruba
normdlni; tuto souvisloat vystihuje tzv., centrdlnf limitnf vita (§5). Na-
vio je normélni rozd¥len{ limitnim pi{padem Pady ddleZitych diskrétnich &
epojitfch modelovych rozd8leni (§9).

Pro nezéyislé normdlnd rozdflend veliliny x, vychdsi ndsledujicf 4d-

leZitd vysledky:
a) Libovolnd linedrni kombineoe 8 Xyt. ..t T mé op¥t normdlni rozddleniy

0 tom Je moZné se presvidlit pFimym vypoltem konvoluce (3.23) nebo mmo-
hem lépe pomoci vlastnosti (3.35) charakteristickych funkci. Stiednt
hodnota M a disperze 62 musi podle (3.18a) a (3.19) byt
c‘. ‘]h‘foo.".n#n. 62 2&*.-."'.2 2 . (B)

b) Nésledujfci funkce (ve statistické tcrminologii tzv, vibérové stiednt
hodnota a disperze)

3= —Z x, , o =i Z('xl_;,z

i) n {i=1

Jeou nezévielé tehdy a Jen tehdy, kdy2 vlechns x, iadi stejné normsln{
rozddleni (s tymiZ m.6).
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5. Zédkon velkych &isel a centrélni limitni v&ta

Zékon velkych Eisel

Souvislost prevd&podobnostl p ndhodného Jevu X a Zetnosti M Jeho
viskytu v N-krdt opakovandm pokusu je intuitivnd zfejmd: Zekéme, Ze se
relativnf Zetnost M/N bude 8 rostoucim N pfibliZovat k pravdipodobnosti
p. ProtoZe podil M/N je néhodné velilina, Je tfeba pro olekdévandé p¥ibli-
Zovéni k hodnot& p formulovat pravd&€podobnostni tvrzeni. Nejzndm3j31 je
Bernoullidv teorém; pro keZdd £>>0 plati

1im P(|} - plce)=1 . (1)

N>
VyJjédteno slovy: at zvolime EDO jakkoli malé, s pravddpodobmosti libo-
volnd blizkou k Jednd jsou pil dostatedn® velkém poltu pokusd odchylky
pon&rnych &etnost{ M/N od hodnoty p mon3{ neZ & . Formuli (1) ee Ffké
{slaby) zdkon velkych ¥ilsel. Tvrzenf

P (lim 2= p) =1 (2

Nao® N
Je eilndjsL (z (2) plyne (1), ale ne naopak); objevil Je Borel a Fikd se
mu silny zdkon velkych &ismel,

Pro pFivrience statiatické definice pravd&podobmoetl (§1) je zékon
velkych Zisel tautologif, protoZe pravd®podobnogt uréujl prévé z rela-
tiwvnich Setnosti pfi opakovdni pokusu. Pro zastdnce ndzoru, Ze se prav-
A¥podobnostl daji (alespon n¥kdy) vypo¥ist ze struktury jevd, je pfedpo-
véd Zetnosti atizkuloglcké vjatdvby teorie a vEty o konvergenci poeloup-
nosti M/Nvpodstatnyml vysledky, Slabf a silng zdkon vyjadtuji dve rdzné
typy konvergence hodnot pomdrnfch Zetnost{: tzv. konvergenci podle prav-
d3podobnosti, popsanou vztehem (1) & konvergencl témdr jistd (2)).

Jako zédkon velkych &feel se krom& (1) a (2) oznadujl{ takéd ndsledujfel

véty o konvergenci posloupnosti aritmetickych primdrd nédhodnych promén-
nfch. Jeou-1li Xj,Xyse0 nezdvisldéd nédhodnéd promdnnd se stejnou stiedn{

hodnotou 4 @ disperzemi D(xy),D(x,),... takovymi, Ze

N N

1 . 4

lim — 5 D(x)=0, pak lim P(-ﬁ- xi-t“'l<£)'1 (3)
N> ¥ {m1 N l 1Z=1 | .

pro libovolné £>0. To Je slaby zékon welkych Zisel - posloupnost prim3rd

Xonverguje podle pravddpodobnosti ke sti'ednf hodnot¥®, Silny zékon twrdi,

%e pro ndhodné prominnd, jejichZ dieperze crlnujf podminku

Lin [Z l‘ﬂl] <o, (4)
4=1
konverguje primér ke atfedni hodnot® témZr Jjisté&:



[lim - 2 ] (5)

1=l

0b3 vity (3) a (5) se dajf zobecnit pro pFipad poslouprostil promdnnych
e riznfmi stfednimi hodnotemi B(:l), 3(1’2),-.. s Jejich aritmetioky pri-
mfr konverguje k 1imitd primd3ru stfednfch hodnot [ZE(:i)] /N,

Centrdlni limitn{ v8ta

uddvd, jaké Je v limitd rozddleni asritmetického primdru nezdvislych
ndhodnych prom&nnFeh X)X uev, kt.eré majl etejnou distridbufnf funkci ee
stFedn{ hodnotou m & dlsperzi 62, .Podle (3.18a) a (3,19) je atfednf hod-
note primdru Xy=(x,+...+xy)/N rovna B(I,,)-fb a jeho disperze D(xﬂ)ﬂﬁeﬂi;

hustotu pravdd§podobnosati "N dosteneme z (3,23) komplikovanim zpﬁsobem,
totiZ N=l-krdt opakovamou konvoluci,

S pomoct vlastnoetl (3,35) charskterietickd funkce v3ak snadno zjle-
time, %e charakteristickd funkce X(X,) se pro N9 blfZ{ k charakteris-
tické funkel (4,3) normédlntho rozd&lenf, Hustota primdra Je tedy

(T A)2

— N-yoo 1 o d

r(x,) > exp[ ];» (6)
N 263/ 5 /T .

rozdélenf s&{itancd X5 miZe bft jakdkolivw, stadf kdyZ wéd koneinou dieper-

zi G’ . To je tzv, Lindbergiv-Lévylv teordm, nebo jedna z varient centrdl-

n{ limitn{ wE&ty. Jinéd warienta platf pro posloupnost nezdvislfoh ndhodnych
promén.m}ch X 1Xppeee 80 stfednimi hodnotemi &y tfoyye-. @ duper:emi

6'1; 62,..., kterd nemusi mit stejnou distribu¥ni funkci, Rozd8len{ arit-
metického prim&ru Je v limit¥ N9 opét normélni; velilina

Z:e“-i’/ Zsf (N
1=1 i=1

md asymptoticky rozd&leni N(O, 1). K platnosti tohoto tvrzeni stalf, aby
stfedn{ hodnoty sy 8 dlsperze * 6'1 existovaly a nerostly pF{1i8 rychle

s rostoucim i, PostaZujicl je napifklad splndni Ljapunovovy podminky:
existuje takovéd a >0, Ze

R .
lim [i’_‘ mxi-‘ui)?*“] /(376D o, (8)

Fy® Lia, {=1
Priklad: soufet rovnom&@rnd rozdélenych néhodnyeh Z1isel

Konvergenci soudtu nezdvislych nédhodnych proménnyeh k normdlnimu
rozdileni budeme ilustrovat na piikladu rovnom¥rn¥ rozdslenych (§9) ve-
1ifin x; e hustotou




£(x,) =1, x,€{0,1). _ (9)
Hustcta eritmetického primiru 'i'N = 8y/N, kde 8y ® Dte..+Xy,, se dd vyjda-
Fit enalyticky; Jje to po &dstech polynom etupnd N-1;

k
) = L - > 0t (D a0, (10)
(N-1)1 i=0

— k Ik+
IN6<T'—% ’ k'O,...,N-l.

Stiedni hodnotu a disperzi soustu 3y miZeme vypolist mmohem sndzre nel
hustotu; 8 pomoef (9,6) dostaneme ‘

E(sy) = NE(x;) = N/2, D(eg) = ND(x;) = §/12, - (11)

Srovndni hustoty soultu sy 8 normédlni huetoty se stejnou stiedni hodnotou
a dieperzi je v obr., 6, Je vid¥&t, Ze konvergence k normdlm{smu roxdilen{
Je velmi rychld, velilina 512-6 méd prakticky standardnf nomﬂlni rozdsle-
nio . .

T T 1 T l I '_d
£ 6O B
¢ AN
2.8 -
Q4 7
p.2 7
B'a \ 1 L i 1 1 l—
P ) : 4 e 12
X

Obr. 6, Hustota praviSpodobnosti souftu N nezévislfch rovnom&rn& rozddle-
nycn ndhodnfeh promEnnych (plnd Zéra), normdlni hustota se stej-
nou stiedni hodnotou & disperzi (podle vztahu (11), Edrkovand fé-

ra).
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6. Vicerozmé&rné normélni rozdéleni‘.

Zobecndni normdlniho rozddlenf (4,1) na p¥ipad n-rozm@rného néhodné-
ho vektoru vychdzi z poZadavku, aby hustota byla imérnéd e¢xponencidlnf
funkci kvadratickéd formy Jednotlivych sloZek:

f(xl,...,xn) = ¢,exp [-—- 2::%_3(::1 Fi)(x:] flj] (1)
i=l =1

Konelny tvar této hustoty odvodime podrobm#ji, protofe se pritom ukdZe
fada uZitelnych souvislogti., Kvili plrehlednostl zdpisu zavedeme ndsledu-
jlel konvence: Etvercovou msetiel budeme znaZit velkym p{sazenem e podleZe-
nou vlnovkou, sloupcové vektory podtrZienim, transpozicl libovolnd matice
hornim 1ndezem T (napfiklad sloupcovy vektor se elo!kamd.ﬂi jakott, réd-
kovy vektordg q;l,...th)) Argument exponenty v (1) tedy struln® za-
pifeme Jako

- .;.. (x-7 A (z-p0, (2)

kdyZ maticeA mé prvky (A)iﬂ = ai ;0 HoleJBL{ vyraz je skaldr, protoZe sou-

¢in matice A ee sloupcovim vektorem x-g{ Je sloupcovy vektor, ze kterdho
vyjde néeobenim fddkovym vektorem (x-ﬂ-) skaldrni{ hodnota dvojndeobné su-
my v {1). Aby funkce typu (1) m&la vlastnosti hustoty, muef byt matice 4
symetrickd a pozitivmn¥ definitni., Existuje pro ni rozklad 4 = ‘_I‘.'T. L s re-
gulérnf maticf L (Jinymi slovy, matici A dostaneme podobnostal transforma-
¢l z Jednotkovéd matice I: A = LTIL = LTL). Linedrn{ transaformaci hodnot
~ ~F agand ~ A
néhodného vektoru x

3 =Lz - (3)°
dostaneme (2) ve tvaru souftu kvadrdtd
- (x-g)T TL(:&J = -;'—ZT_! = -2— (y1+...+y ), (4)
(Transpozice soulinu matic je aouéinem transponovanych faktorml v opalném
poladd: (x-ct_l-)T ,BT [L(x {uJ] T.) Nyni mdZeme anadno spofist hodnotu
konatenty ¢ v (1) z nomovaci podminky pro hustotu:
on o0 .
1 1
S-,,, S TCNN BLEAPIN SS o-oxp (-35"y) [aet (L} "ay; . ay,mL
—a0 - 0o ()

¥ poslednim vztahu vystupuje Jakobidn transformace (3): dyl...dy
= dot(L)ar,...ax . ProtoZe :exp(-tzfadu )T a déle det (A)-det(LT) .
. det(L) -E!et(L)] , dostdvéme z (5) pro konstantu c vztah

¢ (Taqr‘)%% = {2m?® det (A1) (6
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Je tleba si v3imnout faktu, Ze y ze vztahu (3) je néhodnym vektorem e ne-
zévislyml komponentami, kterd majl standardni normélni rozd&lenf (nulovd

stfedni hodnoty, jednotkové disperze a nulové koreladini koeficienty)., Zo-
becn&nim postupu z § 2 pro urfenf hustoty funkce néhodné proménné na pife
pad vektord totiZ zjistime, Ze vztah (2,.5) zlsetene zachovén, jen na mis-
t8 |H(x)| se objevi jekobién transformece. Z hustoty (1) tedy dostaneme

s vyuzitim (6) hustotu vektoru y

£(x) 1 1 q {"‘_.l 1 ¥
8(¥) = FotlLy " Yomn 23X L ey (7

ve tvaru soulinu standardnich normédlnich hustot :iednotli.vjch'komponhnt.
Vektor stfednich hodnot y je nulovy, co? zapideme symbolicky jako E(_y;)-g.
Podle (3) mdZeme do tohoto vztahu dosadit y-L(x-&) protoZe podle (3.18a)
Je E lineérni operétor a L je reguldrn{, dostaneme odtud E(x—&) =0 a tedy
stFedni hodnoty vektoru x:

E(x) =& (8)

¥atice 4druhfch momentd vektoru 3 Je ;jednotkové symbolicky E(yy )'4;'
soufin sloupecového a Fddkového vektoru NI. tvof{ &tvercovou matieci mm
a funkciondl E plsobl na kaZdy jej{ prvek zvldal, Dosazenim za y z (3)
a vyufitim linearity E dostaneme

2{Lx e ] = tefp T

neboli pro matici ] druhfch momentd vektoru X vztah

B = E[z@-mT= taht = @ty - 472 (9)

Matice A koeficientd xvadratickd formy (2) Jje tedy rovna invorzni Xova-
rialn{ mat.ici D, 1. Kdo nevéii maticovym zdpisim, mdZe se pokusit vypolist
prvky D(’:i.";j) matice D, jednotliv, Kovarience vyjédiime pomoci korela&=
nich koeficientd Qe d:.sperzi g2 jako D(xl,x ?13 6'a (viz (3.16));
dostaneme vyhodny tvar koveria&ni matice

KR R XA
1
o) %2 2!
D= : (10)
wE 0nGEL - G
L?‘l A Qw2 ~ |

Libovolnd n-rozm&rné normdlni rozdéleni miZe byt zaddno n-tici stfed-
nich hodnot i e n(n+1)/2 nezévislymi prvky symetrické matice - bud A ne-
bo D. Vyjddfent hustoty (1) e normaliza&ni konstantou (6) pomoci matice

Je
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£(x) = 1 exp {-%-(;_-‘I_J_JTD':L(E-&)] . (11)
V(em aet () ~
VeliZina
g: (x )T ~le = ) TA (x-
x-#)"D (x#) (x t) A(xg-b) (12)

se nazj¥vd kovarieinf formou néhodného vektoru £, Je to Jednorozm¥rnéd nd-
hodnd prom¥nnd s rozdélenim X2 sn atupn‘l volnosti (§ 8), nebol se dé na-
paat Jjako soufet kvadrdtd n-tice mezdvislych promZnnych se ptandardnim
normélnim rozd&lenim... §= 3 y. Hustota (11) je konstantnf na plochéch
f konst, a pravdépodobnoatni obsah tdchto elipsoidld (pmvdépodobnost

2e x padne dovnitf elipsoidu) Je ddna distribu&n{ fun]:ciﬁ.

Z pozoruhodnych vlaetnosti rozd3lenf (11) uvedeme dvd:

a) Libovolnd projekce na prostor men3{ dimenze (margindlnf rozd&lenf,§2)
je op&t normélni s matic{ druhych momentd sestavenou z prvkid matice
(10) odpovidajicich zbylyw prominnym. Napi‘iklad margindlni rozd#leni
kaZdé komponenty Xy Je

f(xi) = N((li, Gi)' (13)
b) Liboyolny ez (podmin&né rozddlent, §2) je op&t normélni, Rez rovinou
xi=x}_° , t.J. rozadleni{ s konstantn{ hodnotou xi")aloiky Xy nd mati-
el dn;.bych momentd D _,, kterou dostaneme inverzi matice A, _qs kova-
riaZni{ formy zbylych promZnnych.
Dvojrozm&rné normdln{ rozd&leni

Pro dvojrozmérné (n=2) rozdileni miZeme snadno vyjddFit explicitnZ
prvky matice P:l; hustota (11), zapeand pomoel -stfednfch hodnot &y o
standardnich odchylek 1,6'2 a korela&niho koeﬁnentu?mé tvar

1 1 (’11"1’2 (’1‘2“1""2'!‘2”‘ 'c“i]}
f(x,, ) = exp "_T[ .
X mﬁezizl'?a (2(1-? ) % f ©,6, 62 .
(14)

MiZeme 8i jl pledstavit ndzorn& Jeko zvonovitou plochu nad rovinou X1 %o
nebo pfi pohledu shora znédzornit soustavu vrstevnic - Zar a konstentni
funk¥nf hodnotou. Vratevmicemi Jjsou elipsy

- - - 2
[ ﬁ.gl L) Gyt (xp-py) ].3. - s
1"9 616 &

ProtoZe kovariedn{ forma na levé strand (15) mé znémé rozddleni (X?' se
dvima stupni volnosti), miZeme vypoliet pravd&podobnoat, Ze dvojice Xy 9 Xy

le2f uwvnitP elipsy (15):
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P=F7@(703
gxg Je pri{sludné distribu¥ni funkce, V obrdzku 7 je nakresleno ndkolik

elips s riiznymi pravdépodobnostnimi obsehy P=0,99, 0.954, 0.683, 0.5, 0.2,
pro kterd podle tabulky v dodatku D1 vychéz{ hodnoty A po Fad® 9.21, 6.158
2.298, 1.396, 0.446; korelaini koeficient je @ = -3/4. )

Z hustoty (14) odvodime podminZné rozd€leni x, za predpokladu, Ze x,
nabjvéd pevné hodnoty (viz (2.15)):

1 -1 G
glx, )=f(x;| x,) = exp{;—-——[x- -0 (x,- )] . (16)
R L V2T 6, 1-¢0 a-pDe2 1, 2t
Je to normdlni rozddleni se stfednf{ hodnotou a dieperzi

61 2 .2
(x| x,) =&+?§2—(xz—h) »  Dx|x,)= 63 (1-¢%). 17

V tomto misté médme dobrou pFfleZitost ilustrovat smysl pojmd 2zdvis-
lost a korelace ndhodnych proménnych. Normdln& rozddlené proménné Jjeou
nezévisléd préve tehdy, kdyZ jsou nekorelovand; Je viddt, Ze hustota (14)
Jje pro 0= 0 soudinen hustot N(C“l' 1) a N(&,Ggl. Jinymi slovy, rozddlent

ka%dé prom®nné je nezévislé na tom, jakou hodnotu nabjvéd druhd z nich,
Obecn® (pro jind rozdéleni) je ovdem nekorelovanost slabdi neZ nesévis-
lost (§3). Je-li korelafni koeficient rizny od nuly, zéleX{ podle (17)
rozdélent x, na tom, jaké hodnoty nabyvé Xy pfi[qk?l ge zuluje kolgm
at?edni hodnoty zévislé na Xy, V limitnim p¥ipad® Uplné korelace (?==1)
nabyvajf{ néhodné promé&nné X3, %y hodnot, kterd spolu socuvisi vztahem

(Il-fll)/sl = (12-52)/6:?. . (18)

Miru zdvislosti ? obou promZ®nnych miZeme znézornit jesté Jjinak, V obrdzku
B8 jesou nakreplenyrionstantni hustoty, které maji estejny pravddpododnostni
obsan P=0.954 a 1i31 se hodnotou korelaZniho koeficientu. S rostoucim g

%
T{*z*%z

Obr. 7. Elipsy (19) normélniho rozd&le-
' ni s xorelednim koeficientem
? = -3/4. Pravdipodobnostn{ ob-
sah je, po add od nejvdtdl k
nejmensi, roven 0.99, 0.954,
0.683, 0.5, 0.2.



Obr, 8, Elipsy s pravdé&podobnostnim
obeahem 0,954 a riznymi ko-
relainiml koeficlenty Q= O
(xruh), 0.5, 0.9, 0.95, 0.99
(nejuzéf elipsal.

aa+36

se oblast, do které bod X0 Xy padne s velkou pravid&podobnosti, zuZuje.
Pro gﬂ 1 zdegeneruje elipsa v iiselku a x je linedrni funkef x, podle
vztahu (18),

. Pravd&podobnostn{ obsah eliptickyech oblast{ poiitdme jednodusSe pomoci
distribuini funkce ‘12 - rogddleni., UZiteinym ddajem je pravddpodobnostni
obsah obdé1lnlkd xle-<h-k€1,h+k61},xze<#2-kﬁa, M,*k6,) pro zadané néeob-
ky k standardnich odchylek; k jeho vylifsleni je t¥eba integrovat funkci
Chyb (405)3

k6 @rk6; k 2

2 k-ot ~k-ot t
P e ax £xyaxydanys [2 (T )-@__‘L.)]e (-£)at.  (19)
Sk 1 S 11%2)4%; J; [ e i3

&6 urks ©° 2-¢"

Zédvislost P na korelafnim koeficientu pro n&#kolik hodnot k je nakreslena
v obr. 9. '

7. Blnomické a Polsasonovo rozdZlenit

Binomické rozd&lenf, Diskrétni{ néhodnd proménnd, kterd nabyvéd celd nezd-
porné hodnoty r s pravddpodobnosti '

P(e) = (Mp"-p¥T | r30,1,...,N, (1)

kde N Je celéd kladné, p redlnéd, O4p l, md tzv. binomické rozddlent,
Pravd&podobnosti (1) jsou &leny binomického rozvoje

N NZ N1 r N-r (2)
( )y = _— 2)-
Pt r=0 ri{(N-pr)! P

8 9= l-p. Stledn{ hodnote, disperge, asymetrisa exces:

E(r)=Ng, D(r)=N€(1-p),ﬁ=%: g-2=—;—;ﬁlf—;§ﬂ. (3)

Proménnd s binomickym rozddlenim popisuje vysledky opekovanych poku-
el s néhodnym jevem, ktery md jen dve moZné vysledky. Jeden 2z nich
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Obr. 9. PravdSpodobnostn{ obsah obdélnikd tgltksi,52IkGé“E§ojrozmérného

normélnfho rozddleni v zdvislostl na koeficlentu korelace Q.
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Obr. 10. Binomické (NwlO,p=l/2, svislé dselky) a normé&ln{ rozd&leni.
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(ozne&fme ho Usp&ch) mé pravd&podobnost p, druhf¥ l-p. Pravd¥podobnost,

Ze v N pokueech nastane r-krdt dapdch, je ddna formulf (1), Toto rozdéle-
ni se dé pouZit v mnoha situmcich, vybereme-1li z moZnjch vysledki ndjakou
podmnoZinu a povaZujeme ji za dspéch. Nap¥iklad polet uddlostf v jedné
bufice histogramu mé binomické rozddleni.

Pro velkd N se dé diskrétni funkce (1) dodie aproximovat hustotou
pravdépodobnostil normdlniho rozd&leni. V obr. 10 je nakreslena rozd8lova-
c{ funkce (1) & N=20, p=1/2 e huetota normélntho rozddleni se stejnou
stfedn{ hodnotou 10 a disperzi 5.

Poissonovo rozd&leni mé néhodnd promdnnd, kterd nabyvéd celé nezdpornéd
hodnoty r s pravddpodobnosti

r
p(r) ok °’IFP('5") , r=0,1,..., (4)
r

kde 70 Je reélné Eislo, Stledni hodnota, disperze, asymetirie a exces:
E(r)=D(r)sg, {7140, {514 (5)

Poissonovo rozd&leni dd4véd pravd&podobnoat vyakytu r uddlosti{ v da-
ném &asovém intervalu, jesou-lil tyto uddloeti nezdvislé a vznikeji s
konstentni rychlosti., Napifikled, z radiaktivniho zdroje vylétajf Zdstice
tak, Ze pravddpodobmoet vyzéleni jednd Zdstice za infinitezimdlni Zae
&t je VIt, Pravd&podobnoat vyzéfen{ r &dstic za koneZny interval aélky
t Je déna rozddlenim (4) se stfedni hodnotou m=vt, V limitd pro K-y
a piti soufasném zmen3ovédn! pravdZpodobmosti p takovdm, Ze souZin Np
zlistdvé konstantni, Np-fb, dostaneme totlZ z binomického rozd¥leni ;1)

P(r) = l]gt:o[(g) (%)r- (l-ﬁ)n-r] (6)

prévé Poissonovo rozddlentf (4),.

S rostoucf stlednf hodnotou A/ se daji pravdpodobnosti (4) dobfe
aproximovat normélni hustotou bkf“ ) - viz., obr. 12.

8. X?'; Studentovo a F - rozd&leni

Ve statistice hrajf podstatnou roli ndhodné promnné, kterd Jsou
funkcemi normélnd rozd&lenych ndhodnych veliZin; ve statietickéd terminq-
logil se ozna¥uji jako vyb&rovd rozddleni{ z normélniho souboru. Uvedeme

tr*i nejddleZit&js{.

X2 . rozdslent

(Xt4 chi-kvadrdt) md ndhodné prominnd nabjvejici pouze kladnych re-
dlnych hodnot s hustotou .
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Oobr. 12. Polssonovo rozd&leni (evislé uselky) a normélni rozd&leni N(‘ll-‘#).
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(1/2) 822 oup(ex/2) .

2M(n/2) |
n Je celd kladné Zfslo, tzv. polet stupid volnosti, funkce [ je Eulerdv
integrdl druhého druhu, Stfedni hodnota, disperze, asymetrie a exces:

f(x) =

E(x)=n, D(x)=2n, rl-de/n ’ r2-12/n. (2)
Charakteristickd funkce: ‘ .
'X(t) = (1_211,')"11/2 . (3>

Rozda¥leni (1) mé néhodné veliZina x, kferd je souZtem kvadrdtd nezé-
vielych proméongeh Xypjyeeey Xy Z nich? m2d4d md standardni normélnf rozd¥-

lenf N(O,1): -

r-l{h..u“ ' . (4).

0 tom ee miZeme pfesvidlit s dostl velkou némahou vypoZtem hustot podle
(2.7) a (3,23), elegantnd pomoci charakteristiclgfch funkef.

Soufet dvou nezédviaslych prominnich s 'Kz - rozddlenim o n, a n, stup-
ni volnosti md rozddleni (1) s n=n 1+B,e Pro velkd n se (1) blfzf nomﬂl-

nimu rozdéleni N(n,2n), viz. obr. 14, Je3t& rychlejl se k normélnimu roz-
43lenf bliZ{ veliZina yx, prifemZ pro jeJ{ hustotu pletf

g(yZx) 2 N(y2n-1 , 1) pro n % 30. (5)

2 pribli#né formule (3.27) a z (2) vyjde stPedni hodnota E(V2x)©2n a dis-
perze D(VZE) »D(x) (1/A/Zn)2=1, Se stfednf hodnotou VZn-1 je eproximace (5)
lapﬁio

Studentovo t - rozddleni
mé néhodnd promé&nnd nabyvajict reélnych hodnot s hustotou

2 'ﬂﬁl
+) (6)

kde n je celé kladné &fslo - podet stupnd volmoeti. Prdeci o t-rozddleni
publikoval ¢ r. 1908 anglicky statlstik Gosset pod pseudonymem Student.
Stl'edn{ hodnota, disperze, asymetrie a exces:

E(t)'.o, D(t)= 2 pro n» 2, 8.1-0' 3'2 —£- Pro n>4. (7

‘Hustotu (6) md nédhodnd velilina

t x 1; —7% ’ (8)
J:‘./n _ ( 1+...+xn)/n ‘

kde x 8 X Jjeou nezdviseld, X, md stendardn{ normwéln{ rozd&leni a x rozds-
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N

B.28
B.04

8. 82

Obr, 14. Rozd3leni X2 (plnéd &éra) a normélni rozddleni s stejnou stiedni
hodnotou a disperzi (Zdérkovand &dra).
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lent 12 s n stupni volnosti (vzteh (4)). Pro rozd&leni s n=1 se pou?ivd
nézvu Cauchyovo (§9). S rostoucim n ee hustota (6) pfibliZuje ke standard-
nimu nornélnimu rozd&leni, Obvykle se t-rozddlen{ nahrazuje normélnim
N(0,1) pro n3 30.

F - rozdéieni

Je zobecn®nim pFedchozich dvou. Oznaluje s¢ &asto také jeko Fishero-
vo-Snedecorovo nebo jen Snedecorovo, nebo jako rozddleni V2 » Hustote prav-

d8podobnostl je nenulovéd jen pro kledné hodnoty F:
m+m” m-2 mem”
ey 2% i

m/2
£(F)=(3) F 2 .(1+2.F) , F>o0. ()
" m
g g

Zde jeou m, m celd kladnd &fsla - poZty stupnd volnosti. Stfedn{ hodnota
& disperze:

’

[ ]
E(F)= pro m»2, D(F)= 2R Amrr2) .
F ] )40 10)
m-2 m(@'-2)2 (mtq) T ¢
Hustotu (9) mé néhodnd veliZina
1, 2 2
p o HY )
’ (11)

2+ = (R2+,.,4%2)
kde X;4.-. 'xm'!l' P 'Im’ jaou nezévislé normdlnd rozd&lené :-prom&nné se

strednimi hodnotami nula e stejnymi dieper-zeni 62(P na 6 nez&viai). Je
to tedy podfl (x/m)/(x/m') promémnjch x a x| kterd majf %% - rozdélent o
m a n' stupni volnosti. Pre m,m'-» 00 se¢ hustota (9) bli%f k normdlni, ale
ponérnd pomalu (viz obr. 16). Pro me=l se F- rozd¥leni redukuje ma Studen-
tovo (pfeensji na t %) o o' stupni volnosti. Pro m'3»% né jmenovatel v (11)
normdlni hustotu oo stfedn{ hodnotou 1l a dianerzi klesajiel jako 2/1:- ve-
1i2ina mF md tedy rozd&leni, které se bli2f k %2 & m stupnl volnosti.

Pom&rné fasto ee poulivéd také ndhodné proménnd z=—]é‘-1nF=lnﬁ‘. o« Jaji

rozd&len{ se oznafuje jako Fisherovo a mé protl F vyhodu v rychlejiin pPi-
blfZent k normélnfimu rozddlen{ pii zvitdovéni ma m’.



e - —

Obr., 15. t - rozd&len{ e_fﬁznfmlﬁdétém otdﬁﬁﬁl§olnosti n-érlimitni nor-
méln{ rozdé&leni.

1 1 1 I I 1 1

f(x)

1.2

B. 4

e.e B s =
2 1 2 3

x
Obr. 16, F - rozdSlenf s rdznym poftem stupid volnosti mem’ (plnd Zdra)
a normdlnf rozdblenf se stejnou stfedni hodnotou e disperzi Jjake
zd F pfL meoes0, t.3. N(1.04, 0,0925) (Sdrkovand ¥dra).
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9. Dal3fl modelové rozdéleni, souvislosat nikterych rozddleni

Radu zékladnfch rozddleni popsangch v pledchozich p&ragrafeéh doplini-
me nfkolika dal3imi uZitednymi typy.
KMultinomické rozd&leni

méd k-rozmérnd diskrétni ndhodnd proménnd nadyvajici celych nezépor-
nych hodnot Pyvesesly 2 rozmez{ Q,1,...,N 8 pravddpodobnostmi

r r
NI pllooop k - (1)
k

P(ryyeeesmy) = Tyl Ty}

PFitom jsou parametry Pyrece Py nezdpornd redlnd f{sla takové, Ze
p1+..+pk=1. Stiedni hodnoty a disperze jsou

E(ri) = Npi y D(ri) = Npi(]--pi) » (2)
spi3enéd druhé momenty & keralalni koeficienty

D(ri.rj) = -Npipj voQ13 -inpj/(l-pi)ﬁ-pj) pro i# 3. (3)

Je to zobecnéni binowmického rozdéleni na pfipad, kdy méd pokue vice neZ
dva mo%né vy¥sledky. Vzteh (1) uddvé pravddpodobnost, e dostaneme r; vy~
sledkd typu i v N nezdvislych pokusech, kdyZ Pi Je pravdépodobnost vyslied-
ku tyou 1 v jednom pokusu, Multinomické rozdélen{ popisuje napiikled ot~
nosti v k sloupcich histogramu s celkovym poftem uddlosti N. Korela&nd
koeficienty (3) jsou zdpornd, zvit3eni podtu v jednom sloupku vede k prav-
d&podobnému zmen3eni poftu v kterdmkoliv jiném sloupku histograru, 7-c
velky poZet k jsou pravddpodobnoeti malés p;<<1. Disperze ze vztahu (2)

je p*ibliZnéd D(ri);aNpi = E(ri) a nédhradou stiedn{ hodnoty poltem uddlos-
L ry dostaneme uZiteinou aproximaci stfedni kvadratickéd odchylky

Joiry) = 6=y (4)

Rovhomérné rozd&lend
mé 8pojitd néhodnd prominné, kterd nabyvd libovolné hodnoty 2z inter-
valu {a,b) s konstantn{ huatotou

f(x) = bia . xeﬁﬁ,b). ()
StFfedn{ hodnota, disperze, asymetrie a exces:
E(x) = (a+b)/2 , D(x) = (b-a)/12 , §3=0, Jo=-1.2. (6)

Charakteristickd funkce:

X(t) = Sin.hlttg—b;&) 2]_'_ it‘zta! . (7)

Rovnomérné rozddleni miZe popisovet nap#ikled chyby, vznikajic{ zaokrouh-
levénim Eisel.
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Beta - rozdé&leni
mé spojitd ndhodnd promdnnéd s hodnotami z(p,I) s hustotou

o Nntm) _m-1 n-1
£(x) -——-—)r,(n):"' (-0, xeb,1), (8)

kde n,m jsou parametry (celd __kladni Eisla). Stiedn{ hodnota a.disperze:

E(x) = —E—, D(x) = o )
n ! (m+n)?(menel) ?

asymetrle a exces:

-m)V 2
e 2(n-m)¥o+n+l . 3(m+n+l) [2(men) +mn (m+n-6)) -3, (10)

yon (m+n+2) mn (m+n+2) (men+3)

Toto rozd¥leni se uplatiuje v pF{padech prom3mnfch ohraniZenych shora 1.
zdola, Zvlédtnim p¥ipadem je rovnomdrnéd rozd&leni (m=n=1). Nékolxk hustot
typu (8) je nekresleno v obr. 17.

Exponencidlni{ rozdéZlent
méd epojitd néhodnd promdnnéd nabyvajici kladnych hodnot s hustotou

=1 I
£(x) e_exp( F)' x>0, {(11)

kde )0 je reélny -arametr. Stfedni hodnota, disperze, asymetrie a exces:

E(x) =u, D(x) = @2 , f1=2,¥,=6. (12)
Distribuini a charakteristickd funkce:

F(x) = l-exp(-%) , X(1) = (1-1ut)"L, (13)
Typické pouZiti je ndeledujici: pfedpoklddejme, Ze uddlostl vznikaji né-
hodnd s konstantni rychlost{ (poZtem za jednotku Zaeu) V. Pravd3podobmoat
vzniku N uddlosti za &as t Je ddna Poissonovym rozdSlenim (§7) se stfedni
hodnotou Vt. Pravd@podobnost, Ze v intervalu {0,t) pozorujeme alespon _ __
jednu uddloafgbodle vztabu (7.4) rovna 1-P(0)=l-exp(=-Vt),Cast, b&hem kteréhe
zaregistrujeme alespon jednu uddlost, Jje tedy ndhodnd prom¥nnd s distri-
buZni ‘unkei tyou (13),

Dvolné exponencidlni (laplaceovo) rozd&leni

nd prom¥nné nebyvajlici libovolnych bodnot s hustotou

£(x) =%erp(-"h|x-ﬂl). -(14)
A)O,fg jsou redlnd parametry. Stledni hodnota, disperze, asymetrie a exced:
E(x)=4, D(x)=2/%% , §3=0 , 8'2’5 . (15)

Pro velké |x]| ubjvé hustota (14) pomaleji neZ pro normélnf, ele rychleji
meZ pro Cauchyovo rozd&leni (19).



- 42 -

T
£ GO

30 F

20 F

1.8 |
. -

a9 -
i | 1 L 1 k. . L | L i | 1
0.8 2.2 P. 4 2.8 2.8 1.8

Obr. 17. Hustoty bata-rozdéleni'e ragnymi ﬁéramet:y n,mn,
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fix)
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a.e

2.4

Obr. 18. Huetoty gama-rozd&leni s riznymi hodnotami a=h, plnéd ldre;
pormélni rozddleni N(1,1/16), &érkovand Eéra.
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Gama ~ rozdéleni

Je zaddno hustotou

b-1
£(x) =.2(8%) " "oxp(-ax)

Few) ' [57% (16)
kde a,b jsou redlné kladné parametry. Stfednf hodnota, dieperze, asymetris.
a2 exces:

E(x)=b/e, D(x)=b/a?, g3=2A, yy=6/b- (17)
Cherakieristickd funkce: X(t)=(1-it/a)D, (18)

Teto rozdéleni je uZiteiné v pripadé prom¥mnych ohranifenfch shora nebo .
zdola, Zvléa3tnim pi‘fpadem je exponencidlni (b=1) a %2 - rozddlent (a=l/2,
b pfirozend). Soufe? n nezévislych néhndnfeh prommnych s e:ponghciélnim
rozdélenin (11) mé game-rozddleni s b=n, a=l/x, Hodnota parazetru a ovliv-
nuje pouze mEF{tko prom¥mné. S rostoucimi hodnotami a,b se ofi e=b rozds-
lent (16) rychle pFibliZuje normdlnimu N(1,1/e). V obrézku 18 je nakresle-
no nikolik hustot (16); kfivka s aabcl je hustota exponenciéintho rozdé-
lenf (11) se stiedni hodnotou x=1,

Cavch 7o rozdilent

md spojild ndhodnd promdnnd, nabyvajicf libovelnyeh redlnFch hocdnot
s husitotou a charakteristickou funkef

=1 1 _ = -

(=) = =5 X(t)=exp(~]t]). (19)
Stfedn{ hodnote, disperze, stymetrie ani exces neexistuji. Pélohu rozdé&-
lenf{ (19) miZe charakterizovat medidn nebo moda (oboji nulové), rozotyl
kolem nuly t¥eba polo3fi¥ka v polovidni v¥Sce (jedniZka). Ve fyzice se

hustota (19), zapesand ve tvaru
n

£(x) & =
x T r2+(x-;o)2 !

oznafuje jako rozd&leni Breita-Wigners. Paremetry X alurdujf modu a po-
lo3ifku. Srovrnéni Cauchyovy @& normdlnf hustoty je v obr. 19.

(20)

Modifikace modelovych rozésleni - odfiznuti

Jedrim z nejiastdjiich defektd pii pouZiti modelovyech rozd&leni je
exutefnost, Ze oblaat moZnych vysledkd mifenf nenf{ nikdy nekonelnd. Na-
pfikiad v § 13 pFredpoklddéme moZnost nemdfit libovolnou kladnou hodnotu
doby Zivota &dstice; odvozujeme Ji vSak z délky stopy, kterd je omezena
rozndry regisitralnio zafizeni, Tento nedostatek se dé korigovat tak, Ze
gachovéme funk&n{ tvar hustoty f(x), ale odfigneme irtervaly hodnot, kte-
ré nemohoun nastat, Pro rozd%len{ v intervalu (a,b) musime pivodni f£(x)
normovat: .

Fix) = wrdidgy, xela,b), (21)
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kd@e jome distribulni funkeci plrieludnou k hustotd f(x) oznaZili jako F(x).
Souvislost nékterych modelovych rozd&leni

V obrdzku 20 je schematicky vyznalena sesocuvislost vybranych modelovych
rozdélenf. Pro nékterd hodnoty parametri, v&tdinou v asymptotické limitd,
pfechdzi Fada rozddleni y jinfy typ. Centrdlni postaven{ normélniho rozdé-
lenf v tomto schematu je jednim z dAdvodd Jeho extrémn{ uZite&nosti,

Obr. 19. Cauchyove (plnéd Zdra) a noradlmf (N(0,1), Zdrkovend &dra)

rozdélent.
multinomické binomické p—>0 Poissonovo
N, k, k=2 N, p Np—’dl-__’ &
L Proee=ely
w‘m R—yoo M—> 00
normalni
=500 Tm,m'—,en N =3 00
X’“ D'—>» oo F n=4 Studentovo

n | m, o > n

Ob;. 20. Souvislost modelovyeh rozdé&leni.
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II. Odhad perametmi

10. ietody statistického odhadu parametrd

Ve velkd v&tdind piipadd je cilem mdfeni urdit hodnoty neznémych ve-
1:&in, kterdé budeme oznadovat jako parametry. N3kdy je c1l jiny, totil
poaouzeni sprdvnosti jednd nebo nékollka hypotéz; v takové situaci s po-
uzivs j{ atatistické metody testd hypotéz, kterymi se budeme stru¥néd za-
bfver v &deti III. V dloze urienf{ hodnot parametrﬁ z nam&fenyech dat budeg-
me ro:liSovat dvé moZnosti - pPimé a neptimé méfenf. V prvnim pf{padd je
mEfenya ddajem pfimo hodnota hledandho parametru,'v druhém je souvisloet
m&renych dat s hledanymi parametry vyjédiena zadanfm funkZnim vztahem,
tzv, modelenm, PFmé méleni miZeme samozlejmE€ chépat jako trividln{ »Pipad
méfenf nepifmého. Odlidujeme Je kvili Jednoduchosti ve které vyﬁlkne
podstatn satatistickych metod.

Vyoniedky m&fen{ jsou hodnotami néhodnyeh promdmnngch, af ui v dlaled-
ku néhodnych chyb v procesu méieni nebo proto, 2e se samotny studoveny
objekt ¥{d{ pouze pravddpododnostnimi zdékcny. Hodnota parazetru odbadnu-
t4 2z m&Ferd Jje tedy takd ndhodnd a nejipln&j3f moZnd informace o ni je
jeji rozdslenf{, Budeme co nejddsledandji pouZivat statisticky termfn odhad
rarszoetru nieto b3Zn&jSiho "urdeni” (nebo "zméfeni"), protole vyjaiétuje
tuto podstatnou okolnost. Pro oznalen{ odhadu parametru G budene uiivet
symbolu 9.

2 jednoho souboru naméifenych dat je obvykle moZné sestrojit mnoho
ruzngch odhedd hledaného parametru, Odhad gje funkc{ namEfenfck hodnot,
kterd se ve statistickéd terminologil oznaduje jako "statistika® (tohcto
terminu uZivat nebudeme). 2 rdznych moZnosti Je tieba vybrai nejvhodndj-
5{, soliujici fadu pFirezenych poZadavki, Zdklednf vlestnost{ by nm¥la byt
tzv. konzistence. Metode odhadu se oznzauje jako-konzibtentni, konvergu~
;Z-11 odhady ke skute¥né hodnot& parameiru pii zvdtdovéni poltu méfeni,
Konzietence oc¢hadu zaruduje, Ze s pomocl costateind velikédho poltu méient
fokéZeme "lokalizovat" neznémy parametr s libovolnE velkou pPesnosti,
Napfiklad zdkon velkych £fsel (§5) PFikd, %e aritmeticky primEr je konziae-
tentnin odhadem stifednf hodnoty.

A Dal3f potfebnou vlastnosti dobré metody odhadu je nestrannost. Clhad
@ perazetru 6, je nestranny (nevychyleny), JjestliZe jeho stiedni hodnota
= vidy (rozumf ee pri kaZdém po¥tu N naméfenych ddaji) rovna ng

E(E)-eo = 5(3-90) = 0, (1)

neistence a nestrannost jsou schematicky znézorné&ny v obr, 21, Je tifeba
<. uvédomit, Ze 2zUzeni hustoty £(8) pPi zvdt3en{ poftu miieni neznanmend,
3¢ konkrétni{ hodrota konzistentniho odhadu : muet byt biiZ ke skutelnéd
nodnoté eo, zvEt3] se pouze pravddpodobnost, Ze se to stane.




konzistentni konzistentni nekonzistentn{

nevychylepy vychyleny vychileny

t(9)

. 8 8, :1 8

. N - . e e o= < . - e e
Obr. 21, Hustoty pravd¥épodobnoesti odhadu 6 pro riznd pofty N m3fenych
idajd.

Je-11 6 nevychflenym odhadem 9 . neznanené to jeltE, ze nevychyle~
nym odhadem ndjaké funkce h(€,) je h(e). Napfi{kled, md-li @ standarant
norté‘ni rozddleni, tedy atfedni hodnotu nula, mé kvadrdt (&2 rozdsleni
k1 se stfednf hodnotou 1 (srovnej hustoty v obr. 4 a 10). Pro stifedn{
hodnotu kvadrétu dosteneme z {3.4)

2 .
E®) = [5®]" + o(dn (2)

odchylke od kvadrdtu stfedni hodnoty Je rowvna disperzi D(g). PFi zuZové-
ni rozdé&leni konzlstentniho odhadu s roatoucim poétem mEreni se vychfle~-
nost odhzdu h(e) zmensuje. Uplatnuje ee toviZ pouze mald.oblast argumen-
td, ve které se dé funkce h eproximovat linedrnd (viz (3.27)).

Efektivnost odhadu

Vyhodné jeou takovd odhady, Jjejlich2 rozdéleni kolem hledané hodnoty
je co nejuZs{, Vhodnou wmirou Zfifky rﬁzdéleni 8 Je disperze D(el k hod-
noceni efektivnosti pouZivédme podil D in/D(e) kde Dpin Je nejmen3{ moZ-

né disperze mezi v3emi odhady. Obvykle se dai{ celkem snadno nejit esymp-
totickou efektivnost v %imité N> (N je polet zmdfenyech udajd). Je~li
D(S)'Dmin' oznafuje se © krdtce Jako efektivn{ odhad.

Odhad intervalem a oblastf hodnot

Ustdlenou formou udévéni vyeledkd mifeni Jeou intervalové odhady.

Namisto jedné hodnoty e (to Je tzv. bodovy odhad) Jje odhad paremetru vy~
Jédten intervalem (O Oy b ktery se zadanou_pravdépodobnoati P obsahuje

hledanou hodnotu 8. To znemend, Ze pfl opakovédni celéhc mélreni{ sice bu-
dou vychdzet rizné intervaly, ale zhruba v nP pfipadech 2 celkového poltu
n bude hledand hodnote uvnit® intervalu, Pro zaedané P lze najit vice in-
tervald s touto vlastnosti 9 je tleba vybrat optimdini - tp J}e nejlastéjl
interval nejmensf délxy(pro "nejpleand}di lokelizeci” nezndmé hodnoty},
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Takto vybranému intervalu se ve statistice Fikd kornfiden&ni interval =

pravdépodobnostnim obsahem P, nebo interval spolehlivosti.

&le
Intervalovy odhad Jje zpravidla zaloZen na znalggﬁ?%f%dé%ého odhadu

9. Velmi fasty je pripad, kdy mé 6 normélnt rozd&lent se zndmou disperz{
6% zdpisem .

ete
rozumime interval (3—6} 3#5), ktery md podle (4.6) pravd&podobnostni ob-
sah P20.683. Je to tzv. interval s Jednou standardni odchylkou. Pravdépo-
dobnostnl obsah 0.683 uddvenych interveld by m&l byt dodrZovén a v prfipa-
4%, Ze Jje jiny, m&El by byt uveden spolu ¢ intervelem, Hodnote P=6.683 ne~
mé jiné oprdvnéni neX tradici a souviclost se standardni odchylkou normdl-
niho rozd&leni. Podobnd interval 6125, podle (4.6) s P=0.954, se Zasto u-
vddl jako vysledek méfenf{ - v pfipad®, kdy checeme standardni pravdépodob-
nost 0.683 zvat3it, Mezi délkou intervalu a jeho pravd&podobnostric vbsa-
hem Je treba vybrat rogumny kompromis.

Odhadujeme=1i nikolik parametri soulasn®, uddvéme oblast hoc¢not, kte-
ré se zadanou pravddpodobnosti obsahuje hledzny bod prostoru peranmetri,
V ndsladujicich odstaveich se budeme hledédnim takovyieh interveld a oblae-
t1 nékolikrdt zabyvat.

2 bsinfch metod odhadu vybereme dvé nejdlleZit3j3fi, které zpravidla
dévall vysledky s poZadovanymi vlastnostml (konzietence, efektivnost),
ProtoZe v tomto mist&® chceme vysvitlit podstatnd mydlenky metod, budeme
hovottit o jednom paremetru; technické detaily postupu s v&tiim poltem pa-
remetrd jeou v nédsledujicich odstaveich (zejména §§ 15-17).

Metoda maximélni vdrohodnosti

Predpoklddejme, Ze nezdévield namEfené hodnoty Fyveer oYy Jesou nédhodné

tisla popsend hustotenmi r(yile), zdviolymi na hledaném parsmetru @, Odhad
je moZné zaloZit na principu maximélni vErohodnotl - najit ho tek, aby s

hodnotou 3 byla nam&fend data pravd&podobn&jsi neZ s Jjinyzi hodnotami €.

"Hustota pravd@podobnosti N-tice nezévislych ndhodnych promZnnych je rovna
sou¥inu jednotlivyich hugtot:

Lcyl,...,yN|e) = E:lf(yile). (3)

Pl dosazenf nam&fenych hodnot y; Je L funkef €, pro kterou zavedl Fisher
ozna¥eni{ funkce virohodnoeti a pouZil ji kX formulaci metody maximdlni vé-
rohodnosti: pro hodnotu 8 mé L(6) maximum. Jo nutné si uvédomit, Ze pro-
m3nnd € nenf ndhodnd; zachdzime e ni tek, 2e zkou3ime, jak velkou véro-
hodnoet L maji jej{ meZné hodnoty a pro odhad vybirdme bod maxima, 3 u
ovBem je néhodnou proménnou, protofe pii opakovéni m&feni vyjde Jind
N-tice y; @ tedy i jind funkce L(8).

T

Podmfnku maxima L miZeme zapseat joXo podminku maxima logoritcu L
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(L a 1nL majf extrémy ve stejnych bodech}:

1nL -iln £(y,]®). (4)
i=1
VErohodnost miZe mit ndkolik maxim, Déd se ukézat, Ze prdvd Jedno z nich
ddvéd konzistentnf{ odhad a v asymptotické limit3 N0 je to meximum abso~
lutni, Pro konedné N je viak vybir sprévného meaxima v "patologickych" pit-
padech (maxim je vic ne? jedno) problematicky; obvykle je t¥eba hledat
dals{ informace ¢ mErendm objektu.

V3echny ddaje potlebné k uréeni-rozdéleni odhadu 8 Jsou obsaZeny v
hustotdch £(y;18); zdiraznime jedts 3ednou, %e funkce vérohodnosti L(®)
neni hustotou pravddpodobnosti odhadu 9. Prakticky Be Mustota 9 dd najit
v n8kterych jednoduchych a pfitom dlleZitych pfipadech. V nésledujicich
odstaveich uvidime, %2e odhady maji typleky rozd&leni normdlni nebo blizké
k normélnimu. Obecn Je hledénfi hustot odhadl znalnd obtiZnd, funk&n{ zd-
vislost 9 ne mﬁtenych datech ¥y Je ddna pouze implicitnd - podminkou ma-
xima virohodnosti, Pot&3itelné de z2jednoduBeni pro N2> ; za velmi obec-
nych podminek maji odhady, diky platnostl centrélnf limitni véty, normél-
n{ rozAddleni., Pro disperzi ] vychdzi v limitd Jednoduchd formule

A -1

o(d) = ( ~Liab ; (5)
26° 6=8

je to zéroven minimdlnf moZné hodnota disperze. Odhad metodou meximélni

vErohodnosti Je asymptoticky efektivni,

Ketoda nejmendfich Etvercd

Abychom mohli pouZit metodu maximdln{ v&rohodnosti, muefme zndt roz-
déleni m3fenych hodnot v zdvielostl na odhadovaném parametru. V metodé
nejmendich ¥tvercld stal{ znalost zévisloati stFednfch hodnot E(y, 19) a
disperzi D(yj 9) ne parametru @. Odhad 8 hledéme, za pledpokladu nezévis-
lostl naméfenych ¥q» g.podminky minima eouZtu &tverefh odchylek

i Iy -tlsie)” .
a1 dlyle)

Vybirdéme tédy takovou hodnotu, pro kterou jeou ofekdvané (modelovd) stied-
ni hodnoty co nejbliZe namifernym yi..P!itom politdme & tim, Ze pro hleda-
nou hodnotu 6, budou odchylky yiAB(yileo) zpravidla tim v&t3{, &im vits{

Jje disperze ¥ Proto jeou v sund (6) kvadrdty odchylek nésobpny tzv. va-
hou 1/D(y4]8). Cim vEt3L je dlsperze i-tého bodu, tim menS{ je jeho véba
a relativni piispswek do souftu; podmfnka minima S povoluje v tomto bod#
v3t3{ odchylku., Naopak, modelové a namifend hodnota s malou disperz{ musf
byt blizkd; velkd vdha v soudtu Stvered ovliviuje vybér odhadu v tomto

smEru.



Odhad § se nezm¥ni, ndeobime-li vdechny Zleny v sou¥tu (6) stejnou kon-
stantou. To znamend, Ze neni tieba zndt vSechny disperze DIinGJ, stal{
Jjedich relativnf velikosti. Jsou-li vZechny D(yile) stejnéd a nezdvisld

na @, neuplatni se v odhadu 8z nejmen8ich &tverci vibec; potom hleddme
minimum sumy '

N N 2

s = 3~ [34-E(yyl Gi]?' =2 pitfi®) . (7)
i=1 i=1

Zde Jsme zavedll nové oznafend fi(G) pro funk¥ni gdvielost 14té hodnoty

modelu w2fenych hodnot na parametru., Takovy zépis. Je bEZnf} v situaci, kdy

mEfené hodnoty ¥y jsou soultem

hodnot modelu a nshodné chyby By ® nulovou stiednt hbdnotou. Cgato‘jsou

mé&lené ddaje ziskény pFl rdznych (zndmfeh) hodnotdch n8jakého parametru
x, co zapileme symbolicky jako ' '

Pozoruhodné vlastnoesti md odhad metodou nejmensich Ztvercd v piipa-
a2 1linedratho modelu, kdy E(y;| €M linedrnt funket @ a D(7,10) na © nezé-
visi., Pfecdevdim jsou odhady z minima S linedrnfmi funkcemi ¥y Jesou ne-
vychylené pri libovolném N a majf minimdlnf disperzi ze viech moZnych ne-
vyehylenych linedrnich odhedd (Gauesove-Markova vdta), Tyto vlastnoeti
nezévisi na rozd#leni dat, jeou ddny pouze linearitou modelu.

Rozdédleni dat

Maji-1i m&Fené hodnoty y; normélnf rozddlenf (4.1) se stlednfmi hod-
notami ri(e) a disperzemi GE nezdévislymi na 8,

AR
ety l@) = —L {_[ =Ty } 10)
yil JﬁG’i exp T_Z 2 ’

vyJjde velmi jednoduchd souvislost logaritmu vErohodnosti (4) a souZtu
Etverch (6):

-2, (8)]2 '
1nL = 'E:{-h-fl(-—]- - m(ﬁeii}- _--52-- & wmyme.  an

il 269 11

ProtoZe druhy &len na prﬁvé stranéh(ll) na @ nezdvis{, maximum v8rohod-
nosti L nastdvé pro tutéZ hodnotu & jake minimum soultu &tvercd S, Obd

Data, kterd maji pPibliZnd normélnf rozddlenf, ee prakticky vyskytu-
jI velmi ¥asto; Jjejich zpracovéni budeme vinovat nejv&t3i pozormoat, Je-1i
rozadleni jiné a pFitom znémé, je obvykle vihodné vyufft metodu maximéln{
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v&rohodnosti. S odhadem parametrd 2z dat e rozddlenim jinym neZ normdlnim
se setkdme v §§ 13-15. V pripad® neznémého rozddleni dat je zpravidla
preferovéna metoda nejmen3ich &tvercld, diky Jjejim optimélnim vlastnostem
pro linedrni modely (nezdvisle na rozdéleni{). Formulace odhadu je jedno-
duché a ndzornd, cof Jistd plriepivd k popularit® této metody; pouZivéd se
velmi Zasto pro nelinedrn{ metody, kdy uZ diskutowané optiméln{ vlastnos-
ti nend,

Volba metody odhadu by m#la byt adekvdtni 4dleZitosti Fedeného pro-
blému a ndro&nosti experimentdlnf préce. Bylo by nesmyslné znehodnotit
visledky obtiZnyeh m&feni ns drahych aparatwich jednoduchou neefektivni me-.
todou. Na druhé etrand je v mnoha situacich hleddni optimélni metody ne-
prim&fend ndro¥né, mnohem vyhodn®Jji3f mdiZe bYt pouZitf mdlo efektivni me-
tody s tim, Ze potfebnou piesnost zajistime tfebe opakovénim mé&feni.

Pozndmka ¢ inverzni pravd@podobnosti

V predchozich Uvahdch jsme hledany parametr eo povaZovali za pevnou,
1 kdyZ nezndmou, charakteristiku mé&Peného objektu, kterd se projevi v roz-
48leni odhadu 3. Pomoc{ symbolu podminéné pravddpodobnoeti (§1) oznalime
bhustotu odhadu f(aleo). Fakt, Ze rizné hodnoty @ vedou k riznju rozddle-

lenim odhadu umpZnuje formulaci pravd&podobnostnich zdv¥érd o souvislosti
.3
hodnoty © ziskend 2z konkrétniho m&f¥eni{ & hledanym 0.

0 problému hledéni e se dd hovorit dpln& jinym zpldsobem: pozoro-
vané hodnota 8 apecifzkuae, kterd z moZnych hodnot e Jsou vice a kterd
méné pravd&podobné Tento pohled na problém odhadu ae vyjédfen zavedenim
rozd&lent p(B,lG), ve kterém Je 8, prom&nnou a 8 podminkou (obrdcen&, neZ
v hofej31{ hustotd f(O[G )). Pravdépodobnoeti p se oznalujl jako inverzni.
PouZiti pojmu inverzni pravdépodobnosti miife byt velmi pritaZlivé; otdzka
"jakd je pravd&podobnost toho, Ze skuteZnd hodnmota Je eo, kdy2 z m&Fent

vychéz{ 872~ se zdd byt poloZena sprédvnZ, Manipulace s p(Golg) Jje zaloZena
na Bayesovd teorému (1.10), pfesndji feleno na jistém zplsobu jeho inter-
pretace., Nebudeme se timto problémem zabyvat, odkdZeme pouze na podrobnou
a zaj{mavou diskusi v knize [44]. PIidrZime se bZZného chdpdni odhadované
veli¥iny jako nezndmé konstanty a inverzni pravd&podobnost p(@ [e) poui-
vat hebudemse.

11, Pi*{klad mZieni tasového intervalu

Uké2eme, Jjak se daji prostledky teorie pravddpodobnosti a matematic-
kd statietiky pouZit v konkrétnim pi{padd - pii zpracovéni dat ziskanych
rufnim méfenim znémého Zasového intervalu t°=29 z pfikladu v § 2, Cely po-
stup zaloZime na piedpokladu, 2Ze se rozd&leni{ nam&fenych hodnot d4 dobdbfe
aproximovat normdlni hustotou; k posouzeni vhodnosti této aproximace se
vrdtime na konci tohoto paragrafu. V3e co se dd Iici o &etnostech moZnych
vfeledkd mifeni je tedy obeaZeno ve dvou parametrech normélniho rozd&lent
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ote.) 1 (ty-t, )2 )
s——exp|-————1}, 1
Y oeEw [ 282 ]

Stfednf hodnota je rovna hledanéd veliZind t. a dleperze Eztnebo etandard-
ni odechylka®) charakterizuje chyhy m&Feni.

Zapomenme na chvill, Ze stiedni hodnotu to zndme; nadfim dkolem Je
odhadnout to a 62 2 namé&Fenych hodnot ti,i=1....,200. Ptéme se: kterd

Eimla to e 62 v normélnim rozddlent nejlépe souhlasf s tim, co Jjsme ve
dvou stech m&feni zaregistrovali? Nejlep3{ dosud znémé odpovid na tuto
otdzku je ta, 2e je tFeba parametry najit tek, aby & nimi byla prévd ta-
to naméiend data nejvdrohodn2jsi (§ 10). ProtoZe predpokldddme nezévis-
lost jednotlivych ty, je hustota pravd&podobnostli N-tice vyeledkd rowvna
soufinu hustot (1}

2
N (t,~t )
1 i "o
L= exp [- ———]. (2)
5:1 6V 262
Maximum vErohodnosti L najdeme neglépe jeko maximum funkce
N -
1ni(t,, 62) = - 3= _47t) -2 (1as1mom (3)
1al  ,g2

Z podminek maxima 9(1nL)/3t =0, 3(1nL)/96%20 dostaneme odhady

A N ~ N
to =% 2 4 & =% iz:(ti-?o)a. (4)
= =1

Podminka wmaxima L vzbledem k t, je totoZnd s podminkou minima sou¥tu
&tvercl odchylek ti'to'
) A
Z kowmpletnich dat (N=200) vychdzi v nadem pIikladé t°-1.992313,

462 =0,1335s. To jesou oviem hodnoty néhodnych promﬁnnvih - pfl opakovéd-
ni{ celédho experimentu budou vychézet riznd, Rozd&leni t, Je podle (4.8)
e (1) normélnfi ee stfedni hodnotou t, @ dieperz1 D(t. )=6’% Rozd&lent

ndhodné proménné Nék/ti.'2 Je ‘Xz 8 N-1 stupndm volnosti (§ 8); 3 ze vztahu
(4) se toti% A4 nepsat jako soulet N-1 kvadrdtd nezdvielych linedrnich
kombinaci veliZin t,, z nichZ kaldd mé stiedni hodnotu nula a disperzi

6‘2. Inatru.l:t.ivni Je ovifeni tohoto fak—tu pro N=2, Odhad 62 Je vychyleny,
protoZe stiedni hodnota rozd&leni 'KN 1 Je N=1 (viz(8.2)), odkud vyjde

st¥edni hodnota E(A") 2 Ga(N—l)/H:th. Podminke konzistence od.hadu éb ov=

Sem eplnéna Je (pro Na® je E(?)—ysz). Je ztejmé, Ze nevychylenym od-
hedem disperze 62 Je velilina
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2 N2 3 N2

Fe & e
i=l

pro v&t81 N je ovi8ex rozdil mezi'odhady (4} a (4a) nepodetatny.

A -
Znelost rozdéleni t, o éb umoznuje‘ztormulovat vyeledek méfenti, to-
ti? pravdZpodobnostni 2dvdry o souvislosti f; s hledanou hodnotou to. Né-
hodné promé&nnd

{g—tg)m _ t tg
!
\‘Nc?f[(n-l)szl J?/(N-l)

méd podle (8 8) Studentovo rogddlen{ s N-1 stupném volnosti, Oznelf{me-1i

(5)

A Z (ty -t )2 )
N"l N Ne= 1 131 Q ? (6
miZeme vypolist pravdépodobnost, Ze t, leZ1 v intervalu (t -kJ't +kg)

A £t
P[toe(to-kb’,t°+k5) - P(l l

{k)= Fl 1(k)-FN-1(-k)=2FN—4(k)-1’ N
pomocy dlstribuini funkce Fy_, Studentove rozdlleni s N-1 stupném volnoe-
ti. ProtoZe pFi N-1=199 Je Studentovo rozddleni prakticky totoZmé s nor-
mélnim, je pravddpodobmost (7) rowna 0.683 pro k=1 a 0,954 o
ro k=2 (erovmej e (4,6)). M3li bychom gachovat konvenci a udat jako vj-
sledek méfeni intervalovy odhnd s pravd&podobnostnim obsahem 0.683, kte-

ryo je t ::S

(1,9928 % 0,0095)a, (8)

Shrneme smyel tohoto v?elodku. S pravd8podobnoati 63.3% ohsahuji takto
z1skand intervaly €L I & sprévnou hodnotu t, (pfl mnohonésobném opekovédni

bude v 68.3% pripadld t, v mezich intervalového odhadu, ve zbylyeh 31,7%
mizo nd). PPitom vime, Jakym zplsobem musime zm¥nit ddlku intervalu, aby
pe jeho pravdépodobnostni obsah zméril, Chceme-li "mft v&t31 jiatotu; Ze
jeme aprédvnou hodnotu v intervalu zachytili, muaime ho zvEt3it. Vyhovuje-
-1i pravd&podobnost 95.4%, vezmeme interval t : 25'; obecny nédvod je pod-
le (7) obgaZen v distribudni funkei t-rozdéleni.

Odhad podle (8) sprdvnou hodnotu t =28 obsahuje; hru ndhody bychom
pozorovali opaxovénim méfeni. Mdme v!ak dobrou moZnost ilustrovet statie-
tickd zdkonitosti tek, Ze budeme nam#feny soubor dat povaZovat za opekova-
né médFfeni (¥feknfme Ztylicetkrdt) mendiho potu hodnot (p3ti), Vysledné
intervalovéd odhady s N=5 dsou grafiocky znézornény v obr. 22 svislymi Usel-
kami, jejichZ atfed Jje v t o krajni body v t -8' t +8

Z prvnich Ety® pitic ty naptiklad vylly odhady
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Obr, 22, . Intervalové odhady to 2 pdtic namdfenych hodnot Zasu.
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Obr. 23. Distribuln{ funkece F(k) Studentova rozddleni. Nakresleny hodno-

ty Fh(k)-Fh(-k)ﬂZPn(k)-l pro polty stupni volnosti n=l,.,..,10
{plnd ¥éra) a limitnf norméln{ dietribudni funkce (Zdrkovand &dra)
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(2.030%0.032)s, (2.056%0.059)s, (1.963%0.057)e, (1.862%0,025 )s. (9)

¥V obrédzku 22 vidime ndzorn& eouvislost odhadu a sprdvné hodnoty. Shodu
pravddpodobnostnich tvrzeni o intervalovych odhadech s pozorovanou skutes
noeti posoudime xvantitativné.

Ze Etylicetl intervald v obr. 22 Jern dvacet obsahuje sprévanou hodno-
tu t,e S pomoc{ tabulek v dodatku D2 zJjistime, %Ze pro F-1l=4 stupnd volnoas-
ti je pravdépodobnoet (7) zhruba P=0,62 (e ne 0.683 jakc v pripadd velké-
ho N1) pro intervel t-E} t.J. ksl, PoSet n pfiznivych pffpadd (interval
obeahuje t, ) je néhodne velilina s binomickym rozddlenim. Jejf stiednf
hodnsta Je 40:0. 62=24,& 2 odmocnina z disperze Y(40x0,62x(1-0.62)) =3.1
(viz § 7). Krom¥ velmi pravdipodobnych hodnot (25,24,26 atd.) se tedy pfi
opakovdn! oelého pokusu oblZas objevi ponikud mer3f nebo v&t3{ polet pFiz-
nivych pfi{padd. Pouiijeme-li aproximace binomického rozdEleni normélnim,
dostaneme pomoci diatribuini funkee (4.5) pravdéﬁodobnoat, 2e polet pfiz-
nivych piipadd bude mendi neZ stiednf{ hodnota alespoi 0 tolik co v nadem
pripadé; .

Pln¢ 20.5)7@(?2'—2’&':-8-) 20,083 .
3.1

Neni tedy celkem %Zédny ddvod k podezfeni, Ze na3e intervalové odhady ne-
ma j{ poZadoveny vyznam. Pokud jde o poZet piiznivych p¥{padd v obr., 22,
pozorovall jsme oroatd vysledek, ktery ee objevi zhrube jedenkrdt v kal-
dych dvandcti opakovénich. .

Hofej3f dvaha je jednoduchym pi'ikladem statistického testu hypotdzy.
Testovanou hypotdzou je pravdépodobnostni obsahn P=0.62 intervalového od-
hadu, ofedpovidajic{ prostfednictvim binomického rozddleni pravddpodobnos-
¢1 vdech moZnych vysledkii. Je-1i pravdépododbnost pozorovaného vysledku
pP{lid pald, méme pochybnosti o sprdwnostl hypotésy. Ziejmé neni moZné -
urdit presnocu hraniel pravddpodobnosti pro zamftnuti hypotégy, protole
i wdlc prevd&podobné jevy mohou nastat. Musime se amiit e omezenymi mo2-
rostmi, kteréd médme pfi studiu ndhodnfeh jevld, To eamozfejm& neznemend, e
vysledky statistickych testd jsou bezcennd. Kdyby polet pffzmivych pFipa-
dd v otr. 22 byl napiiklad jen 15, wdll bychom pédny dived k domndnce, Ze
je testovand nypotéza nesprdévnd (tekovy piipad, pokud Je hypotdze sprdvnd,
nenastdvd ¢estdji neZ asi jednou v tisici pokusech).

Checeme-11 udat intarvalovéd odhady s N=5 ve standardnim tvaru, t.J. s
pravddpodobnoat! (7) rowvnou 0.683, musime zvolit k=1.142 (viz tabulku v
dodetku D2). Pro Pa(,354 je tileba g nésobit faktorem k=2,858; 2z tekto zvit-
senych intervald v obr. 22 pak uZ jen tfi (4.,12. & 33.) neobsahuji hodno~
ot =2s, co? je v dobré shod® se etledni hodnotou poZtu pfiznivych pPi-
padﬁ 40x0.954 74 38.2, Stojf zato vdimnout ei odhadu ze Etvrtd pEtice (po~
pledni v (9)); ® ioto se “ndhodou* miZfe etédt (s pomoci tabulek v D2 zjisti-
me, %e o ndco wénd jak v Jednom ze sta pokusel), DileZitym fektem je nutnost
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gvatdit interval t-5 fektorem k pro dosaZeni poZadovaného pravédpodob-
nostniho obsahu P, 8 to tim vice, &f{m mend31 je pofet stupnl volnoati N-1
a ¥{m v3t81 je P, To je viddt prehlednd na distribuinich funkeich Studen-
tova rogd&leni v obr. 23.

Rozddleni namdfenych hodnot

Odhady ¢4) jeou zaloZeny na pfedpokladu, Z2e namBfend hodnoty magi
noredlni rozddlen{ (1l). To viak miZe byt nenejvy3 aproximace: pfedeviim
vime, Ze t; miZe nabjvat pouze diskrétnich hodnot, i kdy? dosti jemn3 od-
stupRovenych. Dédle Je zlejmé, 2e vyeledkem w&ifenf{ nebude nikdy zépornd
Eislo, existuje jist& i horni hranice, Presto je normdln{ rozddlen{ v tom-
to pfipadd velmi dobrou aproximaci. CdsteZné je to vidEt v histogramu v
obr. 2, Je tFeba si ovBem uvddomit, Ze Zetnosti v jednotlivyeh sloupcich
Jsou néhadnéd veli&iny (s multinomickym rozd&lenim, § 9). Nohou, podle
(9.4), #iln& kolisat kolem stifednich hodnot & tim zt3Zovat srovndni s pri-
bihem hustoty pravddpodobmosti. LepSf je pouZit tzv., empirické distribul-

ni funkce

0 pro t<(1),
sN(t)-{i/n pro t€ {t(i), t(i+l)), i=1,,,.,N-1, (10)
1 pro t3t(N),

Xde t(1),...,t(N) je N-tice vysledkd mE¥eni tysee. sty uspofédand podle ve-

likosti 0d nejmen8{ k nejvdt3f hodnot&. Funkce (10) md skok velikosti 1/N
v kaZdd namZlend hodnotd, V 1limitd N> ge bliZ{ k distridulni funkeci nd-
hodné prom&nné, kterd m&feni popisuje. Srovnénf normélnf distribuini funkce
se stfedni hodnotou e dispersi odhadnutou pomoci (4) s empirickou dietri-
buéni fumkef (10) je v obr. 24. Maxima odchylky obou zdvislosti se 4dd vy-
u%it k presndjsimu posouzenf shody (Kolmogoroviv test, § 21), zde se aspo~
kojime s kvalitativnim konstatovédnim esouhlasu empirického a hypotetického
rozd&leni.

Aritmetickd priméry €L namé¥enych hodnot Jjeou teakéd rozddleny zhruba
normélnd, I kdyby nemdiend date m¥le jinéd rozd&leni, podle centrdlni li-
mitnfl v&ty (§ S) Jje primdr asymptoticky normdlni, V obrdzku 25 je empiric~
ké distridbulni funkce &tyficeti primérd z pétic po sob& ndeledujicich na-
m¥fenych ddajd & normdlni distribulni fumkce se stiedni hodnotou jeko v
obr. 24, disperze je zmen3ene p3tkrét., Je tfeba el v3imnout riznych m!fi-
tek &asovéd stupnice v obou obrézcich.

Pro rychlé kvantitativni posouzenit ahod& nandfenych dat & normdlnim
rozd&lenim Je mo2né pouZft hodnot empirickych koeficientd asymetrie a
exceau._ '

N
3 S (1. ot V4
E(ti-t y3 /N I (et )4

-3, . (11)

EI-E& -t )/1!]3"2 % =§'i‘“1"‘o)2/“]2
1=1 1~
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t(s)

Obr. 24. Empirickd distribulni funkce z dvou set namifenfch Zasd (plné Zé
ra) a nypotetickd normélnl distribu¥ni funkce (Zdrkovand &dra),

T 1 T T T J T T
1.6 -

SE
'Bc e
0.6 |-

2.4 |

g.2 |

@. 8 —.1- 1 1 1 L L 1 ]
1.80 1.90 2.00 2. 10

t(s)
Obr. 25. Empirické distribu¥ni funkce promdrd z 5-ti hodnot Zasu {plnd
géra) 8 hypotetickd normsln{ distribu¥ni funkce (Zérkovand &dra).
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cof jsou odhady asymetrie §j (3.8) & excesu 35(3.9). Pro normélni rozddle-

ni olekdvdme mald hodnoty & a 8o+ protoZe xi-géno.sl,gz Jeou ale hodnote-
mi néhodnych proménnych se stfedy nula a dleperzemi

Digy)> &, Mgy)v 3L pro Ny, (12)

e asymptoticky'normélnim rozdslenim., Z nadich 200 hodnot ti vychdz{
gl=-0.218, 52=-0.108. 0dlisnost od nuly Je médlo vyzneund, protoZe stled-

ni kvadratické odchylky jsou podle (12) zhruba JD(gl)%O.l'T,. D(sz)z0.35;
e pravdZpodobnosti 68,3% Eekdme 8 v intervalu & 0.17, B v intervalu

Za3s.

Divody k pou2iti’ normélnf huetoty (1) v nadem pifklad¥ jsou tedy né-
sledujic{. Shoda s nam3fenymi daty Jje natolik dodrd, Ze eni pro skuteZné
neznémé (diskrétni!) rozd&leni nemiZeme Zekat vy¥razné zlepSenf., Pfitom
dostaneme jednoduchym zpilsobem optimdlni odhad mifend veliliny a jeho
pravddpodobnostni charakteristiku, Vysledek mdfenf (8) nemdZeme podatatnd
zlep3it hleddnim a zpracovédnim jiného rozd&leni, kterdé by snad lépe vy-
stihovalo situaci (diskrétni, zhora i zdola ohranifenéd)., Jednou vitou:
normélni rozd&leni je zde aproximaci, kterd poskytuje vde co k dosaZént
cile potiebujeme,

12. Odhad piimo mé&Fenych hodnot

Podstata statistického odhadu pPfimo m&fenych hodnot rozd&lenych nor-
mdlné je popedna a ilustrovéna na pfikladu konkrétnftho m3¥fenf v pPFedcho-
zim paragrafu, V tomto odstavci posatup zobacnime pro ptipad rdznfch vah
naméfenych hodnot e shrneme do plehledu Jjednotlivych krokdl zpracovdni dat,

Pledpoklddejme, Ze méme soubor nezévislych nemdfenych hodnot
Fyreees¥y, 8 normdlnim rozddlenim kolem hledané stiedni hodnoty 6, a s dis-

perzemi 3%,..?53 :

¢ ) = _].'-.-. e - ——0 o (1)
=1 VTG :p[ 267

Rozd&leni{ ndhodného vektoru e komponentami VyreecsTy je tedy normélni e
diagondlni kovariaEni'matici‘g, i-ty prvek v diagondls je.GE (§ 6); za-

pieme ji ve tvaru _ 1 -
w, A/, 0
Wy 0 A/ vz,
D=6t =6 - =62 . (2)
0 0 Af,
! ¥ ¥

- o
!,je matice vah; Jejimi prvky Jjsou klacdnd Zisla wi=62/6€ oznaZovand jako
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véhy Jednotlivych naméi‘em}ch hod.not. Hodnotd 6'2 ee I{ké disperze pro jed-
notkovou véhu.. Pfepis D = 62 W’ neni jednozna¥ny, viechny véhy mdZeme né-
sobit stejnou konstantou a tou pak vynédsobit 4 ﬁé Smysl vah je zlejmy:
Jejieh podafl '1/'3 je roven podilu disperzi G%/Uf; néfen{ s men3{ disper-
z{ méd vEt3{ véhu, musi{ se vice uplatnit v odhadu stfedni hodnoty. Pfedpo-
klddejme, Ze josme ndkterému m&fen{ priradili pevoou véhu, nejlépe jednot-
kovou, a tim jeme definovali rozklad (2) jednozne®n¥. Pi{pad mifeni se
stejnymi vehaml dostaneme volbou ¥=I, kde I je Jjednotkové matice.

Odhad stiedni hodnoty 90
Logaritmus vBrohodnosti (10.4)N-tice y; de
2
inl = -i [ ws (y1-8,) +%-1n§-2; +-%—ln2lﬂ. (3)
i
el 26°

A .
Maximum funkc¢e .vdrohodnostl L nastane pro takovéd =0, pro kterd je-lnl
(neboll suma Etvercld odchylek) minimélef; z podminky 21nL/88=0 vychdz$

a1 viY
8 o dol MiVi (4)

Odhaden 9 metodou meximélni{ vérohodnosti nebo nedmenéich Etvercl Jje vé-
Yeond stfedni hodnota v3ech df{1¥f{ch vysledkl, Rozd3lenf 3 Jje podle (4.8)
normilnf se etfedn{ hodnotou a disperzi

2 .2 2
R "1 6"/ ¢
E (&) =a, D(8) = = . ,
N N 5)
(Z 'li )2 Z'.
i=1 i=) 1

Odhed 6, intervelem pii zndmém ©

Znéme-11 hodnotu 6, wiZeme vyuZf{t vztahu (5) k uren{ intervalu, kte-
ry obaahuje 8, se zadenou pravd¥podobnoati. Nejkratdl z takovych intervald
md stfed v 0. OznaEime standardni odchylku rogddleni 8 syabolem &, tedy
podle (5)

S-Jn(_a-fe/- Nél'i . ()

S pouZitim distridulnf{ funkee (4,5) normdlniho rozd&leni miZeme vyJjédiit
pravdépodobnost, Ze 6, le2f v intervalu xS

P[eoe('e‘o-xé', 'ELI:S)] - P(l—:—o-l< 0 = Quo-§-i= 2fxr-1, (M

K poZedovend pravdé@podobnostl P tedy najdeme potfebny ndsobek k standard-
ni odclwllryg. Pokud k¥ intervalovému odhadu nepoddme Jinéd vysvitleni, msl




--59 .

by mit pravddpodobnostni obsah P=0, 683 a tedy k=l (interval 6-3'); 1ntem1
8225 wé P=0,954, viz (4.6).

0dhad neznémd hodnoty 62

Pokud disperzi pro ;jednot.'ko‘vou védhu neznémeé miZeme Jji odhadnout opit
z podminky maxima virohodnostl L, 8ili 9InL/3{6°) = O, Ze vztahu (3) vyjde

A ¢ 7
? je ovdem ndhodnd velilina., Dd se dokdzat, Ze N%M’2 néxa rozdslen{ s
N-1 stupn®m volnosti; lze Ji wyjddrit Jako soulet N-1 kvadrdtd nezdvislfch
lineérnich kombinaet :]ednotliv:,’vch Jys 2 nichZ kaldé md stifednf.hodnotu mu-
la a disperzi 1. Dvojice 31-9, y -'3 nezévislé nejsou, ka2dad 31,...,31‘ vy~

stupuje ve vztahu (4) pro 8. Odhad (8) Je vycb,ﬂon&, protofe Jeho atPedni

hodnote neni rovna odhadovanéma ©<:
3(9) = (Gz/N)E(NGZ/GZh 62(n-1)/8<62, Nevychflen} odhad tedy mhZe bt

N
~
2 A2 -
—-‘-—N_l 6% = gbs Z; w (y,-8)2, (8a)
i=

f
nen{ to u? ale odhad nejvdrohodn&jsi. (N-l)géfsa md rozdlent X: 1+ Pro

v&t8L N je rozdil mezi odhady (8) e (8a) nepodetatny. Znalost rozdsleni
prom&nnych 6 resp. @ umoZnuje formulaci intervalovych odhadd hodnoty 62
s pfedepsanym pravd&podobnostni{m obsahem (odhadnout *chybu 6 (&) chyby 6"').
K tomu staff wyuZit distribuln{ funkce rozddleni Xi

Odhad 90 intervalem hodnot pii nezndmém ©

Je-1i hodnota € neznémd @ odhadujeme ji z namifengych dat, Je konst ruk-
ce intervalového odhadu pro Oo o0 n8co 8lo2it8j81 neZ v pifedchozim piipadd
(7). VyuZijeme faktu, Ze podil
A

(8-0 )/ D(G) 0-0

' (9)
J_ 3)[6%«-1)] N?/[cn-n "1]
inl .
mé Studentovo rozd¥lenf{ s N-1 otupn& volnosti (§ B). S oznalenim
~ -

A

NG® 1 Ap
S = % = g: #'1(31-9) (10} .

(N-1)3_w; (N-1)2 v, 133

i=1 i=l .

dostaneme pravdépodobnost

A
A A A A -6
p[eoe(e-xs,mm] 2 B( |_3_9|<k) " By 0By (-0=2Fy (-1 (1)
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vyJddfenou pomoc{ distribulni funkce Fy.y Studentove rozddlenf s K-l atup;

ném volnosti, Pfehled o souviolosti k a P poskytuje obr. 23. V limitd Nyoo
Je- t-roza&leni mormding, § ze vztahu (10) Je standardni odchylkou odhadu
8 & intervel 8t & (t.J. pro k=1) mé pravdpodobnostnf obsah P=0,683. PE
zmenSovédnl N Je tfeba pro zachovéni P zvitdovat k, a to viraznéjl pro vite
51 prevd&podobnostl (obr. 23 nebo tabulke v D2),

Kontrola rozdéleni dat

Sprévnost predpokladu o normdlnim rozdZlenf (1) m&Penych hodnot se ad
d2innd poaoudit pomoci statistickych teatd dobré shody (kapitola III), Zde
se omezime na orientalni posouzeni normality souboru dat pomoci{ empiric-
kyfeh koeficientd esymetrie a excesu

N A
iwi(yi-a)J i,Z], wy (y..-e)4
372 82- N 5 =3. (12)
w (y.-a)2 (y,-8)2
" D] [ moud]

Jeou to odhady asymetrie (3.8) @ excesu (3,9), kterdé jsou pro normdlnf roe-

d&leni nulové.
Disperze ndhodnych prom&nnych 81+85 Jsou

2
Dlg.) mSH(N= D) = 24N(N-1) , (13)
& EN-2)'%JN+1NN+35 * B2 T NS 3N (N-2) (W) (5)

rozdilendi g © 8, jsou asymptoticky normélnf, Vyjdou-1i hodnoty (12) dale-

ko od nuly, mdme podezleni, Ze rozddlen{ dat normdlni nenf., Vysledek
lgll:; 2‘]D(g1) nebo]ﬁll;zfn(gz) vétdinou povalujeme 2a vyznemny nesouhlas s

plfedpokledem, protole takovy piipad nastédvéd pfi norméln® rozd&lenych datsch
zr1{dka (mén& jak v 5% piipadd), '

Ndpadn& vyboZujici hodnoty

Velmi ¥asto se stane, Ze odchylku od olZekdvandho rozdileni dat zplsobuw-

Jen jedna nebo ndkolik mdle ndpedn¥ velkych nebo malych hodnot., Jejich pii-
tomnoat by¥vé zpisobena neZddoucimi vlivy pi m&Efeni, Jako Je chybny zdpls
ddaje nebo ndhodnd krdtkodobd porucha méiici eparatury, Je moZné ndpadn¥
vybodujici data vynechat a tim m&feni "gachrdnit”., Pfitom je t¥eba postu=-
povat velmi opatrn® a s uvéZenim moZnych pr{&in vybofeni, protoZe vyneché-
ni dat, kterd do souboru patif{, je rovn&Z neZlddouci. Rozhodujici je zna-
loat konkrétniho procesu mé&feni, statistike miZe poskytnout pomocnd kri-
terie pro vyloufeni nefekan® velkych nebo malych hodnot.

Pro ddaje y;,...,yy & normdlnim rozdilenim (1) ee d4 snadno najit

rozd&len{ maximdlni hodnoty Ymax* Pro jednoduchost zdpisu dvou néeleduji-
cich formull poloZime €30 a GE=1; pro kaXdé y pleti
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Obr, 26, Hustota nejvEt8{ z N-tice nezdvislyeh hodnot ;eb stendardnim
normélnim rozdélenim,
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obr., 27. Beden{ m rovnice (12,16) v zévisloetl na poltu K norméln¥ ros-
dflenfch hednot; p je prevddpododbmost, Ze Youx? Ooﬂns'.
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P(Ypax<¥) = P(y (T @ ... 8 7 (3) = P(y,<3)... Py <y) -[(i)(y)]“ . (

To je distribulni funkce Fy(y, .. ) maximélnf hodnoty; vyjde tedy rovna N
mocnin€ integrdlu pravddpodobnosti (4,5). Odtud dosteaneme, & pomoof (2.9
hustotu

.4 N-1,. Tma
£y Ynax) *Ho—Fn Vnax) * NNy I Thgexp (- 22X (
Huatoty (15) jsou nakresleny v obr. 26. S roetoucim N se rocrdSlent Yoax

posouvéd k vétE{m hodnotém & zuZuje se. Nap¥{kied prc N=1000 je s velkou
pravd&podobnoats Ymax € (2.5,4.5), pravd&podobnost Ymax >4 Jo mald., Vréig{

me-11 ae ke etledni hodnotd 6, 8 dieperezi Ei v rozddleni (1), dostanems
ze (14) pravddpodobnoest

Yy-©
p -P[( 1 o) )m] =1 -3"m) (1
i  6max

tono, %e odchylke y, od 6, prekroff m-nésobek standerdni odchylky Glo Pr

t#1 meld hodnoty p je v obr., 27 nakreslena zdvislost m na N, Jeo vidd¢, ¥
v odiivodnénych pripadech miZeme vynechat takové hodnoty Vy¢ kterd jamou

A
o J-aX 4- nésobek Gl vith{ neX odhad LA (po¥itany oviem hez vynechévango

hodnot); pravd&podobnost, Ze do souboru patf{ Jje velmi mald. S:ejnl ss 4
i1 posuzovat ndpadnd meld hodnoty - mendi ¢ m- nésobek 61 nel ebo

13, Pri{klad mZfeni doby 2ivota EZdatice

Neatadbilnf &detice maj{ omezenou dobu 2ivote - rorpadaj{ se, Rospad

je néhodnym jevem, ktery ase dd dobfe popsat exponencidlnim rozd¥lenim (§
1 t
(1) =2~ -=) . 1
(t) T exp ( QB) (1)

£(t) je hustota pravd&podobnosti, Ze dobe které uplyne megi vznikem s o
paden ¥dstice je t. Cely proces je popadn jedinou konstantou'fo, kterdé
F{kdme dobs Zivota. Je to stilednf hodnotea rozdflent (1), kterd sdroved
ur®uje i disperzi (vis(9.12)):

2
B(t) = T, D(t) =T2, (2)

Zivot Zdstic mdieme pozorovat pomoci stopy v registralnim zafigen{, stop
zad{néd v mfatd vzniku a kon¥®i v miet& rozpadu, DokéZeme~li uriit rychlos
pohybu kaZdé Ydstice, miZeme z délky stopy vypoZfst dobu mezl vsngggg.a‘

Predpoklddejme, %e jsme sledoveli N 2detic a ziskali N-tiei negdvis.
lych hodnot tl,...tN. I kdy2 se ném podalilc potlalit néhodnd chyby v
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procesu méfen{ na genedbatelnou droven, jeou t'i. néhodnd &{ela » ro.zd"lenin
(1). Studujeme néhodny jev; cf{lem mSfenf je urfent konstanty T _, JejiZ
hodnota umoZnuje pi‘edpovidat pravdépodobnosti prostfednictvim huetoty (1),

Optimdlnf odhad 't:o dostanems £ maxima vErohodnosti (10.3) nam&ienfch
nezdvislych 1

N_~ t
- 1 5
L(¥) [i-:ll ,c,erp( 1'.')' .(3)
neboli £ maxima funkce
1nL --—t t, + Mot (4)
Tian
Maximum nastévd pro hodmotu t’-f’o, pro kterou 2(lnL)/dTa 0:
N .
1
-ﬁ-Zti. (5)
i=1

Ne:lvérohod.t}\é:j!im odhadem je aritmeticky primZr namilenych Easll. Ndhodnd
proménnd NT. mé game - rozdéleni (9.16) s parametry baN, a-l/’t:o. Stiednt

hodnota a disperse odhadu Jjsou
. N
A - A - A _ T
E(’C‘;) T;. D('C;) g -ﬁiD(ti)-iZ-O%r:-&i. (6)

Odhad (5) :j'e konziatentni a nevychyleny; Jjeho rozdSlenf je aeymptoticky
normdlni,

Skuteind mifeni dod Zivota fdstic vyZeduje mohutnéd experimentdln{ za-
Mzgen{., My se spokojime se simulaci pomoci politale. Vhodnym programem ge-
nerujeme N-tice pseudondhodnych &fael x; ® rovaomérnym rozddélenim g(xgil

pro x, € (0,1). Transformaci
ty = -Tlnx; (7}

dostaneme pseudondhodnd &fela s hustotou (1), coZ enadno ovii{me:pomoef’
{(2.5). ProtoZe na volbd Jednotek &asu v nadenm a:.muloraném experimentu ne=-
zéleZf, pouZijeme T =l.

Budeme sledovat vysledky odhadu (5) pro rizné polty "naméfenych* hod-
not N=8,16,32,..,.,2048, Vyala jeou graficky zndzorn¥ny v obr. 28 ve
tvaru intorvalovych odhadd 'C’ , kde stiedni kvedratickd odchylka podle

(6) Jeo Sz't‘: / K, Vidime, jak ee s rostoueim N zkracuji intervaly (velmi
pomalu, jako 1/yN). Pravd&podobnost, Ze obsahujfl hledanou hodnotu To Je
blizkd standardnim 0,683, AZkoliv majf deta t, rozdsdleni (1) podatatn! od-
113n6 od normsdlnfho, rozddlenf{ prim#ru (5) se podle centrélni Yimitnf vi-
ty normélnimu bli%f, a to tim vice, Zim vEt31 je N. I pro doeti mald N Je
aproximace normélnim rozd3lenim dobré. Ukazuje to obr, 29, kde Je empi-
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Obr. 29. Bmpiriokd distribufni funkce odhadd doby fivota &éstice pro F=16,
plnd &érey normdlni distribulpni funkce N(1,1/16), &drkovand lére.
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rické distridulni funkce (vig(11l.10)) primZr) s N=l6, ziskand 128-ndsob-
nym opakovénim pokusu. Hustoiy gama - rozdéleni primdru (5) e aproximative
niho normélniho rozdélenf{ miZeme pro N=16 porovnat v obr, 18,

14. Odnhad polohy symetrického rozd&leni

Nejb82n&j5im odhadem polohy rozddleni néhodné promEnné x je aritme-
ticky primér

= =-1N-(x1+...+xu) (1)
nam&fenych dat (polohg nejlast&Jl charakterizujeme stiednf hodnotou, mfi-
Zeme viek pouZft t¥eba medién nebo modu (§ 3)), Jsou k tomu dve podatatné
ddvody. PredevBim Jeo primér optimélni v pFipadd normdlné rozd&lenych dat
(mé miniméln{ disperzi). Za druhé, zékon velkych &isel (5.5) zaruiuje
asymptotické (N»o0) pFibliZeni k hledand hodnotd pro libovolné rozdElen{,
které md kone¥nou disperzi D(x)., Pokud E(x) a D(x) neexistujl (tfeba pro
ddleZité Cauchyovo rozd¥lenf), nelze primér X vibec pouZft; nen{-1i rog-
Géleni x normdlni, exietuji WEinn&jdi odhady,

Zamdfime se na n&kolik jednoduchych symetrickyeh modelovyeh rozdé&le-
nf £ § 9. Optimédlni odhady (e nejwensi disperzi) dostaneme metodou maxi-
mélni v&rohodnosti:

rozd&lens optimélni odhad polohy

(a) normélng aritueticky primér ¥

(b) rovnom¥rné poloviZnf suma krajnfch hodnot X

(c) dvojné exponenciélnf | medidn X

(d) Cauchyovo z podninky maxima vérohodnosti (Ffeleni ne-|
linedrn{ rovnice)

V pitipad& Cauchyova rozdfleni (odhodujeme x, ge vztahu (9.20)) Je tieba
Fe8it nelinedrni rovnici s vysleder nemiZieme zapeat tak odbecnd, Jjako pro
zbyld rozddleni. Medién v (c) znam.nd takovou hodnmotu, pro kterou je mi~
nimédlni euma '

-~ ~
8, =lx1-x| +...+|xN-x]. (2)
Kvantitativn{ erovnédni efektivnosti Jednotlivych odhadd je moZnd provéet
v limit& Nyoo tak, Ze spofteme jejich disperze (za pledpoklaedu D(x)=l):

roedélent medidn | primér |polosuma krajnich hodnot I|
(a) normélnt /2N {1m /(12 1nN) '
(b) rovnomdrné 1/(4N) | 1/7(12N0)| 1/(28°)

(¢) dvojné exponencidlni lé(ZN) 2/R mMe12
(d) Cauchyovo w</{4N)] oo oo

PodtrZenim jsou oznafeny nejmendi moZnd dlspaerze, viz prvni tabulku v
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tomto odetavol. Polovifni soulet krajmnich hodnot pro rownomdrné rozdEl

je asymptoticky velmi dZinng (kvedraticky pokles disperze «rll“z, v osta
nfoh pr{padech nejvide ~N-1). Pro libovolné ohranifené rozddlent budou

odhadech hrdt ddleZitou rolil krajni hodnoty.

Pokud rosddleni dat necndme, snalime se najit odhad polohy, ktery
de co nejefektivniJjil pro vice druhd rozdéleni. Jednou z moZnosti Je t
yyrovnany pramér, 2 N-tice XyseeerXg vynechéme m hodnot, zpravidla m/2

neJvdtdfch a n/2 nejmendich a polohu odhadujeme aritmetickjm primdrem
1yoh Nem ddaji:

Tn " TR x(1), (3
. ism/2+1

kde jeme Jjake x(1),...,x(N) oznalili nam3¥tend data uspolédend podle ve
kosti. Yolba m=0 gnamend primér ¥; pfi m=N-l pro N liché, resp. meN-2
N sudé, jJe vyrovmany pramdr (3) roven medidnu 5. Volbou m v daném rozm
dostdvéme odhady, kterd jJeou jistym kompromisem mezi vlastnostmi R a ‘X
Pogoruhodny je fakt, Ze pro mas0.54N je v asymptotické limitd disperze
vyrovoandho primdru pro keaZdé rozddlenf z trojioe - normdini, dvojnd e
ponencidlni, Cauahyovoe - pouze o0 necelou (tertinu v&8t81 neZ je disperz
pEislulného optimdlniho odhadu.

Pr{klad odhedu stl'edni hodnoty rovanomdrného rozd¥leni
Srovndme: podrobn¥ji odhad poloh;r rovoomérného rozddlent
(x) » 1, =(=172, 1/2) (4

priandrem T a polovidnim soultem krajnfch hodnot X nemsfenych mezévisly.
ddejl xy,0009 Xy, Primér md rozd&leni bdlickd k normdinfmu (§ 5, obr, 6)

se stleden O a dispersi 1/(12N). Rozd8leni T se A6 nejsnéze najit ¢ 4i
tribulnich funkel F(x,) =» (1/2+xH)N, P(‘:-) - 1-(1/2-::‘)" maxima r, & o
niga xg v N nesdvisljch pokusech. Vieledkem je symetrické hustots, tvo

né polynomy etupnd 2N~1 v intervelech (-1,0) a (0,1), V obrdzku 30 je °
Xreslena pro dvd hodnoty.N. Pro stfednf hodnotu a disperzi tohoto rozd

nf vyjde
W =0, DM = x/[_emq-nz(ma)]. (5

Roed¥len{ polosumy krejnioh hodnot je pro vitdi N uZdf nel rocddl
prindrd (odr. 30). Jedtd ndeorndji Je viddt podstatnd vitd{ efektiwvmos
odhadu 'pmd. P v obr, 11, Tam jeou nakresleny intervalové odhady pro
Y podet bodd v souboru dat, generovandm v politasi, S pomoof dietribdv
plch funkel ¥ a ¥ byly intervaly skonetruovény tuk, aby mily standerdn
pravdipodobnostn{ obaah 63,3%.
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Obr. 30. Hustoty pravdfpodobnoati poloviinfho souZtu (plné Zéra) a pr&nl-
ru (%érkovand &dra) £ N hodnot s rovnomdrnym rozddlenim (14.4),
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Obr. 31, Intervalové odbady polohy. rovmomSrného rozdflen{ (soubor N hod-
nnt generovén v potitali)
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15. P¥fiklad odhadu dvou parametrfi linedrniho modelu

Metody odhadu vice parametrd budeme ilustrovai ne dvbjrozmérném pi1
padd, ktery je dostatelnd obecny a pritom velwi mdzorny., Predpoklddejme,
fes pro rizné hodnoty nezéviele promdnné x m¥¥{me hodnoty zdvisle promdny

y= a°+b°xz o - (1)

Zévislost y(x) jJe urlena dvojici parametrd 8,1 bys kterd vystupuiji v mo-

delu (1) linedrn&:; Jejich hodnmoty hledéme nepfimo 2 namdfenych dvojie
X, ¥. O linearits modelu rozhoduje zédvislost na parsmetrech, nikoliv zna
negévisle prom3nné,

Predpoklddejme ddle, Ze nezévisle promdnnou mdZeme urfit presnd (ne
bo se zanedbatelnou chybou) & vysledkem mileni Je N hodnot prom¥nné y:
yy = 8 b xirer, 171,...,N, - (2)

pro R-tici pevaych hodnot x,. Néhodné chyba i-té hodnoty (oznaZili jeme
Rt ‘1’ md symetrickd rosd¥leni ese atfedni hodnotou nula. Visledky méifent
t.Jjs N~tice hodnot (xi,yi), byly simulovdny na pofitali gza pomoecl geners
toru pseudondhodnych &1imsel, Zvolili Jjeme

=2, (3)

a, " 1, bo

ekvidistantnf sff x; £ intervalu {0,1):

xi = (i-l)/(N-l), i-l’ooo'N' - (4)

a n¥kolik moZnoetf rozdflenfi chyb. PFiklad takto generovanych "experimer
télnich® det ukazuji k¥{2ky v obr. 32. Diky rychloeti poZitafe miZeme ge
nerovéni a gpracovéni dat mnohokrét opakovat a sledovat souvislost vgele

X3 se sprdvnymi hodnotami (3),
Normélni rozd&lenf chyb
UkéZeme podrobn¥ vyeledky vypoZtd pro chyby &, rozddlené normdlnd

se atejnou dispergd 62 pro vdechna x,. Hustota pravddpodobnosti jednotli
v¥eh hodnot yy je tedy normdln{ se stPedni hodnotou a°+b°:f a dleperzi €

2.2

(yo-a -b !) )

2(y) =2 exp |- —212 oL |, (5)
yZue 5 2

Pfedpokldddme samoz¥ejmd nezdvislost naméfenych hodnot yy; nejvirohodn$¥;
81 odhad parametr} ao,bo dosteneme podminiy oexima }ogaritnu funkce v

rohodnosati
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Obr. 32. Zévielost (15.2) generowand pro N=l00 s normdlnd rosddlenou chy-
bou se stiedni kvadratickou odchylkou €=0.1 (xPfiZky) a prolole-
nd sdvislost s odhadem parametrd (13a) (plnd &éra),
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1 l l r(y,) Z ( 1~ 1) - ( é
1s1 1 i 2 2 +in2W (6)

Maximum (6) vzhledem k a,b nastene iarévé tehdy, je-li minimdlni soufet
2tvercd) odchylek hodnot neamdfenych (yi) a pledpovizenych modelem (a+bx§

N
Ss= Z(yi-a-bxf)z. (7
i=l
Z podminky 9S/9a =938/3b = O vyjde soustava dvou linedrnich rovnic (#1
68 jim normélni rovnice) pro hledené ocdhady e, b
A sl o 4
*“*"}:‘1‘;:?1' D IERED Zyixi' (8)
1wl =1 =1 i°1  i=i _

Je-11 determinant soustavy
N N
ax N3 - e T 5 (bl (9)
i=] i=]1 1=1 j=i+l

nenulovy (podle (9) k tomu sta¥f, eby v N-tici argumentd x; byly elespc
dn rdgné), existuje prévd jedno relSien{. MiZeme Je napsat explicitn&:

4 8-}5:-1?1 xj(rj-xi)] ’ % =3 Zyi[ixi-z ] (¢
is j=1 i=1 J=1

Odhady Jaou linedrniml kombinacemi normdlnd rozd¥lenych namifenych hodr
¥y - maJf tedy také normdlni rozddleni, PPimym vypoftem miZeme najit s

n{ hodnoty a druhdé momenty; 3 pomoci (3.18) dostévéme
A
®) = a,, BB = b,

N

» N
2
p(8) = 62(8) =§-d-§1x§, p(8) = 62(5) = 624, p(d,®) =%-i21:§).-

Yyuzili jeme nesévislosti rdznfch Fg oo D(yi.y ) = 625'3, kde 8'1;] Je |

neckerovo delta (:jedniékn pro iaj, Jinak nula). Odhady a, 2 Jsou viay .
lovanéd, protoZe D(a 9)#0. Korelaln{ koeficient

.o@h 2 /g
e(@)16D) i ﬁ;; 1

zévisl pouze na hodnotéch Xy,...,Xy- Stojl zato ei viimnout, Ze matice
druhych momentd (11l) Je aZ ma faktor 6% rovna inverzni matici soustavy
nomﬂlnich rovnic (8). Je-1i dieperze jednotlivych hodnot y. znémé, vi:
o odhadech a > prostfednictvim (11) vde, co v¥d&t mliZeme.
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V¥podet & dety 2 odbr. 32 vedl k ndsledujicim hodnotém:

A A
& =1.022, b~ 1,971, (13a)
€(8) = 0.0150, §(B) = 0.0332, Q= - 0.743. (13b)

ProloZend zévislost ‘3+%:2 Je nakreslena v obr., 32.
0dhad eliptickou oblasti pii zndwém ©

P}l opakovaném pokusu budou body (a,b) vychdzet andhodn¥# kolem stiedu
(a ,b)) = (1,2) a norméinf hustotou e parametry (13b). Analogif interve-
lového odhadu jednoho parametru je zde odhad pomoei oblasti, které obsahue
Je hledanéd hodnoty s predepsanou pravdépodobnosti, Nejvyhodndjdfl oblast{
Je vnitlek elipsy s konetantni huetotou (mé pii zedeném pravd&podobnostnim
obsahu minimélni plochu, ¥{m% nejlépe lokalizuje hledany bod ¢ rovind pa=
ramotrd), Z § 6 vime, Ze konatrukece takové elipasy vyplyvé ze znalooti
rozddlenf Xovaria®ni formy normdln{ huetoty. KovariaZnf forma pro pronéne
né 3,9 se 4é napsat ve tvaru

(.g—-[a-a )2N + z(a-a )(b—b )Z X%+ (b-b )2Z ]'
i=1 i=1 .

1 [(:-ao)a (f-a)B-5) B )2] a0
21 4
L 6@ R T Ed P

ad rozddleni Xz se &véme stupni volnosti, Vnitfek elipsyﬁ- konst, =
md pravddpodobnostni obeah dany prialudnou distribudnf funkef: '

PE<AN) = F o, (N, (15)
peb = e

Elipsu f'l nﬁzeme interpretovat dvojim zplsobem: bud mé stied v
(a, b ) nebo v (a b) (ebr. 33). V obou piipadech ddvd mista se stejnou
huetotou pravd¥podobnosti vzéjemné polohy bodd (a_,b ) a (8, $). Prvnt mo2a
nost bychom pouZili pro predpovdd vyskytu odhadd pf'i anéném (a,,b, ), dru-
héd ee hodi pro Pelenf nadi dlohy - elipsami kolem (a b) se snaZime gasdh-
nout hledany bod (a,,b ). Volbou konetenty A uwrlujeme velikest elipsy a
tin i jej{ pravddpodobnostni obsah, NapFikled A=l znamend podle (14) elip~
su, kterd je vepsand do obdélnika a-s('a‘) b-G'(A) - viz obr, 33, JeJI prave
d&podobnostni obsah je asi 0.4 (hodnota dilstribuZnf funkce (15) v bodd
1l ,.. tabulke v dodatku D2). PFi 392-ndsobném opakovédnfi celého pokusu v
potitali obsahovela elipsa §=1 bod (1,2) ve 164 pripadech, cof Je ve vel-
mi dobré shods s ofekdévanym poltem 392x0.4g2157.

0anad dlsperze 6°
* Nezndme-1} 62, mdZeme ji odhadnout z naméfenych dat. 2 podminky
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A '
b pexima vErohodnosti vzhledem k 62 (r

1épe & pomoci (6)...2InL/d¢ )=0) doc
neme odhad

R
N
22> G ABDZasm

i=1

6(b)

Symbolem S Jeme oznadili tzv. rezia

uélnf sumu 6t.vercﬁ, t.J. bodnotu S 2z
vztahu (7) v bods minima. N&Z/6° je 1
hodnd veliina & X° rozdélenim s podt
stupiid volnosti rovaym N-2 (dé se vy-
JadFit jako souSet N-2 kvadrétd nezd.
vielych prom&nnych s rogzdélenin N(O,1
Jednotlivé elftance v soultu (16) ne-
2évislé nejsoul). Odhad (16) Je vychy

le 5, protoZe jeho stiedni hodnota Jje
) = 62(N-2)/N$GQ. Nevyc.bylem od

Obr. 33. Elipsy f =1 s kovariaZnf
formou § podle (14),
¢ =-0.74; obdélnik

Rad), deabd). hadem 6° je &n $,/(N-2). V naden pF{
pad® (N=100) je rozdfl mezi 62 a &
,h zanedbatelny; v pokusu, pfi kterém wy

Bly odhady (13a) bylo @
€2 = 0.01.

Odhad paremetrd eliptickou oblast{ p¥i neznémé disperzi 62
Pod{l

30,0098 v dobré shodd se ekutelnou disperzi dat

1
Lf s A an
1__5,,_&_ 8,/(N-2)

na nezndmé dieperzi 6'2 nezdvie{ a md podle (8.11) F-rozddleni s m=2,
o' =R-2 stupni volnosti. Vnitiek elipay '2-3 nd tedy pravddpodobnoatni ob
sah roven hodnoté pfisludné distribulnf funkce v A:

P(R4N) = F, y »(A). (18)

Oznalfime

. 3] -
A S S N
8’(3) -‘j—"fz_'/%.é x: ’ g(g) 'ﬁ,? (19) '

odhady standardnich odchylek 2,%, Které dostaneme ze vztahd (11) e _(17).
Rovnici elipay 2-3 pek plepifeme do tvaru

2 -
(a-an] (8-, )(b-b J (b—b » (20)"
RED! "% )sc‘B) [8(3)] - A

2 1-?
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A ) '
Pro A=z1/2 je to elipsa vepsand do obdélnika at 8(3), hﬁ: 5'(’1;) e jeji prave
d8podobnostni obsah Je F2'93(0-5)$‘v'0.4 (tabulke F-rozd&leni je v D3; vybla

steJjnd hodnote jako nahofe pro elipsu§=1, podle § B Je rozddleni veliZi-
ny 2F, gq blizké k X3).
L

‘~ A Elipsy (20) maj{ nejen néhodny stied (ﬁ,%), ale i velikost (3(3),
g(b) jsou ndhodné velidiny). Sledovali jsme je pfi zminZném 392-ndsobmém
opekovén{ pokusu. P#i prvnim z nich vy3ly odhady odchylek (19)

A ~
S&) = 0.0148, $(b) = 0.0328, (21)

‘a v daldfeh podle oZekdvdni kolisaly kolem svych stfednich hodnot 6'(3),
6‘(%) gze vztahu (13b). Prvnich &tyficet elips y=l/2 je nekreslemeo v obr,
34, Celkem 169-krét obsahovala elipea bod (1,2), opdt v dobrém souhlasu

s pledpovézenou pravddpododnosti ~0,4. V obrdzku 34 bychom si mili v3im-
nout toho, Jjek zdporny koeficlent korelace rozd&luje odhady (Q,’B) kolem
‘dhlop?i2ky z levého horniho do pravého dolniho rohu. Pravd&podobnostni ob=
‘sah obdélnika 313(3),%: g(S) je samoziejmd o ndco vit31{, Z obr, 9 v § 6
odelteme pro ?a 0,74 pravdé&podobnost asi 0,55; pogzorovand relativni Zet-
nost pifznivych piipadt 225/392220.57 je s ni ve vyborné shods.

Intervalové odhady jednotlivgch parametrd

Zatim jome se soustiedili na odhad obou parametrd soufasnd. MiZeme
‘najit teké pravd¥podobnostni tvrzen{ o kaZdém parametru zvlé3%f. Predevdin
Je z¥ajmé, Ze intervalovy odhad 2t6(2) (chépany tek, Ze sledujeme pouze
souvislost a, @ g - bez ohledu na to, jek vychédz{ D) né pravddpodobnostni
obsah 0,683; marginélni rozd&leni 2 je N(a, 624, Stejné tvrzeni platf

o oahaau BTe(d).

Pokud disperzi 62 neznéme a nemdZeme spodist €(R), 6B) ze vztahu (1),
miZeme pouZit Studentova rozddleni pro sestrojeni imtervald pomoci 3’(3),
:3(3) ze vztahu (19). Postup Je plesnd stejny Jjako v pifpadd piimo mifené
hodnoty (§12).

Je=1i hodnota jednoho 2z parametri znédmd, md odhad druhého op#t normdl-
2f rozd&leni, s disperzi zmen8enou faktorem 1-q2 (viz podm{nEénd rozd&leni
(6.,16), (6.17)). Naprikled fixovdni hodnoty parametru b=b, vede ke zmende-
inf disperze & podle vztahd (11) a (12) na

D(alb=b,) = D(d)2-¢) = €%/ (22)

Mo je olekdvany vysledek, nebof jde vlastn¥ jen o odhad pfimo m¥fené veli-
¥iny z N-tice a1=y1-bo'.t§ normélnd rozdZlengch hodnot se stejnou dieperzi 6‘2.‘

:{i_né rozdé&leni dat

Posoudime vliv riznych rozddleni chyb &; ze vztehu (2) na odhad para=-
metrd. Jde o velmi aloZity problém, protoZe v zdsadl kaZdy typ rozddlenf
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Obr. 35. Distribu®ni funkce F - rozd&len{ s m=2 a riznymi hodnotami als,
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dédvd jlné formule pro nejvErohodneéjsi odhad a potfebné vipofty mohou byt
egnaln¥ komplikovand, Stanovime si relativn& skromny cil: zjistit, jak se
osvddZujl vztahy odvozené v plredchozi Tdsti tohoto odstavce pro normédln{
rozd&lent v pifpadech, kdy rozd&lenf{ chyb normdln{ neni, Navie budeme po-
stupovat &istl empiricky - vyzkoudime konmkrétn{ rozddleni v mnohokrét opa-
kovanych pokusech v potitali,

0d normélniho se Jiat& hodnZ 1i81 rovnomZrné rozddleni (§ 9) s kon-
.atantn{ bhustotou

f(yi) = c , yie(aoq-boxi-sﬁ' a, +b xi+6'J‘) (23)

kteréd md podle (9,6) stiedni hodnotu a°+box§ e dieperzi 52. Jedtd mén& se
.normdlni hustot& podobd funkee
1

Je t0 nesymetrickéd hustota, kterd md stFfedni hodnotu a dieperzl sgtejnou
Jjako (23). Pritom wd v levém krajnim bodd povoleného intervelu singulari-
tu. (Pseudo) néhodnd Zf{sla 8 rozddlenim (23) a (24) se dajf{ v poZitali '
,anadno generovat,

Aby byl vipolet rychlejdf, zvolime men3f polet bodd v zavislosti (2):
N=27. Budeme v kaZ2dém pokusu konstruovat elipsy (20) s oblibenfm pravdipo-
dobnostnim obsahem 0,683 a 0.954 a sledovat polet pripadﬁ kdy v nich hle-
‘deny bod (1,2) leZi, PFi malém poétu stuphd volnosti o = N-2 =5 se F ~ roq-
d8leni zpaln¥& 1i31 od llmitnfho.x » Jak ukazujf distr1buﬁni funitce v obr.
'35. 0dtud (nebo 2z tabulky D3) zjistime, %e pro Avd uvedené pravddpodobnos-
t{ musime zvolit konstantu A ve (20) po Fedd 1,46 a 6.16. V ndsledujici taq
‘bulee jsou eshrnuty vysledky eimulovangch experimentd.

f(yi) = ' ¥ e(a°+b > 3 --___, a_+b ). (24)

2 615, o 1y 12,5085

mens{ elipea (68,3%)| wdt3{ elipsa (95,4%)
pozorovany pozorovany
podet potet oZekdvany| pofet ol ekdvany
rozddleni- dat pokusd | dsp&chd interval [|dapZchid interval
normdlnt (5) 500 353 341,5%21 476 477% 9.4
rovnomérné (23) 6510 4449 |a446 I78]| 6170 |e6221734
se einguleritou (24)] 10000 6794 | 6830 ZIo9s] 9327 |9540%42

20%et Uspichd Je néhodnd veliline s binemickym rozdélenim, které se dé pro
velky polet pokusd dobfe aproximovat normélni hustotou. Odtud jome také
uréili intervaly, do kterych by mély pozorovand polty padnout 8 pravddpo-
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dobnost{ 95.4% (X dv¥é etendaranf odchylky). Pro normdlnd rozd%lend data.
prvnim Pddku je v3e v pofddku. Pozoruhodnd je oviem dobré shodea pro obé
daldi rozd&leni. Jedind ddaj pro vEt3f elipsu v poslednim Fddku signali
Jje zdvaZny nesouhles mezi pozorovanym a ofekdvanym ddajem (1lid1 se zhruwy
b 5 standardnich odchylak). Nea druhé strand je viak vdt&inou nepodstatne,
e misto 0.954 Je pravd&podobnostni obsah odhadu pouze 0,93. Celkovd md-
Zeme zhodnotit funkei postupu odvozendho pro normdlni rozd2len{ jako ple-
kvapivE dobrou. '

Predpovid vlaestnost{ odhadd podle vitahd (10), (19) a (20) e testove.
cim rozdZlenim dat (23) a (24) YWy se dala provéet pfesn®, byla by ale
zna¥nd naméhavéd. PouZitelnost postupu miZeme vyev&tlit v hrubjch rysech
pomoci centrdlni limitn{ vity - rozddleni odhadd (10) se bliZ{ normélnimy
1 pro jind rozd&leni dat. Dobrd funkce studovaného postupu zpracovéni pro
rdzné rozdéleni je velmi vitand. Neznamené to ale, Ze by nemdlo cenu.hle-
dat jind postupy respektujici zvlddtnosti rozdé&leni dat; zpracovédni pak
mZe byt efektivndjsi (viz p¥ikled odhadu polohy rovnoné;pého rozd&leni
v § 14).

16. Odhad parametrd linedrniho modelu .

Postup odhadu parametrd linedrniho modelu, odvozeny a ilustroveny na
pfikledu v § 15, zobecnime pro piipad riznych veh nem&tenych hodnot a li-
bovolného poftu parametrd, Budeme poufivat maticové zédplasy podle konvenci
pouZitych v § 6.

Predpoklddejme, %e hleddme hodnoty K paremetrd &,,...,8g (uspoddéme
Je do aloupcovéhb vektoru 8 nebo po tranepozicli do Fédkového vektoru

§F=(91,.,.,9k)). ¥&F{me hodnoty Jys-+- ¥y, které jeou linedrnimi funkcemi

I=AL, (1)
kde y je vektor e N sloZkami, yT = (y1'°“’3N)'.5 jo matice koeficlientd

e N #4dky e K sloupci (stru¥n& NxK). Abychom mohli odhadnout v3echny pa-
rametry, muaf byt N»K; a matici A pFedpoklédédme, Ze mé hodnost K. Obvykle
doetsvéme hodnoty y; méFenim p¥i rdznych (znémfch) hodnotéch x; jiné pro-

ménné x, na kterd y také zdviei:
y(x) = eifl(*)*"**skfx(¥)' (2)
kde fl(x),...,fx(x) jsou zadané linedrn® nezdvislé funice. Model (2) Je

linedrni vzkledem ¥ paremetrim §, matice A mé prvky

) (3)
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Predpokldde jme déle, Ze¢ y mé N-rozmé&rné norméln{ rozd&lenf se stiednimi
hodnotemi E(y) = A@, a diagonélni maticf druhfch momentd D= 6'23' {slo2~ .
ky y jsou nezévielé). Zde Jeo, stejnd jako v § 12, ¥ matice vah, 62 diaper-
ze pro jednotku vdhy.

Odhad parametrd e,

YA principu maximdln{ v&rohodnosti (zobecné&nim postupu z § 15) dosta-
neme pro odhad 9_ hledenych parametrd 6, soustavu linedranich rovnic
T, T
(Y8 ATy . (4)
Riké se jI soustava normédlnich rovnie., Podle pledpokladu je matice
He AW A (5)

~ ~ o

regulérn{ - jeji hodnost je K. Soustava (4) mé tedy prdvd Jedno PeSent

6= taTwy . (6) .

At NS e

Odhad _é je linedrni funkecif normélnd rozddleného vektoru Y, md tedy také
normdIlni rozd&lenf, Stfedn{ hodnoty e matice druhych momentd jsou

E® = 8, , 2@ = s[B-5,)(B-0,)7]= gL (1)

a 2
Odhad 6 elipsoidem pPi zndmém Y

Z$§ 6 vime, Ze kovarialn{ forma
A L\ - 1 ;2 T A
f = (&9)7p7(8-0,) 22,0 B(8-8,) (8)

Je néhodné proménnd s rozddlénim 7(2 s K etupnl volnosti, Pro klaednou kon-
stentu A znemené spln&ni nerovnosti g(?\ Takt, Ze O, leZ{ uvniti® elipsoidu
¢ = = A, opsandho kolem ati’*edu_@ Pravddpodobnost této uddloati Jje

PUECN) = Bep (A, (9)

kde F_. je pPfisludné distribulni funkce, nakieslend pro n¥kollk hodnot K

v obr., 136.

Odhed neznémé disperze 6°

Odhad neznémé hodnoty 62 dostaneme op&t z principu meximdlpf vEro-
hodnosti. Oznalime-1i 9-Aa pledpovid mienych hodnot z modelu (1) pro pa-
rametry ziskané odhadem (6), vyude najvérohodnéj!:[ odhad disperze

n s
6 =+ (-9 Twiy-5) =4 Zw (3,702 =52 (10
i=1

Jako So jsme oznalili tzv. rezidudlni soulet &tvercd odchylek.
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Dé se dokdzat, Ze velifina N?/Gz mé rozdé&leni Xﬁ_x; odtud miZeme naj

intervalové odhady pro 62, 0dhaa (10) je vychyleny, protoZe jeho st¥edr
hodnota Je

A
E(6%) = (szl)E(?(ﬁ_K) = G2(N-K)/N. Nevychflenym odhadem disperze je nap
kled , | ~y N A 2

6% ={g 6° "Eii;‘;i(-"i"i’ . (10a)

Odnad Go elipsoidem pfi odhadovand disperzi
e 2

Znémého rozd&leni kovaria¥ni formy (8) a odhadu 6
k odbhadu 6, elipsoidem v prostoru parametrd; podil

A A D
| § /& (8-6,)" H(B- 8 )k
[ Awe-Jpr s ] T
Ne“/[6°(N-K)]  (y-§) " W(y-$)/(N-K)
me nezndmé hodnot® 62 nezdvisi & mé F- rozdSlent (§ 8) s m=X, mW=N~-K stup-
ni volnosti. Podminku oA, kde A je kladné konstante, miZeme interpretovat

tek, 2Ze bod §, leZ{ uvnitF elipsoidu \2=?\ e stiedem v _a. Pravd&podobnoat
této uddlosti je ddna distribu¥ni funkef F- rozd&leni:

VYolbou A miZeme zajistit pFedepeany pravddpodobnostni obsah elipsoidu
(tabulke F - rozd&leni je v D3).

Intervalové odhady Jjednotlivych sloZek _QQ .

(10) vyuZi jeme

(11)

A - .
Znalost rozd&leni vektoru 6, pripadné odhadu disperze ?. umo Znuje
¥onetrukei odhadd kaZdé sloZky eoj vektoru _Qo eamostatng, t.Jj. bez ohledu

na ostatnf, Margindlni rozd&lent ﬁj je podle (6.13) normélni se stiedn{
hodnotou 903 e disperzf danou j-tym diagonélnim prvkem matice D:

Gg = (B)jj = 6‘2(}:‘['-1)33" j=1|'0-";{o (13)
Znéme-11 62, najdeme intervalové odhedy 8 dikﬁ'j pomocl normdlni distribul-

n{ funkce ze vztahu (12.7).
Odhadujeme-11 62 3 namdfenych dat, vyjdeme z podilu

8 ) - 9.-8
= 1
J ve/In-K)8%]  Af6CT) 55 5,/ N-K)

ten na 62 nezdvisf 8 md Studentovo rozddleni s N-K stupni volnosti., Oznali-

(14)

5 =Yy, _Sa (15)
d ~ wh) N-K

. A, @ . .
e nejdeme pravddpodobnostni obsah intervalu ej- lrgj pomoei distribuint
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funkce F) . Studentova rozd¥leni (viz (12.11)). Pro dostetein¥ velkf polet
etupnd volnosti N-k (230) md interval 6"'8' pravd&podobnostni obsah 0,683,
atejny, jako méd interval Bd ©..

Souvislost se sumou &tvered odchylek

Podminks maxima v&rohodnosti je p#i normdln& rozdlenych datech ekvi-
valentnl s podminkou minima souftu &tvercd = viz (10,11). V nalem pi{padd
K- rozmérného vektoru parametrd 6 a dlegondlni matice vah ¥ ¥ Je ouma Ztver-
¢l rovna

S = (y-A8) w(y-Ae) = Zwit.vi Zle 0y )2, (16)
5=
Spadno ase miZeme pfesvddtit, Ze podminke minima S vzhledem k 6, t.J.
95/98,=...%25/36,,0, vede skgteﬁné%oustam normdlnich rowvnic (4).

Pro soulet &tvercd (16) v minimu, t.J. v bodd _ﬁ, 'd,ost.anem jednoducm‘r'vzt.ah
S,5(8) = y Wy-zaTATwy+8Tue = y"y-8"ATwy. (17)

Al = -_ A = A

Reziduéln{ sumu Zivercd tedy miZeme vypolfst tak, %e od v~“Zeného soultu
ftverct namifenych hodnot (.IT,!l) odelteme skaldrnf soulin vektoru felienf{ a
pravé atrany normélnichﬂmvnic (4). UZiteZné jJe teké vyjédfeni S Jeako funk
¢e posunutf{ 4 z winima 9:

S(8+8) = s°+g_&lg. (18)
Matice H kovaria¥ni formy (8) popisuje také funkci S v prostoru paramstrd
8.

1 1 T | L
1.6 -
F i -
g.e | .
0.8 - -
= " -
0.4 | -
0.2 | -
2.8 | . N \ .
B 5 10 15 , 2

Obr. 36, Distribulni funkce X2 - rozd3len{ s K stupni volnosti.



- 80 -

17. Odhad parametrd nelinedrniho modelu

UETend hodnoty ¥1+++«»¥y DOhOU zdviset na hledanych parametrech
91""'9! nelinedrné&:
yi = hi(el’....ex)’il'...'N. (1:

Pfedpoklédejme, Ze ¥y Jeou nezdvislé norméln& rozd3lené prom3nnd se sti
nimi hodnotami E(yi) = hi(e 1""’90K) a diagondlni kovarielnf matief

D= GQE'I (¥ Jje diagondlni matice veh, 62 disperze pro aadnotkovou véhy
Funkce vérohodnosti pozorované N-tice y pfl hodnotdch parawmetrd ©

N -n, (8. ,...,8.)]°
L-f_l OI'P{ [yi i 1’ ’eK] }_ (2)

1'11/ 62/w1 267 /ey

Maximur L vzhledem k © nastane tehdy, je-li maximdlni

N -h (e pri ey ) 2
inlL = = Z{[yi i 1 OK ] +——ln(2ﬂ’62/\l )} (3)
1=1

26 /ii

tedy

k tomu stalf najit minimum vdZeného soultu Etvercd odehylek pozorowvanych
a modelovych hodnot v prostoru parametrd 9:

N
S = iz_lwi[yi-hitel,...,ek)] 2 =[;_r-p_<g)]T 3[;-1_1(9)] . (4)
Nalezeni odhadu é hledandho vektoru QO je diky nelinearitd modelovyc
funkel hy podstatnd obtiZn&J3{ neZ v linedrnim pFipad¥® (§§ 15,16), kde
stal{ scatavit a vylFeBSit soustavu linedrnich rovnic., Podle (16.6) jeme
mohli dokonce vydédfit odhad jako explicitni linedrn{ funkei namdfenfch
dat, Zde Jje zédvisglost 9 na y vyjédiena pouze iwmplicitn& - podminkou maxim
L nebo minima S. Tim je ddna Aruhd komplikace: rozd&lendi 6 neni normélni :

Jje zpravidla obtiZné ho najit.
A
Fledéni odhadu § evéfime vhodnému numerickému elgoritmu nelineérni

minimalizace a samolinnému pofitedi., I v linedrnie pfipad& PeSi{me normdlni
rovnice (16.4); tam je viak vypofet rychly a vidy jednoznainy. Nelinedrni
model vede obvykle k mnohem néronZj3im (del3im) strojovym vypoltim a k
moZnosti nalezeni "falelného" minima, P¥l interpretaci vysledkd je tieba

8 toute eventualitou poditat,

Druhou komplikaci, t.j. neznalost rozd&leni odbadu §, obchézime zpra-
vidla eproximaci nelinedrniho modelu linedrnim, Jde v zésad& o pouZitf
pribliZnyen formulf (3.28) a (3.29) pro druhé momenty funkel néhodnych
proménnych, neboli o pribliZné vyaédfeni "plenosu chyb mEfenyeh y do chyd
hledanfch parametri”. V okolf odhadu Q aproximujeme funkce (1) linedrnimi
Eleny Taylorova rozvoje; v maticovém zdpisu Je
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h(8+8) wh(8)easw §ora, (5)
kde prvky matice NxK koeficiel rozvoje jsou 4 rivece h v bodé,&:
(8); 5 = @n R0 g _ 4. (6)

A
Symbolem y jsme oznafili hodno y modeloviych funketl (1) v bodﬁ'ﬁ. ¥V téte
aproximaci Jje suma Etvercd (6) »Tibliin& rovna

A m
S=(y-y) W(y-y) +AaT6aA s v SHA, (7)
kde jeme zavedli oznafeni
N
c 2h. oh,
T, i 3
H = A"WA, neboli (H). = _— = . (8)
~ At o Jm iZ i?)t 26 A

m o=8
PFi odvozeni vztahu (7) jJeme vyuZili faktu, Ze vekior (E-§)?E£,je dmd ray
gradientu

2h,

gj z'aS == - 2 Z [yi“hi(e)]ji_ » j’l'ooo'l{ (9)

~

sunmy Etvercd (4) e Je tedy v minimu S nulovy.

Pokud jJe lineédrni sproximace (5) dobrg, mﬁieme pouZit v3ech vysled-
kd z pfedchoziho parsgrafu. Rozdé&len{ odhedu G bude pfibliZné& normélni e
xovariednf matici &° H- (viz (16.7)), Xde prvky matice K politéme z (8).
PouZitelnost 11neérni aproximace 2dle*l na pribdhu fUnkci h v tak velkd
oblaeti prostoru parametrd 8, ve ktere ‘e hustote pravdépodobnoati vyeled-
ku 0 vyrazné odli3nd od nuly. ZfleZf tecly i na disperzi -62 nexbfenych hod-
h i y (viz diskuei o pibliZngeh formulich v § 3). Pledstavu o moZinostech
lineérni aproximece poskytuje pffklad v nédsledujicim odstavei.

18, Pif{kled odhadu parametri nelineérnihc modelu

UkdZeme pouZit({ metod pFedchoziho paragrafu ne pi'iklad® odredu tii
'parametrﬁszo. [, 8 o, modelu

y(x; Qo' r

1
) = +el o (1)
(x-R)% 2 °
M&F{me N-tici hodnot yisy(xi)+ €; pro znémé Xx,,...,Xy, £; Jje néhodnd chy-

ba. Funkce (1) popisuje nap¥fkled tzv. Lorentzovsky spektréln{ profil (zd-
vislost intenzity ne frekvenci) &dry s centrélni frekvencifz a polodifkou
["o, pfiZteny ke konstantnimu pozadi o( « Vzhledem k Q !" ae model (1)

nelineérni, d% je linedrni parametr,
Nam&fend date byle simulovéne v politali., Zvolili Jeme
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Q,=0, =1, & =0.5, (2)

ekvidistentni st s N=50 hodnotami x, z intervelu{4,4) a norméln& rozdi-
lené pseudondhodné chyby £ se stiednf{ hodnotou 0 a standardni odchylkou

©(e) = 0,2 (3)

etejnou pro viechny body Xye V obrédzku 37 jsou tekto generovand data znd-
zorn&na kiiZky.

A A L)
Odhady S}, " a o jeme nasli numerickou minimalizact souftu &tvercd
(17.4) s jednotkevymi vehemi (dieperze jednotlivych y; Jeou atejné):

N .
S(R,M\el) az:[yi-y(xi;ﬂ.[‘,d)]z : (4)
i=1

Linearity modelu vzhledem k parametru of jsme nevyuZili, PouZity aminimeli-
gaini algoritmus hledd miminum funkece pomoci gresdientu a matice druhyehr
derivaci (tzv. hessiénu). Oznedfme 6,, ©,, 6, po Tadd paremetry R,0,4;

sloZky gradientu a hessidnu Jjsou
Dy(x;)
39 = -2Z[ -y(:v:i -———-L- s

(5)

2 N_ (Oy(x.) 9y(x;)
ﬁ?’ée =2 Z 2 L - [Yi"y(x —i& 3 m—1,000,3¢

¥V hessidnu zenedbdvéme &leny s druhymi derivacemi (to je tzv. linearizace)
e pouZivédme vlastnd (aZ na fakxtor 2) matici E ze vztahu (17.8):

1%Ps
(Hsp =7 20, .'ae . (6)

Vedlej3im produktem minimhzace Je tcéy uZitelnéd metice, kterd podle § 17
popisuje rozd&lenf odhadu 6 parametrd v 11neémim priblfZent (62 (&)H,
je kovariaéni matici normélniho rozdslent g)

Suma &tverci (4) Je mmmélni pro

ﬁ_a 0.0470, F'= 0.999, &= 0. 522; (7)

modelovd funkce (1) s t3mito parametry Jje nekreslene plnou ¢arou v obr.
37. Soulet &tvereld v minimu Jje S°=0.456. Dalsf poatup zdleZ{ na tom, je-li
hodnota ©(£) znémé nebo je tieba ji odhadnout (§ 16); ukdZeme v¥sledky
pro druhy piipad, PoZet stupnd volnosti je N-3=47, proto

6(¢) =1,s /47 = 0.0985,
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v dobré ehod¥ s hodnotou (3) pouZitou p¥i generaci dat. Odhady standerd-
nich odchylek (16.15) jsou

A A A

&g = 0.045, §.= 0.024, &,= 0.017, (8)
Polet stupnd volnostl je dostate¥nd velky k tomu, abychom namisto Studen-
tova rozd&lent v (16,14) mohli pou2ft limitn{ normélnf rozd&leni. Jako
visledek mEfeni mdfeme udet intervaly _ﬁ_ S},_ ?H'Sr. ,&-3,‘ pro kaldy s pa-,
rametrd zvldadt; jejich pravd&podobnostn! obsah je ael 68%, Vyhodnd3jdf mh-
Ze byt odhad celd trojice elipsoidem (16.12) & pravdZpodobmostnim obsahem
danym F - rozdé&lenim, K tom je t¥eba doplnit ddaje o kovarialni matiei,
nejldpe udénim korelaZnich koeficlentd dvojic parametrd, V nadem priklads
Je

¢an = 0.001, @qqy= 0.001, Qny= 0.551. (9)

Predc¢hozi dvaha o intervalovych odhadech Je zaloZene na linedrni.
aproximacl modelu (1) podle § 17. Posoudime JeJi pouZitelnost. Nédzorné
Je erovndni zdvislosti souZtu &tverci odchylek (4) na parametrech pro mo-
delovou funkci a JeJ{ linedrni aproximaci. Pro urfitost dudeme sledovat
gévialost na O, Numericky vypofteme funkei S(I") pro pevn® zadené " a pa-
rametry §2,o nelezené tek, aoy suma (4) byla minimélni; s pomoef vztahu
(17.7) nejdeme parabolickou zévislost S(I") z linedrnt aproximace:

~ A2l '
s (M -ﬁfi s, 8P = s+ C-PIAED),, . sg?(s)cv-f’)zz's?. :
~ (10)

PF{ posunuti z minims o * gp vzroste hodnot.a paraboly s ° 62(6). :

Ob& funkce S, T Jjaou x:lairrmaalen;gr v obr. 38; Je vidét, %o se v 1nter-
val i"-s,. 1181 velmi mélo. PrestoZe zdvislost modelové funkce (1) na. r
Je nelineémi odhady l" jsou koncentrovédny do dostatefnd maldho intemlu,
v nénZ Jje 1ineér§1 piibliZeni vyhovulfcl. Je tieba 8i uvédomit, Z2e _veli_-
kost intervelu 28. je pfimo umdrnd st¥edni kvadratické odchylce 6(€) na-
nifenych hodnot. Budou-1li chyby dat v8tE&{ neZ v obr. 37, vliiv nelinearity
varoste; naopak, pro men3i chyby ee bude déle zmenBovat. -

Zapoiteni nelinearity modelu p¥i konetrukeci intervelového odhadu pro
libovolny parametr © Je moZné a v¥sledek platay v asymptotickd limitd
N> je jednoduchy ([14], § 9.3). Krajni body intervelu s pravdépodotmost-~
nin obsahem 68,3% jesou takovd, we kterych Jje hodnota S (a nikeli parabo-
lické aproximace S) o 8°(€) vétdl neZ v mimimus

A M
s8-8y = s(8+ £y = s+ (0. (12)

Podobn® vzrist S o x® 62(6} definuje interval s pmvdépodohnostnim obeahe
stejnym, jako mé v linedrn{ aproximaci interval 9—1:6 (napFikled 95.4% & ~
k=2 a tedy s posunutim z minima o 4?(8)). Vy¥sledkem je zpravidla interval,
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Obr., 37. Experimentélnf data (kif¥ky) a proloZend zévislost s parametry
(1R.8) (plnd éra).

1 1

5 [
1. 85 1. 18

Obr. 38, Zdvislost soudtu Stvercd (18,10) e (18.12) na [°, plné Eére;
parabolickd aproximace, dérkovenéd Zéra,
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A
ktery nemé stled v €, V nalem plikledé Jsou podle obrdzku 38 kledné odchyle
ky pondkud v&t31 neZ zdpornd.

Zdvislosti S(IM), M podle vztahu (10) esouvisi » mrgindlnim rozdd-
lenim [‘-} y kteréd je v linedrnim p#ibliZeni norméln{ s disperzt GZ(E)(HJI)zz.

Za povBimnut! etojf jeZt& zdvislosti eumy &tvercd ma [', odpovidajfes pod=
minénému rozd&leni p#i pewvnych hodnotéch RBRO a &= alo zbylych parametris

~ A
s'(0) = 5@, Me), 8'(0) = slem,, 02, (12)

M
Jako (" jewe ozneZili odhad I" z podminky nejmendich Etvercd S, s! Je pi-
sludnd minimdln{ hodnota, Z dat v obr. 37 vychédzi :

At e i
M= 0.983, &, = 0.020 , Sg = 0.484. (13)

Funkce S'a 8/ jsou rovn&% v obr. B a v oblastif":g:. Jsou velmi bligké,.
Dile2ity je fakt, Ze fixovéni lad zptesnuje odhad zbylého parametru.l’,
Y linedrn{ aproximaci Je pom&r standardnich odchylek pro podminéné e mar-
ginélnt rozadlent I roven

't € (eW‘ﬁlz.z_,\/ [m b, I 1/ 2
- :0PPY) )2;]- ¢ (14)
st @y,
kde ¢y je_globdlni korela¥n{ koeficient parametru " ze vztehu (3.17). Mati-
ce H, 5’1, a tedy 1 veliliny z nich odvozend, esice nejsou v prostoru para-
metrd §2, M, konstantni, ale jejich zm¥ne v blizkém okolf odhadu Jje mald,
V nadem pripad¥ vychdzi Qn=0,552 v bodd odhadu (7); podle (9) Jje " kore-
lovéno predevlim s o, korelace & S je nepatrné. Podle (14) muei tedy fi-
xovédnt 5 a of zkrédtit intervelovy odhad I faktorem zhruba 0.83, coZ ¥ od-
hadech chyby I podle (8) a (13) skuteZn¥ pozorujems. Nézorn& je tento fakt
vidst 1 v obr. 38 - suma &tvercd S's fixovangmi paremetry mé ost?ejBf mi-
n,i\.:m.m neZ S. V tomto mist& uZ snad nikoho nepifekvapi, Ze presndjsi odhad
M vySel A4l o0d sprdvnéd hodnoty neZ odhad ?‘; Je to v&c ndhody, pii opako-
vén{ pokusu by byl vysledek v&td3inou opalny. Korela®nf koeficlent ~0,55
v nadf dloze je pom5rnd maly, Zasto se miZeme setkat s korelacemi ~0.99
nebo 1 bl1i25fmi k jedniZce. Potom miZe fixovdni nEkterych paremetrd (za-
ddnim hodnot £ jinych méfeni) podstatnd zlep3it plesmost zbylych odhadd.
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III. Teaty hypotéz
- - -

19. Statistické teaty hypotéz

Podstatnou dlohou statistiky Jje odhad hledanych peremetrd z mamde.
nych hodnot. Nemlfend date mohou byt wvyuZita Jedt& jinym zplsobem - k t
tu, ktery md rozhodnout o platnosti dend teorie nebo hypotdzy, pi{padnd
vybrat jednu z moZnych alternativ. Testovanéd hypotdze velmi Zasto odpovi
dé urlitd hodnota né&kterého parametru, Metody testu e odhadu mohou byt v
toekovém pripad& podobnd, formulace dlohy i vysledku jsou Iéak podstatnd
0dli3né. Pokud odhadujeme nezndmy paremetr eo intervalem © :_G, Je v¥sle:
kem tvrzeni o pravd&podobnostni souvislostli intervalu & nezndmé hodnoty.
Testujeme~1ll naopak hypotézu o zadanéd hodnoté eo, zformulujeme pravd&po-
dobnostni{ tvrzeni o moZnostech sprédvného nebo chybného pfijeti &i ocdmit-
nut{ hypotézy na zdkladd pozorovanych uddajl.

Statistickd hypotéza je soubor piredpokladl, ze k¥Xterych plynou pied-
povZdi rozdsleni nédhodnfch velifin, Pokud je predpovéd rozd¥len{ Jednozna:?
nd, oznafuje se hypotéza jako jednoduché (napfiklaed hypotéza, Ze rozdilen:
ndhodnd prom&nné je normdlni se zadanou stiedn{ hodnotou a disperzi). V
opelném pripedd jde o hypotézu sloZenou {mormdlni rozd3leni promdnné se
stifedni{ hodnotou z n&jakého intervalu).

Statisticky test Jje zaloZen na erovnéni pledpov@di plynouct z hypo~
tézy s pozorovanymi daty. Je-1li pozorovany vysledek v rdmci dené hypotd-
zy mélo pravddpodobny, soudime na jeji neplatnost. PFi teatu hypotézy H,
mohou nastat &tyFi pfipady:

(a) Ho plati, na gzékladd testu Ji piijiméme;
(b) H, neplati, na zdkladd testu Ji zamftdme;
(¢) H, plati, ale pomoei testu Ji zamitdme; to Je tzv. chyba prvniho

druhu;
(d) H, neplati, ale pomoci testu Jjl pIijiméme; to je chyba druhého

druhu,
Shoda piledpov&dl plynoucich z hypotézy Ho 8 pozorovenymi fakty se testuje

pomoct vhodné funkce t nemErenych hodnot, které ee ve statistlcké termino-
logil F{ké testovaci statistika, Obor vi3ech moZmych hodnot této méhodné
prom&nné rozdélime ne tzv, oblast pfijetd H° a kritickou oblast, Kritice-

kou oblast K vybirdme tak, Ze hodnoty t do ni padnou s malou pravdépodob-
noat{ '

o = P(reK|H)) ; (1)
nestane~li tento pfipad, nypotézu Hj zamitneme. Rikéme, 2@ pomoci testu

zam(téme H, ne hladind vyzremnosti & (nebo e rizikemel). Pritom se miZe-
me podle (c) nahofe dcpustiuv s pravd&podobnosatf o chyby prvniho druhue
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Exietuje-11 k Ho Jedind alternativni{ hypotéze H1 (plet{ prévé Jedna 2z

nich), miZeme najit pravddpododbnost éhyby druhého druhu (d), %111 neoprév-
néného piijett Hyt

B = P(YK|H)). (2)
Mirou moZnosti o0dddlit R, & H, Je tzv. sfla (mohutnost) testu l1-p3, kte-

rd ov3em zdvisf na « ., Tuto souvislost obJasnime v nédsledujicim pfikladu.
Pr{klad testu zvétdeni: stiedni{ hodnoty normélniho rozddleni

UvaZujme 0 nédeledujici{ situaci., M3Fenim intenzity zdroje zdélent
(elektromagnetického nebo svazku 2dstic) dostdvéme néhodné vysledky x nor-
mélng rozdélené ee stiedni hodnotou M @ disperzi E'z. Pledpoklédde jme, Ze

Jame znali M @ potfebujeme rozhodnout, zdae tato hodnota zistala (hypotd-

ga Ho) nebo se zvatlila na My (hypotéza Hl) po n&Jjaké ypravd zdroje. Bude=-
me postupovat tak, Ze zméf{me N-tici intenzit x;,...,xy 8 spolteme primir
(testovac{ statistiku)

t= Tla‘i X5 (3)

coZ je podle pifedpokladu o rozdéleni x mdhodnd prom3nnd s rozdélenim
N(u ,62/N) pokud platf H,, respektive N(u,,6%/N) pokud platf alternativa

K.V obrdzku 39 Jeou tyto Aveé hustoty achematicky nakresleny apolu s plo-
chami, reprezentujfciol chyby ol a (3 pfi zadané hranici t kritické oblae-~
ti. S pouZitim distribuZni funikce (4.5) dostaneme

o= P(OL |H) =1 -@(—t;.—;vd?—). B= P(ret | By) =Q%ﬁ-}. (4) -

S uvdZenim ddsledkd, kteréd md piijeti jednd z hypotéz, Jje treba roz-
hodnout o volb& kritické hodnoty ty, (tou jsou dédny pravddpodobnoati chyb
prvého 1 druhého druhu). S rostoucim poltem namdfenych hodnot se rozd¥le-
ni f(tlHo) i f(tlHl) gufujf @ v limitd@ Nyoo rozhodneme o platnoeti Jedné

z hypotéz e libovolnd malym rizikem chyby.

Dd se ukdzat, Ze volba primEru (3) jako testovaci statistiky je v
tomto pfipadd optimélni - pfi zadaném £ je afla 1 -} tohoto testu maxi-
mdlnf{, (V pfipad® dvou Jednoduch¥ch hypotéz existuje nejeiln¥jii test;
obecny pledpls pro jeho vyhleddm! uddvd tzv. Neymanova-Pearsonocva véta),
MiZeme pouZit mnohe Jinych testd, ale Zddny z nich nebude lepS5f neZ ho-
fej81. Napfiklad lze testovat pofet hodnot x., kterd Jeou vétsi_ne! Mo

bude-11i mnohem w8t3{ ne2 /2, plati pravdépodobnd Hl' Z presného rozboru
tohoto testu zjistime, Ze pro dané of ddvd v&t31 f3 neZ test primiru
(vztah (4)).

PrestoZe bychom mohli v danéd situsoi testowaci velilinu t chdpat



f f f(tH,) obr. 39. Hustoty testo-
vaci statistiky
t pro dv& hypo-
tézy Ho a Hl'

o oy t
. Oplast prijeti "H, kritickG oblast

[l
T

Jako odhad stfedni hodnoty proménné x, je Jejf pouZiti v tomto piikladu
prdetatn® Jind. Vime pledem, 2e jesou pouze dvd moZnosti (znémé hodnopyéﬁ,
nobotul) a vysledkem mdfeni je rozhodnuti, kterou z nieh vybereme.

Testy dobrd shody

Teorle testd hypotéz Jje velml obsdhlou a propracovancu &dst{ matema-
tické statistiky., Ddle ae budeme zabfvat pouze Jjednim druhem testd: pro-
virkou danéd hypotézy H, vzhledem ke viem Jjimim moZnym hypotézédm (ne Ho)'

Takové srovnédni Ho a alternativy, jaké jsme pouZ2ili vySe, pak nemé emyel;

proti Ho stojf mno2ina hypotéz, v ni2 jsou i tekovéd, kterd vystihuji date

8 libovolnou piesnosti. Chyba druhého druhu je v tdto situacl nezndmd,
Pdjde tedy pouze o erovndni pfedpovddi plynoucich z Ho e nandlenymi daty

~ tzv, kriteria dobrd shody. Ve dvou nédsledujicich odstaveich jsou popsé-
ny dva z mnoha zndmych testd,

20, Pearsoniv test dobré shody

Pfedpoklddejme, Ze 2z N-tice naméfemnych hodnot XypeseyXy byl eestaven

histogram 8 k sloupky (bunkemi). V i-tém sloupku jsou hodnoty z intervalu
<Pi' li), Jjejich poZet oznefime n; 2tejmd plet{

k

ZE: n, = N. (1)

i=1

Polty "uddlosti” ng v bunkéech jsou ndhodné veliliny s binomickym rozdSle-
lenim (§ 7). Jesou urleny pravdépodobnoatmi Pi toho, 2e namBfend hodnota
padne do i-té buRky, neboli rozd&lenim mé&rené veliliny x:

py = P [xeca; )] = FU =R, 1o,k (2)
Zde je F(x) distribufnf funkce ndhodné prom¥nné x. Z hypotézy H , Ze se

x *14{ denym rozd&lenim, plyne krom& jindho i p¥edpovdd pravddpodobnosti
riznfch pod&td v bunkéch histogramu, Vhodmou testovacif velilinou pro srov-
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ndni shody pfedpovidi a pozorovdni je
2
k (n.—Npi)

THZTP%_. (3)

Hodnota T bude tim vdt31i, Zi{m vice se budou pozorowané polty n, 1li-
81t o0d ofekdvamych st¥ednich hodnot Npy. T Jeo oxlem néhodnd veliZina

(n1 jsou néhodnd promdnné)., Plati-li hypotéza By md ni‘binomicfd rozdile-
ni ese stifedni hodnotou NPy kterd se dd pro witsil Np; doble aproximovat
normdlnl hustotou (§ 7). Jednotlivé slitance v (3) nejesou nezédvislé, ng

splhuj{ podminku (1l). Dé se ale ukédzat, Ze veliina T je soultem k-1 kvad-
rdtd nezdvislych nédhodnych prom&nmych, z nichZ kaZdd méd pIibliZnd sten-
dardni normélni rozdZleni N(O,1). Rozd&leni T Je tedy pFibliiné Xe_s k-1
stupném volnosati. Aproximace.je tim lepdi, &im vEtB{ Jeou o&ekévané polty
Np;. Jako podminka pouZitelnosti se obvykle uvédI‘Npiy»Sf nebo alespon
mely polet (ne vice neZ 20%) intervall s Npy, * rozmezi 1 al 5,

Znalosti rozd&leni T wyuZijeme k testu hypotézy H, pomoct nésledujici
yvahy. Je-1i pozorovanéd hodnota T velkd, mohly nastat dwa plipady:

Ho plat{, velkd hodnota wy3la ndhodou;
Ho neplati, velkd hodnote vy8la proto, 2e rozdéleni dat Je Jind.

Rozhodneme se tedy, Ze Ho zamitneme, je-1li hodnota T dostatefnd mdlo prav-
dZpodobnéd. Ve statistice se uZivd ustdlendho zplsobu vyJjadfovdni této sou-
vislosti. Hypotézu H, zeamitéme na hladiné vyznamnosti o (nebo s rizikem

oA ), jestliZe wyilae hodnota T)Td, piilemZ pravddpodobnost tohoto vieled-
ku je of:
P(T2Ty) = 1-P(TCT,) = 1-F , (Ty) = o (4)
=1 _ _
Distribuéni funkce in umoZnuje najit k zadané pravddpodobnosti & kritie-
-1

kou hodnotu Tel . Podle rozddlenmf, kterym se I{d{ T, se tomuto testu PFiké
Peareonovo XQ - kriterium dobré shody.

Pfesné hodnota ¢l hladiny vyznemnosti ve statistickém testu neni zlej-
mé AdleZitd. Zachdzime ee nédhodnymi Jevy a ﬁozorujeme oblas i velmi mdlo
pravddpodobné vyeledky. Zkudenost viak ukezuje, Ze pravddpodobnosti of pod
~5% znamenaj{ silny podn&t k dwahém o tom, nemd-1i byt testovand hypoté~
za nahrazena ndjakou vhodné&jidi. .

Test pii odhadovanych parametrech rozd&lent

2atim jsme pledpoklddali, Ze teatované rozd¥leni nezdéviei ma Yddném
parametru urdovandm z nap&fenych dat, Pokud ze souboru zl,...,xN naméfe-

nych hodnot nejprve odhadujeme parametry § distribuini funkce F(x), nemd
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uZ proaménnd (3) rozdéleni:Xi_l. Dd se ukdzat, 2e odhad r-tice paremetrd .

dat sdruZenych do histogramu vede ke zmendeni po¥tu stupnd volnosti v 7(2:-
- rozdilen{ proménné T ne k-r-1 (ztrdcl se r stupnd volnosti). Je-1li odhe
zaloZen na vychozich detech bez adru!eni do bunék histogremu, Je rozd&le
nil proménné T nékde mezi Xk 1 @ Xk —p-1° Fokud je k dostatefnd velké proti

r, je rozdfl mezi ob¥ma krajnimi distribucemi waly a pleandjii znalost ro
délen{ T nen{ nutnd.

PE{klad pouzit{ X2- testu

UkdéZeme pouZiti Pearsonova testu ma pFfkladd det z obr, 3 - vysledkd
N=1000-krét opakovandhe mdfeni propustnosti infraervenfm epektrometrem.
Budeme testovat hypotézu H, tvrdici Je data Jjeou rozddlend normdlnd se

stledni hodmotou g,a dieperz{ 62, odbadnutymi metodou maximélni v&rohod-
nosti. Vyehdzi

A Az o)
M= 274, 6° = 4624 (6=e68),

pravdépodobnosati (2) dostereme s pomoef distribuini funkce (4.5) normélnf-
ho rozd&lenf e témito paremetry. Pozorovany a olekéveny polet uddlostf v
histogramu z obr, 3 je spolu e plispdvkem kaZddho sloupku do sumy (3) sa-
psén do nésledujici tabulky.

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
._;1 3 1 2 2 6 11 24 20 43 44
Npy 1,45 2.37 3.77 5.78 8.%8 12,3 17.1 23.0 29.8 137T.5
X2 1.67 0.79 0.8) 2.47 0.78 0.14 2,77 0,39 5.81 1.14
i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
ng a2 55 55 T2 72 13 69 75 63 50
Npy 45.5 53.5 60.7 66.7 70.9 72.8  72.4 69.6 64.7 58.1
X2 0.27 0,04 0.54 0.42 0,02 0,00 0.16 0,43 0,04 1,13
i 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
n; a6 31 27 36 18 23 14 10 3 10
Npg 50,5 42,5 34,5 27.2 20.7 15.2 10,8 7.43 4.94 13.18
X2 0.41 3,10 1.65 2,88 0,34 4,02 0,95 0.89 0.76 14,6

Hodnote T podle (3) je 49.4. Protofe jeme dvae parametry odhadovali, je roz-
d&leni ndhodné prom®nné T podle pfedchoziho vykladu ohranifenc distribuce-

2 2
mi X3g @ X37e
S pomoci tabulek v dodatku D1 mdZeme formulovet vysledek testu - hypotézu
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R, zapftéme & mrlym rizikem o{=0.01 (kritické hodnote Ty. ol je easl 49,6 pro

29 stupnd volnosti),

Podivéme-11 se pozorn¥ do holejdi tabulky, v3imneme al ndpadnd velkd-
ho pf{epdviku posledni buiky do T. Kdyby v mi bylo jen o nikolik udélostf
méné, tichbae mieto deseti jen p¥t, vydla by hodnota T zhruba 36; pak by hy-
potéza o normdlnim rozddleni byla zamitnuta Xe- testem na hladind v&ta{
nef 0.1 (viz D1), PFl takovém w¥sledku byvédme obvykle s hypotézou spokoje-
ni. Pravd&podobn® nejlepdi vyswltleni tdechto faktd Je takovd, 2Ze normélni
rogd¥leni skuteiné doble wystihuje registrovemd data, V prib&hu 1000-krét
opakovandho m3feni dodlo asl k rudivému zdeahu, pFi kterdém bylo nam&feno
n&kolik pr{1i5 velkych hodnot (typickd Jaou néhodné impulzy v elektrickd
sfti). V § 21 budeme testowat normeslitu jednéd menSi Edsti dat z obr., 3
(150 bodd) jinym teetem; vysledek - dobrd shoda s hypotézou - hofeji8f zd-
véry podporuje.

Volba bundk histogramu

PI'i edruZovédni pem&Penych dat do histogremu se ztréci %det informace
(0 rozd&leni hodnot uvnitl® Jjednotlivich bundk). To Je neZddouci jev, kte-
ry ovliviuje 1 kvelitu Pearsonove testu, P#{1i3 jemné d&lenf intervalu ve-
de zase k maldmu poltu uddloeti v bunkéch a XQ - test nelze pou2it. Zdklad-
ni previdlo pro optimdlnf volbu bundk Fikd, Ze pravd@podobnoeti (2) majf
byt stejné. Interval'(o,l) funkZnich hodnot distribu?ni funkce F(x) je tedy
tfeba rozd¥lit na k steJné velkych 4i-
14 a odelist odpovidajici argumenty
jako hranice sousednfich bun&k (obr. 40l
Optimdlnf volba poltu bundk k vychdzi
z poZadavku maximdlni mohutnosti kri-
teria @ jJe pom&rnt komplikovand [14) .
pi{ Spokoaine ee 8 konstatovénim, Ze opti-
médlni k roste s poftem dat N Jako sz,
a pro N2200 je doporutend hodnota
k2230, pro N=500 zhrube kzs43. Hleto-
grem obr. 3, ktery jome pouZili v
hofejdim piikladu, nebyl z hlediske
testu vybrdn eprdwné., Chtfli jsme viak
zachovat podobnost s hustotou pravdd-
Obr. 40. Volba bunZk histogramu se podobnosti a proto byly zvoleny etejné

stejnou pravd&podobnosti{, velikosti bundk.

Fix)

0 O ———
moM

x ¥
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21. Kolmogorovav test dobré shody

PFi vytvoleni histogramu z nem&fenych ddejd se &dst informace ztrédel,
proto je lep3f{ testovat hypotézu o rozdfleni dat bez sdruZovéal do bundk
{"t?fdnich intervald” we statistickd terminologii), Usp&3nd kriteria jsou
galoZena na sledovdni odchylek empirickd a hypotetickd distribudni funkee.
Empirickd distribudni funkce Sg(x) souboru XyveoosXy Je po &datech kon-

stantni se skokem vellkosti 1/N v kaZdé nam&fend hodnotd., Oznelime-1li
x(1),...,x(N) nemdfené¢ uddaje uspofddané podle velikosti od nejmendfho k
nejvétdimu, je

0 pro x<£x(1),
SN(I) x{ i/N pro xe< x{(i), x(i+l)), i=1,...,N-1, (1)
| pro x x(N).

Tuto empirickou distribuini funkel jsme uZ pouZili v § 11 pro kvalitetiv-
n{ srovnéni s hypotetickou distpidbu®ni funkel F(x).

Vhodnou mirou odli3nosti SH(x) a F(x) je maximum odchylky

Dy = mix SN(!)-F(I) . (2)

Hodnota Dy 8e celkem snadno spolte, protoZe maximum rozdilu SN(I)-F(X)
pastdvd v nikterém z nam&femych bodd x(1),...,x(N). D, je néhodnd prom¥nnd

kterd md za piledpokladu platnosti hypotézy o rozdéleni F(x) asymptotickou
dietribu&ni funkci

o0
F (z) = lin P[JrTD,pz] = 2 Z(-n’”l exp(~2r2z°). (3)
N-»00 r=l

Pribéh funkce FK(z) Je v obr, 41; obvykle se predpoklddd, Z2e prom&nnd
JFDH mé asymptotické rozd&leni (3) s dostateZnou plesnosti uZ pi¥i N2 80,

V Kolmogorovovd testu posuzujeme pogorovenou hodnotu J—D . Vyjde-li
leiE velkd, zamitneme hypotézu o rozdélenf dat podle F(x):

JVD, >z, , kde F(z) =1 -, (4)
zamitdme hypotézu na drovni o (s rizikemol), Kritické hodnoty jsou napt.

20.01= 1063. zo.'osz 1.36'- 20.13 1022 . (5)

Test normality rozdZleni dat z § 11 - mdleni &asu

UkéZome funkei testu v pPipadd det z obr., 24(§ 11). Maximélni odchyl-
ka mezi empirickou dietribulni funmkel a 2drkovan® nakreslenou hypotetickou
normélni distribuni funkel je Dyya~ 0.051); tesatovand hodnota 200 DZOO

= 0.725 padé podle obrdzku 41 do oblasti hodnot velmi prevdZpodobnych.
Hledina vyznamnosti pro zy = 0.725 je o= 1-F(zy) = 0.67, riziko pil
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Brpirické distribulni funkce prvmich 150-ti hednot ze souboru
det 2z infralerveného epektrometru (§ 2, obr. 3), plnd &dre.

Norméln{ distribuln{ funkce, Zdrkovand Zédra,



- 94 -

zamitnutl hypotézy daného normdlniho rozd&leni je pPfli3 velké, Plipomene
me Je5t&, 2e neni moZné uvaZovat tek, Ze shoda s hypotézou Jje tim lepaf, °
8i{m men3{ je testovand hodmota JrTDN. Jde 0 hodnotu nédhodné prom8nnd, kte-
réd podle obr. 41 padéd s velkou pravd&podobnosti do intervalu mezi 0.5 e
1.5; pravd&podobnoat wfsledku JFDN(O.ZE» Je praekticky nulovd (~3x.'l.0'3).

Test normality det ze spektromstru

Z tislce hodnot pousitgch v pPikladu X2 - testu v § 20 jeme vybrali
prvimich 150 a wypotetli maximdlnt odchylku empirické a hypotetickd distri-
budn{ funkce (obr. 42): Dygo * 0.0538. Riziko pii zamftnuti hypotdzy o

normdlnim rozd&leni je pro 2y ® V150 D15°- 0 659 zhruba o= 0.73, tedy ne-

pripuetnd velkd. Shodu v obr., 42 posuzujeme jakc velmi dobrou, pozornost
miZe vzbpudit odchylka v iatervalu hodmot 300-=350. Kolmogoroviv test PIi{kd,
Ze 0dchylky takové vellikostl nastdvaji &esto,
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Dodatk
{D1. X~ rozd8leni

V tabulce jsou hodnoty Xp, pro které Je pravddpodobnost
P(x{ xp)= sz(xp)f-' P, v zdvislosti na poZtu stupnd volnosti n
n

@ pravd&podobnosti P,

nF% 0.050 0.100 ©0.200 0.500 0.683 0,900 0.954 0.980 0.990

0.004 0.016 0.064 0.455 1,001 2,705 3.981 S5.411 6.632
0.103 0.211 0,446 1,386 2.298 4,605 6,158 7.824 9.210
0.352 0,584 1,005 2,366 3.529 6.251 8,000 9.837 11,34
0.711 1,064 1.649 3.357 4.722 7,779 9.689 11.67 13.28
1,145 1.610 2,343 4.351 5,891 9,236 11.29 13.39 15,09
1.635 2.204 3.070 S5.349 7.042 10.64 12.82 15.03 16.81
2,167 2.833 3.822 6.346 8.180 12,02 14.31 16.62 18.48
2.733 3.490 4.594 7.344 9,308 13.36 15.76 18.17 20.09
3.325 4.168 5.380 8,343 10,43 14.68 17.18 19.68 21.67
10 3.940 4.865 6.179 9.342 11,54 15,99 18,58 21.16 23,21
11| 4.575 5.576 6.969 10,34 12.65 17.28 19.95 22.62 24.72
121 5.226 6.304 7.807 11.34 13,75 18.55 21.31 24.05 26.22
13| 5.892 7.042 8.634 12.34 14,85 19.81 22.66 25.47 27.69
14| 6,571 7,790 9,467 13.34 15.94 21.06 23.99 26.87 29.14
15| 7.261 8.547 10,31 14.34 17,03 22.31 25.30 28.26 30.58
16| 7.962 9,312 11,15 15.34 18.12 23.54 26.61 29,63 232.00
17| 8.672 10.09 12.00 16.34 19.20 24.77 27.91 31.00 233.41
18| 9.390 10.86 12.86 17.34 20.29 25,99 29,20 32.35 34.81
19| 10,12 11.65 13.72 18.34 21.36 27.20 30.48 233.69 236.19
20| 10.85 12.44 14.58 19.34 22,44 28,41 31.75 35.02 37,57
21| 11.59 13,24 15.44 20.34 23.52 29.62 33.02 36,34 38,93
22| 12.34 14.04 16.31 21.34 24.59 30.81 34,28 37.66 40,29
23| 13.09 14.85 17,19 22.34 25,66 32.01 35.53 38,97 41,64
24| 13.85 15.66 18.06 23,34 26.73 33.20 36.78 40.27 42.98
25| 14.6) 16.47 16.94 24.34 27.80 34.38 38.03 41,57 44,31
26| 15.38 17.29 19.82 25.34 28.87 35.56 39.26 42.86 45,64
27| 16.15 18.11 20.70 26,34 29.94 36,74 40,50 44,14 46,96
28] 16.93 1B.94 21.59 27.34 31.00 37.92 41,73 45.42 46,28
29] 17.71 19.77 22.48 28.34 32.07 39.09 42,95 46.69 49.59
16. 49 29,234

ND @~ 0NN W N

32| 20.07 22.27 25.15 31.34 35.25 42,58 46,60 50.49 53.49
33| 20.87 23.11 26.04 32,34 36.31 43,75 47.81 51,74 54,78
34| 21.66 23,95 26,94 33,34 37,37 44,90 49,02 53.00 56.06
35| 22.47 24.80 27.84 34,34 38.43 46.06 50.23 54.24 57.34
36! 23.27 25.64 268.73 35,34 139,48 47.21 51.43 S55.49 58.62
37| 24.07 26.49 29.64 36.34 40,54 48,36 52.63 56.73 59.89
38| 24.88 27.34 30.54 37.34 41.60 49,51 53.82 57,97 é61.16
39| 25.70 28.20 31.44 38.34 42,65 S0.66 55,02 59.20 62.43

52,95

42| 28.14 30,77 34.16 41.34 45.81 54,09 58.58 62.89 66,21
43| 28.96 231.63 35.07 42,34 46.86 55.23 59,76 64.12 67.46
34| 29.79 32.49 35.97 43.34 47.91 56,37 60.95 65.34 68,71
45| 30.61 33.35 36.88 44,34 48.96 57,51 62.13 66.56 69,96
46| 31.44 34,22 37.80 45,34 50.02 58,64 63.30 67.77 71.20
47| 32.27 35.08 38.71 46.34 51,06 59.77 64.48 68,99 72,44
48| 33,10 35.95 39.62 47,34 S2.11 60,91 65.65 70.20 73.68
49| 33.93 36.82 40.53 48,33 S53.16 62,04 66.82 71.41 74.92
50| 34.76 37.69 41.45 49.33 S54,:i 63.17 67.99 72.61 76.15




D2. Studentovo rozdéleni

V tabulce jsou hodnoty tp, pro které je pravd@podobnost
P(lt| < tp)= Fn(tP)'Fh('tP)= P, v 2dvislosti ne poZtu stupfid volnoeti'n
a prevdé&podobnostl P,

=2

P b OO D o U L W RS

e

: 0,050 0.100 0,200 0,500 0,683 0.%0 0.954 0,980 0,990

| 0.064

0,063 0,127 0.257 .0,687 1.026 1:725 2,128 2,528 2,845

0.079 0,158 0.325 1.000 1.839 6,314 13.82 31.82 63.66
6.071 0,142 0,209 0.816 1.322 2,920 4.500 6,965 9.925
0.068 0,137 0.277 0,765 1.198 2,353 3.292 4.541 5,841
0.067 0.134 0.27) 0,741 1,142 2,132 2,858 3.747 4.604
0.666 0,132 0.267 0,727 1,111 2,015 2.640 3.365 4,032
0,065 0,131 0.265 0.716 1,091 1,943 2,508 3.143 '3,707
9.065 0.13¢ 0,263 0.711 1,077 1,895 2,421 2.998 3,499
0.065 0,130 0.262 0.706 1,067 1.860 2.359 2.896 3,355
0,064 0.129 0¢.261 0.703 1,059 1.833 2,313 2.821 3.250
0.129 0.260 0.700 1.053 1,8i2 2,277 2,764 3,16

0.064 .129 . .69 1.048 1.796 2,249 2,718 3.106
0.064 0.128 0.259 0,695 1,044 1.782 2,225 2,681 3,055
0.064 0.120 0.259 0.694 1.041 1.771 2,206 2.650 3.012
0,064 0.128 0,258 0,692 1,038 1,761 2,189 2,624 2,977
0.064 0.120 0,258 0,691 1.035 1,753 2,175 2.602 2,947
¢.064 0,128 0,258 0,690 1,033 1.746 2,163 2,583 2,921
0.064 0.128 0.257 0.689 1,031 1,740 2,153 2.567 2,898
6.064 0.127 0.257 0.688 1.029 1,734 2,143 2,552 2,878
0.064 0.127 0.257 0.688 1,028 1,729 2,135 2,539 2,861

0.063 0,127 0.257 0.686 1,025 1,721 2,121 2,518 2,831
0.063 0,127 0.256¢ 0.666 1,024 1.717 2,115 2,508 2,819
0.063 0,127 0.256 0.685 1,023 1.714 2.109 2,500 2,807
¢.063 0,127 0,256 0,685 1,022 1,711 2,104 2,492 2.797
0.063 0,127 0,256 0.684 1,021 1.708 2,100 2.485 2.787
0.063 0,127 0.256 0.684 1,020 1,706 2,096 2.479 2,779
0,063 0,127 0.256 0.684 1.020 1.703 2,092 2.473 2,771
0.063 0.127 0.256 '0.683 1,019 1,701 2,088 2,467 2,763
0.063 0.127? 0,256 0.683 1,018 1.699 2,085 2.462 %.;gg,

0,063 0,126 0,255 0,681 1.013 1,684
0,063 0,126 0,255 0.681 1,013 1.683 2,058 2.421 2.701

0,063 0,127 0.256_0.683 1,018 1.697 2.082 2,457
0.063 0,127 0.256 0,682 1,017 1.696 2.079 2,453 2,743
0,063 0,127 0,255 0,662 1,017 1,694 2.076 2.449 2,738
0,063 0.127 0.255 0.682 1,016 1,692 2.074 2.445 2,733
0.063 0,127 0,255 0.682 1.016 1.691 2.071 2,441 2,728
0,063 0,127 0.255 0.682 1,015 1.690 2.069 2.430 2,724
0.063 0.127 0,255 0,661 1.015 1,688 2,067 2.43¢ 2.719
0.063 0,127 0.255 0.68L 1,014 1.687 2,065 2,431 2,715
0.063 0,127 0,255 0.681 1.014 1,686 2,063 2,429 2,712
0.063 0,126 0,255 0.681 1,014 1.685 2.061 2,426 2,708
2,059 2,423 2,704

0,063 0,126 0,255 0.680 1,013 1.682 2.056 2.418 2.698
0.063 0,126 0.255 0.680 1,012 1,681 2,055 2.416 2,695
0.063 0,126 0,255 0.680 1,012 1,680 2.053 2.414 2,692
0.063 0,126 0.255 0.680 1,012 1.679 2,052 2.412 2,690
0.063 0,126 0,255 0.680 1.012 1,679 2.051 2,410 2,687
0.063 0,126 0.255 0.680 1.011 1,678 2.050 2,408 2.685
0,063 0,126 0,255 0.680 1,011 -1.677 2.049% 2.407 2.682
0,063 0,126 0.255 0.680 1,011 1,677 2,047 2.405 2,680
0.063 0.126 0,255 0,679 1,011 1.676 2,046 2.403 2,678
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Di., - rozdélaeni

V tabulce jsou hodnoty Xxp, pro kterd je pravd&podobnost

P(x<xp)=

a pravdépodobnosti P.

Fg,o! (Xp)= P, v zdvisloeti na poltech stupid volnosti m, m’

m= 2

0.990

0.052 0,108 0,233 0.799
0.052 0,106 0.228 0.743
0.051 0.106 0,226 0,726
0.051 0,106 0,226 0,718
0.051 0,106 0.225 0.713
0.051 0.106 0.225 0.709
0.051 0,106 0.225 0.707
0,106 0,224 0,70

0,106 0,224 0,703
0.106 0.224 0,701
0,106 0.224 0,700
0.051 0,105 0,224 0,699
0,051 0.105 0.224 0,699
0.051 0.105 0.224 0,698

0.051
0,031
0.051

m B 0.050 0.100 0.200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980

1.458 3.780 6.067
1,292 2,924 4{.256
1,242 2.695 3,807
1.217 2.589 13.606
1,203 2,528 3,492
1,194 2,489 ).418
1,187 2.461 3,367
1,182 2,440 3,329
1,176 2.412 13,277
1,171 2.393 3.24)
1,168 2.380 3.219
l.166 2.370 3,201
l.164 2,363 3,187
1,162 2.356 3,176

9,454
5.934
5.135
4,788
4,593

13.27
7.559
6,359
5.849
5.568
4.470 5.390
4.384 5.268
4,321 5.179
4.235 5.057
4.179 4.977
4.139 4.922
4.110 4.0881
4,087 4.849
4,069 4,824

m= 3

Po,0os0 0.100 0.200 0,500 0.683 0.500 0.954

0.980 0,990

0.11 0,188 0,337 0,907
0.114 0.191 0,336 0,845
0.115 0,192 0.335 0.826

1,523 3.619 5.659
1.337 2.7286 3.835
1.281 2.490 3.2388

B.669 12.06
5.218 6.551
4.447 5.41¢

0,115 0.193
0,116 0.193

0.335 0,816 1.254 2.360
0.335 0,811 1.238 2.317

3.187 4.113 4.937
3.074 3.927 4.675

0.1ll¢ 0.193 0.335 0.807
0.116 0,194 0,335 0,804
0 94 0

0.117 0.194 0,335 0.6000
6,117 0,194
0.117 0,194
0.117 0.194
0.117 0.194
0.117 0.194

0.335 0.796

0.335 0.795
0.335 0.794

1,227 2.276 3.001
1,220

1.207 2.197 2,862
1.198 2,164 2,804

1.193 2,146 2,773
1,191 2,139 2,762

2,247 2.950°

J.809 4.509
3,727 4,395

3.585 4.199

0.335 0.798 1.201 2,177 2.828 3,532 4.125

3.494 4.0%4

0.335 0.795 1.195 2,153 2,787 3,466 4.036

3.445 4,006
J.428 3,983

m= 4

P 0.050 0.100

0.200 0,500

0.683 0.900 0.954

0.960 0,990

0.160 0,247 0.404 0.965
0.168 0.255 0,407 0.899
0.171 0,258 0.408 0,878
0.172 0.260 0.409 0.868
0.173 0.261 0.410 0.862
0.174 0.262 0.410 0.8580

10.175 0.262 0,410 0.856

263 0,410 0,854
0.263 0.41l1] 0.851
0.264 0,411 0.849
0.264 0,411 0.847
0.264 0.411 0.846
0.265 0,411 0.846
0.265 0.411 0,845

0,17

0.175
0.176
0.176
0.176
0.176
0.177

3,520 5.426
1.353 2,605 3.591
1.293 2,361 3.143
1.264 2,249 2,942
1,247 2.184 2.825
1.235 2,142 2.756
1,227 2,113 2.706
1,221 2,0 668
1.213 2,061 2,617
1,208 2.041 2,582
1.204 2.027 2,560
1.201 2.016 2,542
1,199 2.008 2.328
1.197 2,002 2,517

1,552

8.233 11.39
4,816 5.994
4,058 4.6893
3.731 4,431
3.549 4,177
3.434 4,018
3.354 3.908
3,295 3,828
3.215 3.720
3.163 3,649
3.127 3,600
3.100 3.563
3.079 3,535
3.062 3.513
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m= 5

&
J

0,050 0,100

0,200

0,500 0,683

0.900 0,954 0,980

0.990

m

0,198
0,211
0.217
0.219
0.221
0.222
0.223
0,224

0.290
0.303
0.309
0.312
0.314
0.315
0.316

0,317

0.449
0.456
0.460
0.462
0.463
0.464
0.464
0,465

1,000 1.567
0.932 1,359
0,911 1,296
0.900 1.266
0.894 1,240
0.890 1,236
0.887 1,228
Q0,885 1.221

0.318
0.31e
0.319
0,319
0.320
0.320

0.225
0.226
0.226
0,227
0.227
0,227

0.466
0.466
0.466
0.467
0.467
0.467

0.882 1,213
0.880 1,207
0.879 1.203
0.878 1.200
0.877 1,197
0.876 1.195:

3,453 5.273 7.9513
2,522 3.429 4,555
2,273 2.980 3.805
2,158 2.779 3.482
2,092 2,665 3,302
2,049 2,592 3,188
2,019 2,541 3,109
1,997 2,504 3.0

1.966 2,452 2,972
1.946 2,419 2,921
1.931 2,395 2.885
1.921 2,377 2.858
1.912 2,364 2,837
1,906 2,353 2,821

10.97
5.636
4,556
4.103
3.855
3.699
3,592
3,514
3,408
3.339
3.291
3,255
3,228
3,206

m= 6

R o.050

0,100

0.200

0.500 0.683

0,900 0,954 0.960

g

0.999

ml

-10.261

0.228
0,246
0.254
0.258

0,322
0.340
0.348
0.353
0.355
0.263 0.357
0.264 0,359
0,265 0,360
0,266 0,361
0.267 0.362
0.268 0.363
0.269 0.363
0.269 0.364
0.269 0,364

0.432
0.493
0.498
0.501
0.503
0.504
0.505
0,506
0.507
0.508
0.508
0.509
0.509
0.509

1.024
0.954
0,933
0.922
0.916 1.246
0,912 1.234
0,909 1,225
.907 21
0.903 1.210
0.901 1.204
0.900 1.199
0.899 1.196
0.898 1.194
0.897 1.192

1.576
1,362
1.297
1.265

3.405 5.166 7.758
2.461 3.314 4.371
2,208 2.863 3.626
2,091 2.661 3.304
2,024 2.547 3.126
1.980 2.474 13,012
1.950 2.423 2,934

927 2,385 2,877

10.67
5,186
4,318
3.871
3.627
3.473
3.368
3,291 |

1.895 2,333 2,798
1.875 2,299 2,747
1.860 2,275 2.711
1.849 2,257 2,685
1.841 2,244 2.664
1.834 2,233 2.648

J.186
3,119
3.0
3,036
3,009
2,908

0.100

0.200

0.500 0,68

0,900 0,954 0.980

0,990

0.347
0.370
0.380
0.385
0.389
0.391

0.293
0,394

0.507
0.521
0.528
0.532
0.535
0,536
0.538
0.539

1,583
1,363
1,296
1.263
1,244
1,231

1.041
0.97)
0.949
0.938
0,931
0.927

3.368 5,086 7.614
2,414 3.228 4,235
2.158 2.775 3.492
2.040 2.572 3.171
1.971 2,457 2.99)
1.927 2,384 2.880

0.924
0,922

1,222 1.89 2,332
1.215 1.873 2.294

2,802
2.745

10.46
5.200
4,142
3,699
3.457
3.304
3.200
3,124

0.396
0.39e0
0.399
0.39%
0.400
0.400

0.540
0.541
0.542
0.542
0.543
0.543

0.919
0.917
0.915
0.914
0.913
0,913

1.206 1.840 2,242
1,200 1,819 2,208
1.195 1.804 2.184
1.192 1.793 2.166
1,189 1,785 2.152
1.187 1.778 2.141

2.667
2.616
2.580
2.553
2,533
2.517

3.020
2.953
2,906
2,871
2,845
2,823
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m= 8

P 0.050 .0,100 0,200 0,500 0,683 0,900 0.954 0.980 0.990

5|0.271 0,367 0.526 1.055 1,587 3.339 5,025 7.503 10.29
10 10,299 0.394 0.544 0,983 1,363 2,377 3.161 4.129 5.057
15 10,311 0.406 ¢€.552 0.960 1.295 2,119 2,706 3.387 4.004
20 10,317 0.412 0.557 0.950 1,261 1.999 2,502 3,067 -3.564
25 (0,322 0.417 0.560 0,943 1,241 1,929 2,387 2.890 3,324
30 [0.325 0.420 0.562 0,939 1,228 1.884 2,312 2.777 3.173
35 |0.327 0.422 0.564 0,936 1,219 1.852 2.260 2.699 3.069
40 10,329 0,423 0,565 0,934 1,212 1,829 2.222 2.641 2.993
50 10,331 0.426 0.567 0,930 1,202 1.796 2,170 2.563 2.890
60 | 0,333 0.428 0.568 0,928 1,196 1.775 2,135 2.512 2.823
70 10,334 0.429 0.56% 0,927 1,191 1.760 2,111 2,476 2,777
80 [0.335 0.430 0,569 0,926 1.188 1.748 2,093 2,450 2,742
90 10.336 0,430 0.570 0.925 1,185 1,739 2,079 2.429 2,715

100 {0,336 0,431 0,570 0.924 1,183 1,732 2,068 2,413 2,694

me 9

P.0.05 0,100 0,200 0.500 0.683 0.900 0.954 0.980 0,990

5 10.287 0.383 0.542 1,065 1.590 3,216 4.976 7.415 10.16
10 |0.319 0,414 0,562 0,992 1.363 2,347 3,107 4.0494 4,942
15 |0.333 0.427 0.572 0.970 1,293 2,086 2,650 3,303 3.895
20 |0.341 0,435 0.577 G.959 1,259 1,965 2.445 2.964 13,457
25 |0.346 0,440 0,581 0.952 1,239 1,895 2,329 2.806 3,217
30 |0,.349 0.444 0,583 0,948 1,225 1.849 2,254 2,693 3.067
35 |0.352 0.446 0,585 0,945 1l.216 1.817 2,202 2,615 2,962
40 |0,3 0,448 0 7
50 {0,357 0.451 0.589 0.940 1,198 1,760 2,111 2.479 2,785
60 {0,359 0.453 0,590 0.937 1,192 1,738 2,076 2.428 2,718
70 |0.360 0.454 0,591 0,936 1.187 1,723 2,051 2,392 2,672
a0 10,361 0,455 0,592 0,935 1,183 1,711 2,033 2,366 2,637
30 |0.362 0.456 0,593 0,934 1,181 1,702 2,019 2,345 2,611

100 {0,363 0.457 0,593 0,933 1,178 1,695 2,008 2,329 2,590

m=10
Ro0.05 0.100 0.200 0.500 0.683 0,900 0.954 0.980 0.990

5 {0,301 0.397 0.555 11,073 1,592 3.297 4.936 7.344 10.05
10 (0,336 0.431 0,578 1,000 1,363 2,323 3,062 3,975 4.849
1S |0.351 0.446 0.588 0.977 1,291 2.05%9 2.604 3.235 3.805
20 |0.360 0.454 0.594 0.966 1,257 1,937 2,398 2,915 3,368
25 |0.366 0.460 0.599 0,960 1,236 1,866 2,281 2,737 3.129
30 |0.370 0.464 0,601 0,955 1,222 1,819 2,206 2.624 2.979
35 |0.373 0.467 0.603 0,952 1,212 .1,787 2,154 2.546 2.876
40 (0,376 0,469 0,805 0O 0 20 6
50 [0.379 0,472 0,607 0,947 1,195 1.729 2,061 2.410 2.698
60 |0.382 0.475 0.609 0,945 1,188 1.707 2.026 2.359 2.632
70 0,383 0.476 0,610 0,943 1.183 1,691 2,002 2,323 2,585
50 (0,385 0.477 0.6l1 0,942 1,180 1.680 1,983 2,296 2.551
90 }0.386 0.478 0.612 0.941 1,177 1.670 1.969 2,275 2.524

100 {0,386 0,479 0,613 0.940 :2.174 1.663 1,958 2,259 2.503




C.i00 9,200 0,500 0.663 0.900 0,954

0.980 0.990

19
L5
20
25
0
35
40
33
6v
70
30
90
100

0. 426

0.418 0,575
0.457 0,601
0.475 0.614
0.486 0.622 0.977
0,492 0.627 0,971
0.497 0.8630 0.966
0.501 0,633 0.963
c.503 0.635 0,961
0.508 0.638 0.953
0.510 0.640 0,956
0,512 0,641 0,954
0.5l 0,642 0,953
0.515 0,643 0,952
0.516 0.644 0,951

1.085
1,012

1.596 3,268
1,361 2,284

0.989 1,288 2.017 2,532

1,253
1,231
1.217
1,207
1,198
1.189
1.1§1
1.176 1,641
1.173 1.629
1,170 1.620
1.167 11.612

1.892
1,820
1,773
1,739
1,715
1.630
1,657

4.674
2,994

7.235
3,868
3.128
2.808
2.629
2.516
2.437
2.039 2.380  2.665
1.964 2.301 2.562
1.948 2.249 2.496
1.923 2.213 2.450
1,904 2.186 2.415
1.S90 2.165 2,389
1.679 2.149 2,368

9.988
4.7C6
3.666
3,231
2,993
2.843
2.740

2,325
2,207
2,130
2.077

m=l6

R 0.050

6.100 0,200 0,500

0.663 0,900

0.954 0,950 0.990

m

s
1c
L3
20
23
3¢
33
40
59
6C
10

0.351
0.401
0.425
9,439
0. 449
0.456
0.461
0,465

0.471 0.558 0,679 0,972 1.178

0.446 0,600 1.101
0.493 0.633 1.026
0.515 0,649 1,003
0.529 0,658 0.992
0.538 0,665 0.985
0.544 0,669 0.980
0.549 0,673 0,977

0,552 0,675 0,97

1.599 3.230
1.359 2.233
1,283 1.%61
1.246 1.833
1.223 1,758
1.208 1,709
1.198 1.674

90 64
1.613

4,795 7,095 9.680
2.904 3,730 4,520
2,438 2,988 3,485
2,227 2.666 3,051
2,107 2,487 2,813
2.029 2,372 2.663
1.974 2,293 2,560

934 234 2,484
1.878 2.154 2.382

0.475 0,561

0.682 0,969 1.171

1.589

1,942

2.102 2.115

0.478 0.564 0.684
0.480 0.56% 0,685
0.482 0.568 0,687
0.483 0.569 0.688

0.968 1.165 11l.572
0,967 1.161 1.559
0,966 1.158 1.550
0.965 1,156 1.542

1.816 2,065 2.268
1.796 2,038 2.23)
1.781 2,017 2,206
1.769 2.000 2.185

NP
mtN

0,050 0,100 0,200

0.500 0,683 0.900

0.954 0.980 0,990

0.369 0.463 0,617
0,426 0.516 0.653
0.454 0.542 0,671
0.471 0.557 0.682
0.482 0.568 0.690
0,490 0,575 0.695
0.497 0.581 0.699

502 102
0,509 0.592 0,707
0.514 0.596 0,710
0.518 0,600 0.713
6.520 0,602
0.523 0.604
0.525 0.606

0.716
0.717

1.601 3.207
1,035 1,357 2.201
1.011 1,279 1.924
1,000 1.241 1.794
0.993 1,218 1,718
0.989%9 1,202 1.667
0.986 1,191 1,632
0,9 1,183 05
0.980 1,171 1.568
0.978 1.163 '1.543
0.976 1,157 1.526

1,111

0.715 0.975 1,153 1.513 1.725

1.747 1.009 9.553
2,847 3.644 4.405
2,378 2.900 3,372
2.164 2.577 2.930
2,042 2,396 2.699
1.963 2.2801 2.549
1.908 2,200 2.445
867 2,14 36
1.810 2,060 2.26%5
1.772 2.007 2,198
1.745 1.969 2.150
1.941 2,115

0.974
0.973

1.503 1,710
1.494 1.690

1.149
1.147

1.920 2,089
1.902 2,067
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