Domaci tkoly z Matematiky 2

Ukol &.1
1) Naleznéte ¢islo a tak, aby soubor vektoru [(3,3,a,—1),(0,1,1,-1),(5,-3,4,1),(2,2,1,0)] byl a) linedrné

zavisly, b) linedrné nezdvisly.

2) Vbézie; = (0,4,0),ex = (—2,0,0),e3 = (1,1, 1) je vektor reprezentovan soufadnicemi a = (5, 1, 3). Naleznéte
soutradnice tohoto vektoru v bézi e; = (1,—1,0),es = (0,2,1),e3 = (1,1,—1).

Ukol &.2

1) V prostoru polynomu stupné nejvyse 6 (P[6]) nad R jsou dva podprostory:
Ly =[x+ 1,22 + 1,22 — 227
Ly =[1,2% + z,23].
Naleznéte dimenzi L1, Lo, Ly + Lo, L1 N Lo. Naleznéte téz generatory Ly + Lo, L1 N Lo.

2) V prostoru P[3] nad R zvolte vektorové podprostory L; a Lo tak, aby
a) dimL; =2, dim Ly = 2, dim(L; + L2) = 3, najdéte L1 N Ly a jeho dimenzi;
b) dim L; =1, dim Ly = 3, dim(L; + L2) = 3, najdéte L; N Ly a jeho dimenzi;
¢) dim Ly = 3, dim Ly = 0, najdéte Ly + Lo a Ly N Ly a jejich dimenze;
d) dim Ly =2, dim(L; N L) = 1, najdéte Ly + Ly a jeho dimenzi;
e) dim Ly +dim Ls =4, dim L; — dim Ly = 1, najdéte Ly + Lo a L1 N Ly a jejich dimenze.

Déle najdéte doplitky podprostoru Ly, Lo, L1 + Loy a Ly N Ly do P[3]. (Je tfeba vypocitat alespon dvé ilohy
7z ¢asti a) az e).)

Ukol &.3
1) Mé&jme vektorovy prostor R® nad R. V ném jsou dvé baze: (e, ez, e3) a (f1, f2, f3). Je zndmo, ze matice
1 5 2
prechodu od bdze (e1,es,e3) k bézi (fi, fa, f3) je S = 1 1 7 |. Naleznéte slozky vektoru béze
0 -3 4

f1, fa, f5, vite-li, ze e; = (0,0,1), es = (1,0,1), e3 = (—1,1,0).
(Pozn.: Uvédomte si, s ¢fm souvisi pojem matice pfechodu, tzn. zda se vztahuje k transformaci bazovych
prvku ¢i k transformaci slozek vektoru vyjadreného v piislusnych bdzich.)

2) Necht V,, je vektorovy prostor dimenze n. Necht (e, ..., e,) je bdze ve V,,. Ukagte, Ze mnozina V,, x V,, je té7
vektorovy pI‘OStOI‘ s bazi (617 61)3 (617 62)3 cee (617 en)7 (627 61)3 (627 62)3 ceey (627 Sn), ceey (ena 61)7 (€n7 62)7 ceey (ena en)v
tj. mnozina vSech ,,usporddanych“ dvojic bazovych vektoru tvoii bdzi prostoru V,, x V,,, a to s operaci s¢itdni
vektoru a ndsobeni vektort skaldrem (u+v,w) = (u, w)+ (v, w), (u,v+w) = (u,v)+ (u, w), (au,v) = a(u,v),

(u, Bv) = B(u,v). Jakou dimenzi ma V,, x V,,? Déle si vyberte néjaky Va, zvolte v ném bdzi a naleznéte bézi
Vo x Va. Déle naleznéte reprezentaci vami zvoleného vektoru (u,v) z Vo x Va. Déle zvolte ve Va jinou bazi
a naleznéte matici prechodu od puvodni k nové. Jaké budou slozky vektoru (u,v) v nové bazi? Jak byste
zapsali obecné tuto transformaci?

(Pozn.: Dvojice (e;, e;) se téz zapisuje jako e; ® e;.)

Ukol &.4
1) a) Uvedte piiklad linedrniho zobrazeni Matgz,»(C) — C. Dokaite, Ze je linedrni. (Mats/>(C) je mnozina
matic fddu 3 x 2 nad C.)
b) Naleznéte néjakou matici reprezentujici zobrazeni ¢ : R* — R? takovou, aby Kerp mélo dimenzi 2 a
aby jednim z generdtoru jadra byl vektor (1,—2,0,1).
2) a) Najdéte jadro a obraz zobrazenf ¢ : P[3] — R? (P[3] je nad R) takového, ze ¢(p(z)) = (p(—1),p(0), p(1)).

b) Jaké je jadro a obraz zobrazeni ¢ : P[k] — P[k] takového, ze ¥(p(z)) = z[p(x)]"” — [p(x)]’, p(z) € P[k]
nad R? Diskutujte pro piipady k =0, k =1, k =2, k > 3. Pro kterd k je toto zobrazeni nulové?



Ukol &.5

1) Méjme transformaci souradnic dénu vztahem a2’ = x, y = 1(z+y). Jak bude vypadat obraz &tverce (v (z,y))
o délce hrany 1 pii této transformaci? Zmeéni se néjak jeho obsah? Zméni se néjak jeho obvod? Pokud ano,
zkuste upravit transformacni vztah na 2’ = z, ¥’ = §(z +y), tj. najit cislo a tak, aby a) obsah ¢tverce zistal
zachovdn, b) obvod étverce zustal zachovén.

2) Naleznéte obraz kruznice o poloméru r = 3 se stfedem v bodé (3; 3) v Zukovského transformaci dané vztahem
z— % (24 1) (2 je komplexni &fslo). Nacrtnéte obrazek.

Ukol &. 6
1) Naleznéte ¢islo « tak, aby plocha vysrafovaného itvaru byla rovna 1.

L\ \ y=15x

2

0 X

2) Anuloid (,kobliha“) je parametricky popsén takto:

x(r, ¢, @) = (I + rcos @) cosp
y(r,p,¢) = (I +7cos g)sing
z(r, p, ¢) = rsin g,
kde r € [0, R], ¢ € [0,27), ¢ € [0,27). Naleznéte a) rovnice souradnicovych kiivek, b) jakobidn transformace

od kartézskych soufadnic k témto soufadnicim, ¢) jakobidn inverzni transformace, d) objem anuloidu, e)
moment setrvacnosti kolem ose symetrie (anuloid je homogenni).

Ukol &.7

1) Necht Ly, Ly, L3 € R*nad R jsou vektorové podprostory, Ly = [(1,1,0,2),(1,0,0,1)], Ly = [(—1,2,1,1),(=1,1,1,0)],
L3 =1(0,1,1,2),(—1,1,1,0)] (vyjddiené ve standardni bazi). Naleznéte ((L; N Ly) + L3 )*. (K* znaéf orto-
gonalni doplnéek ke K.)

1 1
2) Kazdou ¢tvercovou komlexn{ matici A lze zapsat ve tvaru A = 3 (A+ (AT + B (A—(A9T). Ay je
AH AaH
hermitovskd ¢ast matice A a A,y je jeji antihermiteovskd ¢ast. Naleznéte hermiteovskou ¢ast matice G =
2 1
0 «a 1 |].Dale zjistéte, jaké musi byt ¢islo a tak, aby tato matice reprezentovala skalarni soucin. Pak
-1 1 1

si zvolte jedno takové « a naleznéte ortogonalni doplnék prostoru [(1,0,0), (0, 1,0)] vyjddieného v bazi, v niz
je matice skaldarniho sou¢inu pravé Gy .

Ukol &.8
1) Pomoci Gramm-Schmidtova ortogonalizaéniho procesu ortogonalizujte a pak normujte bazi 1 + x,z,2 + 22
2 1 0
v P[2] nad R s matici skaldrniho sou¢inu G=1| 1 2 0
0 0 1

2) Naleznéte vlastni ¢isla a vlastn{ vektory matice G z ¢dsti 1). Zjistéte, zda tato matice se podobnd néjaké
diagondlni matici. Pokud ano, tak ji najdéte spolu s rozkladem G = S™!GpS. Naleznéte pifklad matice,
kterd neni podobné zadné diagondlni matici.



Ukol &.9

1) Vyfeste pocdtecni tilohu:

2) Vyfeste diferencidln{ rovnici:

Ukol &.10

1) Reste diferencidlni rovnici:

y' — 4wy
(2 + 1)e22? =1 (0 =0
2) Reste diferencialni rovnici:
4
y = z + x\/y.

Ukol &.11

1) Naleznéte feseni rovnice:
y"(z) +y(z) = tan .

2) Naleznéte funkei splitujici diferencidlni rovnici s okrajovymi podminkami:

r(x) 4+ 1’ (z) — 6r(x) = e +xe” 2, 7(0)=1,7'(0) = 1.



