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(iv) kvadraticky integrovatelnd, tJj. mus{ existovat (konvergovat) norme-
lizadni integril 2 '
2
JW! dt
-~ ol

Vyjma poZadavek spojitosti prvnich dérivaci, ktery se ozfejm{ v kap.III,
Jsou dldvody pro zbyvajlfci poZadavky nasnad®: nespojitd funkce (obr.lla)
by v bod® nespojitosti ddvala nejednoznalnou pravd¥podobnost vyskytu
Zd4stice; totéZ by (1 kdyZ z jiného divodu) ddvala funkce mnohozna®nd
(obr,11b); funkce, kterd by pro n&jaké x, 8la do nekonalna (obr.llc), by
dévala v tomto bod¥& nekone&né& velkou hustotu pravd&podobnosti vyskytu
ldstice; moZnost normalizovat vlinovou funkci, vyplyvajic{ z poZadavku (iv),
Je nezbytnym predpokladem pro zavedeni pravdépodobnostni interpretace.

by (a) J¢ (b) ¢ ! )

:

X X, X - X, X

~ )
Obr. 11. Schematické zndzornéni funkce q)(x) : (8) nespojité v bod& x_ ,
(b) viceznadné (mé vice vétvi; k Jjednomu x méme vice funk&nich hodnot),
(e) jdoueci pro X=X, do oo (nejéast® ji budeme muset vylu¥ovat funkce,
které pro )x|— 00 diverguji).

4., Princip superpozice

4.1) Superpozice kvantovych stavi

Zdkladni ideou ka?dé vinové teorie Jje: Jsou-1li (Pq , ¢Q_ moZné
vlinové funkce, potom libovolnd linedrni kombinace

b o=cydy + ey, (24)

kde ¢y, ¢, Jsou 1libovolné konstanty, Jje téZ moZnou vinovou funkef.

Toto tvrzeni Je zndmo jako princip superpozice. Je to zédkladni
hypotéza, pot¥ebnd k objasn®n{ interference vln&ni, kterd byle uspdsné
aplikovédna v mnoha oblastech klasické fyziky (elektromagnetické pole,
skustika apod) a v odst. 2.3 (vztah (10)) jsme ji u2i1i i pro sklédédn{
amplitud pravdépodobnosti.
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Princip superpozice kvantovych stavl se rovné% bere za zdkladn{i
princip kvantové mechaniky. Zformulujeme ho takto:

JestliZe ¢y, Y, Jsou vinové funkce pi¥fsluBejic{ dvima moZnym stavim
kvantové soustavy, potom soustava miZe byt také ve stavu 8 vlnovou
funkcd{

Y=gy +ey ‘Pa (25)
kde c,, c2 jsou 1libovolnd komplexn{ Z{sla.

Op&tovnym opakoééni tohoto tvrzeni dojdeme k zdvEru, %Ze vinov4 funkce
moZného stavu soustavy,miZe byt vytvofena z libovolného po¥tu mo¥nych
vlnovych funkei:

Gmegdy eyt t e =) ey (26)
t

Z hlediska matematického formalismu mé p#ijet{ principu superpozice
vyznamny disledek: rovnice , kterym maj{ vyhovovat vlinové funkce, musi
byt linedrni{. Pro linedrn{ rovnici toti% plat{: jsou-1i ¢4,\P2 FeSen{
rovnice, potom také libovolnd linedrni kombinace (clkpl *+ ey Yy) Je
feSenim této rovnice.

Napf. diferencidln{ rovnice

—_ q)(x) + a\P(x) = 0 (a je konstanta)

Je lineérni nebof této podmince vyhovuje, zatimco nap¥. rovnice

[dx (P(x)] +aLP(x)=O, -;;kp(x)'*akl)(x)r-o

Jsou nelinedrni.

4.2) Normaelizace de Broglieho vinové funkce

Podle de Broglieho hypotézy je volné fdstici s hybnosti'g,ptifazena
vlinovd funkce (1) - rovinnd monochromatickd4 vlna. Pro jednoduchost budeme
uvaZovat jednorozmdrny pripad (Zdstice je stdle na ose x); po dosazeni
ge vztahu (2)

\Pp(x;t) = C exp[% (px - Et)] (27)

Index p u (P znadf, e jde o vinovou funkei pro ¥éstici ve stavu s hyb-
nost{ p; je to apecidlni{ pfiped tzv. kvantového Zfsla. Obecnd kvantovymi
381s8ly nazyvdme veliliny, kterymi rozlisujeme moZné stavy (odpovidejtet

lnové funkce) kvantové soustavy. U volné Zdstice to mdZe bt napf. privé
p, éastéji v8ak se ufiv4 vlnovy vektor k = ¥/n (v 3-rozm&érmém piipadé
vektor k predstavuje 3 kvantovd &fsla - sloZky k).
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Funkce (27) dévd4 konstantn{ hustotu pravddpodobnosti

* »*
UNETES kpp(x;t) =¢c = |cl? (28)

To znemend, %e volnd Zdstice s pFesnd znéhym impulsem ﬁ,neni nikde v pros-
toru lokalizovand, nebol se stejnou pravd&podobnost{ miZe byt nalezena:
v okol{ kterédhokoliv bodu x. Rovinnd vlna je oviem abstrakce fyziké4lnd
nerealizovatelnd. Ostatn® 1 normalizaZn{ integril
+00
1P (x; )1 2ax
p 1

)
diverguje, takZe vlna (27) nemiZe odpovidat reslizovatelnému stavu (viz
podminku (iv) v odst. 3.4).
Fyzikdln& redlnd je kvazimonochromgstickd vlina, kterd v libovoln& velké,
av8ak konelné, ¥4sti prostoru mid pribé&h (27) a vn& tohoto intervalu,
tJ. pro |x]-+ 00, jde k nule (obr.12) (normalizaini integrdl bude exis-
tovat, JestliZe pokles k nule je rychlejsd{ neZ u funkce 1/x ).

’ Obr. 12,
Kvazimonochromatickd vlna. Vn&

L __J intervalu délky L, pro Ix|-o0 ,
[ L . jde ¢ « nule, uvnit¥ L md prib&h
(27) (nakreslena je Re &&st (27)).

Abychonm zachovali vyhody, které pFind3f prdce s monochromatickymi
vinami, miZeme postupovat takto: pPedstavime si, Ze monochromatickd vlna
( kterd se rozprostird od - e0o do +o2 ) byla vytvofena “nasklddédnim"
redlnych vin z obr.12 (vné& intervalu L klademe ¥/= 0) vedle sebe (obr.13).
Nebo obrdcend: monochromatickou vinu si predstavime rozd&lenu na iseky
délky L, z nich¥ kaZdy splyvd s kvezimonochromatickou vlinou z obr.12.

L oo - L %.

Obr. 13. Periodické okrajové podminky: vyslednou monochromatickou vinu
ziskdme *“naskléddnim" vln z obr.l2 vedle sebe; spojité napojenf{ na hra-
nic{ich intervalu periodi¥nosti délky L zaruduJ{ periodické okrajové pod-
minky (29). - ’

Budeme-1i potom po%adovat, aby ve vBech t&chto \secfch - oblastech perio-
dicity - byla v ka¥dém okam?iku fyzikdln{ situace stejnéd, stalf se omezit
na fedeni dlohy pouze v jedné z nich. Pr4vd uvedeny poZadavek vyjddtime
matematicky tak, Ze poZadujeme, aby vlnovd funkce splnovala tzv.
periodické okrajové podminky.
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V_Jednorozmérném pFi{pads, je-1i délka intervalu periodicity L,
Je miZeme vyJjddrit takto

P(x+1) = Y(x) (29)
(vlnovéd funkce mus{ by}t stejnd v kaZdych dvou bodech vzddlenych o L).

V _trojrozmérném prostoru se zpravidla volf za objem periodicity krychle
8 hranou L a (29) prejde v

PO+ Ly = Ylxy + La) = Ylxy,z + L) = Ylx,y,2) (30)

Prijmeme-1i periodické okrajové podminky, potom 1 vlnovou funkei (273
normalizujeme v oblasti periodicity tak, aby platilo

L
j\c exp {%(px-Et)} \2 dx = 1 | (31)
0

Odtud C = L_l/2 8 vlinové funkce Wp(x;t),normalizované v oblasti perio-

dicity,Jsou

1 1
Poixt) = —. exp [-— (px - Et)] (32)
T h

-

V trojrozmérném p¥ipad® ( P = (px,py,pz))

i

£ (PxX Py By - Et)} (33)

+3(x0y’z;t) = C exp[

a normalizace v krychli s hranami L vede k vypoltu integrdlu

tLit
i ' 2
lc exp{fl- (pyx + PyY¥ * P,z - Et)}\ dxdydz =
000 L L L
=lc|? J dx J‘dy~j az =|c)%,13 (34)
0 ] 0

Normalizované vinové funkce (33) pak jsou ( ¥ = (x,y,z) )
1

->
$aFit) =
‘\’L3
Zv&tdovdnim oblasti L se mi%eme s libovolnou piesnosti pribliZovat ke
stavu, kterému odpovidd monochromatickd vlna. Provedeni limitnfho pFecho~

du L —+o00 vede k tzv, normalizaci na Jlfunkci; zminka o tétoc moZnostl
Je v dod.D.

oxp [ (3.7 - En] (35)
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4.3) Interpretace koeficientd v superpozici stavd

Podle principu superpozice je moZny kaZdy stav, jemu prislus{
vlnové funkce, kterd je superpozic{ (linedrn{ kombinac{) n& jakych moZnych
stavd , jak Je to vyjddFeno v (26). Predpokldde jme pro urtitost, %e méme
dstici ve stavu s v1n0v0u funkci 4J(r t), kterd Je superpozie{ vin (33)
pro n rdznych impulsi p1 ,p2 ' ...,pn

g = o P, (Fi) +cp dp (B0) + on v ey $p (70 (36)

Vdechny funkce v (36) necht jsou normalizované v krychli s hranou L,
tak?e plati

J”W(‘f;t)lzdt=1 ;JJJI\\)«ﬁi(F;t)izdw:=i (1=1,2,...,0)  (37)

() (3)
Hustota pravdZpodobnosti vyskytu Edstice ve stavu (36) Je

1]

>, 2 Ll ) .
!qutH w1¢3l‘...+cn¢»>wl¢5l+...+cn¢ml)=

i

2 2 2 2 2 2
e 1gg U+ eyl |¢321 TR LU TY

. (¢ 8
1 * " "
t § Cicy 45, 95, *orey ¥y, b0 @

(1.}#})

Predstavme si nyni, Ze %éstice ve stavu \P dopadaj{ na m&f{c{ p¥istroj
(fungujici podobn& jako spektrometr), ktery dokdéZe dopadajfc!f svazak
rozlo%it na jednotlivé komponenty podle (36) (obr.14).

qu’ﬁ -
/ Obr. 14.

::::7C‘¢5 Schematické znézorndnf zafizenf,
4’ E _ které rozklddd dopedajic{ svazek
:?:::>Cl*ﬁ '4) na jednotlivé sloZky.

.

% Cnip.

Vyraz na levé stran& (38) se vztahuje k situaci pfed vstupem do zafizeni,
vyraz na pravé stran® k situaci, kterd Je v obr.14 vpravo od za¥{fzeni.
ProtoZe predpokldddme dokonalou separaci, bude kaZdd z !¥3 vpravo,

i

riznd od nuly pouze v té C4sti prostoru, kde zbyvajici jsou rovny nule;
potom ovdem Jsou souliny q/3 \P- (1#3) v (38) rovny nule a zbyvé ném
Jen (za mparaturou)
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n
NHQ =Z beyl 2 413112 : ©(39)
(=1

2
kde eyl .lipﬁi[z reprezentuje husgotu pravdé&podobnosti vyskytu Z4atice

v i-tém svazku.
Celkovéd pravd®podobnost, Ze Z4stice bude nalezena ndkde v i-tém avazku Jeo

J lcilz.llp31|2 dr = lci|2< » (40)

a8 integrac{f obou stran (39) pfes cely normalizadn{ objem dostaneme

=Z lcil2 , | (41)
i

nebot vZechny funkce jsou normalizovené v objemu LS.

Na uvedené za¥izeni miZeme v nasiem konkrétnim p¥{padd pohliZet
Jako na experiment, postaveny ke zm&fenf impulsu ¥dstice, kterd je ve
stavu 8 vlnovou funkc{ (36). Provedend dvaha vede k zdv&ru, %e miZeme
nam&¥it jen ndkterou z hodnot 31 (1=1,2,...,n), pfiéemZ'praGdépodobnost,
e nam&¥ime hodnotu P; Je lcil2 (pravd#podobnost, Ze naméf{me kterykoliv
z impulsi je podle (41) rovna 1,tj. jistot&).

Obecné miZeme tedy shrnout:
Je-11 jednoZdsticovd vinovd funkce ? vyJjddfena Jako auperpozice
moZnych a experimentdln& rozlisitelnych stavid ¢i

\P = °1q’l*°2"’2+"‘+°14’1 + ees , (42)

potom pravd&podobnost, %e pfi méfeni bude %d4stice nalezena ve astavu
8 vlinovou funke{ (pi je rovna tcil (i=1,2,...) (v&echny funkce p¥ed-

upoklédéme normalizované).

2. Vlinovd klubka a8 relace neurditosti

5.1) Vlinovd klubka

Postuloveli Jsme, Ze fyzikdln{ stav Z4stice je pln& urZen odpovida-
Jicd vlinovou funkei ¢l(?;t); tato funkce nabyvd obecn® komplexnich hodnot,
miZe mit nejrozmanit®js{ tvar(pribZh), mus{ vdak vZdy splnovat podminky
shrnuté v odst. 3.4. Pravd&podobnost vyskytu &dstice je velkd tam, kde
anplituda (presndji: kvadrdt absolutnf hodnoty amplitudy) Je velké.
Periodické vlnové funkce (rovinné vlny) , které Jsme priFazovali volnym

e



