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Vezmeme-1i nyni{ do linedrni kombinace jeinu skupinu (N!/2 funkci)
se znaménkem (+){ s koeficientem +i} a druhou se znaménkem (-)( 8 koefi-
cientem -1} bude ziskand funkce

(a) ‘
Yoo,y =L -0 e Ep1ofpar--or fpn) (16)
P

(kde T udévé polet transpozic) antisymetrickd. Zaménime-1i toti% v Qy(a)
dv& soubadnice, projevi se to na pravé strand (16) priddnim jedné trans-
pozice do vSech s&{tancd; ty které byly plvodn& ziskény sudym poltem
transpozic, budou nyni odpovidat lichému podtu transpozic a opaéné.
Vysledkem je jen zm&na znaménka u ”Y(a)( %l""’.gN ).

2. Soubory neinteragujicich stejnych &dstic. Pauliho princip

Presné kvantovémechanické PeSeni problému mnoha &dstic naréZ{ na
nepiekonatelné matematické obtiZe. Proto je nutné se témdF vidy obracet
k pfibli¥nému YeSenf (pozd&ji poznéte, Ze napf. podstatnd &4st ulebnic
kvantové chemie je vénovédna rozvijenf pFibliZnych metod pro reseni
Schrodingerovy rovnice pro atomy a molekuly). Nejb&Zin&j3i aproximaci,
jejiz vznik spadd a% do po¥étkld kvantové mechaniky, je tzv. jednotdsti-
cov4 aproximace, v niZ se problém N &4stic nahrazuje N jednoddsticovymi
problémy. K tomu je tieba plrevést hamlltonlén na_tvar

HFyoemerfy) =R ED + AL + oo +/1’;<§N Z_'ﬁ/cf ) an

i=1
kde %{( fi) (i=1,2,...,N) je operédtor pisobic{ pouze na proménnou
i = (xq.y4525,03) - |
Tim, jak se takovd transformace (aproximativn&) provede, se budeme zaby-
vat v II.dilu,v souvislosti s Hartreeho a Hartreeho-Fokovou aproximaci.
Ne jprostsi, ale také ne jhrubdi, zpisob jak dosdhnout toho, aby hamilto-
nidn soustavy &dstic mél strukturu (17), Jje zanedbat vzéjemnou interakei
g4stic; tak nap¥. v (9) to znemend zanedbat elektron-elektronovou inter-
akci(posledni &len v (9)).
Predpokldde jme tedy, Ze hamiltonidn soustavy mé tvar (17).
V Schrodingerové rovnici

HVCE e b =B R, B (18)

je paek moZné separovat prom&nné (setkali jsme se s tim ji% nap¥. v odst.
I1I.1.3), tJj hledat vlinovou funkei Y ve tvaru soudinu

Yegyen fw =q)‘1’(§1) PE . P (19)
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kde ¢(i)(§i) (i=1,2,+..,.,N) je funkce zdvisld jen na souradnicich
i-té Zéstice.

Dosazenim do Schrodingerovy rovnice (18), dostaneme

. N '
i-1) ; :
; PIED I U \p‘“’(gN)%é(fi)q;‘“(gi) .
I A RN A SRR A 38 (20)
Po vyd$leni obou stran soutinem funkci (19) méme
Ny . |
e o e U AU 21)
=1 Y

Pravou stranou rovnice (21) je konstanta. Levd strana je souftem &leni,
z nich? ka%dy zévisi pouze na jedné z prom&nnych ?1,..., §N . Aby

platila rovnost (21) pro v3echny mo¥né hodnoty prom&nnych fl""’.fN ,
musi platit : .

A E gPgp = e@ gt p (228)

LS T AL T T (22b)

Ziskané vysledky maji jednoduchy fyzikdlni smysl. Rovnice (22a) je sta-
ciondrni Schrodingerova rovnice prd i~-tou Z4stici; vyraz (22b) vyjadfuje
trividlnf fakt, %e celkovd energie E souboru nezévislych &dstic je rovna
souftu energii jednotlivych &dstic souboru.

Jde-1i o soubor N nerozliZitelnych 34stic, potom rovnice (22a)
bude pro vdechny &dstice stejnd, takZe miZeme vypustit index (i) a psét

CACE) PeEy = e ) (23)

Jejim Fesenim je mnoZina
vlastnich funkei: \pltf A § Yyeory YC(ED)yaen

a .
vlastnich hodnot: 61 , Es aeens Ep seee

(24)

V souboru N stejnjch neinteragujicich &dstic bude kaZdéd z dd4stic v né&k-
terém ze stavd (24); nechi :

l.84stice je_ve stavu \Pkl(f ) 8 energif Ekl
2.84stice -" - (F) -" - ‘£
. q/k_a § . K2 (25)
i-t4 &Zdstice -" - ‘Pki(g ) -" - gki'
: » ! - ;
- &dati e (E) - " - £
N-t4 stice ¢kN E kN

kde ki je soubor kvantovych Zisel urdujicich stav i-té Zdstice(iz=l,...,N).
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Stav celé soustavy Jje potom urien souborem kvantovych &isel
kl’ k2’ LK ' kN -
Vinové funkce (19) pro takovy stav je

iykl,kz,---.kN(El""’EN) = ‘Pkl(gl)‘sz(fz)""PkN<§N) (26a)

a celkové energie souboru Zdstic v tomto stavu je

E Ky ke eerky = ekl + ekz et Ekn (26b)
Funkce (26a) je vlastni funkeci hamiltonidnu & , neni viak obecnd (pro
1ibovolné hodnoty kl""’kN) ani symetrickd, ani antisymetrick4. Funkce,
které by tuto vlastnost mély a pfislusdely tedy stavim, které se v piiro-
a& realizuji, z ni mi%eme ziskat postupem uvedenym v odst. 1.3.

Podle (15) bude funkce symetrickéa '

(s} 1

\r kl,kz,...,ku(fl""’gn) E,Jﬁi ;Z;_ *kl(fPl)SPk2(§P2)"' ?kN(EN)
' (27a)

Stejnd dobfe oviem miZeme d¥lat permutace v souboru kvantovych &isel

(kl,...,kN), takZe také

(s) 1 ,
- ( .o )=_ ( ) ( )... ( )
ﬂY-kl,...,kN Fpaeeafy T ZP q}Pkl §1 ‘Ppkz fz \PPkN EN
(27v)
kde 2:P znadl opét soulet pies vSech N! permutaci z &isel (1,2,...,N)
v (7a) nebo z &isel (kl'kz"’°'ku) v (27b). Koeficient 1/4YN! normuje

funkci Y , JestliZe vdechny jednoZ4sticové funkce (24) byly normali-
zované,

Funkce antisymetrickd se ziské obdobn& podle (16). Vzpomeneme-1li si ale
na definici determinantu (viz.dod.A), zjistime, Ze funkei (16), v ni%
by na pravé strang vystupovaly soudiny (26a), miZeme s vyhodou zapsat

takto '
) (5.) . . . (%,) -
¢k1(§1 ¢k2 £ WkN i3

() | 1 (£.) (6.) o . & (£.)
NY'kl’kz""-ku(§1'°"f§N) ‘AJE? \yk1.§2 4&2 §2 *ku.fz

* .
- . .

\Pkltfn)' \)/ka(gu) e e '\PquN)
) (28)

Rozvedenim tohoto tzv. Slaterova determinantu ziskéme vysledek identicky
s formuli (16). '
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Ze zdpisu ”Y(a) ve tvaru determinantu bezprostfedn& vyplyvé znémy
Pauliho prineip , ktery W.Pauli odvodil,na zékladd analyzy experimentdl-
nich dat, je#t& pfed vznikem kvantové mechaniky; jeho b&%ns formulace je:

v soustavé stejnych fermiond nemohou byt dv& nebo vice Zdstic v tém3e

kvantovém stavu.

Stav &dstice je zadén \dplnym souborem kvantovych ¥{sel (odst.
IV.3.3); nap¥. stav elektronu v astomu vodiku Jje urden &isly (n,l,ml,ms),
stav nelokalizované volné Zdstice( s pfesn& zadanym impuisem) je urden
gloZkami impulsu a spinem (px,p ,pz,ms) apod., V nasSem obecném znadeni
predstavuj{ uplné soubory kvantovych &1sel &isla kl’k2”"'kN' JestliZe
by byly dvé& (pnebo vice) &dstic v témZe kvantovém stavu, potom by pris-
ludné sloupce v determinantu byly stejné (napi#. pro k1=k2 by to byly
dva prvni sloupce) a jak je znémo z algebry, determinant se dv&ma nebo
vice sloupci (Fddky) stejnymi je roven nule. Je-li '7Y(a) z0, jei
pravdépodobnost realizace {rovn4 VY(a)Ia ) takového stavu nulovéd, coz
je prévé tvrzeni Pauliho prinecipu.

Z toho, Ze i determinant se dvdma nebo vice shodnymi PFédky je
roven nule ,vyplyvd druhd, sice mén& &astd, ale pro aplikace uZiteén4,
formulace Pauliho prinecipu :

v soustavé stejnych fermiond nemohou mit dvé nebo vice &dstic v3echny
souiadnice shodné.

Zde Jje pochopiteln& opét miné&n dplny soubor souradnic, tj vietn¥ spinové
prom&nné. ’

Pro soubory stejnych bosond %24dnd omezeni, podobnd Pauliho princi-
pu, neexistujf. Symetrickd vlnovéd funkce (27) d4vé nenulovou pravdépo-
dobnost realizace stavl s libovolnymi podty &dstic v jednotlivych jedno-
dsticovych stavech (24).

Vyrazny rozdil mezi bosony & fermiony se projevi ji%Z v zdkladnim
stavu souboru. Pifedpoklddejme, %e vlastni hodnoty Jjedno&dsticového
hamiltonidnu (viz (24)) jsou uspofddédny tak, Ze plati

51< Ez< ...<£i< PN (29a)

Potom zdkladnim stavem (stavem s nejni23{ energif)souboru N bosonl bude
stav, v n¥m¥ ky = k, = ... = kg = 1, tj. stav 8 vinovou funkei

(s) ,
“y l,l,...,l(fl""’gN) = w1(§1) Wl(fg)"° wl(gN) (30a)

a energii

E= €, + €1+...+ ElzNel (30b)

V3echny bosony jsou v jednolésticovém stavu ¢1(§) 8 energii 61 (obr.68),

Diametrdlné& odlidny je zékladni stav_souboru N fermiond. Zde jiZ
neni mo%né aby vZechny fermiony byly ve stavu ¢1(E); v souladu s Pauliho
principem se rozmist{ na N nejni%sich hladin E4,€p,--- En-
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Obr. 68. Obsazeni jednoZdsticovych hladin (a) bosony, (b) fermiony

v zékladnim stavu. Fermiony (b) obsadi v8echny hladiny pod Fermiho
hladinou s energii EF

Celkovéd energie souboru fermiond v zdkladnim stavu potom Je

E = El E + sie + e (313)

8 odpovidajici normalizovand (pfedpoklédéme normalizaci jednoéésticovych
funkei (24)) vlnov4 funkce je

(a) 1

Y, 2,...,N‘f1ﬂ“f§n’ ‘Vm

Y1(§y)
Yty

L d

‘Plff

B S U
Pof) « v

.
.
.

‘I’z‘fn’ .o

\Pn(ﬁ
‘Vn‘fz

Py §x‘>

1¢31p)

Energle,které pfieluéi neavyﬁéi obsazené. hladiné v zékladnim stavu,
( v naSem pripads 'EN) , se nazjvé Fermiho energie.

Sasty piipad je, Ze hladiny £i (i=1 2,...) jsou de degengrované,

misto (29a)

bychom.pak m&li uspofédéni :

Logiétéjéi potom ov3em je oznadeni, které jsme uZivali Jiz v kap. Iv:

(
eB e L < e« ...

kde g; znadi stupen degenerace hladiny s energif €. Na hladin& Ei

se pak mi¥e v souladu s Pauliho principem umistit gi fermiond.
Ne jb&%n&j3{ Jje piipad degenerace vzhledem ke spinu, ktery nastane

(29b)
(Bi') )

kdy% energie soustavy elektronld nezdvisi na orientaci apinu. Potom na
kaZdou hladinu £ | mohou byt umfstény 2 elektrony s opa&né orientovanymi

spiny (obr.69).

Z pové&dé&ného Jje zieamé Ze Paullho princip hraje vyznamnou roli
ve vdech oblastech fyziky, v nich% se vyskytuji soubory mnoha elektroni
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 E
e!'"?’l memmemem— Obro 690
&1 ¥y __‘_____ Rozmfst&n{ p&ti elektrond na energiové
R ‘ .‘ hladiny dvojndsobnd degenerované vzhledem
ke spinu ( energie &dstice nezdvisi na
&1 Y “"’— ~orientaci spinu ).

(atomy, molekuly, pevné létky apod) nebo soubory mnoha protond a neutro-
nd (napf. jadernd fyzika). Nejb&%n&jdi ( a také nejstarsf) je zajisté
aplikace Pauliho principu na objasn¥ni vystavby elektronového obalu
atomd. Musime si uv&domit, Ze existujicl pestrd Bkdla vlastnost{ atomd
(projevujic{ se markantn& nap¥. tim, %e dva atomy lis{e{ se pouze o0 jeden
elektron, maji diametrdln& odliZné chemické vlastnosti) je vysledkem
rozmistdni elektrond na energiové hladiny podle obr. 68b,69. Atomy,kteréd
by v zdkladnim stavu m&ly vSechny elektrony na nejni%i{ hladin&(obr.68a),
by se musely 1i¥it svymi vlaestnostmi (zvldsté& pri blizkych atomovych
&islech) nepatrns.

3. Soustava dvou stejnych &dstic se spinem 1/2

Vzhledem k mnoha aplikacim je vhodné si podrobn&ji vsimnout vlnové
funkce soustavy, kters je tvorena dvéma stejnymi &dsticemi (fermiony)
se spinem 1/2, nap¥. dvéma elektrony nebo protony. ‘

Uplné vinové funkce takové soustavy

TR RS N A R (32)
zdvial na prostofovych (.?lt(xl,yl,zl), ?2 =(x2,y2,32) ) a spinovych
(0q, ¢2) souradnicich obou &dstic.

Za predpokladu, Ze soustava neni ve -vné&jsim magnetickém poli a
interakce mezi ob¥dma &4sticemi nezdvisi na orientaci jejich spind (viz
napt. interakéni &len v (9)), nezdvis{ hamiltonidn na apinovjeh prom&n-
nych, takfe

Kty o0y = azr<;1,:2)'+ ¢ A e ) (33)

kde operdtor gﬂ ( 0y, 0'2) 0.

Hamlltonlén s touto strukturou vidy umoZnuje separovat ve vlnové funkei
T-a 0- proménné, tzn pa#it

\P('f‘l,O’ y o) = Lp(rl, ..x(o-l,cr) (34)

Prostorovd &ést vlnové funkce —'\p(rl,r ) - se uré{ fesenfm Schrodinger-
ovy rovnice s hamiltonidnem QZ(rl,rz) (p¥ikladem je tfeba (9))




