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‘A) N&kolik potrebnych matematickych vztahd

Al) Xomplexni &1isla

L4

(D)

cosz(ax) dx

b:?.’? .......... 'C Obr. 70. _
; Zobrazen{ komplexniho %isla ¢ = a + ib
¥ : Re_ v Gaussové rovind. ¢* = a - ib je &1slo
< \a ' komplexhé.sdruiené.
' P B&2né znadeni: Re c =a , Imc = b
)ROSR, o*
et e Y = Arg ¢
Absolutni hodnota (modul) : lc| = +Y a® + b (A1)
Jtverec modulu: Ic]2 = Mg = e2 + b2 (A2)
b Im ¢
tgy =— = (A3)
a Re ¢
Exponencidlni tvar: e = |ci eiw ) c¥ = lel e—iv (A4)
+ i
Moivridv vzorec: e f = cosy + i'siny (a5)
a odtud{n Jje celéd) " _
(cosy #1isinyg )" = cos(ny) + i sin(ny) (A6)
Trigonometrické a hyperbolické funkce:
siny = ( ¥ - o7iY ) / 2i (AT)
cosy = ( el? i+ e-i? ) /2 (A8)
sinhy = ( ef - & ¥ ) /2 (A9)
coshy = ( e?+ o~V )/2 (A10)
-ainh(iuf?) = 1isiny » cosh(iy) = cosy (A11)
A2) Neurfité integrdly
P 5 x 1 :
sin“(ax) dx = - sin(2ax) (A12)
J 2 4a
X
= + sin(2ax) (A13)
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A3) Urdité integrély

oa

> o0
sin“(ax) sinz(ax) :
—F— dx = 2 5 dx = 0 |al| (A14)
x X
-Qoeo o
_alr 2 i
Je a“(x+b)y, » — (-F <Arg a<T ,b 1ibovolné) (AlS5)
- 00
£ 2.2 e
- "
fx2veax dx = (a>0) (Al16)
; g,az _
fotx‘l'e" dt = F‘m s (A1T7)
0 .

kde ['(x) je funkce gama. Integrédl konverguje pro x>0 .

Plati:
Mx+1) = x M (x)

MM er-x) = T (0<x< 1)
si_n(‘JI'x)
\r .
Mo Mex + 3 = ——— [Neex
22x-1

M) = N2y =1 |
Obecné pro x=n (n je pfirozené &islo) : M(n) = (n-1)1

el =ym; P(%)JJ—E—
) T

%2 ry (e
sin®~Ix cos® 1x ax = t P(z (2) (r>0,870)
+
o )
/2 /2 r
sinT 1x ax = jcosr-lx dx = (m {'(i)) ( r>0)
2 (&2
0 ¥ 2

A4) Gaussova rozddlovaci funkce

Normovand Gaussova rozd&lovaci funkce (v poZtu pravdépodobnosti se
zpravidla mluvi o normovaném normdlnim rozd&leni) Je

( ) = e “texo) /20" (a18)
sX 0 ) = e
P x3%o ciz® ,




gisel (1,2,...,n) a -1 pro lichou permutaci.
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4
‘fmu’ """"""""""
L
Vé- 1 t
| i
1 1
] I
: I
: : Obl‘- 71.
! .
i ' Gaussova funkce se stiednt
[ i . hodnotou x, & dispersi a2,
Xg‘d' XQ X°+d' X
kde :(rz Jje disperse (rozptyl), kterd charakterizuje &ifku k¥ivky
( pro \Pz 'fmax e'l/2 Je &1¥ka rovna 20 ).
Koeficient (¢ V2X )1 v ta18) zajistuje normalizaci,tj platnost
r 2,, .2 '
1 -{x-x4)°/20°
e e dx = 1
N A'PYN
et~ 4]
AS5) Determinanty
Determinant ke &tvercové matici A F4du nxn se definuje takto
all 312 ¢ = [ aln
821 8227 ¢+ ¢ f8p
Det A = lAI = . . 'y b
81 %n2 * * * ®mn
= 2 E. .. . ag. 8 cee &
{i ; i } _11’12"‘.’1[[ 111 212 nin (Alg)
1, 2’.'.. n
ke & 1 tvori-1i " ( i i_ ) sud taci
y je +1 t - i ans sudou permutac
fgsdgyeneriy - 9° ve e

Sud4 (lichd) permutace &isel (1,2,...,n) se dostane 3z tohoto vychoziho

uspofrddéni sudym (lichym) poltem transpozic dvojic &isel této mnoZiny.

Ve vzorci (Al9) se sed{td ples viechny permutace, kterych je n!.

V3imn&te si, Ze ka%dy soulin v sumd obsahuje jeden a jen jeden prvek

2 ka¥dého Fadku a sloupce.
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B) Linedrni vektorové prostory

V matematice se Zasto setkdvdme & objekty, pro které jsou definové-
ny operace sefitdni a nédsobeni &1sly.
P¥iklady:
(a) v geometrii jsou takovymi objekty vektory v 3-rozmirném prostoru,
(b) v analyze se definujl operace sed{tsén{ funkei a Jejich ndsobeni Eisly,
(c) v algebfe se setkdvdme s usporddanymi soustavami n Zi{sel - maticemi-

pro né% se definuje sedi{tdni a nédsobeni konstantou.

V uvedenych p¥ikladech se operace seliténi a nésobeni %{sly provd4d&ji na
zcela odlidnych matematickych objektech. Na viechny takové p¥ikledy se
v3ak lze divat z jediného jednotfciho hlediska, kterym je pojem linedr~
niho vektorového prostoru.
Definice linedrniho vektorového prostoru _

MnoZinu R prvkd X, ¥, Z,... nazjvéme linedrnim vektorovym prostorem,
JestliZe mé tyto vlastnosti:
(a) na mno%ind R je definovéno se¥itdni, které je

komutativni : T+y =7+ % | " (B1)

a asociatival : (X +F)+2 =%+ (F+3)

-

(b) na mno%in& R je definovéno ndsobeni konstantou (skaldrem), které je

distributivnf : a( X +y ) = aX + ay
asociativni : a{ bX ) = (ab) X (B2)
(a+b) X aX + bxX '

1]

kde a,b jsou obecnd® komplexni konstanty.,
Krom& toho se piedpoklédd, %e v mnoZiné R
(i) existuje nulovy prvek (vektor) G takovy, Ze

, X+0=X " pro vdechna X¢R | (B3)
(ii) nésoben{ libovolného Xe& R skaldrem 1 nemdni vektor X
1% = X : , (B4)
(iii) ke ka¥dému X¥e R existuje v R takovy vektor (-X), Ze
T+ (%) =0 | (B5)

V definici se ne¥ikd jek se definuji operace seditdni vektord a nédsobeni
skaldrem. Potrebné je pouze,aby byly splnény uvedené po¥adavky. Proto
kdykoliv se setkéme s operacemi, které témto podminkém vyhovujf, méme
prévo je povaiovat>za operace sefitdn{ vektord & ndsobeni skalérem a
samotnou mno%inu prvkid,na ni% jsou tyto operace definovény, za linedrni

vektorovy prostor.

Definice linedrn& nezdévislych vektord
Vektory X, ¥, +-+, £ 8e nazyvajl linedrn& nezdvislé, JjestliZe

rovniei
ax + by + ... + cZ = O (B6)

lze splnit jen s &isly a = b = ... = ¢ = 0.
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Definice dimenze linedrniho vektorového prostoru

Jestlife v ndjakém linedrnim vektorovém prostoru lze najit
n linedrn® nezdvislych vektord, ale ani jeden soubor (n+1) nezévislych
vektord, potom Fikédme, Z%e prostor mé dimenzi n (nebo: je to n-rozmdrny
prostor). ‘ .
Lze-1i v prostoru nalézt libovolny pofet linedrn& nezévislych
vektord, Pikéme, %e je to prostor nekoneiné dimenze. '

Definice bdze v prostoru a definice soufadnic vektoru

bt

Nechi '3i,3é,..., , Je soubor n linedrn® nezdvislfch vektord
v n-rozmérném line&rnim vektorovém prostoru R, . Potom, je-1i X

libovolny vektor z R , Je mo¥né psédt n

~ip Rl - o i V
X=X 8 *+X€ +...+tXx e = E‘ Xy 8y {B7)
’ ' i=1 '

kde Xy,Xyps0esXy

vi3echna soudasng rovna nule.
Rikéme, Ze vektory €,,€5y...,

jsou obecn® komplexni &isla, kterd podle (B6) nejsou

-
e

n tvori bdzi (soutfadnou soustavu) v R,

8 Xy,XppesX, JsoOu soutadnicemi vektoru X v této bézi.

Bdzi lze vidy vybrat i v prostoru nekoneiné dimenze.

Definice skaldrniho soudinu

Metrika . se do lineérniho vektorového prostoru zavede definiel
skalérniho soufinu dvou vektord. V linedrnim vektorovém prostoru R Je
definovén skaldrni soudin, jestliZe kaZdé uspofédané dvojici vektord
%,7e¢R Jje prirazeno &fslo (obecn¥ komplexni), kteréd ozna&ime (¥,¥)
(nebo <x|y> podle Diraca), vyhovujici témto poZadavkim:

- o S

(%,5 ) =(7F,x) |
(X, (a7 + b3)) = a (X,3) + b (X,%) ' ~ (B8)
(X,X)> 0 ( redlné ) prifem’ -
z (X,%X) =0 plyne, %e X = ]

Z prvnich dvou pofadavkl ddle plyne, %e
((aX + B3),3) = & (F,F) + V(T %)

Dva vektory X,y € R jsou ortogonslni, jestlife

(X,y) = 0 . ,
Velidina | %12 = (¥,%) se nazyvé norma vektoru x ;.|X|= (5;2)1/2'59
délka vektoru Xx. _ o 7
Doporuduji ¥tend¥i, aby si vde co bylo v tomto odstavci FeZeno, nejprve .
prenesl a promyslél v 3-rozmdrném reédlném vektorovém prostoru (&1isla
a,b,.. i sourfadnice vektoru jsou reélna &isla) a potom si predstavil
zobecn&ni na n-rozmérny ( i pro n—soc) komplexni prostor.
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¢) &- funkce

Diracova &-funkce &(x) se definuje vztahem
b '
f d(x) ax = 1 pro libovolnd a,b>0 (c1)

-a

Odtud je viddt, %e d(x)=0 pro x # O & v x=0 neni definovéna. Nejde
tedy o funkci v b&¥ném slova smyslu, ale spiSe o symbol, ktery mé smysl
jen v integrandu ( S-funkce patt{ mezi tzv. zobecndnd funkce nebo také
distribuce; viz [18] ). & -funkei lze vyjédFit jako limitu posloupnosti
funkci; nap¥ pro £ —= o+ ( 8 se bli%{ k nule ze strany kladnych hodnot)
to jsou posloupnosti

1
—_— e-IxI/E (c2)
2 ,
1 €
(c3)
N2, g2
1 a%e? | | ‘ - (ca)
VT
1 sin(x/€ ) (c5)
T x
1 1
Ta ( ) Ceoz je (23N | (c6)
K x - ig
Velice uZite¥nd integrédlni reprezentace VJ:gunkcg je v dod.D.
&=Q0]
£4
£=0,05
-04 0
-0 0 oi X
obr. 72. obr. 73
Funkce (C3) pro t¥i rdzné hodnoty Derivace funkef (C3) pro t¥i rﬁzné
parametru € . §-funkei lze repre- hodnoty & . Derivaci §-funkce 3'tx)

zentovat limitou pro €—» O+. reprezentuje limita pro £ — Or.
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7 charakteru 46 -funkce je zfejmé, Ze plati
Jf(x) 5(k—xo) ax = fix,) , (cn

JjestliZe integra&ni obor obsahuje bod x, & f(x) je libovolné funkce
spojitd v x . Vztah (C7) se mi%e té% pou¥fit pro definiei é-funkce.

Pro § -funkei plat:[ vztahy (plny smysl maji op3t a% gza f )

x8(x) = 0 | o (cs)
Stx - x) = S(x, -x) (c9)
d(ax) = a~l 5()() pra a >0 (C10)
J(x2 - a2) = (213)_l [J(x-a) + (g(xﬂl)] pro a> 0 (c11)

d-funkce v 3-rozmdrném prostoru se definuje obdobnd (C1):’

JJJJ(?) adF =1 , (c12)

jestliZe integra&ni obor obsshuje bod ¥ = O.
Vztah (C7) se zobecni na

JHGB? 8(?-‘-?0) £(F) = £(F)) ‘ (C13)

J(?—;d) mdZe byt rozepsdna v soufin tFf{ jednorozmérnych §-funkef

(Fo = (xo,yo,zo) )

d#-2) = Stxx) dty-y,) 8Cz-2) | (c14)
nebo ve sférickych soutadnicich (r, 6 Y¥)
1 . |
(-2, = — §(rr,) 806-0) dCp-¢,) =
r° sin 0 .
1
- — S(r-ro)'é\(cose - cosB ) d(¢ - ¢, tc1s)

1
Derivace J—funkce -'(S(x)
Derivacf J-funkce lze povaZovat za limitu (pro € — 0+) derivaci
funkei posloupnosti (C2) - (C6).
Plati , .
§tex) = - d(x) (c16)

x 6(x) = - 6 | )
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D) Fourierova transformace

Necht f(x) je funkce periodicks s periodou L, tj. f{x+L) = f(x).
" Takovou funkci je moZné psét;ge tvaru komplexni Fourierovy Fady

£(x) = a, ei27nx/L ¢D1)
n= -g0
Koeficienty a_ jsou dény vztahem
1 Xo+h .
g = — [ ax £00 eTETRVL (D2)
*o

kde x Je 1ibovolné redlné &islo (nejdastdji se klade X,=0 nebo x§=*L/2).
UvaZme nynf p¥ipad L —> o0 ., Suma potom pfejde v integrdl takto:
27 n/L = k a la = glk)
ProtoZe n roste v sum& po Jjednotce, plat{ (F_ = F(k))
+00 ©0 L 00 I
§ Fn = JFndn = -—z-g—r j P(kx) dk
n=-o0 -00 -0

Dostdvéme tedy

17 ik |
f(x) = —— J g(k) ¥ gk (D3a)
2m
—w .
glk) = - JN £{x) e“ikx dx "~ (D3b)
-0 )

Funkce g(k) se nazyvd Fourierova transformace funkce f(x) a opa&ni.
- Koeficient 1/2® v (D3a) se &asto "rozd¥luje" symetricky mezi f(x) a
glk), takZe

°0 1 <
ikx ) : -ikx
f(x) = glk) e dk 3 glk) = \[vf(x) e T ax (D4)
| =
-2 -0
Kombinac{ vyrazd pro f(x) a g(k) obdrZime
. o0 pe) on o0
1 . . 1 .
f(x) = fdk o1kx j £(x") e KX gy =de'_f(x') — J el(x-x kg
27 : 27
= -0 -0 -0 (D5)

Aby tato rovnost platila pro libovolnou funkei f(x), musi zfejmé& byt
(srov.(CT7)) pos

1 ’ . - .
— J el(x=x )k 4 . ts(x-x') (D6)
29 -5 . :

Tim jsme ziskali velice uZite&nou integrélni reprezentaci d —funkce.
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Tuto reprezentaci lze nap¥. vyuZfit p¥i ddkazu Parsevalova teorému ,podle
kterého 00
f I£(x)12 ax =
-0

kde 1£(x)1% = £*(x)f(x) & 1g(k) 2 = g*(k)g(k). Dikaz (pokud ho nesvede-
te sami) najdete tfeba v [1] . Parsevaliv teorém je velice uZiteny ke
stanoveni fyzikdlni reprezentace Fourierova obrazu gl(k), JjestliZe zndme
fyzikdlni smysl f(x). ,

Fourierovu tranaformaci (D4) lze snadno rozsifit de 3-rozmirného
prostoru na funkce f£(T):

o0
J 12(x) 12 ak (D7)

-

1 [ e 4
£f(F) = —-—-——'J JGBQ g(k) oikT (DBa)
(21()3/2 J
1 [ 3 +y ik
g(k) = — a’r f(r) e T (D8b)
(2m)3/2 )
Trojrozm3rné d-funkce (C14) pek md integrélni reprezentaci
1 L iF-r K
8(3-?0) = ~——*—§".§5Sd k e ° (D9)
(2:)

§ -funkce se vyu?ivé p#i normalizaci rovinnych vln (de Broglieho vln).
Integril

. - >, > .
Jel(k“k )T a3z je soutinem t¥{ jednorozmérnych integréli

g ‘ L

itk, -k. )x itk -k’ )~
Je x x dx = lim f e X X dx =
-oQ

I, >0
-L

2 sin(L{k_-k’)) i '
= lim ¢ X X’ somd(x -k;)  (D10)
L —+~o0 kx' - kx
a podobnd pro y,z ( v poslednim kroku v (D10) jsme pou%ili (C4)).

Je tedy
+00

ffJ W1-KDNF 32 . a3 iR -2 (D11)
- 00

Provedeme-1i takto normalizaci de Broglieho rovinnych vln (mfsto v oblas-
ti periodicity), prejde (II.35) v '

1 s
- i(dr - Et)/h
ppite) = g o 2
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E) Diferencidlni operdtory z vektorové analyzy

Gradient skaldarniho pole

Funke{ = f{x,y,2) Jje ddno v oblasti, na ni% je funkce definovéna,
tzv. skalérni pole. Plochy ¢ = konst jsou tzv. hladiny tohoto pole.
Prikledem takové funkce Je tireba pctebciél elektrostatického pole a
v ndm ekvipotencidlni plochy pro y = konst.

Vektor
d
grad\P = ‘i’.+.b‘P 3+ B‘P

X El
dx dy dz (E1)

- > .
kde i, 3, k jsou jednotkové vektory ve sméru os tvoricich kartézskou
soufadnou soustavu, se nazyvd gradient daného skalarniho pole.
Gradient funkce y v n¥jakém bod® (x_,y,,%,) Je vektor kolmy k hladind

jdouci bodem (xo,yo,zo) {(obr.74).

Gradient se piZe symbolicky takto

grac ¢ dp=Tg={LT. 23,27
groc ¥y \ (Ax +-bya+az )\f
(X0,¥0120) kde
ve 21,2 3,2 ¢ (E2)
Plocha : dx dy J dz
’0 = f(xo,yn \Zp)

Obr. T4. Je tzv..operétor nabla.

Divergence a rotace vektorového polé

Je-11 v kaZdém bodd n&jaké oblasti zadén vektor, potom je v této
oblasti definovéno vektorové pole. Pr¥ikladem mohou byt vektory uddvajlel
intenzitu B elektrostatického pole, nebo mnoZina vektord grady ve ska-
lérnim poli.
M2 jme vektorové pole

B(x,y,2) = a, (x,y,2) 1+ ay(x,y,z) kR az(x.y,z)'i (E3)

,8_ Vv kartézské souiadné sous-

Vektor & a tedy i jeho soufadnice 8,18, ,8,

y
tavé urdenéd jednotkovymi vektory 1,3;2 , Jsou funkcemi polohy, tj. bodu

(x,¥,2).
Divergenci vektoru @ se nazyvé skalér
. da, da da, ,
diva = X 4 Y 4 (E4)

dx dy oz
ProtoZe na div & je moZné pohliZet té% jako na skaldrni soulin vektoru
(operétoru) vV s vektorem & , znal{ se divergence a té% vs .
Fyzikélni vyznam: uvaZujme stacionérni proud&ni kapaliny charakterizova-

né v ka¥dém bod® vektorem rychlosti v(x,y,z). Divergence Vv znamené
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objemové mnoZstvi kapaliny, které vytele z jednotkového objemu za jed-
notku ¢asu. Pro nestladitelnou kapalinu je div ¥V = O (nenf-1i v uvedendm
objemu z¥{dlo); tzn, Ze kolik do objemu priteklo, tolik muselo teké
vytéci.

Rotaci vektoru & se nazyvé vektor

rot & = , 4
da da_\ » da_.  da,\ » da da_\
“ ayz'—a‘f)“(azx' axz)“(TxL ayx)“ "

N

(E5)

Misto rot 8 se &asto piSe (predevidim v zdpadni literatufe) curl 8 .
Proto%e rot 3 1lze form&lnd dostat jako vektorovy sou¥in vektoru (operé-
toru) V & vektoru & , znadi se té3 V x % .

Fyzikéln{ vyznam. Je-1li ¥V rychlost kapaliny, vyznafuje rot Vv avym
sm&rem smidr o8y, kolem které se kapalina v malém okolf uvaZovaného bodu
otd4%1 jako celek a |rot V| je dvojndsobkem rots&ni rychlosti ( v oblou-
kové mire).

Pole v ném% viude platl rot 8 = 0 se nazyvé nevirovéd. Nevirové je napt.
pole, které dosteneme tak, %e ve skaldrnim poli ¢(x,y,z) pfiredime
kazdému bodu vektor grady . Primym vypoftem ovérite, Ze

rot grad y = O (nulovy vektor) (E6)

Podrobnou diskusi fyzikdélniho vyznemu operdtord grad, div a rot najdete
v udebnici [4] .

Laplacetiv_operétor A se ziskd skaldrnim ndsobenim operdtoru V (nabla)

sebou samym ) » )
m A =V.V =72 = 9 + 9 + 2 (ET)

ax2 ay2 322
Jest& ndkolik vzored pro operdtory A, V" (f,g jsou skalérni pole,
- -
a,b vektorové pole):

V(fg) = grad(fg) = f grad g + g grad f

V(fd) = div (f8) = £ div & '+ @ grad f .
V(&xD) = div(AxB) = b.rot 3 - s.rot b (E8)
V(Va) = grad diva = rot rota + A8

V(7 x &) = div rot 8 = O
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