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V. SPIN A SOUSTAVY SE DVEMA STAVY

Hlavnim c{lem této kapitoly je ukdzka pou¥it{ obecného formalismu
kvantové mechaniky z predchédzejici kapitoly, na jednodhchy pripad: sous-
tavu se dvima stavy. V odst.l tento zémér soudamsn& vyu¥ijeme k doplné&ni
zavedendho formalismu o zékladni velidinu v oblasti mikrosv&ta - spin,
Problematike spinu mikroddstic ov8em prolind vdtdinou aplikaci kvantové
mechaniky na konkrétni soustavy, takfe se 8 ni budeme seznamovat postup-
nd. Spin elektronu, zavedeny v odst.l neni jedinym moZnym p¥ikladem

. Soustavy se dvéma stavy. V urlité aproximaci se takové soustavy vyskytu-
J{ &asto; 8 n&kolika Jjednoduchymi p¥iklady se seznémime v odst.2. Divod
ke studiu t8chto soustav netkvi jen v jednoduchém matematickém apardtu
k jejich redeni, ale mé i hluboky fyzikdln{ smysl: objevi se v nich ty-
picky kvantov&mechanické chovéni studovanych soustav, které miZe byt
verifikovéno experimentdlné&. Velice p&kny a podrobny rozbor této proble-
matiky miZete nalézt ve Feynmanovych pFedndskédch [7] .

1. Spin elektronu

1.1) Experimentélni podnéty k zavedeni spinu

V nasich dosavadnich dvahdch vystupovaly mlkroééat1ce vliastné jen
jako hmotné body bez vnit¥ni struktury. Tato skutednost se odréZela nap¥.
v predpokladu, Ze stav &d4stice lze pln& popsat vlnovou funkci 4} ykterd
zdvis{ pouze na prostorovych soutadnicich &éstice x,y,z. Reda experimen-
tdlnich faktd v3ak vedla postupné k zdv&ru, Ze tento popis Jje nedplny.
V8imnéme si struén& nékterych z nich.

Sternovy-Gerlachovy experimenty

»

Na &4stici, kterd mé vlastni magneticky moment M (napf. paramagne-
ticky atom), pisobi podle k1331cké fyziky v nehomogennim magnetickém
poli s magnetickou-indukel B (-B(x,y,z)) sila

F = V(M.B) (1)
JestliZe nechdme prochédzet svazek £akovych &¢d4stic prostorem,v ném% se

amdr B m&n{ jen mélo, mle velikost B je siln& z4visld na poloze (obr.51),

potom miZeme piFibliZné& psadt
—,

F = M VvB, (2)

kde M, je projekce magnetického momentu M do sméru B (ktery Jjsme poloZili
do osy Oz). y/ bdchylky stopy na stinftku S (obr.51) pak miZeme stanovit
sloZku M ve sméru B (tj.M ), nebot sfla (2) je paralelni Oz a Um&rné M, .
Vysledek takovychto pokusﬁ které zaldtkem dvacdtych let realizo—
vali Stern a Gerlach s atomy stiibra, byl prekvapujici. ProtoZe podle
klasické mechaniky md%e nabyvat M, libovolnych hodnot (moment'ﬁ miZe byt
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) - ~ Obr. 51.
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_ Schematické uspofédéni Sternova-
‘—‘——T‘E:_E_-?—:]'7““-' -Gerlachova experimentu. 7
\:‘\} ,//A/' > (a) Z-zdroj atomd Ag, K-kolimédtor,

TN E-elektromagnet, S-stinitko
. (b) Pri¥ny pohled(rovina x0z)
. na elektromagnet E.Pole B vyznale-

no &érkovand.

v prostoru libovoln& orientovén), m&la by se na stinitku objevit spoJjité
rozmazand stopa; Jjeji okraje by odpovidaly limitnim pfipadﬁm paralelni
(11 ) a antiparalelni (1} ) orientaci M a B.
Experiment v3ak ukézal izolované, ekvidistantn& vzddlené, atopy. To bylo
Jjasnym dﬁkazem kvantové povahy magnetického momentu. ProtoZe to vypadalo
Jjakoby vektor M mohl mit v prostoru jen né&které orientace (vzhledem k B),
stalo se bé&inym mluvit o prostorovém kvantovéni.

0d dob Ampérovych vime, %e maggetlcky noment M Jje nerozlu¢n& gpo-
jen s mechanickym momentem hybnosti nabité &dstice Q.Klaaické nabité
gdstice, kterd se pohybuje po orbit& (nap¥. v Bohrové modelu atomu) tak,
%¥e jeji moment hybnosti je TL predstavuje vlastn® smylku protékanou
proudem. Podle Ampérovy hypotézy je tato smyfka ekvivalentni magnetu
s momentem ﬁ; dméErnym T

-» . '

M = gL ' . (3)
Konstanta uUm&rnosti ¢ se nazyvé gyromannetlckj_pomér a podle klasické
elektrodynamiky Je

- q
: . ¥ 2 m ,
kde q Jje néboj ¥éstice a m je jeji hmotnost.
V Bohrové modelu atomu vodiku mé elektron na nejni%3f orbitd (n=l ve
vztahu (I.9)) moment hybnosti T = h , tak%e odpovidajied magneticky
moment je podle (3) ‘ SRR C e 1 e o

eh i
My = - | (5)
- 2m

(4)

.
(néboj elektronu je (-e), jeho hmotnost m; poznamene jme, %Ze &asto se

Bohriv magneton definuje se znaménkem +).

Velitina g se nazyvé Bohriv magneton; v soustavé SI
-1

Mg = -9,2741.1072% 5170 (joule/tesla)
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Ze vztahu (3) je zfejmé Ye kvantovéni M Je vlastn¥ disledkem kvantovéni
momentu hybnosti L. Z re3eni problému vlastnich hodnot operdtoru L2

JBZ (pritazenych (T2 a L, z (IV.85)) vyplyne, %¥e vlastni hodnoty 352
Jjsou

1(1+1)k? (1=0,1,2,...) (6)
vlastni hodnotv_éﬂz pro dané 1 jsou

m h (m) = 0,#1,+2,...,+1) (7

To znamené, %e ve Sternov&-Gerlachové pokusu bychom m&li na stinftku
najit vZdy lichy polet ekvidistantn& vzddlenych estop, nebot M, v (2)
by podle (7) mohlo, pro dané 1 (tj. pro danou velikost momentu hybnosti),
nabyvat hodnot :
gml’h = mlfJB (my =0,+1,+2,...,+1) (8)

Ve Sternov&-Gerlachové experimentu s atomy Ag (roku 1924) v8ak byly
zaznamenény dvé stopy., Kvantitativni vyhodnoceni pfitom dalo projekce

M, =+ mng | (9)

Vyznam t¥chto vysledkl nebyl ihned pochopen. Pokusy o vysv&tleni
byly komplikovény tim, Ze atomy Ag obsahuji{ mnoho elektroni. Z¥ejms&
sprévny (protoZe ve svych disledcich bezesporny) vyklad podali Goudsmit
a Uhlenbeck r.1925. Podle Jjejich hypotézy musime vzit na védomi, Ze
elektron mé vlastni magneticky moment M s, JehoZ projekce do zvoleného
sméru (sm&r B) mohou nabyvat pouze dvou hodnot: * ug. Rovn&Z postulovali,
Ze elektron mé vlastnf (vnit¥ni) moment hybnosti § - 8pin - jeho%
projekce na zvolenou osu jsou + h/2 . Vzteh mezi spinovym magnetickym
momentem‘ﬁ; a8 spinem g’pak miZe byt, analogicky k (3), psédn

M, = g ¥ S - (10)
kde - '
gy =2 . ! (11)

Jje tzv. Landého faktor (faktor spektroskopického rozité&peni). Pro udpl-
nost uvedme, Ze hodnota (11) je pribliZné; s korekcemi, které vyplyvaji
z relativistické kvantové elektrodynamiky, je &, = 2,002319.

Bez podrobn&j3iho rozboru jen uvedme, %e byla i del¥{ experimen-
t4lni fakta, k jejichZ obJjasn&nf hypotéza o existenci spinu a spinového
magnetického momentu uspé&3né& piispéla. Z nich uvedme jmenovit& jen

Zeemanlv_jev
spodivajici ve St&peni spektrdlnich &ar v magnetlckém poli. Toto 3t&peni

je z hlediska kvantové mechaniky disledkem roz3t&peni energiovych hladin.
Z Pedeni pri{slusné Schrodingerovy rovnice op&t vyplyne, Ze nap¥. v atomu
vodiku by se kaZdé hladina m&la rozit&pit na lichy pofet - (21+1) -
podhladin. Nejni%3{ hladina 1s (1=0) by tudi¥ m&la zlistat nerozit&pena.
Experiment v3ak op¥t ukdzal, Ze hladina is ve vodiku se v magnetickém
poli 3t&pi na dv& hladiny (obr.52). PPitom yzddlenost t&chto hladin
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s L-* . 'Obr. 52
13 <:‘ _ 2?‘5 ‘Stépent zdkladn{ hladiny 1s
. S~ v ‘atomu vodiku v magnetickém
bes mag.pole v mag.poli B . poli B.

Je 2pgB, coZ je dvojndsobek hodnoty, kterd odpovidé vagbd ¥ s 1 podle
(3) a (4), ale souhlasf s (10).

1. 2) Komuta&ni relace pro operdtor momentu hybnosti

K nalezeni kvantovémechanického operétoru pro spin nonﬂ!eno pouiit
7.p60tu16t, nebot pro spin nemédme odpovidajici klasicky definiZni vstah.
Je proto nutné potfebné operdtory definovat pfimo & to tak, aby vechny
disledky =z t3chto definic plynouci, byly v souladu 8 experimentem.
ProtoZe spin Jje (vlastni) moment hybnosti, Jje priroszené poZadovat, . aby
operédtory, které budou reprezentovat jeho slofky a velikost, splnovaly
stejné komutalni relace, jako operdtory represzentujlci orbltélni moment .
hybnoati T. Podle (IV 85) A A

. ¥, TP ' o (12a)
Me o 3. (%,5,8) a §= (px.py.p )
@ jednotlivé sloXky operédtoru 2 = (% 66 s & ) Jasou

AN AA
L. o= 3, - zp, |
AA AA .
éCy = Ip, - Xxp, - (12p)
AA AA
, dﬁ. B xpy - YPx . ’ .
A A )
Pro operdtory sloZek T a 3 plati postulované komutaZni relacq(IV.90)

[%,8,0 = th , [§,8] =~ h , [3,5] = h a3

A A
s v3echny ostatni komutétory ze slofek T a P jsou rovny nule.
Vypo&téme nyni komutétor'[ ] ; 8 vyuiitim (13):

(£, L1 =, - 33 )( ﬁﬁx - xp, ) - ( 5B, - 3p, ) ¥B, - B, )=
= 35,0 B% - B, ) - BBC KD, - 3B, ) = [1,5,1(5p,-3b,) = 1h &
Stejn& spolteme [.‘By,éﬂz] e [£,,£] , takte sounrnnd dostaneme
[xx.‘f,y] -thd, , [£, £,1=1hg , (€, £]=he

(14a)
co? miZeme aymbolicky zapsat (vektorovy soudin operétord)
Lo n? (14b)




tv) - 124 -

sloiek - nept. L - nelze Ji% presnd urdit sbyvajici dvid. Je viak moZné
soudasnd ® jednou sloZkou gmdFit plresnd jestd alespon velikost 11
Abychom na otézku odpovdd#li, musime vypofitet komutétor [, éﬁ;] .
pro jednoduchost je zvykem pofitat s kvedrétem 12 t-f..‘f, JemuZ prislusi

operdtor kvedrdtu welikostl momentu hybnosti ,
2 2. 2 2 ° '
L5 = Ly K | (15)

Podle zévérd odstevece IV.3.3 plyne z (14), %e gmElime-1i jednu zs

Plati , | _
(2% £, 0=[€2 + £ + 2, 6] =[2l + 27, 2,1 -

R 2 B A A R AR R A W R C A
= Agx(;i‘h«fy) + (-ih égy)a‘@x + bﬁy(ﬁxﬁx) +.(i’ﬁ‘£*) £y =0 N
tak2e IR
g L£2L,1=0 SRR RT3

Odpovéd na otédzku je tedy kladné: L, a ‘ﬁl 1ze soulasnd presnd zm¥rit.

Komutalni relace Slg).(lﬁ)‘ n;yni‘ budeme povaZovat za defini¥ni vsztahy
pro operétor momentu hybnosti obecn¥ (tzn nejen pro orbitdlni moment
hybnosti, ale teké napf. pro spin).

1.3) f'rost—or spinoﬁch stavovych vektord a Pauliho matice

Zvolme za sm&r,do n&j? budeme promitat api'n,. osu Oz, Hledimy
operdtor spinu ¥ nechi mé slozky Lo .Y’y, ¥, ti¥= (_-.‘fx, J"y, ':fz).

Operétor fz musi m{t vliastni hodnoty rovny expériment&hx! zjisténym
hodnotdm + F/2. Ozna&ime-1i vlastnf vektor k hodnotd +h/2 jako 14>

a k hodnot& /2 jako |- %X mus{ platit SR .
| b PR hoy 4y '.
'.‘U%> T ‘%) P ifz\‘ '!a‘> iy \"%) | €17)

Poznémka: veitory |%_> , l‘%) se %asto zna¥{ stru¥ndji [+>, {=> nebo
|T> ! ‘L) * : . ‘ X - . N
Predpoklddédme~1i, Ze obé& vlastn{ hodnoty jeou nedegenerované a vektory

\%),"ji> normal‘izované, potom , : ’ ,
- ) 1 ° R -
GID-CH Dt <Fl-8)-0 o
Vektory \ %), l— -]2=> . md%eme pouZit za bdzi dvourozmdrného prostoru Ea'

ktery obsahuje vBechny vektory
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14> = o |3) +B|-2 (19)
~ Aby byl i y> normalizoveny, musi bt ,
12+ g2 =1 | (20

SkuteZnost, e vektory Vw2y , |-1/2> tvoﬁ bézi Je vy jéd¥ena
podminkou dplnoati (IV.50) - _ , _

18)C3+ \‘5)("%1 R
V bédzi tvofenéd vektory l -) ‘ 5) nusi byt operétor ‘! vydddi‘en |
dingonélni matic{ (viz (IV.69))
' 5. 1 0 : o '
Yy, =— T o (22)
_ 2 o -1 SR L -

s normovanymi vleastnimi vektory

I U b - [] .

Obecny atgfc (19) je pak vyjédFen vektorem

> = [d} R e

s normalizaéni podminkou (20), nobo% (viz(IV 35))

<qnl4}>:=(o<* p*)[P] -|o<|2+|(sl‘°' : ‘gzs)"j

U elektronu ve stavu (epinovém) \\y) s Je pravdépodobnost naméi-mi

S, ;% rovna |o<l2 ’ zetimco pro S -% Je to |pl2 -

Operatory pro fx, kf urdime tak, aby byly splnény konutac‘.ni
- relace (14) ‘

[i’x'b’]'i'ﬁf ’-[,;- ,*ihiﬂ. [b",!]-i’b:f

.(26)
P¥i{mym vjpoltem 8i miZete ov&i‘it, e v bazi (23) vyhovuj:[ témto relacim
hermitovské matice (spolu s f podle (22))- '

S o 1) o -1) o
Y SR ' ,y"--f'-‘—[ ] (27)
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Operdtor bpz pak Jje: .
11 0
2 2 2 2 3
2
f-fx+fy+fz=—4—ﬁ : (28)
Lo 1
ProtoZ%e Jjde o jednotkovou matici nésobenou éislem, Je splnéni komutadni
relace (16),tJ
[:f’.‘f,,]- o, (29)
evidentni. ‘
Operédtory !f BP musi mit proto spole¥ny soubor vlastnich ‘vektory;
jsou to opdt vektory (23), nebot

2 ' .
AP - 19D ¢ P 3R o

Vlastn{ hodnota. je tedy v obou pripadech 3h/4. Mi¥eme ji zapsat
analogicky k (6) : . -

a(s + 1)h kde 8 = % ' (31a)
takZe 5 « : .
¥ |+ 1) =se+h2 |+ 1) (31b)

K tomuto kvantovému &islu s = % » které urfuje velikost apigg‘(obdoba
kvantového ¥isla 1, které urduje velikost orbitdlnfho momentu hybnosti),
pak prislusi spinovéd kvantové &islo
—_— (32)
2

ms =+
urdujfc{ prum#t spinu do zvolendé osy (zde Oz); &islo m Je obdobou my
v (7). K denému 1 z (6) jsme m&li (21+1) moZnjch prim&td (hodnot m,)
orbitdlntho momentu hybnosti do zvolené osy; k denému s, které nabyvd
jen hodnoty s = = , méme obdobnd 2s+1 = 2 mo¥ngch primétd spinu do

2
zvolené osy (obr.53) Z toho v3eho je zfejmé, Z¥e se ndm skutedn& podatilo

Obr. 53. 'vg h

Zndzorn&ni celkové velikosti epinu
. h 2

‘a dvou moZnych prim#ty + —— do osy Oz.
: 2

R TSRO L

zkonstruovat spinovéd operdtory tak, %e po formdlni strénce splﬁnji tytéz
relace jeko orbitéln{ moment hybnosti a 2 druhé strany,dévaji vyaledky
ve shod¥ s experimentem.

Pauliho matice.

A
. . -—r
V kvantové mechanice se Zasto pracuje s bezrozm&rnym operdtorem 0 ,

ktery se definuje vztahem ?.: -fz‘— g: (33)
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N
Matice, které reprezentuj{ t¥i sloZky @ v bési tvorené vektory ‘ %),
|- %)’, se nazyvajl Pauliho matice. Porovnénim (33) s (22) a (27) zfejmé

o 1} . fo -1} . |1 o

A
¢, = o, = g, = (34)
x 1 o Y 1 o z 0o -1 3
Charakteristickd rovnice pro v&echny t¥i tyto matice je .
M-1=0 ‘ (35)
tekZe vlastni hodnoty operstorid &k' 6&, 3; Jsou
| A=zl - (36)
- Skutelnost, Ze vlagtni hodnoty v8ech t¥i operdtord - J;. f;, j& -
Jjsou ﬁ-% odréd%i to, %e Z4dnéd z 0s neni prerérovanég oxper{mentéiné
nam&fené hodnoty prim&td ve Sternové&-Gerlachové pokusu,nemohou

géviset na tom, jak si orientujeme soufadnou soustavu vzhledem k apara-
tube. : ‘ "

1.4) Spinové vinové funkce

V tomto odatavei zavedeme pro spin & 8 nim spojené vinové funkce
znafeni, které se b&in¥ uiivé predeviim ve spojeni se soufadnicovou
reprezentaect. L o

K dynamickym prom¥nnym x,y,z , urfujicim polohu'elektronu, pltidéme
gtvrtou promdnnou : spinovou proménnou {soufadniei) 0. Definujeme ji tak,
e (srov.(10),resp.(32)) :

_ : e h 1
¢ =+1 prostavs M = - (mg = 3) _
2mg . (37
. e ﬁ 1
¢ = -1 prostavs M = (m == 3)
. 2me

(poznémka: ndkdy se setkdte 1éZ s definici ¢ = % 172 )ﬂ
Vinové funkce v soufadnicové reprezentaci pak Jje

. P (x,y,2, 0 ) l ' »(38)
Na jejf interpretaci to nic nem&ni; tak _
I\P(x,y,z,*'i)l2 dxdydz (39a)

ud4dv4 pravdépodobnost, %e v objemu dxdydz, opsaném bodu (x}y,z), bude
nalezen elektiron se spinem orientovanym “nahoru® (tj. ve stavu|f) nebo

|%> -,réap. 8 M, =+ g )3 podobné se 'int.erpretu;je
I*(x,y,z,—l){z dxdydz _ (39b)
E::l\P(x,y,z,c‘)lz dxdydz ‘.(39C)

=24

Vyraz
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pak udédvé pravdépodobnost, Ze Zdstice s libovolnym epinem bude nalezena
v elementu objemu dxdydz v okolf bodu (x,y,z)..

Do normaliza¥ni podminky (I1.20) musime nyni ovem kromd integrace
pres x,y,z pridat i sumaci p¥es 0~ , tak¥e norma Je

N = .}P!$(x,y,z,+1)[2 dxd&dz i-Jpl?(x,y,z,-i)la dxdyds (40)

Funkce Y(x,y,z,0" ) je normalizovéna, je-1i N = 1,
Mezi v3emi vlinovymi funkecemi ¢ (x,y,2,0 ) md ddle2ité postaveni
t¥idas funkef se separovanymi prostorovymi a spinovou proménnou:

qj(x,y.z,w) = Plx,y,2)%(F) . (41)

Takovédto separace promd$nnych je mo¥nd tehdy, kdyZ orientace spinu nezé-
visi na poloze &édstice v(x,y,g-prostoru; jinymi slovy: je moZnd tehdy,
kdy% lze zanedbat tzv. spin-orbitdln{ interakci, takie hamiltonidn
soustavy méd strukturu

Hxy,z,0) = Hytx,y,e « Loy C42)

Spinové vlinové funkce y (0 ) jsou vlastnimi funkcemi opersdtoru 9;,
tak%e vyhovuji rovnici ’ ‘ ' ‘

g f ~y
z%ms () = mh x’ms‘f) (ls=‘_f_-;-') (43)

Definujéma-li Jje takto

(1) =14 (-1) = 0 ' 1
X4 S & | (44).
)(_4!(1) =0 X"z("l’ =1 ,
Jsou vzdjemnd ortonormélni, tj. plat{ .
N | _
PI PRLD TG IL (45)

a=%1 .
V literatute Zasto najdete té% definované dvé spinové vlnové funkce

(0, ﬂ (0) : p
X(C) = K(F) Jestlite Y (+1)=0 , X (-1)=0"
() = pley - K (+1)=0 , o (-1)=1

(46a)
nebo o ' ‘
Funkce « odpovidd mg =% (spin "nahoru® nebo l%) nebo |1>) a {5 pak
m, = - % ( spin *dold" nebo |- %} nebo | ).

Zévérem odstavce jestd uvedme, %e Zastéd Je téZ reprezentace
funkce (41) sloupcovym vektorem
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1) - Lf*(x,y'Z). »
txis)) (47)

xteré je kombinac{ soufadnicové reprezentace s maticovym aparétem rozvi-
nutym v odst. 1.3. Dostaneme ji, jestliZe poloZime

£ (1) , (1) |
REYELE -3y = [A e
%i"l) ‘X_Qz_(‘-l)

2. Soustavy se dvéma stavy

2.1) Obecnd dvaha o soustavdch se dvima stavy

Ve fyzice mikrosv&ta existuje (vedle spinu 1/2) celé rada eituaci,
které alespoﬁ'aproximativné mohou byt'traktovény jako problém kvantové
soustavy se dvima stavy. Méjme napf. soustavu, v Jjejim% enefgiovém ’
spektru jsou dv& hladiny blizko sebe a pFitom jsou velice vzddlené od
vSech ostatnich energiovych hladin soustavy (obr.54)

AE : .
T Qbr. 54.

Schematické gzndzornéni energiového spektra,
Eﬁ. které dovoluje v l.sproximaci traktovat.
E{- : gsoustavu jako soustavu se dyéma moZnymi
stavy E,, E, (hladiny E,,E, jsou znaln&
vzddlené od ostatnich hladin v porovnéni

$ - 8 hodnotou (E, -E, ) ).

Predpokléde jme déle, Ze chceme yypolitat vliy vmn&jsiho pole (nebo vnit#¥- .
n{ interakce; kterd byla predtim zanedband) na tyto dva stavy. Je-1i
tato porucha dostatedn¥ slabd, lze ukdzat (viz kapitolu o péruchovém
"po&tu v II.dflu nebo [11 - 13]), %e vyslednj vliv na zminné dvd blizké
hladiny je mo¥né v 1l.aproximaci vypoditat tak, ze'ignorujemg existenci
oatatnich energiovych hladin soustavy; vdechny vypodty lze pak provést
v dvourozm&rném podprostoru 82.ce1ého prostoru atavovych vektord C .
Pro dals{ dvahy si zavedeme toto znadeny{: uvaiujme soustavu, jejiZ
stavy lze reprezentovat stavovymi vektory =z dvoudimenziondlniho prostoru
52 . Za bdzi v ném vybereme vlastni véktorx_\?i) y 122> hemiltonidnu
soustavy Egg_; odpovidajici vlastni hodnoty energie oznalime 61, 22.,

tak%e plati

Ho pa> = Edp> o+ Holge> = E51p0> (49)




