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III. SCHRODINGEROVA VINOVA MECHANIKA

1. Schrédingerova rovnice

—————

-

1.1) Pot¥eba vlnové rovnice a jejf vlastnosti

V pPedchéze jici kapitole jsme diskutovali interpretaci a vlastnos-
%i vinové funkce, kterd (podle p¥ijatého postuldtu) urfuje stav soustavy.
SxpIicitni {analytické) vyjédFeni vlinové funkce viek zatim znéme, podle
de Brogliehs hypotézy, pouze pro volnou &éstici. Jak ale najdeme vlnovou
Funked urduiicic{ astav &dstice, kterd se nachézi v n¥jakych silovych ’
po1linh? Protofe “nezndmou" je funkce, mohla by byt Feenim n&jaké dife-~
rencidln{ ro¥nice. Na zdklad® toho co ji% znéme, m&la by tato rovnice
yynoverat nésledujicim pofadavkim:
{e) aua{ byt lineérni, aby zistal v platnosti prinecip superpozice stavi
{viz odst.II.4.1);

{b) muai obsashovat jen l.derivsce vlnové funkce podle Zasu. Tento poZa~-
davek Jjg disledkem obecnd p¥i jimaného prinecipu kauzaiity (pfiﬁinnoéti).
Jestli¥e jsme totiZ postulovali, %e stav soustavy Jje ¥ daném Easovénm
okam?iky t _plné urfen vinovou funkei WLLIOA» potom znaloat QLLEOL

musi byt pln¥ dosta¥ujici{ k jednoznaZnému urdeni v3ech budoucich stavi
soustavy, tj. k urleni kaZdé \P(tl) kde t,> t, .
To je presné obdoba principu priZinnosti v-klasické mechenice; tam byl
stav soustavy v daném &asovém okamiiku t urden zaddnim soufadnic a
impulsd vBech ¥dstic tvo¥icich soustavu a kaZdy budouc{ stav (tj. soufad-
nice,a impulay ¥dstic) mohl byt jednozﬁééné urden redenim Newtonovych
rovhic, které v sob? zahrnovaly udaje o pisobicich aildch.
Predpokléde jme, Ze t, = t  + At , kde. At je infinitesimélni

p¥irustek Zasu; potom miZeme psét pro vlnovou funkci v Zase t  + At
Tayloriv rozvoj :

= ' |\ + .a_(p.. .‘ 1 _b_,;lk. 24 |
Pltrat) = Pt (bt )e-eft . ( Bf*)t-t,,(w (1)

JestliZe jédiné co zndme Vv éas§ t=t Je ‘Q}(to), potom k jednoznaZné-
mu ureni tP(to + At) musi stafit pouze l.derivace ( 3?’/a't)t,to R
kterou musi byt moZné vyjddrit jen pomoci 4) , tj. musi byt
29 ) (2)
dt
kde F(+ ) je nijeké funkce { (proto%e rovnice (2) musi platit pro
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pro libovolny ¥as t_, vypustili jsme podminku =t ).

Rovnice (2) Je diferencidlni rovnici l.Fddu vzhledem k prom¥nné t; k je-
Jimu jednozna¥nému Fresieni sta¥i poddtelni podminka *,ttt = *I(to) .
: o

(c) v¥sledky musi v 1imitd pPechézet v klasickd Fedeni (viz princip ko-
respondence v 1.2.3). Jinek Fe&eno: rovnice musi vést k tim¥e zdkonitos-
tem pohybu vlnovych klubek, jako de Broglieho teo}ie v aproximaci geo-
metrické optiky. To znemend, Ze rovnice musi vykazovat forméln{ shodu

s n¥kterymi rovnicemi klasické fyziky.

Ne tomto mist¥ je viak tfeba jasn¥d Ffci, %e rovnice k ni% smifuje-
me - Schrodingerova rovnice - se neodvozuje, ale postuluje. To,co budeme
d¥lat v nédsledujicim odstavei, jsou pouze \vahy, které majf naznalit,
pro se rovnice postuluje prévé tak a ne jinak (pFitom uvahy, které k té-
to rovmici vedly E. Schrédingera, byly mnohem hlubsf, zaloZené na analo-
giich mezi klasickou mechanikou a optikou). Rozhodujic{ je koneckoned
oviem jen experimentélni ovdfovéni disledkd plynoucich z teorie vybudo-
vané na této rovnieci.

Déle Jje tPeba zdiraznit, %e teorie zaloZend: jen na Schrodinggrové
rovnici neni ekvivalentem souZasné kvantové ggchanigy, jeji% zdédkladni
postulédty uvedeme v nésledujici kapitole; uvidime, Ze Jje pouze d{l&im
vysledkem, vyplyvajicim z obecného formalismu kvantové teorie. V jejich
zdkladech jsou navic uloZeny dva vyznamné omezujfci predpoklady, na n&%
nesmime zapominat:

(i) nedochézi ke kreaci (vzniku) a anihilaei (zéniku) Zdstic s nonulovou
klidovou hmotnoatf (xreace a anihilace fotond je mo¥nd);

(ii) vSechny &dstice s nenulovou klidovou hmotnost{ se pohybuji rychlost-
mi zna¥n¥ men3imi ne% Jje rychlost svdtla, takZe Jje moZny nerelativistic-
k¥ pP{stup (problém fotonl se musi resit zvldst). :

Pro popis jevd v_atomech a molekuléch je v3ak Schrodingerova teorie
dobrou aproximaci, nebot zde jde o pomdrn& slab® vézané struktury, jéjich2
¥4sti se pohybuji malymi rychlostmi. Tek nap¥. rychlost elektronu v atomu
vodiku je Fédové ¢/137 (o = 1/137 je tzv. konstanta jemné struktury [6]),
valen¥ni elektrony viceelektronovych atomd maji rychlosti téhoZ ridu a
jédra v molekuldch rychlosti Jje3td mnohem men&i. Piedpoklad (i1) Jje tedy
v tdchto soustavdch doble splnén. Protofe vazebni energie v atomech a
molekuldch leZf hluboko podvhoduotou 0,5MeV (= klidové energie elektronu;
ke kreacl péru elektron-pozitron je tfeba energie alespon 1MeV), je
dobfe splndn i prvni pPedpoklad.
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1.2) Schrodingerova rovnice

Pro volnou Zdstici snédme explicitnt vyJdd¥eni vinové funkce; Jejf
ne jobecnd J8{ tvar Je dén formul{ (II.61) (v jednorozmérném pripad¥ pak

(IL.63) )3
e(p sP 2P ) * - :
(215)3/2 ffj Ty (3

x OXP[% (Pxx +'pyy + pys - lt)] dp dp dp‘ -ij}('ﬁ) éi(f»r—nt)/ﬁ as

kdo celkovd energie Z4dstice E ,10 rovna energil kinetické a s hybnostf p
Je v nerelativistickém priblfZens (viz pfedpoklad (11) v odst. 1,1)
8$védzdna vztahem

41(x,y,:;t) =

2
P 1 2 2 2

Es — = — ¢ + + ) (4)
2m 2n .px Py 7 Pg

Najdéme diferencidln{ rovnici se strukturou (2), které tato funkce vyho-
vuje. Plat{ ' 4

ih *—é-— l{/(x,y,z;t) = JJJE 1“($)ei(ﬁ‘-m")/h ap (5a)

' Yyz;t) = J‘”p li‘(p)c:l(ﬁr"m;)/h dﬁ

a obdobn& pro derivace podle y a s.
Souhrnné mifeme tFi poslednf relace (pro x,y,sz) sapsat

- ihV 4’(){,)’,2;1’,) = JJJ-ﬁ F(B)ei(ﬁi"-i‘.t)/fx ‘da . (5b)

(definice operdtoru V Je v dod.E).
Provedeme-11 2.derivaci podle soufadnic, potom

-h2 ‘P("" t) = J”p F(-p-).i('ﬁr-Et)/‘h

] obdobné pro derivace podle y a s, :
Souhrnn&, pomoci Laplaceova operétoru As V (viz dod.E)

Podle (4) Jjsou integrandy v (5a) a (5¢) im&rné; toté: lxe ¥fel o integ-
rdlech, takZe miZeme psét

(x,y,%;t) h2 ‘
ih b‘p iibAded 2 e — qul(x,y,z;t) , (6)
Vbt 2m :

cok Je Schrodingerova rovnice pro volnou Zdstici.
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Tato rovnice splnuje vdechny t’i vjse uvedené poZadavky: (a) Jje linetrni
Vyplyvé splnéni principu korespondencs.
Pro jednorozm¥rny pfipad (&dstice jen na ose x), prejde (6) v

iﬁ—'g(:—’z___i"‘_i_ (N

2m dx2

Uva¥ujme nyn{ o &dstici, kterd se nachdzf v_n&jakém potencidlovém
poli U(x,y,z,t). Na rozdil od Newtonovy mecheniky, kterd pracuje s piso-'
bicimi silami, v kvantové mechanice je zékladnf veliZinou potencidlni
energie ¥dstice V = V(x,y,z,t). Pozor: roglifujte pojmy potencidl silo-
vého pole U a potencidlni energie Zédstice V v tomto poli. Toto upozorn¥-
ni je zvlééi nutné proto, %e v kvantové mechanice bjvéd zvykem ( a my to
ddle budeme pro strudnost délat té%) nazyvat V potencidlem. o
i  Celkové energie Zdstice E je soudtem energie kinetické T a poten-
cidlni V :
E=T+V , , (8)

pFifem? T souvisi s hybnosti Z4stice p vztahem
2 .
P
T = —— (9)
2n

Nyni si pfedstavme, %e jsme rovnici (6) fornéln& ziskali z (4) a (5) tnk,
fe jsme nahradili

E operdtorem ih -{:—- ( pisobicim na t’/(x,y,z,ti )

a T = p2/2m operdtorem - —— {72 ( pisobfeim na q)(x,y,z t) )
2m

( o operdtorech budeme podrobnd uluvi{ v nédsledujici kapitole).
ProtoZe potencidlni energie V nezdvis{ ani na B, ani na'f, mifeme
se pokusit (opdt &ist¥ formélné) zobecnit tuto proceduru i na rovnici(8).

Dostaneme ‘

IY(F,¢) h? o
et e gyt + VIF,L). g (Fe) | (10)

co? je skute¥n? slavné S Schrodingerova rovaice pro jednu Eastieli v poli
s potencidlem V(®,t). Zplsob jak jsme ji ziskali, vdak nelze v %ddném

pFipad¥ povaZovat za jeji odvozeni. Za jeji odvozen{ viak nelgze povaZo-'
vat ani mnohem presv&d®ivijsi fyzikdlni argumenty, které najdeme v lite~
ratufe (napi. 161 ,[13],[141) uvédéné ve prospdch tvaru (10). Skute¥nosti
je, %e Schrodingerova rovnice se musi koneckoncd postulovat a oprévnénost
tohoto postuldtu stéle doklédat cxperimentélnin ovdrovénim didsledkd,

které z ni plynou.
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1.3) Stacionérni Schrdodingerova rovnice

Existuje velkd tfida dloh 8 potencidlni energii neszdvislou na Zase
(tak!e V = V(x,y,s) ). Pfepidme rovnici (10) do aymbolickdho tvaru

Fi, g =0 | (11a)
kde CY(F,t) Je diferencidlnf operdtor )
O(r,,t) = - ih bbt + [- —2-;— V + V(x,y,z)] (11b)

Vidime, Ze v Je souftem dvou operdtori

Uee) = O0ptv) + Oytx,y,2) C (2m)
z nichZ jeden: :
O.t) = - ih =2 12b
1 bt ( )
pisobl pouze na funkce zévislé na t, a druhy:
{12 32 bQ 32
O;(x,y,z) ® - om ( : axZ + ay2 * -s—;f) + V(x,y,z)
. (12¢)

pouze ne funkce promé&nnych x,y,sz.

Tato skute&nost ném dovoluje provést v hledand vlnové funkel tav,
separaci prom&nnych , tzn, hledat FeSeni rovnice (11)_ve tveru sou¥inu
dvou funkel

_q}(?,t)=f(t).kp(?) L - ay

g nichZ Jjedna (f) zévisf jen na t a druhdé (Y ) Jjen na ﬁroatorovjch sou-

feadnicich x,y,z. Funkce f£(t), (p(r) pfitom budou Fedenim rovnic, které

zi{skédme takto: dosadime p¥edpoklédany tvar (13) do rovnice (11). ProtoZe
d ar(t)

-ih vs (£(t). Y(?)) = - Y(??.iﬁ " a
h? | 32 :
["'5:_ ve w”]‘fm"f‘;" - rw] - — v+ wH ufm]
e 1 Ar(t) 52
e ot ‘P:?’ [‘ o v » v q’(?)] (14)

Levd strana této rovnice je funkecl pouze prom¥nné t a pravd strana funkqi
pouze proménnych x,y,z. Napsand rovnice pfitom vyjadfuje, Ze ob& strany

'se musl rovnat pro véechny moZIné hodnoty t a T =(x,y,%). To je moiné
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sfejmd jen tehdy, kdy% levéd a pravé strana rovnice jsou rovny té%e kons-
tant¥. OznaZimg~li tuto konstantu B, d4 ném prévé vyslovené tvrseni (po
nepatrné dprays) hledané diferencidlni rovnice

AL(t) i E £(0)
B e mee— t
3t y o (15)
52 5 } ‘
- — (F) + V(F) Y(® = E @D
- .V ger r) (& ¢ (7 (16)

Prvni z nich md Ffelieni
r(t): ( iEt oan
= exp\- — ) 17
tl / .

Rovnice (16) pro prostofovou Zdst vlnové funkce - \f(gj ~ Je tzv,
staciondrni Schrodingerove rovnice.Jeji obecné Felen{ zdvis{ na tvaru
potencidlni energie V(r), partikuldrni Fre#eni, odpovidajfci Jednoznadn#
sledované soustavé, pak jedtd na okrajovych podminkéch.

Uplné fed¥en{ Schrodingerovy Zasové rovnice (10) (resp. (11)),
v pFfipad® , %e potencidlni energie nezdvisi explicitn& na fase, Jje tudii

: W(i‘,t) = \P(i") ;oxp (,-i il t) (18)

kde tp(r) Je feéenim staciondrnt Schrodingerovy rovnice (16) s prislus-
nymi okrajovymi podminkami. : .
Je-1i ¥dstice ve stavu s vlnovou funkcf (18), potom hustota prav-

d&podobnosti vyskytu ‘ _
. " o 7
WEOR = PFEOPEYD = 2 | (19)
nezdvis{ na Zase; mluvi se proto o atecionérnin stavu. ‘

Jak se pracuje se Schrodingerovou rovnici 8i ukdieme v druh‘ tdati
této kapitoly. Zde jen Jje3dt¥& poznamene jme, Ze separace pronénnych s nik
jeme se pravd seznémili Je postup pFri Fedeni diferencidélnich rovnie
vidy vyhodny, nebot vede k FeSeni v&taihe po&tu jodnoduiéich rovniec.

V kvantové mechanice ho velmi ¥asto pouZivéme; k tomu, ahy diferencidlni
operdtor m¥l strukturu se separovanymi proménnymi ( jeko nap#. v (12a))
Je véak nékdy tieba piPejit od béZnych kartézskych soutadnic (x,y,t),

k souradnicim jinym, nap¥. sférickym (r, 6 y§¥ ). Lze ukézat, %e k separa-
ci prom&nngch dojde v takovych souradnicich, kterd maji .ynetrii shodnou
se symetrii potencidlni energie V(?). :




