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VI. SOUSTAVY STEJNYCH GASTIC

V kap. IV jsme uvedli zdkladni postuléty nerelativistické kvantové
mecheniky %dstic a v kap. V jsme je doplnili postulovénim spinu Edstic.
Nyni ukédZeme, %e ani potom je3tZ& neni soubor postuldtd dostadujici, jest-
li%Ze bychom ho aplikovali na dlohy spojené se soustavami stejnych &dstic;
dostévali bychom totiZ ne jednozna&né predpov&di o chovéni studované sous-
tavy. Na rozdfl od pPedchdzejici kapitoly, provedeme podstatnou Zast vy-
kladu v obvyklé souradnicové reprezentaci a a% v zdvéru se struZné zmini-
me o reprezentaci obsazovacich &{sel, kteréd je pro tuto oblast kvantové
mechaniky mnohem vhodn&jsi.

1. Problém stejnych &é&stic

1.1) Nerozlisitelnost identickych mikrodédstic

Dvé Zdstice jsou identické, jestliZe vBechny jejich vnitfni chera-
kteristiky (hmotnost, néboj, spin atd) jsou pfesnd stejné a %ddny expe-
riment nemiZe tyto f4stice rozliit. Tak nap#. vSechny elektrony ve ves-
miru jsou identické, stejnd jako t¥eba vZechny protony nebo vodikové
atomy. Na rozd{l od klasické mechaniky, mé nerozli3itelnost identickych
mikro¥dstic fundamentdlni didsledky v chovéni souborld z t&chto &é4stic a
tedy i v apardtu kvantové mechaniky. »

V klasické mechanice se predpoklddd ( i kdy? vicemén¥ implicitné),
fe sledovené &dstice lze vZdy rozliSovat, ani% by to n&jak m&nilo dyna-
micky stav soustavy té&chto Zdstic. Tak napf. kule&nikové koule lze roz-
1i%it barvou nebo napsanymi %{sly a pfitom nic nezm&nit na jejich pohybu.
A i kdy? tento "primitivni" zplsob rozliSeni neni mo¥ny (napf u hmotnych
bbdﬁ, co? je zdkladni abstrakce 8 ni¥ klasickd mechanika pracuje), vidy
zde zbyvd moinost rdbzlilovat &dstice podle jejich trajektorie. KaZdéd
Géstice md toti? svou spojitou a z Newtonovych rovnic jednoznang urde-
nou trajektorii ( spojitéd kfivka v matematickém slova smyslu); podle
toho, %e v daném Zssovém okamZiku se nachézi ¥dstice v urditém bod& nék-
teré trajektorie, mi¥eme vZdy rozhodnout o kterou Zdstici jde.

V kvantové mechanice vSak i tato posledn{ a principidlni moZnost

miz{i. Pridiny by m&ly vyplynout ze zaAvérd v kap.II. Doplnime si je jestd
ndsledujici dvahou o _rozptylu dvou mikroddstic.
7 hlediska klasické mechaniky Jje stav (soufradnice + impuls) ka%dé z Zds-
tie v fase t=0 urden poléte¥nimi podminkemi. 84atice se pohybuji po pres-
né urdenych trajektoriich, v n&jakém bod¥& prostoru se srazi {interaguji)
a pohybuj{ se dédle po jednoznal&né ur&enych dreshéch. Z po&édteinich podmi-
nek a zadaného silového pisobeni mezi g4sticemi, se dd4 z Newtonovych
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rovnic urdit trajektorie kazZdé z &4stic a podlé toho na které trajekto-
rii se &#dstice nachdzi, je moZné v ka?dém okamZiku ur&it o kterou g nich
Jjde. '
Zcela jinak probih4 gsréfka dvou mikroldstic. Predpokldde jme, Ze p¥ed
srdfkou jsme mdli ¢dstice reprezentované dvdma zcela separovanymi vlnovy-
mi klubky, kterd se pohybovala ( v soufadné soustavd spojené s t32i3t&m
¥datic) proti sobé. Pro urditost Fikejme, Z¥e zleva prichdzf &4stice 1 a
zprava &dstice 2 (obr.65a), Bé&hem srdfky dojde k prekrytf klubek(obr.65b).

(a) (b)

Obr. 65. Sré¥ka dvou identicky¥ch mikro¥dstic v soufadné soustav& apo-
jené s t¥%i¥t&m. Pred sréZkou (&) Jsou &dstice zcela separované., BZhem |
sréfky (b) dojde k prekrytf vlnovych klubek. Po sré¥ce (c) je pravdépo-
dobnost nalezeni %éstice nenulovéd v kulové vrstvd, jejiZ polomér se s &a-
sem zvétSuje. ProtoZe &dstice jsou identické, nemiZeme rozhodnout, kterou
Zz nich registroval detektor D.

Po sréice (obr.65¢c) Jje nenulové pravdépbdobnost nalézt'éésiici v kulové
vratvs, jeji% polom¥r se a &asem zv&t3uje. JestliZe detektor D, umistény
ve sméru urfeném thlem @ (vzhledem k poZ4tednim rychlostem &dstic) regis-
truje ¥éstici, znamend to, Z%e druhd z EZéstic se musi (vzhledem k zachové-
ni impulsu) pohybovat v opalném smé&ru. Neni v&ak mo3né rozhodnout, zda
detektor registroval &dstici pdvodné& oznalenou 1 nebo 2. Neni tedy moZné
rozhodnout, ktera ze dvou alternativ na obr. 66 se realizovala.

(a) (b)

Obr. 66. Schematické zndzornéni dvou moZnych "drah" pii srédZce dvou
jdentickych &dstic (obr.65); neni principidlné moZné rozhodnout, které

2z nich se realizovala,

JestliZe bychom nyni aplikovaii postuldty z kap.IV, dostali bychom
se do obti%f; k urdeni pravd&podobnosti vysledku méPeni je totiZ nutné
znét stavovy vektor, ktery odpovidé vysledku mareni, Zde v3ak méme dva
podle obr.66; ket-vektory pro obr.66a a 66b jsou rizné (a dokonce orto-

gondlni).
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Presto jim z hlediska m&Feni odpovidd jediny fyzikdln{ stav, neboi nelze
postavit takovy experiment, ktery by Jje je3td navic rozlisil. Msdme tedy
pravddpodobnost vysledku poZftat uZitim obr.66a,66b nebo obou? JestliZe
se vezmou oba stavy, maji se sefitat pravd&podobnosti nebo amplitudy
pravdépodobnostl (a 8 jakym znaménkem?) 7

. Jako dal¥{ priklad si jedt® uvedme soustavu tvorenou dvdma vodiko-
vymi atomy. Jsou-li atomy tak vzddlené, %e se vlinové funkce nepiekryva-
ji, potom je kaXdy z elektronld prakticky lokalizovén u svého jédra.
S pribli¥ovdnim atomd roste oblast piekryt{ vlnovych funkci, tj. oblast,
v ni¥ je moZné nalézt oba elektrony. JestliZe vysledkem experimentu je
zjist&ni, Ze v této oblasti je elektron, neexistuje uZ zplsob dovolujic{
rozhodnout, ktery z obou elektrond to je.

Uvedené piiklady ukazuji, %e identita kvantovych &dstic md mnohem
hlub3d{ podstatu ne? u klasickych &dstic; na rozdi{l od klasicky 0jimanych
Edstic jsou identické mikroldstice nejen ve viem véudy stejné, ele i ne-
rozliSitelné. Tato skutednost musi byt zabudovéna do apardtu kvantové
mechaniky a ddsledkem toho musi byt i uplné odstran&ni vyse zmin&nych
ne jednoznaZnosti v predviddni vysledkd m3feni.

1.2) Symetrické a antisymetrické stavy

M&jme soustavu tvorenou dv¥ma &dsticemi, nap¥ dva elektrony v elek-
tronovém obalu atomu He. Vlinovd funkce této soustavy bude zévisei na po-
lohovych vektorech obou elektrond rl ’ r2 (spinovou proménnou zatim pro
jednoduchost nebudeme uvaZovat) tj. ¥ = qJ(rl,rz,t) Kdyby &é4stice byly
rozlisitelné , potom by vyraz (viz odst. II.3.3)

W (#], By 5t01 2 ax,dy dz,dx,dy,dz, . (1)

uddval pravd&podobnost, %fe v Zase t najdeme 1l.Zdstici v infinitesimdlnim
objemu dx,dy,dzy opsaném kolem bodu ;1 a soulasné 2.84stici v objemu
dx,dy,dz, opsaném kolem bodu r2. Jsou-1li &dstice nerozlisitelné, miZeme
pouze tvrdit, Ze vyraz (1) udévé pravd¥podobnost, Ze v Zase t nsjdeme
jednu z &4stic (nevime kterd to je) v objemu dxldyldz1 v okolf Fl a
soudasnd druhou 2z nich v okolf dx dyadz2 bodu r2. Matematicky vyJédreno
to zremend , %e vyraz pro hustotu pravddpodobnosti HP(rl,? 1) ]2 se
nesmi zm&nit (musi byt invariantni) pFi z4m¥n& soutadnic, tj. musi byt

IWEL B 012 = Py, 50 2 (2)
Pro samotnou vlnovou funkei to znamené, Ze
?(?I,Fz;t) = + \?(Fé,?l;t) (3)

Dikaz provedeme soufasn¥ se zobecnénim na soustavu N nerozliditelnych
mikro&dstic se spinem.
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MZjme soustavu N stejnych &dstic. Vlinovd funkce takové soustavy

méa tvar '
\P( gl' §2.-.., %i,.--, gk,..., fN;t) (4)

kde §i = (Fi,cri) (i=1,2,...,N) zna¥{ prostorovou soufadnici(polohovy
vektor) ¥; + spinovou promnnou ¢, i-té Zdstice.

Zam&nime-1i v soustavd i-tou a k-tou &dstici, potom vzhledem k nerozli3i-
telnosti &dstic se nemlZe zménit stav soustavy. Zém&na ¥dstic se v (4)

projevi vzéjeqnou vym&nou souifadnic gi’ gk 3 JestliZe se stav nezm#nil,
musi, vzhledem k pravddpodobnostni interpretaci vlinové funkce, platit

VLGN ITPINN F fk,..., RS | 10 SYPPIN AN TYRERS £yt

(5)
Samotné vlnové funkce se tedy mohla zm&nit jen o nepodatatny fdzovy

faktor s modulem 1, tj.

¢ §1""'§k""'§1""'§N3t) = e“*qnfl,...,El,...,gk,...,gu,t)

( 6)

kde o« Jje n&jské redlné &islo, ,
Provedeme~1i znovu zémdnu i-té & k-té Edstice, vrétime se do vychoziho
stavu. Musi tedy platit

P eofineresfirs e fut) = o8 BCErreeerfnesesfgoenerbyit) =

i2 '
= e d\P(gl,.'.’fi"”-'fk"..'§N;t) ) . (7)
Odtud vZak plyne, Ze musi byt exp(i2« )= 1 a tedy ,
. eio( = i 1 . . (8)

Vlinové funkce soustavy_identickjch ¥dstic tudil mus{ p¥i zém&nd
soufadnic libovolnych dvou &é4stic bud
(a) zlstat nezmén&na - potom se Fiké te Jje _ymetrlcké

nebo
(b) zm&nit jen znaménko - potom se Fikd, Ze je antisymetrické.

Jedin& funkce, které maji tuto vlastnost, mohou reprezentovat
redlny (mo¥%ny) stav soustavy &dstic; v pFirodé se realizuji jen stavy
se symetrickymi nebo antisymetrickymi vinovymi funkcemi,

Experiment ukazuje, %e soustavém tvofenym elektrony, protony,
neutrony je nutné vZdy piifazovat funkei antisymetrlckou. Naproti tomu
napt. soustav® o -&dstic je t¥eba vidy prifazovaet funkei symetrickou.

zatimeco vlnovd funkce soustavy stejnych &dstic miZe pi¥i transpozici
dvou libovolnych soufadnic zm¥nit znaménko (je-1i antisymetrické),
hamiltonidn soustavy stejnych &dstic musi byt ziejmé& vidy invariantni
(nesmi se m&nit) k_z4émdn& libovolné dvojice soufadnic; hamiltonién totiZ
reprezentuje celkovou energii soustavy a ta se nemiZe zm&nit, jestliZe
se v ni zaméni dv& identické &dstice.
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Pro ilustraci si napiZme tfeba hamiltonidn ji%? zminZného souboru dvou
elektrond v poli heliového jédra s ndbojem +2e (jddro predpoklddéme ne-

pohyblivé v poldédtku soufadnie; obr.67)

Obr. 67.

Dva elektrony s nébojem -e v poli
heliového jédra s nébojem +2e
(pFfedpoklddd se nepohyblivé jddro
v polétku souradnic);

o= (xy,¥5,84) (i=1,2).

2 2

gr = - —QE-ZS?. - _hf £&¥ . ggg - 2e + e
2m, 1 am, T2 AME, 1T ATME, I Pl 4T | Ry
kd 2 2 | 2 2 2 9
e
- ._h.. A; B - ‘h ( a 5 + a 2 + -a-i)
: 2m_ i am, \ Oxj .byil dz§
je operétor kinetické energie i-tého (i=1,2) elektronu, .
2e® . '
- je operdtor potencidln{ energie i-tého elektronu
4“80 'ril

v poli jédra ( v soustavd® SI) a

2

b —_— Jje operdtor potencidlni energie vzdjemnd

axre, | Tp-7, |
(elektron-elektronové) interakce elektrond.

Existenci spinu jeme v (9) zatim nevsali v udvahu. Zém¥na soufadnic
314—» ?2 zmén{ v (9) jen pofadi s¥itancd.

Z igvariance hamiltonidnu souboru stejnych &éetic, vshledem k trans-
poziei libovolnyeh dvou souradnic, vyplyvé vyznsmny disledek: symetrie
1;333} : ¢l se nemi%e s lasem,sni vlivem vnéjsich polf,zménit.

Jinymi slovy: pFislusi-1i souboru &4stic funkce aymetrickd (aniisymetricv
ké4), potom zdstdvé stéle symetrickou (antisymetrickou), bez ohledu na to,
do Jjakych polf se soustava dostdvd. Dikaz tohoto tvrzeni najdete nap#.

v [11 - 13].

Ziskané z4vdéry shrneme do postuldtu, ktery pro soubory stejnych &dstic
 doplni postuldty z kap. IV.

‘Stavovy vektor souboru stejnych Zdstic mus{ byt, v zdvislosti na
druhu &dstic, bud symetricky nebo, antisymetricky, vzhledem k transpoziel
soufadnie libovolné dvojice &dastic souboru.
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Antisymetrické vlnové funkce prislusdi soustavdm ddstic 8 polovinovym

epinem (h/2, 3h/2, 5h/2,...) a symetrické vlnové funkce &dsticim s celo-
&iselnym spinem (O, h, 2h,...).

Zdénliveé jemny rozdil (symetrie nebo entisymetrie) ve vlastnostech
vlnovych funkci soubord stejnych &dstic, mé dalekoséhlé disledky v chové-~
ni soubord stejnych &dstic. Projevi se to markantnd napl ve statistice,
j1% se tyto soubory Fi{di; odtud teké pochézi nédzev bosony pro &dstice
se symetrickou vlinovou funkci (#idi1 se Boseho-Einsteinovou statistikou)

a nédzev fermiony pro %dstice s antisymetrickou vlnovou funkei (#1d1i se
Fermiho-Diracovou statistikou). ‘

. Z¥ejm& viechny &dstice, které se vyskytuji v prirod&, musi byt
bud bosony nebo fermiony; jind mo¥nost neni. Znéme-1i zarazeni do t&chto
skupin u tzv. elementdrnich &dstic ( krom& fotonu se spinem QO jsou
v3echny ostatni b&Zné &dstice fermiony se spinem h/2 ), potom zafazeni
slo¥enych &dstic (nap¥. zmin¥nd heliovd jddra =& -Edstice) je urZovéno
vyslednym spinovym momentem. .

Zdvérem znovu zdlrazndme: pofadavek symetrie nebo antisymetrie
vlinovy¥ch funkei je vy jédfenim principu nerozliZitelnosti stejnych ¥dstic.

1.3) Jak najit symetrické a ahtisymetrické vlnové funkce

Vlnové funkce,'kterou najdeme Fedeni{m Schrodingerovy rovnice, nemu-
s{ byt ani symetrickd, ani antiaymetrickd (pFesto v¥ak. je Fedenim Schro-
dihgerovy rovnice). Co d&lat v takovém pFipadé? UkaZme nejd¥ive poatup
na vlnové funkei pro dv& &dstice (nap¥. PeSeni Schrodingerovy rovnice
s hamiltonidnem (9)). Pro jednoduchost zdpisu nahradme §14 1,\;2-, 2,
tak¥e vlnovou funkei ¢ ( ?1, §2 ) budeme strudng psat ¢(1,2). '

Je-=1li Y (1,2) fedenim Schrodingerovy rovnice, potom jim je také
funkce (2,1) (tj. funkce ¢(§2,§1) z{skané zém&nou fi, §2 ), nebot,
jak jsme ukézali, hamiltonién je invariantni k zémén& soufadnie, tj.

S Ha,2) = H2, .

Plati tedy (pro 5ednoduchost uvatujeme jen staciondrni Schrodingerovu
rovnieci) . ' ‘
Xy1,2) =B y(1,2) , Ey2,1) =E ¢2,1) (10)
V tomto mist¥ je t¥eba zddraznit toto: jestli¥e V/(1,2) neni lineédrn&
zdvisld s P (2,1) a pFitom Y(1,2), 11(2,1) ne jsou symetrické ani
antisymetrické, potom (10) nevyjadifuje degeneraci hladiny s energii{ B |
Podle piijatého postuldtu toti% Y (1,2) a 41(2,1) nereprezentuji redlné
(moZné) stavy souboru. To d&laji jen funkce symetrické nebo antisyme-
trické, které z nich ziskéme.

Jsou-1li Y (1,2), Y (2,1) Yedenim Schrodingerovy rovnice pro tuté?
vlastni hodnotu E, potom také kaZdd jejich linedrni kombinace
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V(1,2) = e §(1,2) + ¢, Y(2,2) (11)

Jje fedenf{m Schrodingerovy rovnice s vlastnf hodnotou E. Koeficienty
eyy¢, tedy mifeme vybrat tak, aby vyslednd funkce \¥(1,2) Ji% byla
aymetrickd nebo antisymetrickd. ,

Funkei symetrickou - Nf(S)(1,2) - dostaneme pro c, = c, = 1,

funkci antisymetrickou - Yf(a)(l,z) ~ dostaneme pro ey = ~C, = 1:

V0,2 = g1,2) + Y2, (128)
Y@ 2) = pa1,2) - Yez,1) | (12b)

Nynt iz platt W1,2) = ¥(8)(51) & V(B)(1 5) = - W54y,
Tento postup mdZeme snadno zobecnit i na funkce (4).

Necht yi{ §1"°" §N) je Tedenim staciondrni Schrédingerovy rovnice
s energii E

A B P B = B P S fp) (13)
Neni-1i qi ani symetrick4 ani antisjmetrické, z{skdme 2z ni |
symetrickou funkeci 1f(8)( §1,..., §N) takto: v \y( §1,..., EN) prove-

deme ySechny moZné transpozice dvojic soufadnic, ¥imZ dostaneme N! funkci

13 TR SYSPRII S , (14)

kde (P1,P2,...,PN) oznafuje n&jakou permutaci z &fsel (1,2,...,N).
Nap¥. pro 3 &4stice by to bylo 3!=6 funkci (zépas § = i (i=1,2,3)):
. ‘ , T3t
¥(1,2,3), ¢(2,1,3), ¢(3,2,1), §(2,3,1), ¢(1,2,3, $(3,1,2) .
Symetrickou vlnovou funggi dostaneme gedtenim viech N! funked (14),t
(s) '

Y S STRRLON % =ZP \|,:c§P1,§P2,.‘...§PN> | | (15)"

kde (P1,P2,...,PN) je jedna z N! moZnych permutaci &isel (1,2,...) a
soufet se provddil pfes viechny mo%né permutace P.

- Abychom ziskali z funkci (14) funkci antisymetrickou
ﬁf‘a)( §1"""§N) , rozd&lime soubor funkc{ (14) na dv# poloviny po

N!/2 &lenech. Do jedné skupiny zatadime funkce pro n&% je (Pl1,P2,...,PN)
sudou permutac{ a do druhé ty, pro n&% je (P1,P2,...,PN) lichou permutact.
P¥ipomenme si ze zdkladd algebry, %e permutace (P1,P2,...,PN) se nazyvé
sudd(lichd), jestliZe se ze zékladniho usporddéni (1,2,...,N) ziskd
sudym(lichym) poftem transpozic dvojic &isel. Tak nap¥. z (1,2,3,4)

se permutace (2,3,1,4) ziské sudym podtem transpozic a permutace (2,4,1,3)
lichym podtem transpozic. V algebre se dokazuje, %e zarazeni do jedné

z t&chto skupin Jje urdeno jednoznalnég, '
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Vezmeme-1i nyni{ do linedrni kombinace jeinu skupinu (N!/2 funkci)
se znaménkem (+){ s koeficientem +i} a druhou se znaménkem (-)( 8 koefi-
cientem -1} bude ziskand funkce

(a) ‘
Yoo,y =L -0 e Ep1ofpar--or fpn) (16)
P

(kde T udévé polet transpozic) antisymetrickd. Zaménime-1i toti% v Qy(a)
dv& soubadnice, projevi se to na pravé strand (16) priddnim jedné trans-
pozice do vSech s&{tancd; ty které byly plvodn& ziskény sudym poltem
transpozic, budou nyni odpovidat lichému podtu transpozic a opaéné.
Vysledkem je jen zm&na znaménka u ”Y(a)( %l""’.gN ).

2. Soubory neinteragujicich stejnych &dstic. Pauliho princip

Presné kvantovémechanické PeSeni problému mnoha &dstic naréZ{ na
nepiekonatelné matematické obtiZe. Proto je nutné se témdF vidy obracet
k pfibli¥nému YeSenf (pozd&ji poznéte, Ze napf. podstatnd &4st ulebnic
kvantové chemie je vénovédna rozvijenf pFibliZnych metod pro reseni
Schrodingerovy rovnice pro atomy a molekuly). Nejb&Zin&j3i aproximaci,
jejiz vznik spadd a% do po¥étkld kvantové mechaniky, je tzv. jednotdsti-
cov4 aproximace, v niZ se problém N &4stic nahrazuje N jednoddsticovymi
problémy. K tomu je tieba plrevést hamlltonlén na_tvar

HFyoemerfy) =R ED + AL + oo +/1’;<§N Z_'ﬁ/cf ) an

i=1
kde %{( fi) (i=1,2,...,N) je operédtor pisobic{ pouze na proménnou
i = (xq.y4525,03) - |
Tim, jak se takovd transformace (aproximativn&) provede, se budeme zaby-
vat v II.dilu,v souvislosti s Hartreeho a Hartreeho-Fokovou aproximaci.
Ne jprostsi, ale také ne jhrubdi, zpisob jak dosdhnout toho, aby hamilto-
nidn soustavy &dstic mél strukturu (17), Jje zanedbat vzéjemnou interakei
g4stic; tak nap¥. v (9) to znemend zanedbat elektron-elektronovou inter-
akci(posledni &len v (9)).
Predpokldde jme tedy, Ze hamiltonidn soustavy mé tvar (17).
V Schrodingerové rovnici

HVCE e b =B R, B (18)

je paek moZné separovat prom&nné (setkali jsme se s tim ji% nap¥. v odst.
I1I.1.3), tJj hledat vlinovou funkei Y ve tvaru soudinu

Yegyen fw =q)‘1’(§1) PE . P (19)
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kde ¢(i)(§i) (i=1,2,+..,.,N) je funkce zdvisld jen na souradnicich
i-té Zéstice.

Dosazenim do Schrodingerovy rovnice (18), dostaneme

. N '
i-1) ; :
; PIED I U \p‘“’(gN)%é(fi)q;‘“(gi) .
I A RN A SRR A 38 (20)
Po vyd$leni obou stran soutinem funkci (19) méme
Ny . |
e o e U AU 21)
=1 Y

Pravou stranou rovnice (21) je konstanta. Levd strana je souftem &leni,
z nich? ka%dy zévisi pouze na jedné z prom&nnych ?1,..., §N . Aby

platila rovnost (21) pro v3echny mo¥né hodnoty prom&nnych fl""’.fN ,
musi platit : .

A E gPgp = e@ gt p (228)

LS T AL T T (22b)

Ziskané vysledky maji jednoduchy fyzikdlni smysl. Rovnice (22a) je sta-
ciondrni Schrodingerova rovnice prd i~-tou Z4stici; vyraz (22b) vyjadfuje
trividlnf fakt, %e celkovd energie E souboru nezévislych &dstic je rovna
souftu energii jednotlivych &dstic souboru.

Jde-1i o soubor N nerozliZitelnych 34stic, potom rovnice (22a)
bude pro vdechny &dstice stejnd, takZe miZeme vypustit index (i) a psét

CACE) PeEy = e ) (23)

Jejim Fesenim je mnoZina
vlastnich funkei: \pltf A § Yyeory YC(ED)yaen

a .
vlastnich hodnot: 61 , Es aeens Ep seee

(24)

V souboru N stejnjch neinteragujicich &dstic bude kaZdéd z dd4stic v né&k-
terém ze stavd (24); nechi :

l.84stice je_ve stavu \Pkl(f ) 8 energif Ekl
2.84stice -" - (F) -" - ‘£
. q/k_a § . K2 (25)
i-t4 &Zdstice -" - ‘Pki(g ) -" - gki'
: » ! - ;
- &dati e (E) - " - £
N-t4 stice ¢kN E kN

kde ki je soubor kvantovych Zisel urdujicich stav i-té Zdstice(iz=l,...,N).
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Stav celé soustavy Jje potom urien souborem kvantovych &isel
kl’ k2’ LK ' kN -
Vinové funkce (19) pro takovy stav je

iykl,kz,---.kN(El""’EN) = ‘Pkl(gl)‘sz(fz)""PkN<§N) (26a)

a celkové energie souboru Zdstic v tomto stavu je

E Ky ke eerky = ekl + ekz et Ekn (26b)
Funkce (26a) je vlastni funkeci hamiltonidnu & , neni viak obecnd (pro
1ibovolné hodnoty kl""’kN) ani symetrickd, ani antisymetrick4. Funkce,
které by tuto vlastnost mély a pfislusdely tedy stavim, které se v piiro-
a& realizuji, z ni mi%eme ziskat postupem uvedenym v odst. 1.3.

Podle (15) bude funkce symetrickéa '

(s} 1

\r kl,kz,...,ku(fl""’gn) E,Jﬁi ;Z;_ *kl(fPl)SPk2(§P2)"' ?kN(EN)
' (27a)

Stejnd dobfe oviem miZeme d¥lat permutace v souboru kvantovych &isel

(kl,...,kN), takZe také

(s) 1 ,
- ( .o )=_ ( ) ( )... ( )
ﬂY-kl,...,kN Fpaeeafy T ZP q}Pkl §1 ‘Ppkz fz \PPkN EN
(27v)
kde 2:P znadl opét soulet pies vSech N! permutaci z &isel (1,2,...,N)
v (7a) nebo z &isel (kl'kz"’°'ku) v (27b). Koeficient 1/4YN! normuje

funkci Y , JestliZe vdechny jednoZ4sticové funkce (24) byly normali-
zované,

Funkce antisymetrickd se ziské obdobn& podle (16). Vzpomeneme-1li si ale
na definici determinantu (viz.dod.A), zjistime, Ze funkei (16), v ni%
by na pravé strang vystupovaly soudiny (26a), miZeme s vyhodou zapsat

takto '
) (5.) . . . (%,) -
¢k1(§1 ¢k2 £ WkN i3

() | 1 (£.) (6.) o . & (£.)
NY'kl’kz""-ku(§1'°"f§N) ‘AJE? \yk1.§2 4&2 §2 *ku.fz

* .
- . .

\Pkltfn)' \)/ka(gu) e e '\PquN)
) (28)

Rozvedenim tohoto tzv. Slaterova determinantu ziskéme vysledek identicky
s formuli (16). '
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Ze zdpisu ”Y(a) ve tvaru determinantu bezprostfedn& vyplyvé znémy
Pauliho prineip , ktery W.Pauli odvodil,na zékladd analyzy experimentdl-
nich dat, je#t& pfed vznikem kvantové mechaniky; jeho b&%ns formulace je:

v soustavé stejnych fermiond nemohou byt dv& nebo vice Zdstic v tém3e

kvantovém stavu.

Stav &dstice je zadén \dplnym souborem kvantovych ¥{sel (odst.
IV.3.3); nap¥. stav elektronu v astomu vodiku Jje urden &isly (n,l,ml,ms),
stav nelokalizované volné Zdstice( s pfesn& zadanym impuisem) je urden
gloZkami impulsu a spinem (px,p ,pz,ms) apod., V nasSem obecném znadeni
predstavuj{ uplné soubory kvantovych &1sel &isla kl’k2”"'kN' JestliZe
by byly dvé& (pnebo vice) &dstic v témZe kvantovém stavu, potom by pris-
ludné sloupce v determinantu byly stejné (napi#. pro k1=k2 by to byly
dva prvni sloupce) a jak je znémo z algebry, determinant se dv&ma nebo
vice sloupci (Fddky) stejnymi je roven nule. Je-li '7Y(a) z0, jei
pravdépodobnost realizace {rovn4 VY(a)Ia ) takového stavu nulovéd, coz
je prévé tvrzeni Pauliho prinecipu.

Z toho, Ze i determinant se dvdma nebo vice shodnymi PFédky je
roven nule ,vyplyvd druhd, sice mén& &astd, ale pro aplikace uZiteén4,
formulace Pauliho prinecipu :

v soustavé stejnych fermiond nemohou mit dvé nebo vice &dstic v3echny
souiadnice shodné.

Zde Jje pochopiteln& opét miné&n dplny soubor souradnic, tj vietn¥ spinové
prom&nné. ’

Pro soubory stejnych bosond %24dnd omezeni, podobnd Pauliho princi-
pu, neexistujf. Symetrickd vlnovéd funkce (27) d4vé nenulovou pravdépo-
dobnost realizace stavl s libovolnymi podty &dstic v jednotlivych jedno-
dsticovych stavech (24).

Vyrazny rozdil mezi bosony & fermiony se projevi ji%Z v zdkladnim
stavu souboru. Pifedpoklddejme, %e vlastni hodnoty Jjedno&dsticového
hamiltonidnu (viz (24)) jsou uspofddédny tak, Ze plati

51< Ez< ...<£i< PN (29a)

Potom zdkladnim stavem (stavem s nejni23{ energif)souboru N bosonl bude
stav, v n¥m¥ ky = k, = ... = kg = 1, tj. stav 8 vinovou funkei

(s) ,
“y l,l,...,l(fl""’gN) = w1(§1) Wl(fg)"° wl(gN) (30a)

a energii

E= €, + €1+...+ ElzNel (30b)

V3echny bosony jsou v jednolésticovém stavu ¢1(§) 8 energii 61 (obr.68),

Diametrdlné& odlidny je zékladni stav_souboru N fermiond. Zde jiZ
neni mo%né aby vZechny fermiony byly ve stavu ¢1(E); v souladu s Pauliho
principem se rozmist{ na N nejni%sich hladin E4,€p,--- En-
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Obr. 68. Obsazeni jednoZdsticovych hladin (a) bosony, (b) fermiony

v zékladnim stavu. Fermiony (b) obsadi v8echny hladiny pod Fermiho
hladinou s energii EF

Celkovéd energie souboru fermiond v zdkladnim stavu potom Je

E = El E + sie + e (313)

8 odpovidajici normalizovand (pfedpoklédéme normalizaci jednoéésticovych
funkei (24)) vlnov4 funkce je

(a) 1

Y, 2,...,N‘f1ﬂ“f§n’ ‘Vm

Y1(§y)
Yty

L d

‘Plff

B S U
Pof) « v

.
.
.

‘I’z‘fn’ .o

\Pn(ﬁ
‘Vn‘fz

Py §x‘>

1¢31p)

Energle,které pfieluéi neavyﬁéi obsazené. hladiné v zékladnim stavu,
( v naSem pripads 'EN) , se nazjvé Fermiho energie.

Sasty piipad je, Ze hladiny £i (i=1 2,...) jsou de degengrované,

misto (29a)

bychom.pak m&li uspofédéni :

Logiétéjéi potom ov3em je oznadeni, které jsme uZivali Jiz v kap. Iv:

(
eB e L < e« ...

kde g; znadi stupen degenerace hladiny s energif €. Na hladin& Ei

se pak mi¥e v souladu s Pauliho principem umistit gi fermiond.
Ne jb&%n&j3{ Jje piipad degenerace vzhledem ke spinu, ktery nastane

(29b)
(Bi') )

kdy% energie soustavy elektronld nezdvisi na orientaci apinu. Potom na
kaZdou hladinu £ | mohou byt umfstény 2 elektrony s opa&né orientovanymi

spiny (obr.69).

Z pové&dé&ného Jje zieamé Ze Paullho princip hraje vyznamnou roli
ve vdech oblastech fyziky, v nich% se vyskytuji soubory mnoha elektroni




(vI) - 154 -

 E
e!'"?’l memmemem— Obro 690
&1 ¥y __‘_____ Rozmfst&n{ p&ti elektrond na energiové
R ‘ .‘ hladiny dvojndsobnd degenerované vzhledem
ke spinu ( energie &dstice nezdvisi na
&1 Y “"’— ~orientaci spinu ).

(atomy, molekuly, pevné létky apod) nebo soubory mnoha protond a neutro-
nd (napf. jadernd fyzika). Nejb&%n&jdi ( a také nejstarsf) je zajisté
aplikace Pauliho principu na objasn¥ni vystavby elektronového obalu
atomd. Musime si uv&domit, Ze existujicl pestrd Bkdla vlastnost{ atomd
(projevujic{ se markantn& nap¥. tim, %e dva atomy lis{e{ se pouze o0 jeden
elektron, maji diametrdln& odliZné chemické vlastnosti) je vysledkem
rozmistdni elektrond na energiové hladiny podle obr. 68b,69. Atomy,kteréd
by v zdkladnim stavu m&ly vSechny elektrony na nejni%i{ hladin&(obr.68a),
by se musely 1i¥it svymi vlaestnostmi (zvldsté& pri blizkych atomovych
&islech) nepatrns.

3. Soustava dvou stejnych &dstic se spinem 1/2

Vzhledem k mnoha aplikacim je vhodné si podrobn&ji vsimnout vlnové
funkce soustavy, kters je tvorena dvéma stejnymi &dsticemi (fermiony)
se spinem 1/2, nap¥. dvéma elektrony nebo protony. ‘

Uplné vinové funkce takové soustavy

TR RS N A R (32)
zdvial na prostofovych (.?lt(xl,yl,zl), ?2 =(x2,y2,32) ) a spinovych
(0q, ¢2) souradnicich obou &dstic.

Za predpokladu, Ze soustava neni ve -vné&jsim magnetickém poli a
interakce mezi ob¥dma &4sticemi nezdvisi na orientaci jejich spind (viz
napt. interakéni &len v (9)), nezdvis{ hamiltonidn na apinovjeh prom&n-
nych, takfe

Kty o0y = azr<;1,:2)'+ ¢ A e ) (33)

kde operdtor gﬂ ( 0y, 0'2) 0.

Hamlltonlén s touto strukturou vidy umoZnuje separovat ve vlnové funkei
T-a 0- proménné, tzn pa#it

\P('f‘l,O’ y o) = Lp(rl, ..x(o-l,cr) (34)

Prostorovd &ést vlnové funkce —'\p(rl,r ) - se uré{ fesenfm Schrodinger-
ovy rovnice s hamiltonidnem QZ(rl,rz) (p¥ikladem je tfeba (9))
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L (F,8) PELT,) = B @(F,F,) (35)

Spinovéd %4st vlnové funkce - X( s 0"2) - Jje pro 568 2 0 do znalné miry
libovolnd. Ukazuje se vidak, %e i kdy%? hamiltonién soustavy nezdvisi na
spinovych promé&nnych, vede princip nerozliditelnosti k zdvislosti cel-
kové energie soustavy na vysledném spinu.

Schrodingerove rovnice (35) dé ene'rgiové spektrum, prifem? ka2dé
z energiovych hladin pF*{slu3{ nZjakd symetrickd nebo antisymetrickd
vlnové funkce \p(?l,;z). Pro_soubor fermiond musi byt v3ak vysgslednd

vinové funkce (34) Y (§,, §,) entisymetrickd k zéménd § ’-§-2—-=

To miZfeme dosdhnout jedind tak, Ze k symetrické vlinové funkei tp(i"l,?z)
doddme antisymetrickou spinovou funkei X( T 0“2) a obrécend,
UkéZeme, Ze symetrické vlinové funkci

X (o), 0 = Xy, (36)
pfi{slus{ vysledny spin 1 a antisymetrické

vysledny spin O. JestliZe tedy symetrické a antisymetrické prostorové
vlnové funkei :

¢, 2y = 9@, . (372)
L L A EAEY (370)

p¥islusi stavy s rdznou energii, bude tomu tak i u vyslednych vlnovych

funkei (8)

a{)ta)(Fl,}’-z) X gy, 0,) (38a)

- - ' —
(r,,0.,r,,T,) = .
Y (Fyy 95750 Tp) = .
?‘S)(Fl,?z) (e, ) (38b)

Pifitom ve stavu (38a) je vysledny spin roven 1 a ve stavu (38b) roven O3
jinymi slovy: energie soustavy zéleZi na vysledném spinu. ,
VSimn&me si nyni konstrukce spinové vlnové funkce x( Ty T,) 5
mimo jiné tim doké¥eme i tvrzeni o vysledném spinu soustavy pro funkce
(36). Celkovou vlnovou funkci X( 0‘1,0‘2) miZeme vyjédrit jako linedrni
kombinaci ze v3ech moZnych sou¥ind spinovych funkel Xsl( ) x s2(0’2)‘

zavedenych v ods‘t.-V.l.At; jestli%e pro lepdi piehlednost nahradime
1~ 1,0, 2 a kvantové &isla m = 172 - 1, mg = -1/72 -+ , Je

to soudet &tyf soudind
X (1,2) = ¢ X/P(l) X1‘2) + cz‘xb(l) %‘(2) + °3XT(1) :x/l'(z)f

*c, ‘X"(l)%,’(Z) , (39)
kde €4,C5,C3,Cy jsou libovolné komplexni &isla.
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Rozklad (39) je mo¥ny proto, Ze &tyri vypsané soudiny tvor{i bdzi (miZete
si ov&rit, %e tvori Uplny systém funkci) ve 4-rozm¥rném prostoru stavovych
vektorﬂ goustavy dvou spint. |

Spin je vektorovd veliZina (moment hybnosti). Vy¥sledny spin soustavy
Edatic ziskdme proto vektorovym souftem spind jednotlivych &dstic. Ozna-
E{me-1i_spinové operétory dvou tdatic (jde o operdtory zavedené v odst.
V.1.3) ?1, 5 » bude operédtor vysledného spinu soustavy

f = ¥+ ?2' © (40a)
se sloZkeami
f = f M f2x 4 fy = fly * yZy ’ “'Pz = flz + :Pzz (40b)

Pfimym vypo&tem si mﬁieme ovéfit, te i pro g’ plati komutadni relace
(Vv.26), napt.

[fx,:f’ ] [flx+ f2x "‘P *‘\P ] ’[‘Jalxotpll + [‘:PZX' :F2y] =

= th¥,_+ih¥, =ih ¥, A (41)
Proto%e operatory fl’ ?é kxomutuj{ (spiny u obou &4stic lze soulasnd
zmdfit), tj. - - - — > ,
L o= ¥ ([#,F51=0) (42a)
nebo pro sloéky . _
Je operétor kvadrdtu vellkosti vysledného spinu
--)2 —tp
:f = (?1"'?2) ”‘3’1 + :#2 + 2 ?lfa (433)
kde skaldrni soudin ?:_JZ Je ve sloZkéch
-  —y
:Pl f2 = fleZx M fly f2y + flz f?.z (43b)

P¥{mym vypo¥tem miZeme ov&Fit, %Ze spolu vzdjemnd komutujf &tvelice
operdtord ‘

2 -

-2 -2 ‘
o .:/’2 v B0 b o (44)

2 32 |
7,7 Y | (45)
8tyri funkce

A1) Aal2) 0 LD (2D me'x#tz), X4 1’%‘” ,  (46)

které jsme pou2ili jsko bdzi v rozkladu (39), jsou pravé spoleinym soubo-
rem vlastnich funkci &ty operdtord (44).

Pro nade Gdely je visk vyhodn®jsi pFejfit k souboru vlastnich funkci
Stvarice (45), nebol prévé zde se vyskytuje celkovy spin. Tento aoubor
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se bude ovdem 1i&it od (46), nebof $° nekomutuje s #az, 722 .

Ozna¥ime-1i stavové vektory, které tvor{f tuto novou bézi, jako lS,MS) ’
bude platit

2 -2 .

fllsmg> = ¥, [s,u)d = - % | s,M5> (478)
2 | 2 . | '

? | s,Mg> = S(S+1) h IS,Mg > (470)

f 1,53 = Mg h)s,u ) (47c)

Kvantovd &1sla S, MS odpovidaji s, mg 2z odst. V.1.3 a V.1.4; tam jsme
oviem stavové vektory psali zkrédcend !ma) (tj 11/27 al-1/2) ) misto
ls,ms) , nebot kvantové &islo s nabyvalo jen hodnoty % . Rovnice (47a)
je vlastnd (V.30), rovnice (47b) odpovidd (V.31b) a (47¢) rovnici (V.43).
ProtoZe 9? Jje moment hybnosti, mus{ byt S kladné (a jak lze ukdzat, rovno
celo¥iselnému ndsobku 1/2) a MS se bude op¥t po jédnotce m#nit od -S do S
(celkem 25+1 hodnot). Na3im cf{lem nyni je najfit:.

(a) jakgch hodnot mohou nabyvat kvantovd &isla S,Mg,

(b) vyjAdPit stavové vektory | S,Mg> pomoci funkei (46).

V podstat® jde o to, vybrat koeficienty €11€51C30Cy ¥ (39) tak, aby rov-
nice (47) byly asutomaticky splnény.

Re8it postaveny kol znamend diagonalisovet matice reprezentujfei
operétory J;, 572 v bézi (46). Ponechdme tuto proceduru &tenéd?i za
cviden{ a zde uvedeme jen vysledky; %e splnuji uvedené poadavky lze ovd-
¥it pouhym dosazenim do rovnic (47).

Vlastn{ hodnoty operédtoru ?2 jsou 0, 2 h? , co¥ odpovidéd
S=0 a S=1 (48a)
a pro

S=0 Je Ms =0
(48b) -

Odpovidajfci normalizované vlastni vektory \S,MS> Jjsou

11,1 = %1) §a(2)

11,0> = 27Y2[ (1) x4(2) + Y1) Yp(2)] (49a)
J1,-1> = (1) %u(2)
10,05 = 272 [y 1) g2) - gu(1) xf2)] (49b)

T#i funkce (49a) jsou symetrické k zémdn& 1le2 («rlewérz) ,zatimco

funkce (49b) je entisymetrickd. Soubor t¥{ stavovych vektord |1,Mg>

(Mg = 0,+1) tvori triplet ; vektor | 0,0) se nazyvé singlet.
Nyni ji? miZeme také vytvorit lplné vinové funk.e souboru dvou
elektrond (38). Kombinaci ?(a)(Fi,le s tripletem (49a) dostaneme
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3 vlnové funkce a kombinaci "qﬁ”(?i.? ) se singletem (49b) Jednu funkei

q}( fl' fz). Pro nezévislé elektrony (kd{! v (9) napr. zanedbéne ponled~
ni, interakini, ¥len) se d4 vyjadrit f (rl,rz) i \f fi,ra) pomoc{

Jedno&daticovych funked typn (24), takle
k trlpletovému stavu (s=1) budo pFisluBet antisymetrické runkce

?(a)(rl,r ) = 2712 [\pm(rl).¢h(r2) - wfn(rl) Yq(?z)] =

1 Pul) 9T | R
B e . . i '(508)

L VRS CAEN
2 k singletu (S=0) aymatfické funkca
‘ .((")(F ,? ) =. 2712 [ qm(rl) ‘f’n“'a) + ‘?n(" )\(‘(r )] : (SOb)

kde m,n jsou loubory kvantovych 8isel, rozliéujici jedno&é-ticové atavy.

4. Strutn& o reprezentaci obsazovacich &isel
B

\'j piedchézeaicich odatavcich Jjeme, pii formulaci probl‘nu nnopa
stejnych &datic, pou¥ivali b&Znou soutadnicovou reprczentaci. Nyn{ by nén
viak jiZ m&lo byt Jaané, %e pro tuto problematikn to neni reprezentace
: nadvhodnéjéi. Pfi psani operétorﬁ zobrazujicich m&#i telné veliéiny {nap?
hamiltonidnu) i vlnovych funkef (tJ stavovych vektord) se xde vlastn¥
atdle vychézi z predpokladu, Z%e &dstice jsou‘rozliéitciné._Projgvuje se
to tim, %e "... poloha &dstice i Je;uréeha:polohqunivektoren ?i a jejt
spin proménnou ¢, ..." apod. Disledken tohoto roslifovéni ﬁak Je, Ze
musime konstruovat symetrické a antisymetrické vlnové funkce, é—li'se
naplnit poZadavek principu nerozlisitelnosti. ' o

- Pracujeme-1i v aproximaci nezévislych ¥dstic (odst.2), je vliastnd
Jjedinou informaef , kterou.ndm symetrické hebo:antiaymetrickd funkce
ddvaji, polet ¥dstic v jednotlivych jedno¥dsticovych stavech (24).Potom
Je viak prirozené&jsi vyloudit z vlinovych funkei soustavy zbytedny balast,
jakym jsou proménné §,,..., fy & rozliSovat stavové vektory (stavy
soustavy) pouze obsazovacimi &isly NysRgyeseyByyees Jednotlivyech Jjedno-

gdsticovych stavd. Stavovy vektor soustavy N nerosliditelnych Z4stic se
v_této tzv. reprezentaci obsazovacich &fsel zapisuje takte

I nyynpyeeeyngyeee? (51)
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kde podle (24)

n, Je pofet Zdstic ve stavu s vlnovou funkei ?1(5 )

n2 : ' " L)
. X : (52a)
ny W $1(§) |
prifem? _
' ny + Ny +oaeee tny toee.  F N (52b)

V_souborech bosond mi%e kaidé z obsazovacich Sisel ni.(izl,z,...) nabyvat
libovolnych hodnot, v_souborech fermiond pak jen hodnot 0,1.

Na tomto mi{std je tfeba poznemenat, Ze 3 reprezentaci obsazovacich
%{asel se %asto setkédme té% pod nédzvem druhé kventovédni. Nézev je logickj
v kvantové teorii pole, kde byl tento formalismus prvnd zaveden a v plné
3{F#i uplatnén. ' o

Chceme-1i pracovat beze zbytku se stavovymi vektory (51), misto
s vinovymi funkcemi zdvislymi na souradnicich, musime pfedeviimr!ydédfit
vsechny operétory tak, aby pisobily (tzn definovat jejich pisobeni) na
stavové vektory (51) K tomu dZelu je vyhodné definovat dva jednoduché
operétory, pomoci nichZ se pak ji% vyjéari vsechny dalsf, ProtoZe defi-
nice t&chto operdtord se pondkud 1id{ pro bosony a fermiony, provedeme
to pro ka%dou skupinu zv14at. '

Definujeme operédtory Qi s a; (i=1,2,...) vztahy:l

:il nl,nz,...,ni,...) = fﬁ}l NyyNpyeeerfy = i,...> : (533)
A ' ) ) .

(nevypsand obsazovaci &isla ae nem#ni).

Vidime, %e plsobenim operédtoru 31 na stavovy vektor dostévéme stavovy
vektor pro soubor Zéstic, v ndm? je o jednu &Eéstiel v i-tém stavu méné&.
Proto se ai (i=1,2,...) nazyvéd anihiladnd operdtor. Operétor 3; (i=
1,2,.+.) pisobi opatnd; protofe d&v4 stavovy vektor stavu,v némZ Je

v i-tém stavu o jednu ddstieci vice, nazyvd se kreadni operdtor. l1selné
koeficienty fﬁ; ;{E;Ii' v (53), zajidtuji normalizaci funke{ ziskanych
pisobenim operétori ﬁi, 3; . Je zPejmé, %e postupnym pisobenim krea&nich
a anihilas&nich operdtord 1lze 2z libovolného stavového vektoru ziskat ja-
kykoliv jiny stavovy vektor.'ProioZe kasdy operdtor d¥lé.v podstaté jen
to,vie kaZdému z vektord prostoru stavovych vektord prirazuje n&jaky
vektor z tého? prostoru, je zfejmé, Ze mus{ byt moZné vyJéd¥it libovolny
operétor usporadanou akupinou'anihilaénich'a krea&nich operdtori.
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Uvedme si priklad: méme stav soustavy se stavovym vektorem

| nl,nz,...,ni,...,na,...> '
a chceme pomoci operdtord (53) dostat stavovy vektor soustavy, v ni% je
o jednu &dstici v i-tém stavu ménd & o jednu ¥dstici v j-tém stavu vice
(md%eme to také interpretovat tak, %e jedna &édetice pre3las z i-tého do

j-tého stavu). Hledand funkce je
At A

ay ni{nl,nz,...,ni,...,nj,...) = Vni(nj+1)]n1,n2,...,ni-l,...,nj+1,..)_
(54)

I zde definujeme anihila&n{ 31 a krealni 3; (i=l,2,...) operdtory.

Na rozdil od bosont v3ek musi byt definovény tak, aby odréZely specific-
xé vlastnosti soubort férmiond; predevaim jde o antisymetrii stavovych
vektord pfi transpozici dvou fermionl, resp. Pauliho princip, ktery se
projevuje v tom, %e obsazovaci &isla mohou nabyvat pouze hodnot 0,1.

Je moZné pfimym vypodtem ovéfit %e v3em poZadavkim vyhovuji definice:

ci ]nl,nz,...,ni,...> = ( 1) "i‘nl'nZ""’"i - 1,...7 ' (55a)
, 2 .

e} 1 nyungyeeesfyyeeey = (<1075 (1omg) Inyyngyeen,ny + 1yenn? (55b)

kde 24 =By FDy * ..ot Ry ‘ ~ (55¢)

Uvedme si priklad: nechi na stavovy vektor |1,1,0,0,...> ~ piisob{
operétor reprezentovany souéinem(pro pfehlednost nepileme nad ¢ "A" )

°2 3¢ 1 2¢ 3 ©1

+ + : '

= (-1)%-1)t c§c3c1e2|o,1,1,o,...>.= (-1)%0-1)2-1)° e}e4¢710,0,1,0,.. ) =
= -1%-11(-1)%-1)%}e;11,0,1,0,...) =
= (-1)°-1)1(-10%-1)%-1)} o;u,o,o,o,...) -

e (-1)%-1)1(-1%-1°-1) (-1} 1,1,0,0,..) = -11,1,0,0,...7

" Rozvéiite-li postupné pisobeni operétord, dojdete k'zévéru, ¥e v koned-

ném vysledku doZlo k vymEnd Z4stic ve stavech 1,2 a stavovy vektor sku-

tedné plitom zménil znaménko. :
Operétory a1 a; , resp. cl, °i , nejsou hermitovské (1ze dokézat,

%e jsou hermitovsky sdrufené, takZe ai = (31)+ nebo 3; = (Si)+ ) a

nerepfézentuji proto 24dnou mé&fitelnou fyzikdln{ veli&inu,
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Hermitovsky je vSak opersdtor

A

ﬁi = a; 31 nebo ﬁi = 3; ei (i=1,2,...) (56)

ktery se nazyvd operdtor podtu &dstic v i-tém —tém stavu. Nechdme-1li ho piso-
bit na ’nl’nZ""'“i""> s dostaneme’ *

ai ailnl,na,...,ni,...> = ﬁ'l-i a; ‘nl,na,...,ni - 1,.00) -

= ﬁiﬁilﬂl.ﬂz‘o--,ni,‘oo> (57)

Stejny vysledek dostaneme pro fermiony, tak2e obecné&
. .
ll By 1N sRoyeenyByyens) = Ny IRy Ry eeeyNyyees) ’(58)

kde ny pred stavovym vektorem na pravé stran& je &1slo, kterd udévﬁ podet
éstic ve stavu «pi. Rovnice (58) je rovnief (IV.38) pro vlastni vektory
a vlastini hodnoty operétoru podtu &4stic v i-tém stavu; vektory
lnl,nz,...,ni,...) Jjsou jeho vlastnimi vektory.a obsazovac{ ¥isla ni

Jsou jeho vlastnimi hodnotami.
Operdtor celkového poltu ¥dstic pak je

Ko=) B e

i

(sumace se provddi pPes vi3echny jednoldsticové stavy, kterych mi¥e byt
obecnd nekonednd mnoho!), :

. Pro prdci s kreadnimi a anihila&nimi operdtory maji prvorady vyznam
komutani relace prb tyto operdtory. Ziskat je lze primo z defini&nich
vztehd (53),(55); tak vedle (57) plati,pfi obrdceném poradi operstory,

31 QI T PYPIIIS RIS (njy + 1) Ing,n5000,n5,000> (60) .
Odtud a z (57) je vid&t, %e operédtor ( 3131 - 3*31) pisobi stejné Jjako
Jednotkovy operator. Jlnak fefeno: plati komuta®ni relace

[.ai s i] = 3137 - aiai =1 .  Analogickjm postupem je moZné ziskat

i komutdtory pro ostatni kombinace kreadnich a anihilaZnich operdtord.
Souhrnn&: pro bosonové operdtory plati komutadni relace

[31,33]=o proi#J§ , [& ,a]] =1

(61)
[31,3518 o -, [}:,3;] = 0 pro vdechna i,j

Pro fermionové opersdtory Gi,gg (i,j=1,2,...) plati obdobné antikomutadnf
relace
A A AgA R A At
fe; » ey} = ey + ey =0 proify , fo5, eph=1 (62)
A oA At A+ i
{ci ’ cj} = 0 |, {-ci ’ cj} =. 0 pro vdechna i,J
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Poznémka: antikomutétorem dvou operdtord A, B se nazyvé vyraz (AB+ BA );
znat{ se obvykle {A, B} nebo [A, BI, .

Zde je vhodné zduraznit, Ze definié&ni vztahy pro kreadni a anihilaé-
ni operdtory, spolu s komutaénimi,resp.antxkemutaénimi, relscemi, zahrnu-
j1 v sob& v3echny po%adavky, které jsme na vlinové funkce (atavové vektory)
soubord stejnych &dstic m&li. JestliZe je ve vypodtech (podle potifeby)
uZi jeme, nemusime se ji% starat o symetrii,resp.sntisymetrii,vinovych
funkci (stavovych vektord). '

Vakuovy stav

-Ji% jsme Yekli, Ze pomoci kreaZnich & anihileXnich operédtord miZeme
z libovolného stavového vektoru ziskat Jjakykoliv jiny. Zvlé3tni postaveni
mezi stavovymi vektory mé stavovy vektor tzv. vakuového stavu

10> = [0,0,000,0,...> _' - (63)

v ném% vi3echna obsazovaci &isla jsou rovna nule (stav bez &dstic).
Ket-vektor pro libovolny stav z n&ho ziskéme plsobenim pFisludnych

kreaénich operdtord. Nap®.

(1,1,1,0,0,...> = aje;aj}0,0,... >

VZékladni stav souboru fermiond

Pri prdci se soubory fermiond je vyhodndjs{ vychézet ze stavového
vektoru zdkladniho stavu, v ném% jsou obsazeny viechny hladiny a%f po
Fermiho energii (odst.2,obr.68b,69). Jsou-1i stavy &fslovédny v poradi
rostouci energie (viz (29)), potom stavovy vektor gzdkladniho stavu
souboru N fermiond Jje }

Ket—vektor lz> ziskéme z vakuového stavu 10> takto
lz> = °1c2“‘ cNIO> _ | o (65)

" Operétory v reprezentaci obsazovacich &isel

‘Nyni ném ji% zbyvd ukézat, jak se v_reprezentaci obsazovacich &fsel
(tj pomoct kreadnich a anihila&nich operédtori) vyjédr{i libovolny operdétor.
K tomu se vyuZije v3ta , kterd tvrdi: jestli%e vSechny maticové prvky
dvou operdtord, Vypdétené pomoci stavovych vektord ve dvou riznyeh repre-
zentacich, jsou stejné, potom operdtory jsou ekvivalentni(o maticovém
vy jédPeni operdtord viz odst. IV.1l.5). ‘

V nadem pFf{pad® to znumend poZadavek, aby véechny maiicové prvky
n& jakého operdtoru v soufednicové reprezentaci, vytvorené ufitim funkel
(27) nebo (28), byly shodné s maticovymi prvky ziskanymi "obloZenim"
hledaného operstoru bra- a ket-vektory (51). Realizace tohoto ukolu nenf
zv14&t obtiZnd, je vSak zdlouhavd a proto uvedeme jen vysledky ([12])
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Uvazujme nejprv& operétory, které jsou v souradnicové reprezentaci
souftem jednoldsticovych operdtord ,tj operdtory typu

“ AN NP I I TS PURE T SURRENE ST S

P#ikladem mohou byt : -
(i) operdtor kinetické energie souboru N stejnych &dstic

: _ N $2 5 i N he 32 62 aZ-
7 ; (- =) Vx, ; =N w0 azi)

(ii) operdtor potencidlni energie souboru N elektrond v poli jédra
8 nébojem +Ze, pevnd umistdnym v po¥dtku soufadnic '

. N 2
Ze
v (E ; e -I: ) = e ——————
120 *'N z Y
=1 ‘mfolril

{ v obou pFipadech nevystupuji explicitnd spinové soufadnice ).

Operatory (66) maji v reprezehtaci obsazovacich &isel tvar

g, - § Ci1oy iy ¢ ey
i, .

nebo (67a)

(717 = iloyl §> & aj

s d
kde maticovy} prvek
Cilo,l §> = Z d SF ) oy(F, ) Y LUF,e) 67b)
ilogl T \Pi F,0) 0y (F,T) Y r,a@ (67

pe
se politd s jedno¥dsticovymi vlnovymi funkcemi {24). Principidln& je moZ- -
né k vypoftu pou#it libovolny ¥plny_ soubor jedno&dsticovych funkci.Proto-
%e ale kreadni a anihilaZni operdtory pak provéd&j{ kreaci nebo anihilaci
v_t&chto stavech, budeme pouf{vat pochopiteln& takové soubory funkef,
které maji k FeZené dloze nejbliZe. '

Druhym b&#nym typem operétord jsou dvouddsticové operdtory, které
v soufadnicové reprezentaci maji strukturu

: i :
0, gl....,§N)=-—§ A TR (68)

YY)
(1#£J)
( soudet &lend z nich% kaidy zévisi na dvojici soutadnic).

Typickym predstavitelem takovych operétorld je operétor potencidlni ener-
gie vzéjemné elektrostatické interakce v souboru nabitych ste jnych &éstic.
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Pro soubor N elektrond (pro 2 elektrony je to poslednf ¥len v (9)) je
operétor elektron-elektronové interskce v soufadnicové reprezentaci

. Z ' 02
V (Fl,rz,...‘, |\ "

A TE Ty 'Fjl
(1#3)

(faktor 1/2 je zde proto, %e v sumaci se bere kaédé interakce 2x,tj.i-ty.
8 j-tym a j-t¥ s i-tym;interakce elektronu sama se sebou je vyloulena
poZadavkem i¥ j). .

Dvouldsticové operdtory (68) maji v reprezentaci obsazovacich &{sel tvar

=-———Z Z <i,§10,1k,1> &) &} & &,

i,i k1
resp. : (69a)
— ) ) STICATSY RN
2 1,7 ¥ .

kde maticovy element

<i,Jl 0,1 k,1)» =

- fdt fdt PilE,T) P30 03,0807 Py (F, @) ¢y (F0)

aa’

Je opit vytvofen 8 Jednoldsticovymi vlnovymi funkcemi (24); o Jjejich
vyb&ru plati to, co bylo ji¥%¥ Fefeno u jednoldsticovych operdtorid. Je
samozte jmé, Ze kdy¥ Jje transformovany operdtor soudtem né&kolika &lend
(nap#.(9)), musime pro pfevod v8ech Zlend u2it ty% soubor jednoldsticovych
funkef (24). :

Nyni jsme jiZ ve stadiu, kdy méme v podstat® zavedeno vde, co pro
feSeni Uloh v reprezentaci obsazovacich #isel je t¥eba, Vyhodnosi & né-
zornoat této reprezentace vynikne aZ pri Feseni konkrétnich dloh; to viak
ji% nent predmétem tohoto dflu ekripta. Jistd je vZak d&elnd #fci Je&tE
toto: reprezentace obsazovacich &isel byvd zpravidla zarazovéna a% do
"vy88ich" partii kvantové mechaniky, coZ pak vyvoldvd u studentil dojem
zvld&tni obtiZnosti. Hledaji pak zéhady tam,kde %Z4dné nejsou a domnivaji
se, %e v&c nepochopili proto, %e se jim zdd pr{1i# jednoduchd. Proto bych
cht&l expllcltné uvést, %e tato partie kvantové mechan1ky nen{ o niec ob-
t1¥n& j81 ne Jlné Jeji &dsti; nsopak, podle mého nézoru je reprezentace
obsazovacich &isel pro soubory &édstic mnohem jednodusdi, prihlednd&jii
a nézornd j8i pfi interpretaci vysledkd, ne? stendardni soutadnicové
reprezentace. To byl také divod k zarazen{ elespon krétkého odstavce na
toto téma do tohoto udvodniho skripta.




