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PREDMLUVA

Podn&tem k napséni skripta byly zkuBenosti, které jsem v poslednich
letech ziskal pfi prednddeni (a zkousSeni) zdkladd kvantové teorie ve dru-
bém ro¥niku odborné chemie. Abych v&ak predesel mo¥nym nedorozuminim,chei
hned dvodem zddraznit, Ze Jsem se nesna%il napsat text, ktery by se pres-~
n&, jak rozsahem tak i pofadim probiranych témat, kryl s prednéékou. Pro&
a k jakému d¥elu bylo tedy skriptum napséno?:

Pro souZasného (a ti{m spi3e pro budouciho) chemika se stala znalost
kvantové mechaniky, jako¥to fundamentélni fyzikdlni teorie mikrosvéta,
nutnosti. Mé-1i ji vZak pouZfvat uvédomdle, bez. neustélych pochyb o oprév-
n¥nosti Uvah a sprdvnosti vypo&tl které provddi, pak se nemi¥e omezit na .
nau¥eni nékolika poudek a vzoreXkd a na mechanické pirejiméni vypoetnich
"receptd”, ale musf s pochopenim zvlddnout zdkledn{ ideje & metody této
teorie. To je skuteZnost, na které nemohou, myslim, pranic zm&nit n¥&{
ndzory nebo p#*éni. . : -

Bé&Znou chybou zaddteZnikld je, %¥e se ‘enaZi rézem pochopit vie. Stu-
dium je v3ak dlouhodoby proces (nekon&fci zkouskou) a k pochopeni ldtky
dochéz{ postupné, podle toho jak rychle privykédme novym faktim a poJjmim.
Prvnim pfedpokladem, k Usp&¥nému zavrieni tohoto procesu, je dostatek vhod-
né literatury, ke které je moZné se op&tovn¥ vracet. Dostupné literatura,
kterou jsem mohl studentim nabidnout, se mn¥ v&ak nezdéla pro ekonomické,

a pfitom v ni¥em podstatném neodizené, zv1lddnut{ vyt¥eného cile,vhodn4.:

Bud je p#f1i3 elementdrni a nevyuZivéd vie, co by studenti (alespon podle
osnov) m&li ji% znd4t, nebo naopak, Jje urdena pro vjuku profesionélnich".
fyzikld a proto jek rozsashem, tak i pojetim, st&3i prijatelnd pro PFadového
chemika. Spole¥nym znakem tém&# vZech knih Je, %e pom&rn¥ rychle prechd-.
zeji rozbor zékladnfch idej{ teorie a jejich. vztah k matemetickému. forma-
lismu a souatPedujf se predevsim na aplikace. Proto¥e navic zpravidla tyto
dv® oblasti jasn¥ neodd&lujf, ¥ini zal4tednikim zna¥né potiZe jaané odli~
8it prvoradé od _druhoradého, zékladni principy od. aplikaci. To byl také
Jjeden z ddvodl, pro’ jsem se rozhodl rozdélit skrlptum do dvou dilﬁ naz-
vanych' .Princlpy a IT.Aplikace.

Prvaf t¥i kapitoly tohoto dflu maji vysloven& dvodni charakter. Na*
elementdrni \rovni me ji objasnit zvl43tnosti a charakteristické rysy mik-~ -
rosvéta a napomoci tak zvlidnutl zdkladnfho formalismu nerelativistické
kvantové mechaniky &dstic, ktery je néplni zbyvajicich ti#{ kapitol. Text
Jsem se snaZil formulovat tak, aby,alespon v prvni f4zi studia, nevyZadoval
prilis odkazd na- literaturu. Pokud by se n&komu zddlo, Ze nékterjm zdénli-
v& trividlnim, pojmdm a Uvahém vénujl nezvykle mnoho mista, byl to pravdi-
podobné& vysledek plsobeni dojmd, které jsem,paraleln¥ s psanim t&chto
partif, ziskdval p¥i zkoudenf pdl stovky studentd. Doufal jsem p¥itom, Ze
préce, kterou do skripta vklédém se mn& v budoucnu vréti v zéiitcich
p¥ijemn& jsich.

Brno kvéten 1981 Jan Cely
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I. POSATKY KVANTOVE FYZIKY

1. NEkteré “"nefe¥itelné” problémy_klasické fyziky

Experimentélni koreny kvantové fyziky sshajf hluboko do XIX.stoletd.
~ Studium rentgenovych paprskld, radioaktivity, katodovych paprskd, optic-
kych spekter, tepelného zdfenf, fotoefektu a Fady delsfch  jevd,je moZné
plnym prévem povaZovat za zdroje kvantové teorie. Tato skuteXnost se
oviem atdvala ziejmou postupn&, mnohdy a% soub&in& a rozvojem vlastn{
kvantové mecheniky. Ohromné uspchy kteryeh dosdhla klasickd fyzika -

- mechanika, elektrodynamika, elektromagneticks teorie sv&tla, termo-

- dynamika a statistickd fyzika - vedly na prelomu XIX. g XX. stolet{

k pfesv&dlenf, Ze fyzik4lni obraz svita Je tém&* dokonZen. Existovaly
pravda i jevy, které se stdle nedafilo objasnit, ale mezi fyziky pfevlé-
dalo piesvddlenf, %e je jen otdzkou éasu, kdy tyto "obldZky na za&FivE
modrém nebi fyziky" zmizf. Dnes, p¥i pohledu zp&t, vidime, Ze prévé

v nich byl zdrodek zcele nového pohledu na svét. ‘

Na cestd k soulasné kvantové teorii 1ze vystopovat dvd zdkladnf
kfivolaké linie, které se pfibliZovaly, vzdalovaly a jak dnes vidime,
n&kdy 1 protinaly, aZ se kone¥n¥ spojily v jediné teorii —kvantové
-mechanice. Prvni z nich je spojena predevdim s FeSenim dloh teorie zédfe-
ni. Kvantovou se stala diky praci{m.-Maxe Plancka (1900) a Alberta Einstei-
na (1905). Fyzika J{ vd&¥{ nap¥. za zaveden{ pojmi kvantum energie, foton,
indukované zéfeni, za vytvofen{ spojnice mezi intenzitou spektrdlnfch
Car a pravd&podobnostf kvantovych piechodd a za vyJasn&ni korpuskulérné—
~v1nového charakteru sv&tla., Podél druhé linie se feéily hlavn& problémy
stavby atomﬁ a optickych spekter. Do kvantové oblasti vedla a% v roce
-,1913 pracemi Nielse Bohra. P¥inesla s sebou predstavy o kvantovych sta~
“vech a pfechodech mezi nimi, kventovd ¥fsla, vyb&rovd pravidla atd.

v nésledujicich odstavcich se Jen krdtce zminime o né&kterych problémeeh
JeJiehz feéeni mélo pro budovéni kvantové teorie kliéovy v¥znam.,

1.1) Zéieni %erného tSlesa s Planckova konstanta

Z kaZdodenn{ zkuéenosti vime, %e tdleso zah¥dté nad asi 700 % vyza-
fuje viditelné svétlo (pf{stroje prokd%f emisi elektromagnetického zd¥en{
i v neviditelngych Zdstech spektra a p¥i libovolné teploté) Jeho barva
e ristem teploty pfechézi od temn& rudé aZ k bflé. Pochopit proces emise
bylo mo¥né ji% koncem minulého stoletf, nebol se v&dZlo, %e v 1l4tce Jaou
kladné i zdporné elektrické nédboje a 2 Méxwellovy elektrodynamiky vyply-
valo, Ze elektricky ndboj, ktery se pohybuje se zrychlenfm (tj. jinak
ne% rovnomdrnd p¥imolate), vyzafuje elektromagnetické vlin&ni. Elektrické
néboje, které v pevné ldtce vykondvaji na Ukor tepelné energie kmitavy
pohyb, musf proto vyzaFovat elektromagnetické vinin{ viech moZnych
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vinovych délek a jeho intenzita pfitom poroste pfi zvySovdni teploty.
Existuje ov3em i proces obridceny: ldtka absorbuje elektromagnetické vl-
néni které na ni dopadd; elektrické ndboje pritom zv&tduj{ v poll dopa-
dajictho vin&nf svojl amplitudu, coZ se projevi zvysenim teploty t&lesa.
Hypotetické té€leso, které by bylo schopno absorbovat veskeré elektromag-
netické vlnZnf{ dopadajfci na jeho povrch, se nazjvd Zerné t¥leso. Redlné
t&lesa tuto podminku nikdy nesplnuji. _

Ns z4klad® pouze termodynamickych zdékond (bez ohledu na mechenis-
mus emise a absorpce) dokdzal ji% r.1859 G.R.Kirchhoff, %e pro libovol-
nou vlinovou délku a danou teplotu je pom&r energie emitované redlnym
povrchem k energii,kterou by za tych% podminek emitoval povrch &erného
télesa, roven koeficientu absorbce dané 14tky. Cerné t¥leso lze tedy
povafovat za standardni z4¥1¥, Jjehof vyza¥ovaci charskteristika, tj. zé-
vislost intenzity emitovaného zdfen{ na vlinové délce, je urdovédna pouze
Jeho teplotou. Uriime-1li tedy spektrdln{ zdvislost zdteni{ ¥erného t¥lesa
Jako funkei teploty, potom budeme zndt i emisni zdvislosti pro vEechna
t&lesa u nich? je stanovena zdvislost koeficientu absorpce na vlnové dél-
ce a teplot&. To byl také divod, pro¥ zd¥eni ¥erného tdlesa bylo koncem
XIX. stolet{ intenzivn& studovédno , jak experimentdln& tak i teoreticky.

Pro experimentdlni studie se &erné t&leso realizuje na zdkladé
vEty dokdzané r. 1860 rovn&% Kirchhoffem; podle ni je zd¥feni Zerného
t&lesa ekvivalentni zdfeni, které vychdz{ malym otvorem z velké dutiny.

v tdlese udrfovaném na teplotd T (obr.l). Ze tomu tek je, pochopime

sndze z obrdceného procesu. Zafeni vethpue'
/4}6)?{2?‘}?4;/  jici zvn&jiBku otvorem do dutiny se po mno-
/// ha odrazech uvnit# prakticky zcela pohlt{
i kdyZ stény dutiny nevykazu){ stoprocent-
| __o— ni absorpei; vn&jsimu pozorovatell se pak
plo3ka otvoru bude Jevit jako Zerné téleso
a eproximace bude tim lepsf, &im menZ{ bude
otvor vzhledem k rozmdrim dutiny.

Pro zdvislosti spektrdlni hustoty
~ z&¥ivé energie u(A ) na vinové délce
Obr. 1 / (obr.2) je typicky: (a) prudky spéd k nule

SN\

SN\

v oblasti krdtkych vinovych délek, (b) po-

sun polohy maxima ‘xma s rostouci teplotou ke kratd3im vlnovym dé1kém

X

(plat{ tzv. Wienlv zdkon : 'xmax T = const ).

Klesické Fedeni, vychdzejic{ z Maxwellovy elektrodynamiky a Boltz-
mannovy statistické termodynamiky,ddvalo evidentn& nesprévny vysledek:
u(A) smirem ke kratd3fm vinovym délkdm bez omezenf rostlo. Prot tomu
tak bylo,pochopime snadno. Re3enf Maxwellovych rovnic pro elektromagne-
tické pole v dutind Zerného t¥lesa ukd%e, Ze zde mohou existovat atojaté
vlny s libovoln#& krdtkou vlnovou délkou. Podle zdvErd Boltzmannovy
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ufA)
Obr. 2
Zavislost spektrdlni hustoty zd-
Fivé energle v dutin& Zerného
t&lesa na vlinové délce pro ti¥i
rizné teploty.
)‘max(looo K) = 2,90 pm
. ; : . ' Amasl 1250 K) = 2,32 pm
g 1 2 3 4 Apm) max -
o 5 Apm) Apaxt1500 K) = 1,93 pm

statistické termodynamiky se celkovd energie zdFeni{ v dutin® (kterd je
pochopiteln¥ kone¥nd) mus{ rovnomdrn& rozd&lit mezi v8echny stojaté viny
( kterych je nekonedn& mnoho); méme tedy kone&nou energii rozd&lit na
nekonedny polet stejnych d{1d. Avsak i kdyZ tuto obt{% pomineme, Jjo z¥ej-
mé, ¥e funkce u(A) by musela ridst pro A — O, nebot i poet moZnych
stojatych vin , pfipadajicich na jednotkovy interval vlnovych délek,
prudce roste pro A~ 0, _ ,
 V#echny pokusy pochopit tento paradoxni vysledek byly nevspé® sné,
dokud Mex Planck v r. 1900 nepfisiel s hypotézou, Ze oscildtor s vlastn{
frekvenci y miZe emitovat a absorbovat energii pouze po kvantech

E = hy ' (1la)
kde h predstavuje novou fundamentdlni{ p¥irodni konstantu, které se pozdd-
Ji zafalo F{kat Planckova konstanta.

K dossfeni shody s experimentdln& zjist&nymi zdvislostmi u(A) musel
‘Planck poloZit h = 6,6.1073% J.Hz"l. ProtoZe se ve fyzice Zastji uZfvé
kruhovd frekvence w = 2 7Y , zapisuje se vztah (la) dnes obvykls

(1b)

E-hw
kde h =h/2x .
Dne3ni hodnota Planckovy konstanty Je

h = 6,626176.107>% J.Hz"1 | h = 1,0545887.1073* J.e

Uvddomme si, Ze vztah (1) nem&l precendent. Jestliie energie osci-
1dtord (kmitajfcich nébojd) ve sténdch dutiny se m&ni podle (1), potom
i energie emitované vliny se mdn{ po skocich hv = he/A (c Je rychlost
sv&tla) . V klasické fyzice je v3ak energie vliny urdovédna Jjej{ amplitu-
dou, naprosto nezdvislou na vlinové délce. P¥ijmeme-1i v3ak relaci (v,
je prabsh u(d ) snadno pochopitelny. Minimdln{ energie potfebnd k emisi
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~ vlny s vlnovou délkou A Je he/A ; pro malé vlnovd délky bude tato

hodnota tak velkd, Ze pFi dané teplotd T bude pravddpodobnost emise t&ch-
to vln zanedbatelnd ). Dostdvéme tak koneZny pofet skuteXn¥ nabuzenych
vin v dutiné Zerného t¥lesa, pri¥em% ninimdln{ vinové délky Jesou PddovéE
A% he/xT.

Uplnd Planckova formule pro spektrdlni hustotu z4&¥ivé energle u(.\ )
v dutin¥é Zerného t¥lesa pri teplotd T Je i

(2)
) 1

1

~ 1.2) Fotoefekt a Einsteinovy 'fotOny

o

, Fotoefekt - smise elektrond z kovid pFl dopadu viditelného nebe
ultrafialového zéieni - byl pozorovdn ji% v minulém stoletf. Sém jev

. nebyl zéhadny, Ze Jsou v kovu voln& pohyblivé elektrony se pfedpoklddalo
(nap¥ p¥#i vykladu elektrické vodivosti) a energil pot¥ebnou k ptekondni
vazby, kterd je drZela v objemu kovu, mohla dodat elektromagnetické vina.
(elektrické pole sv&telné vlny pisob{ na elektron silou vim&rnou intenzité&
pole E; intenzita sv&tla I ~ ). Pfekvapujic{ a pro tehde j&f (klasickou)
fyziku nevysv&tlitelnd byly viak pozorované zdkonitosti (obr. 3,4 )

Ag> A, Euﬁ
(<) ’

%‘7/

/// | l
EEYE V. s |
B
- Obr. 4 | E
kov’, ©f 4L7/d/,
/‘:/Nf'//'é '2")/;7/9/@/// Zévislost kinetické energie emitova-

A 4 “\a<~>‘ nych elektrond na frekvenci dopade- °
( (V:i;' "’z Jlctho své&tla.Sm&rnice p¥imky je pro

<

v8echny emitujfci materidly ste,jné
mén{ se jen vh .

/é/ é/@( / é/ / //

Obr. 3

*)Pravdé'podobnoat nabuzenf oscildtoru do stavu s energif E pfi teplot§ T
Je Umdrnd Boltzmannovu faktoru exp(-B/«x 'l') i po dosazeni z (1) Je to
exp(-he/A« T), kde kK = 1,38066.10 -23 J.K -1 Je Boltzmannova konstanta.
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(1) k emisi dochdzelo jen pro svétlo s frakvenci v>Vy, ,pfi¥emZ hrani¥nf
frekvence V¥, byla pro rdzné kovy obecn& rizn4;
(11) kinetickéd energle vyletujicfch elektrond zdvisela jen na frekvenci
svétla a.to linedrn¥ (obr.4). Rist intenzity svitla dané frekvence zv&t-
Soval pouze polet emitovanych elektrond, nikoliv jejich energii.

Z hlediska klasické fyziky m83lo zvét8enf intenzity svidtla vést ke
zv&tsen{ intenzity elektrického pole viny & to m&lo urychlit elsktron
na v&t3{ rychlost p¥i vystupu z kovu; to viak nikdy pozorovéno nebylo.

Uvedené zdkonitosti jednodu¥e objasnil r.1905 A.Einstein kdy%
predpoklédal %e energie monochromatické svételné viny s frekvenci y se
miZe elekirondm v kovu preddvat jen po kvantech hy . Jinymi slovy:
predstavime-1i si, Ze dopadajfc{ monochromatickd svdtelné vlina reprezen-
tuje tok &4stic z nichZ kaZd4d md energii hy a miZ%e byt zcela pohlcena
elektronem, potom elektron pfi tom zfskd energii hy . JestliZe k vytr-
Zeni elektronu z kovu je nutnd energie A, bude kinetickd energie vyletu-
Jiefho elektronu

T= hy - A (3 7.

Veliéina A se nazyvéd vystupn{ préce dané l4tky; Je to materidlovd kons-
tanta nezdvisld na vy . Z4vislost (3) je na obr.4, pri¥em¥ v, = A/h .
Zv&t8en{ (zmensenf) intenzity monochromatické viny s frekvenc{ » znamensd
zvétsdeni (zmen3eni) podtu dopadajicich. ¢dstic - fotond -~ 8 energif hv
a tim i zv&tdeni (zmen¥enf) poltu emitovenych fotoelektrond.

Objasnéni mechanismu fotoefektu bylo df1%im vysledkem price, v niz
A. Einstein ukézal, %e Planckovu formuli lze zfskat, predpoklddédme-1i, Ze
elektromagnetické vlinZn{ v dutin® Zerného tdlesa mé korpuskuldrni charak-
ter, Vyjdd¥{ime-1i Planckovu formuli (2) pomoci{ frekvenci v'+2 dostaneme
spektrdlni hustotu z&Fivé energie u(y ) p¥i teplotd T (tj. energii
v jednotkovém objemu dutiny na Jednotkovy interval v )

2
‘ h )
L CY) = 8:1T3>' ' ) . | "

© epSF) -1

Proto%e vyraz (8 vz/cB)dv uddvd podet stojatych vin v intervalu
(¥, ¥y +dy ) (viz nap? [15]) a hy Je energie Jednoho fotonu, mifeme
vyraz ' . '

1

(’nﬁr’x exp(%‘_f’._) -.1 | (5)

ihtgrpretovat jako stredni hodnotu po¥tu fotond s energi{ hy ,p¥ipada-
Jjici na jeden oscildtor v rovnovdiném stavu p¥i teplotd T v Jednotkovém

" objemu dutiny €erného t&lesa.

)Energie pripadajfci na intervel (4, A +dA) je u( A)dl a na 1nterval
(v v +dy) Je u(v )dvy .ProtoZe musi platit w( )ld = amldyv] , Je

ucy) = a(/\),"“‘l = 1A & C




( I) -12 -

Po dep&#ném rozvojl optiky v XIX,stolet{, zavr#eném Maxwellovou
teorif, se zddlo, %e vlinovd povaha svitla je nepochybnd. Einsteinova
prédce viak ukazovala, %e k objasndnf n&kterych jevd bude nutné p#i jmout
&dsticovou (korpuskuldrni) pfedstavu i kdy% k vykladu jinjch (interferen-
ce, difrakce, ohyb) bude gase tfeba zistat u predstavy vinové. Budouonost
ukdzala, Ze tato dvojekost projevd svétla, tzv. korpunkglérn&-v;hovi
duslismus , pat¥{,spolu s nespojitou zménou - kventovédnim -~ nSktergych
fyzikdlnfch veliZin, k zdkladnfm charakterietikdm mikrosvéta. .

1.3) Optickd4 Xarovéd spektra a stavba atomd

Experimentdln{ studium spekter, zapoaté v XVII.stolet{ Newtonem,
vyvrcholilo v letech 1859-60 pracemi. G.Kirchhoffa a R.Bunssna. Dva
zdkladn{ zékohy sformulované G.Kirchhoffem 1
(1) keaZdy prvek mé své neménné Zarové spektrum,

(11) kaZdy prvek Jje schopen pohlcovat takové zdFen{ jaké miZe té%
emitovat ,

byly zdkladem pro rozvoj emisni a absorp¥ni spektrdln{ inalyzy, kterd se
brzy poté zalala skvéle uplntnovet i p#i pétréni po novych chemickych
prvcich.

Mechanismus veniku éarovych a_dokonale reprodukovatelnych spekter,
Jednozna¥n& identifikujicich prvky, véak byl zaldtkem stolet{ hddankou,
JeJ{% FelSeni{ zFejm& bezprostfednd souviselo s problémem stavby atomd,
Prvni kvantitativnl zdvislost{ v teorii spekter byla formule odvozend
empiricky r.1885 J.Balmerem pro vlnové délky odpovidajici tehdy znénym
Sarém vodikového spektra (ogr.ﬁ)

. n , B '
A, b (n = 3,4,...,11) | (6)
2
n~ - 4
kde b = 3645,6.10 Cem . - o
n=_ 3 - 4 5 678 o k
700 600 500 40 Mnm)

Obr. 5 Balmerova serie ve vod{ikovém spektru

Prejdeme-1i v (6) k vlinodtdm ¢ = 1/A , bude

1 1l .
G = Re{— - =) (n = 3,4,.00,10) 1

22 n2

kde R, = 109 720 em~t je dnes zndma jako Rydbergova konstanta.
7%
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Balmerova formule ve tvaru (7) navozuje my¥lenku, ¥e mohou existovat
1 jiné serie Zar, pro n&% by platilo.

PO ( 1 1 )
e N ®)

kde m, n jsou celd &isla .

Skutelnd, r. 1908 objevil Lymen v ultrafiaslové oblasti serii odpovidajfct
m=1 an= 2,3,4,... a tyZ rok Paschen nalezl v infrafervené oblasti
seril s m =3 a n=4,5,6... . Vyvozen{ formule (8) se stale prvnim
dkolem a zdkladnim testem v&ech budoucich teorii.

Poznatky o struktufe hmoty, nahromad®né do konce XIX.stoletf,
vedly 1r.1902 lorda Kelvina k ndsledujf{c{mu modelu atomu: podstatnd
%4st hmoty atomu spojend s kladnym nédbojem tvoFi malou kouli v nf%¥ jsou
um{stény lehké,zdporn® nabité, elektrony (Jjako “hrozinky v bucht¥").

Jako celek byl atom elektricky neutrdln{ a v zdkladnim stavu byly nédboje
nepohyblivé.

Kelvindv model tém&¥ patndct let propracovdval J.JQThomson,'takﬁe
Je zndm spise Jako Thomsondv model atomu. Thomson predevéim hledal konfi-
gurace, které by p¥i daném rozloZen{ kladného ndboje byly stabilni
(protoZ%e soustave kladnych a zdpornych ndboji nemi%e byt dr¥ena ve sta-
bilni rovnovédze Jjen elektrostatickymi silami, muselo se pPedpoklédat,
¥e kladny ndbo] je drZen pohromadd zatim nezndmymi neelektrickymi silami);
velmi stabilnit konfiguface mély odpovidat inertnim plyndm, mén& stabilnf
pak chemicky aktivnim prvkim. JestliZe se atom dostal,nap¥. v plameni,
do excitovaného stavu, zdstal kladny nédboj v klidu,zatimco lehké elektro-
ny zalaly kmitat & vyzafovat elektromagnetické vlin&ni. Aby vlinovéd délka
eml toveného zd¥eni byls ve viditelné &4sti spektra, musel linedrni rozmér
atomu byt fddové lo'scm, co¥ krdsn¥ souhlasilo s odhady plynoucimi z kine-
tické teorie plynd. Kvantitativni vypolet spekter se v8ak Thomsonovi
nepodat#il.

Prvn{ experimenty p¥imo zam&Fené na vyjasn&nf struktury atomu byly
realizovdny v r.1909 pod vedenim Ernesta Rutherforda. Geiger a Marsden
ost¥elovali tenkou zlatou folii (na tloudlku folie m¥lo pFipadat asi
400 atomi) o -3dsticeml a m&¥ili jejich odchylky od pivodniho sm&ru po
prichodu folif. ProtoZe hmotnost, néboj a rychlost(energie) o -Zdstic
byly zndmé, bylo moZné odhadnout (elementdrni zpisob Je nap¥. v 9
o jaky dhel by se m&ly odchylit p¥i interakeci s Thomsonovym atomem
( vzhledem k velké hmotnosti o -%dstic bylo mo%né uvaZovat jen rozptyl
kladnym ndbojem, rovnom&rn& rozlofenym v kouli s primérem asi 10"8cm).
O%ekdvané odchylky byly velmi malé, mén& ne 1° . K vBeobecnému pfekva-
pen{ vBak Geiger s Marsdenem zjistili, Ze mald Ed4st dopadajicich

o -%4stic se odchylila o velké vhly (desftky stupnd), v ojedin&lych
pripadech a% o tém&¥ 180°.
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Rogborem ziskanych vy¥sledkd: dospél Rutherford v r.1911 k zdvidru,
fe k objasn&nf{ nam3Ffenych dhlovych zdvislost{ Jeo tleba, aby cely kladny
néboj ( a tedy i podstatnd Z4st hmoty ) atomu byl soustfeddn v malé
- 8dsti prostoru - jddru atomu - s linedrnim rozm¥rem #4dovs 10"12 .

Aby rozm&r etomu zdstal asi 10 em {vy%adoval to mechanismus vzniku
spekter, kinetické teorie Plynd a delsi) , musely se v tomto proatoru
nachdzet elektrony. JestliZe nemé&ly byt pfitaZeny k jddru, musely kolem
ndho obihat tsk, aby prita%livé sf{ls kladnd nabitého jéddra byla kompen-
zovéna odstredivou silou. Tek vznikl Rutherforddv planetérni model atonuf
kolem jddra s ndbojem +Ze (Z Je atomové &f1slo prvku) obihé 2 olektronﬁ

8 ndbojem -e .+) ,

Tento model v&ak nastolil mnoho novych otdzek, na néZ klaaické
fyzike nemohla d4t odpovéd. Zdkladnim problémem byla samotnd existence
takového atomu. Podle Maxwellovy elektrodynamiky musi néhoj pohybujfedl
se zrychlen® (elektrony v Rutherfordovd atomu majf dostFedivé zrychlent)
vyza¥fovat elektromagnetické vln&nf{. Elektron obthajfc{ kolem jddra by
tedy m&l vyzafovat na dkor avé enérgio,.coz by vedlo k postupnému zmen-
~8ovéni polom&ru dréhy-(pohyb po spirdle) a kone%n& psdu na Jadro; to vie
by se m&lo odehrdt asi za 10 9s a elektron by ptitom vyzafoval spojité
spektrum. Velikou zdhadou byla ddle stabilita atomd, projevujici se
nem&énnost{ spekter. Vidyt podle Newtonovy mechaniky byly moZné elektro-
nové orbity s libovolnymi polomdry ( a tedy i dobami ob&hu). Frekvence’
emitovaného svétla je vdak urlovdna ob&Znou frekvenci; pro¥ tedy napf.
vEechny vodikové atomy maji absolutn# ‘stejné spektrum 7 Prod nenf -
spektrum nijak ovlivnovdno srdZkemi atomi k nim¥ mus{ nap¥. v plynu ve
vybojové trubici nutn& dochézet; pFi srdice dvou atomd by prece m3lo
doj{t ke zm&nd drah elektroni. Nebo: jak vdbec vinikajf serie spektrél-
nich Zar ? A daléi otdzky a co otézka, to zdhada, : :

2. Stard kvantovéd teorie
e e —

Ndzvem stard kvantovd teorie se dnes rozumf kvantovd teorie rosz-
pracovdvand zhruba v letech 1913-1924 fFadou fyzikd (Bohr, Somme:feld; 
Wilson a daldf) na z4klad&, ktery v r.1913 poloZil mlady ddnsky fyzik -
Niels Bohr. Ddle si stri¥né v¥imneme jen zdkladnich Bohrovych idejf..
Ziskéme tak nejen historickou informaci, ale jednoduBe & ndzornd zavede- .
me takové fundasmentdlnt velifiny jako Je ionizaln{ energie atomu vodfku,
a Bohriv polomSr. Navic, 1 kdy% Bohriv model vybudovany na predstavé

*)pro dplnost nutno dodat, Ze podobny model(ovdem bez uvedeného expe-
rimentdlniho podkladu) navrhl r.1903 Japonsky fyzik H.Nagaoka. Pro .
‘zjevny rozpor 8 klasickou elektrodynamikou v8ak nebyl p¥ijimédn.
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klasickych trajektorii Je. nokonpatibilni 8 novou kventovou teorif, pfece
PFada intuitivnich predstav,s nili! pracuje, Je ve shod¥ sq zédviry ‘

, kvantové nechaniky.'

2, 1) Bohrovy postuldty

V r.1913 uvafejnil N. Bohr serii ti#{ praei v nichz se pokueil o

'apoJeni Planckovy a Einsteinovy kvantové hypotézy s Rutherfordovyn

modelem atomu; Jjeho cilem bylo objasnit predevifm stabilitu atomu & ‘ ,
vznik éarovjch spekter. Uvédomoval si pFitom Jasn&, Ze nahronadény expe-
rimontélni materidl zjavné avadéi proti cxtrapolaci klasické lechaniky
a olektrodynamiky do. atonovych dimensi ‘v nich% nikdy prcdtim nebyly

?_axperimentéiné ovéfovény.

Bohrovy predpoklady a zévéry 1zo ahrnout takto*n: ,
(1) Eloktron v atomu 86 miZe nachdzet Jen na kruhovjch orbitéch, JeJiehz
polomér R vyhovuJe podminee
s h , P ST
-,nvnan-—-' (-nﬁ ) ,,(n=123,...) (9)
, - 2R L
kdo B Je hmotnost elektronu a v Je Jeho rychloat.~

- Na téchto stacionérnich drahéch alektron nevyzafujo eloktromagnetické

 (11) Atom emituje nebo. absorbuje eloktronagnetické zéfeni gouze pfi

prechodu elektronu = Jednoho stacionérniho staVu do druhého.
L PM ptechodu ze stavu 8 energii E do atavu s energii E “ge onituje
o Je—li Ei > E& ) nebo absorbuje Ef) B, ) foton s energii hy

“(monoahrouatické vlnéni 8 frekvonci v ), ve ehodé 8 Planckovou
thypotézou. takﬁe _’i - : : :

hvsni Ef_ S el (10)

*Podminka (9) vyJadfuJe kvantovéni momentu hybnoati elektronu L = mf x'i

kvantovéni enargio eloktronu Je Jojin dasledkom. o

2 2) Aton vodiku v Bohrov& taorii

Aton vodiku Je pudlo Butherforda a Bohrn tvoron Jédrou 8 hnotnosti
Ma nébojen +e, kolem n¥ho% obihd elektron 8 hmotnoati ma nébojen -8

br(obr.é). ProtoZe M % 2000m, pﬁiene 8 dobrou’ aproxinaci ‘povazovat Jédro :
. ‘za nehybné Velikost dostredivého zrychlcni alektronu, ktery ao pohybujo
rrovnon!rné rychlosti v po kruhové orbité e polon&ren R, Je : r

a = v / R : ‘f e T - (11)

flezi Jédren a elektronem p&eobi podla Coulombova zékona pfita!livi aila'
xvalikosti ‘
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1 a2
F = (12)
4 7€, B2

Podle 2.Newtonova zdkona F=ma, takZe dvoj-
nésobek kinetické energie 2T Jje

2 e?
MY~ = e—— (13)
4 TE, R
Obr. 6. ProtoZe potencldln{ energie elektronu na
orbité Je
1 2 , .
4 wE, R '
Je celkovd energie E = T + V rovna
1 | 02 ‘
2 47ELR '

Z (13) & kventové podmfnky (9) (velikost momentu hybnosti T = u¥ x R
je L=mvR nebot ¥ | R') dostaneme polomdry staciondrnich orbit

40t og, KE 2 ' .
n = n (n=1',2,.o-) . (16)
m 62

Dosazenfim do (15) ziskdme celkovou energii v n-tém staciondrnim stavu

1 n et 1 1 ol
En B o f T - 5 ———————— (n=1,2,.--)v (17)
(4 ﬂ&,)z $2 2 (47{5‘,)Rn '

- Z8kladn{ stav (e nejni23{ energif) atomu vodfku odpovidd kvantovému
{slu n = 1; polomdr p¥{slusné orbity R, je tzv. Bohrdy polom¥r

2
dme,h -
x 8, = ————— =0,529.10710 n (18)
n e’
& energle elektronu ﬁa této orbité jJe
i 2 )
E, = - § —>— = - 13,606 eV (19)
4me, a,

Hodnota I1 = -El = 13,606eV je zndmd ioniza%ni energie (ionizaln{
potencidl) pro vodikovy atom, tj. energie potfebnd k odtrZeni elektronu
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od jédra (prevedeni ze stavu s n=l do stavu s n—~ o0 ),
Frekvence ¢ = svdtla emitovaného pfi prechodu elektronu = hladiny

E, na E, (n>m) (obr.7) je podle (10)

w E, - & ne ( 1 i ) '
nm * - (20)
b 2(41¢,)%h3 n®  n?

DElenim 27¢c (= w /2ntc) dostaneme vlnoéty cf a porovnénim e (8)
vyrez pro Rydbergovu konstantu
n ot
R, = ; ' (21)
av (ane)? 43 ¢

Odvozen{ gzobecnZného Balmerova vztahu (8) a velice dobrd shoda Rydberg-
ovy konstanty vypoftené podle (21) s hodnotou namdfenou, znamenaly vakut-
ku triumf Bohrovy teorie,

n
0 i
| :
4L
i} 3
PASCHEN
E&V)|
[ | ‘
| BALMER
-5
Obr. 7
-104 : " Pfechody vedouc{ ke spektrdlnim
~ geriim ve spektru vodiku.
Pfechody v opa’ném sméru odpovidaj{
absorpinim Zardm.
-13,6 p—tLLL 1
. LYMAN

2.3).Princip korespondence

"Princip korespondence byl explicitn# iformulcvén N.Bohrem aZ
v roce 1923 1 kdy% implicitn& je obsaZen Ji% v Jeho d¥{v¥j&fch pracich.
Smyslem tohoto principu bylo vyJjasnit, do jaké miry pojmy a vysledky
klasické mechaniky mohou byt ulitedné p¥i tvorb® a interpretaci kventové
teorie,
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Klasickd mechanika sprévnZ objasnuje ¥iroké spektrum fyzikélnich
Jevl v makrosviété a v hékterych p¥ipadech i v mikrosvdt& (nap¥. pohyb
nabitych &4stic ve statickych clektrickﬁ a magnetickych polich, tepelny:
pohyb atomd a molekul v plynech atd.); hlavni poti%,s n{%¥ se nemohla |
v oblasti mikrosv&ta vypofddat, apoc‘.ivala v existenci nelpo,j:ltych (kvan-
tovych) zm&n n¥kterych veli¥in. MdZeme proto poZadovat, aby v pripedech
kdy kvantové skoky Jsou malé ( a to nastane pro velkd kvantovd ¥{sla
Jek je viddt napf. ze zmén AE pron —eo v (17)), se_vysledky kvantové
8 klasické teorie shodovaly (korespondovaly).

Uka¥me si aplikaci tohoto principu na vyrazu (17) pro energii
elektronu v atomu vodiku. Zm¥na velkého kvantového &isla n o -Jednotku
vede' k malé zmdn¥ E. Aproximujeme-1i tuto zmdnu diferencidlem, je

n o 1

AE = An
(47re,)2 H2 n3

Frekvence ‘svétlé emitovaného pfi pfechodech mezi hladinami & vysokymi
kvantovymi &isly tedy Je

AE m 04 .
" an
(47t¢,) 2(nh)3
ProtoZe nﬁ Je (viz (9)) moment hybnosti nfR? , kde {L Jje kruhovd
frekvence ( f{l= v/R) elektronu na orbitd, platf

n ot
Ww = An

(4meg,)% m303 RS

Po dosazeni za n3JL3 RS ¢ (13) obdrZime

W = ..n..An

Pro An =1 Jje tedy frekvence emitovaného svdtla s shodnd s klasic-
kym vyeledkem, ktery je roven prévé Sl . Pro 4n = 2,3,... dostévdme
vy83{ harmonické této zdkladn{ frekvence.

Prineip korespondence md zdsadn{ vyznam: jestliZe totil kvantovd
mechanika aspiruje na dplny popis Jevi, potom mus{ byt schopna popsat
vBechny fyzikdlni Jjevy, vietn& t¥ch, které byly ob jasndny Ji% klasickou .
fyzikou., K1{¥ové postaveni m¥#l tento princip predeviim v poXdteich
kvantové méchaniky. kdy pisobil jako prubi¥sky kdmen .pro navrhované
teorie ( 1 kdyZ samozfejm¥ k jednoznadnému vybdru sprédvné teorie byl
nedostafujicl ).
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2.4) ﬁspéchy, potife a meze pouZitelnosti staré kvantové teorie

Stard kvantovéd teorie, ve evé konedné podob&, umoZnila zna¥ny
pokrok ve studiu spekter, nebof ddvala obecny ndvod k vypodtu spektrélm
nfch termi urlité tifdy atomovych a molekuldrnich soustav. Vysledky
ziskané pro atom vod{iku bylo mo¥né snadno zobecnit na ionty He+, Lt
a atomy alkalickych kovd; teorie byla rovnéi pouZitelnd na vibrain{

@ rotaZn{ spektra molekul a na rentgenovsks spektre atomi. Na druhé
strand vadak nard¥ela ne znadné potiZe pfi FreSenf problému aloZitéJ!ieh
atomi; dokonce se ani nepoda¥ilo dosshnout pFesné shody s pozorovanym
spektrem atomu He. .

Stard kvantovd teorie v3ak nebyla udplnd. K jejim véinym omezenim
patfile skuteZnost, %e pravidla kvantovdni byla poufitelnd pouze na
periodické pohyby. Tak zdstdvale mimo rémec této teorie napf. celd prodb-
lematika sré¥ek (rozptylu) mikro¥dstic; pfitom do této kategorie pati{

1 Jedny ze zékladnich experimentd: Franckovy-Hertzovy pokusy z r. 1914,
potvrzujict exiefenci diskretnich energiovych hladin v stomu (viz [8) ).

Principidinf obti¥e staré kvantové teorie viak spo¥ivaly v_jeif
logické struktu¥e. Empiricky zavedend kvantovd pravidla predstavujf{ jJen
8isté formdln{ omezeni, kledend na FeSeni klasickych>pohybovych rovanic;
bez Jakéhokoliv hlubdfho zddvodnZni predepisuji, Ze ze viech moZnych
klasickych Fe¥enf je t¥eba ponechat jen nepatrnou podmno?inu, m4-1i
byt dosa%eno shody s experimentem. P¥itom je navic obt{Zné aladit dohro-
mady pravidla kvantovdnf s pou%ivanym pojmem trajektorie.'Existence
klasické trajektorie Zdstice znemend, Ze $4stice md v ka?dém okamZiku
presné urienu polohu a hybnost a tyto veliZiny se spojité m¥nf s Zasem.
Jak ale potom bude vypadat trajektorie elektronu ve Franckovych-Hertze .
ovych pokusech, kdy% zde elektron m&n{ svoji energii skokem 7 Nebo
naopek: protoZe existenci diskretnich energiovych hladin (pFeddvéni
energie po kvantech) lze povaiovat za experimentdlnd prokdzenou, bude
z¥ejmé nutné opustit predstavu klasické trajektorie u mikroddstic.

Staré kvantovd teorie, tato podivuhodn& vymy3lend kombinace
klasické mechaniky a ad hoc zavedenjch kvantovych pravidel, tedy nebyla-
- navzdory ohromnym zdsluhdm, které si v historiil fyziky vydobyla -
dplnou, logicky bezespornou fyzikdlnf teorif.
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II. VLNOVA FUNKCE

1. fvodem k nové kventové teorii
e

Z&klady nové kvantové teorie, tj. dnednf kvantové mechaniky, byly
poloZeny v obdob{ 1923-1927. V r.1925, takfka souZasn¥, byly uvefejné&ny
dvé jeji formulace: Helsenbergova maticov4 mechanika a Schrodingerova
vlinov4 mechanika.

Heilsenbergova maticovi mechanika(rbzpracované pfedevdim Bornem
a Jordanem) operuje pouze s experimentdlnd zjistitelnymi veli¥inami, jako
Jsou frekvence a intenzita zdfen{ emitovaného atomy; nevyskytujf se v ni
proto napt. takové pojmy, jako je elektronovd orbita, Proto%e m#¥itelnym
velitindm p¥ifazuje urdité matice, je jejim matematickym apardtem matico-
vy podet. "

E.Schrodinger vySel pfi formulsci své vlnové mechaniky z hypotézy
L. de Broglieho, podle ni%¥ Je korpuskuldrn&-vlinovy duslismus fundamentdl-
nim rysem mikrosvdta. Vychoz{ ideou zde tedy byla vlna "spojend" s &ds-
tief; k n{ adekvétnim matematickym apardtem jsou parciélnf diferencidlni
rovnice.

Na prvni pohled se zddlo, Ze jde o dv¥ naprosto odlisné teorie, -
JiZ roku .1926 v8ak Schrodinger dokégal, Ze jsou to jen dvé rdzné formu-
lace (reprezentace) jediné teorie. Rozpracovéni zcela obecného formalis-
mu této teorie bylo provedeno brzy poté P.A.M.Diracem., Tak vznikla nere-
lativistickd kventovd mechanika mikro¥dstic; po dopln&ni kvantovou teorif
elektromagnetického pole (Dirac 1927, Jordan a Pauli 1928), pPedstavovala
Jedinou, logicky uzav¥enou teorii, kterd umoZnovala Fesit,v nerelativis-
tickém p¥ibl{Zeni,vSechny problémy tykajic{ se soustav mikro¥dstic a
Jejich interakce s elektromasgnetickym polem.

~ Obecny formalismus, vychdzejfic{ z axiomatického zdkladu, predstavu-
Je bezesporu nejelegantnd js8f{ a logicky neJuspokojivi js{ zpﬁsob'vykladu
kventové mechaniky. Pro naprosté zaldtedniky je v ndm vBak skryto nebez-
pell, Ze za abstraktnim matematickym apardtem se zane vytrdcet fyzikd4ln{
podstata studovanych Jevd. OdloZfme proto uvod k tomuto pF{stupu aZ do
kap.IV a do té doby se pridrZime historického Schrodingerova vlnového
formalismu: v kap.Il zavedeme zdkladn{ pojmy a v kap.III je budeme apli-
kovat na FeBeni n&kolika Jednoduchych Jednorozm&rnych tloh. Ostatnd,
Schrodingerova vlnovd rovnice (Schrdodingerova reprezentace kvantové me-
chaniky) Je stdle vjchozim bodem pro Feden{ v&t8iny konkrétnich ( jmeno-
vit® chemickych) kvantovEmechanickgch dloh.
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2, Cé4atice a viny
]

2.1) De"Broglieho hypotéza

Na zéklad& rozboru analogif mezi matematickym aparsdtem analytické
mechaniky a vinové optiky,dosp&l v r.1923 jedenatPicetilety francouzsky
fyzik Louis de Broglie k presvédieni, Ze korpuskuldrn&-vinovy dualismus
by se nemél tykat Jen svétla, ale m&l by byt univerzdlnim projevem v3ech
mikro¥dstic (tehdy jmenovit& elektronld). Realizace této myBlenky ovdem
vyZadovala nalezeni vztahu mezi veli¥inami charakterizujfcimi Z4stici
1 Jeji pohybovy stav (hmotnost, hybnost, energie ) a charakteristikami
ptidruZeného vindni (predevdim vinov4 délks).

De Broglieho dUvahy se tykaly pouze volnych &dstic, tj. d4stic na
n&% neplsob{ vné j8{ sfly. Pro n& dospdl k zdv&ru, %e s kaidou Z4stiec{

8 klldovou hmotnost{ m, hybnostf ¥ a energi{ E, md4 byt spojena mono-
chromatické rovinnd vlna '

Y(Ftr =¢C exp[i(i;.i" - wt)] (V)

kde C je konstanta (amplituda), ¥ je vlnovy vektor (lkl= 2x /A ) a
w Je frekvence,
pFidemZ plati
p=h%x (2a)

) E=hw (2b)

Vztahy (2) plat{ i pro fotony.
Pro vlnovou délku A (tzv. de Broglieho vlnovd délka) dostaneme z (2a)
h nV1 - (v/e)?

: P m v

co? v nerelativistickém p¥ibliZ¥eni (pro &dstice s klidovou hmotnosti m
a rychlostf v ¢ ) dé

A=

h
(4)

mv

Pro elektrony s kinetickou energif T (v eV) Jje moZné,po dosazeni za
m a h, upravit (4) na prakticky tvar

1,504
A =
T

[nm, eV] (5)
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2.2) Experimentdlni potvrzeni vlnovyech projevd elektronu

KdyZ de Broglie formulovel svoji hypotézu, neexistoval %4dny expe-
riment, prokazujic{ vlinovy charakter %4stic. NemoZnost pozorovat vlnové
projevy &édstic v makroav&t®,vyplyvd z odhadu velikosti A podle (4):
vezmEme napf. 2dstici, kterou pozorujeme pfi sledovén{ Brownova pohybu;
Jeji primér miZe byt lum, hmotnost m % 10'123 a stfedni kinetickd energie
v rovnovédiném stavu pfi teplotd T je (3/2)«T (« je Boltzmennova kona-
tanta). Potom

h h -
Nez—= t 5.107 om (6)

P V3mkT
tedy veliZina asi o 10 ¥4d) mend{ ne# primér &dstice. Nyni si pFipomenme,
Ze geometrickd optika,pracujficf s trajektoriemi sv&telnych paprskd, Je
pouzitelnd, dokud zakfiven{ drah je malé ve srovndni s vlinovou délkou
svétla. Jekmile libovolné pYekdZky (nap¥. okraj stinftka) nebo nehomoge-
nity prost¥edf (indexu lomu) vedou ke zm&n& dréhy s polomZrem k¥ivosti
srovnatelnym s .vlnovou délkou, za%ne se vyrazn¥ uplatnovat vinovy charak-
ter svdtla a zdkony geometrické optiky pFestanou platit. Obdobnou situaci
miZeme Zekat i u de Broglieho vin: klasickd Newtonova mechanika, pracujief
8 trajektoriemi ¥dstic, bude prfitom analogif geometrické optiky pro svétlo.
Vinovéd povaha Z&dstic se tedy miZe zal{it projevovat aZ v atomovych dimen-
zich, Tak vzorec (6) ném p¥i pokojové teplotd d4 pro atom helia A #0,09nm,
pro neutron A % 0,18 nm & pro elektron A = 7,7 nm.

K experimentdlnimu dikazu vinové povahy &dstic bylo nutné s nimi
realizovat pokusy, jejich¥ vysledky dokd%eme snadno interpretovat jen na
zd4klad® vlinové predstavy; typickym pfedstavitelem takovych pokusld je
difrakce viné&nf . Z vlnové optiky vime, Ze -k provedeni difrakénfho pokusu
potFebujeme systém rozptylovych center,periodicky rozmisténych v prostoru
8 krokem srovnatelnym s vlnovou délkou pouZitého vin&ni. Pro viditelné
svétlo, s A & 500nm, doké¥eme takovy systém - mff¥ku - vyrjt napf. do skla.
Je-1i v3ak vlnovd délka srovnatelnd s rozmdry atomd, napf. u rentgenového
zdfeni, tato moZnost miz{ a je t¥eba hledat soustavy rozptylovych center
- mf{Zky - vytvofené p¥{irodou na atomové drovni. Tato skutednost pfivedla
v r.1912 Maxe von Laueho k my3lence, pouZit za difraek&ni m¥#{Zku pro rent-
genové zdren{ krystalovou mf{3,

ProtoZe zdporn& nabité elektrony interagujf{ e ndvoji v atomu, mohou
atomy slouZit jako rozptylovd centra pro elektrony a krystalovd mif2 by
tudf¥ m&la zastat roli difrek&nf mr{%ky 1 pro elektrony. Difrakce elektro-
nd na krystalové m¥fZce niklu byla uskuten&na v r.1927 C.J.Davissonem s
L.H.Cermerem. Elektrony, které pouZfivali, mély energii kolem 100eV , takZe
Jjejich de Broglieho vinovd délka byla Fddové shodnd s m¥{Zkovou konstan-
tou Ni.

Prakticky ve stejné dob& (1928), provedl G.P.Thomson pokusy 8 elek-
trony urychlenymi napdt{m desitky keV (vinovd délka je zna®n& men3{ neZ
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m¥{¥kovd konstanta; k pFesnému vypodtu A je Ji% nutné uzit vztah (3) ),
které nechal prochdzet tenkou folif (tlousdtke asi 100nm) pelykrystalického
materidlu; 8lo tedy o obdobu Debyeovy-Scherrerovy metody,vypracované
r.1916 pro difrakci rentgenového zdfeni.

Uvedené pokusy Jednoznaln& potvrdily de Broglieho hypotézu pro
elektrony. V ndsledujicich letech pak byla postupn& znovu a znovu potvrw
zovéna pro ostatnf objekty v mikrosv&t¥ - elementdrn{ &4stice, atomy,
ionty, molekuly. P#i této p¥{lefitosti Je vhodné si uv&domit roli histo-
rického vyvoje v utvdfen{ naSich ndzord na povahu mikroddstic. Vlinové
vlastnostl fotonu byly objeveny d¥fve ne? jeho korpuskuldrni vlastnosti,

U elektrond tomu bylo naopak; vsSechny pokusy, které s nimi byly konédny

ai do r.1927, neodporovaly predstavd, %e slektron je &4stice, jejiZ pohyb
lze popisovat Newtonovymi pohybovymi rovnicemi. To vedlo k hluboce zako-
Yen&né predstavd o elektironu (a ostatnich elementdrnich ¥dsticich té%)
JakoZto jakési kulenikové kouli extrapolované do velmi malych rozmErd.
Obdobnd se b&hem XIX.stoletf{, podporovéna Fadou sugestivnich experimentd,
zformovala predstava o vinové povaze sv&tla, Mnoho pot{Z%{ p¥i studiu
fyziky mikrosvéte proto vznikd, pifedevdim v polédtednich fdzich, z neschop-
nosti zbavit se tohoto Jednostranného pohledu na mikroobjekty.

2.3) Cdstice nebo viny ?

V pfedchézejicim vykladu jsme pouZivali vZity obrat "vina spojend
8 d4stici”. Tento historicky podmininy vyraz nelze povaZovat za vhodny,
nebol vytvédF{ dojem, %e jde o klasickou Z4dstici, kterd je doprovézena
vlinou a tyto dve objekty jsou spolu néjakym zplisobem vézdny. Ve skutelnos-
ti jde vd¥ak o jediny objekt , ktery se v né&kterych situacich(experimentech)
chové jeko vlne a v jinych jako klasickd ¥4stice (zmin¥nd kuleZnfkové
koule extrapolovand do atomovych rozm&rd). Otdzka :"Je elektiron vlna nebo
gdstice 7" nemd prosté smysl. '

SkuteZnost{ Je, %e mnoho nedorozum&ni a zddnlivych paradoxd vyplyvé
£ nutnosti popisovat novou realitu, nepfistupnou primo naSemu smyslovému
vnimdnf, pomoc{ pojml zavedenych p¥i studiu mekrosv&ta. To vede k pouZi-
vdni jakési dvojzna¥né ¥Pe¥i, kdy st¥{davé pouiivdme rizné klasické pojmy,
které by vedly nutnd k rozporim, kdyby byly u%ity soulasn® (nap?. vlna
a %4stice). Mluvi se o drahdch elektronl, o hmotnjych vindch a hustotd
nédboje apod; u¥ivéni takovych klasickych pojmd v oblasti mikrosv&ta Jje

‘v8ak dalekd extrapolace a nem&lo by proto byt prekvapenim, kdy% se ukdZe

byt neoprdvnénou. Situace je v#ak, vyjddfeno slovy N.Bohra, takovd, Ze :
"I kdy? jevy pfekradujl libovolnd daleko moZnost klasického objasné&ni,
vdechno jejich zkoumdni musf byt vedeno pomoct klasickych pojmd”.
Specifické chovén{ mikroldstic lze demonstrovat na klasickém
Youngov® pokusu s difrakc{ na dvou 3t€rbindch. I kdy? pokus, o ném% bude
te&, nebyl v tsk jednoduché podob& realizovédn, predstavuje podstatu mnohe
technicky sloZit&j8ich (a tim i méné& prihlednych) pokusd. Pro urZitost
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JeJ budeme "prov4d&t" s elektrony, naprosto stejn& by v3ak probfhal se
v8emi mikrotdsticemi, vEetn® fotond. Schema usporddéni pokusu je na obr.8.

x 7
P(x
( /)/ 1)
/
D /
S g /
.fle,ﬂ — e —_— |
R \
\
\
(al p £ {b} _ {c)

Obr. 8. (a) Schema uspordddnf pro difrakci na dvou 3térbindch; rozmiry
8térbin Fl,F2 Jsou men&f{ ne% vinovd délka A, Jejich vzddlenost je
srovnatelnd s A .(b) Vysledek pokusu Pfi postupn® otevi¥ené ¥t&rbine Fy
(zav¥end F,) a F, (zavfend Fi). (c)vyalgdek pokusu p#i obou B3t&rbindch
otevi¥enych,

Ze zdroje S vyletuj{f monoenergetické (v@echny se stejnou enérgii) elek-
trony a n&které z nich dojdou pFes prekd3ku P se 8térbinami Fl,Fa aZ -
do m{sta registrace , kde jsou registrovdny detektorem D; v roving E
miZe byt fotografickd deska, pohybovat'se ve sméru Ox Geigeriv-Milleridv
potita (pro fotony fotondsobil) apod. Cflem experimentu jJe zJjistit, po
dopadu velkého podtu elektrond do roviny E, rozloZenf P(x) poitu elek-
trond podél osy x v rovind E. S

UvaZme nejdfive, jaky by m&l byt vysledek pokusu, tj. P(x), Jestlie
by_se elektrony cliovaly jako klasické Edstice. V tomto p¥{pad¥ by irajek-~
torie elektronu prochdzels bud dt&rbinou F1 nebo F2 a misto dopadu na E
by zfejmé nezdviselo na tom, zda byla druhd ze &t5rbin oteviend nebo

zekrytd. Vyslednd funkce P(x) by méla byt ’

P(x) = Pl(x) + Pz(x) ' (7

kde Pl(x) (Pz(x)) znal{ rozd&lenf ziskané pri otev¥end Btirbins Fl (F2)
a zakryté &t&rbind F, (F,).
Experiment v8ak ukazuje, ¥e p¥i soulasném otevieni obou 8t€rbin

P(x) # Pi(x) + Py(x) ' (8)

ale ziskdé se funkce P(x) schematicky zndzorn&nsd na obr.8¢, coZ je zndmé
rozd&leni intenzity vln&n{ pri difrakci na dvou BtZrbindch [5].
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Abychom udrZeli ¥dsticovou predstavu, mohli bychom hledat vysvdtle-
ni (8) ve vzdJemném ovlivnovédni elektrond,pro¥ljch riznymi Btdrbinami.
Experiment v némZ snf¥{me emisi elektrond z S natolik, %e v prostoru
mezi P a E bude prim&rn& vidy jen Jeden elektron, ndm v¥ak dd4 (za prim&-
fend prodlouZenou dobu) op&t rozd&leni podle obr., 8c. Vznik tohoto rozdé-
len{ dokdZeme Jednodue vysvétlit jen na 2z4klad® vlnové predstavy.Naproti
tomu, p¥i v&ech zmindnych pokusech,bude dostatedn® citlivy detektor
( s potfebnou rozliSovac{ schopnosti) registrovat pulsy odd&lené %asovymi
intervaly, své&d&ic{f o dopedu diskretnich &dstic; pritom vidy registruje
“celou ¥4stici”, tzn. bud na n¥j elektron dopedne cely (ndboj, hmotnoat)
nebo se neregistruje nic. Naprosto stejnd situace nastane u sv&tla dopa-
dajicfho na fotondsobi&. Proces registrace tedy dokdZeme snadno pochiopit
na zéklad® korpuskuldrni p¥edstavy. K objasn&ni celého experimentu tedy
potfebujeme soulasn® vlinovou i korpuskuldrn{ predstavu o mikroddsticich
emitovanych zdrojem S.

Vrafme se k interpretasci funkce P(x) , kterou jsme ziskeli Jeko
vyslednicl registrace velkého poétd gdstic v roviné E. Z hlediska jedné
Cédstice Ji miZeme interpretovat jen jako pravd&podobnost , Ze tato Z4stice,
po emisi z S a prichodu 3t¥rbinami, bude zaregistrovdna v mist® se souPad-
nic{ x. Obdobn& P,(x) (szx)) ud4v4 pravdé&podobnost, %e fdstice,po pricho-
du 3t&rbinou F; (F,),pfi zakryté 8t¥rbin& F, (F,), bude zazneamendna v bo-
d¥ se souradnici x. Z rozboru difrskce vln¥ni vime, %e funkce P(x),P,(x),
Pz(x) uddvajf{ rozloZen{ intenzity viné&ni v rovin® E; intenzita vlin&ni
Je v8ak umErnd kvadrdtu absolutni hodnoty amplitudy vinéni (emplituds
mdZe byt komplexn{). To néds vede k zaveden{ amplitud pravd&podobnosti

Y (x), s (x), ?2(x) pro nd% plati

P(x) =l9(01Z , Pi(x = 1@ (012, P9 = lg,(alZ (9)

P¥1 obou Btd3rbindch otevienych pak musime sklddat amplitudy (nikoliv
intenzity Jjako v (7)), takZe

YOO = Y100+ Yu(x a P = 19,00 + P01 o)

MiZfeme tedy shrnout: elektrony (%4stice) jsou registrovédny v diskrétnich,
vZdy stejnych, porcich,podobné Jako klasické ééstice,avéak pravddpodobnost
dopadu elektronu (Zéstice) na detektor v daném mist® je dédna funkci urdu-
jici intenzitu vln&n{. V tomto smyslu Jje tedy nutné chépaet korpuskuldrn&-
-vlnovy dualismus.

Vrelme se je3td k experimentu z obr.8a e modifikujme ho tak, abychom
mohli rozhodnout, kterou 3tdrbinou elektron profel. Realizovat to miZeme
tak, %e za stin{tko se 3t¥rbinemi umfstime zdroj sv&tla & budeme sledovat
u které 3tdrbiny dojde k rozptylu sv&tla (fotonu), tj. budeme za ¥térbi-
nami sledovat Comptondv Jev [6],{8]. Jind moZnost je, d4t detektor za
Jednu ze 3térbin; elektrony které zde nebyly registrovdny prodly ztejmé

1
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druhou &térbinou a dopedly na E, zatfmco zbyvajic{ byly absorbovény v de-
tektoru u 3tZrbiny. Tato alternativa je z¥ejm& ekvivalentn{ zakryt{ jedné
ze Btdrbin, takZe vysledek pokusu ji% zndme: Py (x) nebo P, (x). Dédme-1i
detektor napfed k Jjedné a potom k druhé étérbiné bude nakonec v m{atd E
rozlo%eni P(x) = P,(x) + P,(x). Av8ak i v provedenf s Comptonovym jevem,
kdy Jsou otevieny ob& 3t¥rbiny a ka?dy z pro3lych elektrond u Jedné z nich
interagoval s fotonem, d4 vysledek P(x) = Py(x) + P,(x). Experiment tedy
potvrzuje vyaledek, ktery jsme odvodili z predpokladu, %e zndme trajekto-
rie elektrond. Jinymi slovy: experiment, ktery _Je_usporddédn tek, aby
prokdzal korpuskuldrni vlastnosti mikro¥dstic (existenci klasické trajek-
torie) d4 ofekdvany vysledek (7).

. Odstranfme-1i v&ak za¥{zen{, které m4 rozhodnout kterou Sté&rbinou
elektron prodel, potom dostaneme rozloZen{ P(x) Hfl(x) + tpz(x)l2 .
odpovidajici rozloZen{ intenzity p#i difrakei na dvojst&rbiné.
Uspoféddéme-11i tedy pokus tak, sby prokdzal vinovou povahu &dstic (typic-
kym pfedstavitelem jsou vSechny difrak¥ni experimenty), potom zfskédme
v¥sledek olekdveny na zdklad® vlnové predstavy o &&sticfch.

V uvedenych zdv&rech nen{i nie paradoxnfho, uv&domime-1i ei, Ze Jjde
o dva rizné experimenty; vliiv m&¥fctho za¥fzen{ pro urlenf,kterou &t&rbi-
nou elektron prodel, neni zenedbatelny, ale naopak, mdn{ z4ssdnim zpiso-
bem funkci P(x). Jak tedy méme nerozporng uvafovat a vyjadfovat se o d&-
Jich v mikrosv&t® ? O trajektorii &4stice (o prichodu ¥térbinou F, nebo
Fz) miZeme uvaZovat a mluvit pouze tehdy, jestlie jde o experiment,
ktery je schopen rozli&it (je postaven tak aby rozlisil) prichod 3t3rbi-
nou F; a F, . O trajektorii Zdstice (o prichodu 3t¥rbinou) vak nesmime '
uvaZovat p¥i rozboru experimentd, které jsou postaveny tek, %e nedovoluji
rozhodnout, kterou St&rbinou elektron proéel Jedin& tak nebudete doché-.
zet k rozporim a chybnym zdvErim,

3. Interpretace vlinové funkce

Vlnové projevy &4stic 1 univerzdlnf platnost de Broglisho vztahu
A = h/p,Jsou pFesvd8dfiv& experimentdlnd prokd4zdny. S kaZdou ¥dstic{ jJe
tedy treba "spojovat" néjakou vinu, jejimZ matematickym vyjdd¥enim Je
vinovd funkce

l]J(x,y,z;t) ( ‘{I(f.t) )
zdvisld na prostorovych soufadnicich x,y,z ( P=(x,y,z) ) a Zase t .
Pro volnou &dstici Je to rovinnd vlna, jejiZ analytické vyJjddreni Je
ddno (1); Jjek se ziskd ¢ (T,t) pro &4stice v silovych polich, uvidime
v kap.III.
Pred ndmi v3ak nyn{ stojf{ otdzka, Jjek fyzik4ln& interpretovat
vlinovou funkci. Tento problém byl Z2havy pfedevd3im v poldtecich kvantové
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mechaniky. Tek nap¥. de Broglie zprvu pPedpoklddal, Ze jde o vlinu-pilota,
- kterd unéd8{ Zdstici, podobn& Jjako vlna na vodd unddf{ plovouc{ t&leso. |
Velice pPirozenou se zddla byt Schrodingerova interpretace, podle ni%
kvadrdt modulu vlinové funkce - IQ(?,t)lz - m81 charakterizovat hustotu
hmoty; hmota a ndboj nebyly v tomto pojeti zkoncentrovédny do bodu, ale
“prozmazdny” v né&jaké ¥d4sti prostoru s hustotou Um&rnou l¢12 ( samotnd
vlinovd funkce nebyla pou%itelnd, nebol mi¥e nabyvat kladnych 1 zdpornjch
hodnot). Brzy se v8ak ukdzalo, Ze tyto interpretace vedou k rozporim

v rozv{jené teoretické stavb& kvantové mechaniky,. nebo neodpovidaj{
experimentdlnim faktdm. Tak nap¥. Schrodingerova interpretace vedla

k roz3td8pen{ ¥dstice p¥i prichodu potencidlovou variérou (kap.III), co%
nebylo nikdy pozorovéno. '

3.1) Bornova pravddpodobnostn{ interpretace

Pnes je tak¥ka vSeobecnd ptijimanou Bornova pravd&podobnostni inter-
pretace vlinové funkce. Nutno v3ak F{ci, %e neexistuje obecny dikaz nemo%-
nosti nalézt interpretaci jinou, kterd by stejn® jako Bornova, byla kon-
gsistentni (nevedla k rozporim) 8 existujfc{ stavbou kvantové mechaniky a
experimentdlnimi poznatky. Prdce v tomto smEru se proto objevujf i dnes,
rovnocenny partner prevd&podobnostni interpretsce v¥sk zatim neexistuje
(podrobn& 381 informace, vietn® rozboru hypotézy o tzv. skrytych paramet~
rech, viz[7],[9] ).

Pravdépodobnostni interpretaci vlnové funkce navozoval JiZ rozbor
difrakce na dvojStdrbing; zavedli jsme tam amplitudy pravd&podobnosti
" (vlnové funkce), jejich% kvadrdt modulu urdoval pravd&podobnost vyskytu
Edstice. '

V kvantové mechanice se postuluje, ¥e vlnovd funkce ¢__p1né;gg§uje dyna-
micky stav &dstice;to znamens, Ze ve vlnové funkei jsou obsaZeny vBechny
informace, které Jje mo¥%né o C&dstici ziskat. '

Podle Maxe Borna se ¢ interpretuje jeko amplituda pravd&podobnosti
vyskytu Zdstice; vyraz

dP(x,¥,2;t) = hp(x,y,z;t)\zdxdydz (11)

uddvd pravd¥podobnost nalezenf &dstice, v Base t, v infinitesimdlnim
. objemu dxdydz,opsaném kolem bodu se soufadnicemi (x,y,2).

Y
2. Obr. 9
AN ds ~ Pravd&podobnost, Ze v %ase t bude
[ T ax t4stice nalezena v infinitesimdlnim
VY objemu dxdydz opsaném kolem bodu se
« E,x'vvr soutadnicemi (x,y,z) Je

"""""""""" I¢ (x,y,z;t)lzdxdydz (nebo vektorové:
()12 av )
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Z toho plyne'

Pravd&podobnost, %e v %ase t bude ¥dstice v n& jakém koneZném objemu v,
se ziskd integraci pres V :

fjjiq)(xmz Nk dxdydz ' - (12)

v)
Pravd&podobnost, %e v Jase t je 34stice kdekoliv v prostoru , 8¢ ziskd
integracf{ pfes cely prostor:

o

J[[j‘ I? (x.y,z;f)l2 dxdydz (13)
-00 .

Zopakujme ve Je8t& pro jednorozm&rny prostior (Z4stice se pohybu je pouze

ve sméru jedné soufadné osy, feknime po ose x); v tomto pi{pad& méme
_pouze funkei q)(x;t) a:

Pravdépodobnoet, %e Zdstice bude v tase t nalezena v infinitesimdlnim

intervalu < x, x#dx) Je (obr.10a)

L AR(xt) = 1 (x;0)] Zax | (14)
Pravd&podobnost, %e ¥dstice bude v Zase t nalezena v kone¥ném intervalu
{a,b> na ose x je (obr.10b) '

b o
fq;u )] 2dx (15)

Pravd&podobnost, Ze Zdstice bude v éase t nalezena na ose x Je (obr,10¢)

[-
Jt«p(x;t)n?ax , A (16)
—w : — ey -
b w2 1912 brgit
¥ ) ¥ ' () ? _ - (C)

lqllzdx

3 \\4\ \\

/V
Obr. 10. Pravd&podobnost, Ze d4stice bude v Zase t nalezena: (8) v infi-
nitesimdlnim okolf bodu x, (b) v intervalu {a,b> , (c) kdekoliv na ose x
( geometricky Jje integrdl roven (pravdépodobnostdmérné) vy3rafované
plo8e pod k¥ivkou).

Camd

X x+dx X

Znovu zddraezn¥me, %e vlnovd funkce je obecn¥® komplexni (nabjvd
komplexnfch hodnot), tj.

(P(x,y,z;t) = ‘P(r')(xay'pz;t) +1 (P(i)(xd'nzf‘t)‘ (17)
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kde tp(r) Je Jejf redlnd ¥dst ((P(r) =Red ) a
q)(i) Je Jej! imagindrn{ ¥dst ( <P(i) =Im¢ ).

Proto stdle mluvime o kvadrdtu modulu vinové funkce

- *-) - 2 - 2 \

IPED12 = PEFHOPED = 1P FHo1 - W) (18)
#

kde 4}(?'t) = ?(r)(?'t) - ¢( )(r t) Je funkce komplexn® sdrulend.

Ja-11 funkce reélné (Im $ ), potom pochopiteln# I\P(r;t)l2 = LP (r,t

Z p¥ijaté interpretace vlnové funkce a jejJf{ role v integrdlech (12),(13)
( resp. (15),(16)) vyplyvd ndzev hustota pravddpodobnosti pro vyraz

1 #0)? (19)

3.2) Normalizace vlinové funkce

V matematice se zavdd{ pravdZpodobnost jeko funkce, kterd nabyvd
hodnoty z intervalu <0, 1> ; nula znamend, %e Jev Jjist® nenastane a
Jednilka znamend, Ze jev_ Jjist® nastane. ProtoZe tuto konvenci pfijimdme
i pro neSe funkce P(P;t), m&1 by integrdl (13),resp. (16), byt roven
Jedné , nebol vyjadfuje pravdipodobnost (rovnou jistotd), Ze SAstice
viibec nékde v prostoru je. MiZe se oviem stdt, 3e funkce q)(kterou
pro &éstici z{skdme napf. YeSenim Schrddingerovy rovnice) tuto podminku
nesplnuje; ¥*ikédme, %e funkce nen{ normalizovend. V takovém pF¥ipad® miZeme
vZdy _provést Jeji normalizaci jednodu#e tak, Ze J1 vyndsobime takovou
normelizaZni konstantou C , aby platilo

A

N =)cl® jJJ |gl)(x,y,z;t*)l2dxdydz =1 (20) -

Normalizedn{ konstantu C uréime z takto ziskané rovnicey

Splnuje-1i funkce ¢ normeliza&n{ podminku (20), ¥{kdme, %e je normali-
zovand. Integrdl na levé strand (20) se nazyvd normalizani integrdl a

a definuje normu N vlinové funkce 4) . Je moZné ukdzat ([11 - 14] ), %e
prijatd interpretace q) vede k poZadavku nezdvislosti normy vlnové
funkce na Zase.

3.3) Vlnovd funkce soustavy Zdatic

Dosud jsme mluvili o vlnové funkci pro jednu Zdstici. V3e co o ni
bylo Feleno je moZné zobecnit na vlpnovou funkci kvantové soustavy, kterd
Je tvofena vice &dsticemi.
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Postuluje se, Ze

stav kventové soustavy Je pln& urien vlnovou funkecf, zdvislou na vSech
soufadnicich, nutnych pro popis soustavy.

Tek nap¥. pro soustavu dvou &dstic ( Jekou Je tfeba atom vodiku sloZeny
z protonu + elektronu ) je to vlnovéd funkce :

ql(xl,yl,zl,xz,yz,zz;t) (nebo: tp(? '?z;t) ). ‘ (21)

kde T, = (x,,¥5,2,) Jo polohovy vektor 1-té Zdstice (1 = 1,2).

Interpretuje se takto:
llp(rl,ra;t)l' aT, dt, (dT; = dx,dy,dz, ; 1=1,2) - (22)

uddvd pravdépodobnost, %o v Zase t Je ééetice lv elementu df1 v okol{
bodu r1 a soulasnd %dstice 2 v elementu dT, v okol{ bodu- rz.

Tato interpretace vyZaduje ur&itou modifikaci v pripadé Ze Jde o© systém
stejnych &4stic (napf. soubor elektrond v atomu) ; podrobn¥ se touto
otédzkou budeme zabyvat v kap.VI.

Uveame si jeété normalizadni podmfnku (20) pro funkei (21)

o [ pttat et

Zobecnéni vztah& (21)- (23) na soustavu N Zdstic by 13 nomélo Binit
potiZe. : : _
Z povédéného je zfejmé %e vlinovd funkce q) neni n& jakou vlnou
v_3-rozm&rném prostoru. V pfipad® soustavy N ¥dstic je to funkce 3N pro-
ménnych a pfedstavuje tedy vlnu v 3N—rozmérném prostoru. V kap.V zavedeme.
pro Zdstice je#t¥ spinovou prom&nnou O , tak¥e i vinovd funkce Jedné
tdstice bude zdviset na &ty¥ech aoufldnicieh, obacn# dey, kdyZ se ukédZe
potfeba zavést nové souradnice pro Upln&j&f urfenf eoustavy, proJevi se
to zdvislostf (? na tdchto novych soufadnicfch.

Upozorné&ni: :

Nebudeme-1li v dal&im textu pro pfehlednbst‘vypisovat u vlnovych funkef
prom&nné ( budeme psdt napt. Jen !P . LP- apod.) rozum{ se, ¥e zdvisef

na v8ech soufsdnicich nutnych k urlenf{ stavu kvantové soustavy,

3.4) Vlastnosti vlnovych funke{

'Z piijaté fyzikélni interpretace vyplyvaji nésledujici poZadavky
na vlnové funkce; vlnovd funkce mus{ byt : !
(1) vBude spojitd i se viemi svymi prvnimi derivacemi,
(11) jednoznalnd, '
(111) koneln4,
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(iv) kvadraticky integrovatelnd, tJj. mus{ existovat (konvergovat) norme-
lizadni integril 2 '
2
JW! dt
-~ ol

Vyjma poZadavek spojitosti prvnich dérivaci, ktery se ozfejm{ v kap.III,
Jsou dldvody pro zbyvajlfci poZadavky nasnad®: nespojitd funkce (obr.lla)
by v bod® nespojitosti ddvala nejednoznalnou pravd¥podobnost vyskytu
Zd4stice; totéZ by (1 kdyZ z jiného divodu) ddvala funkce mnohozna®nd
(obr,11b); funkce, kterd by pro n&jaké x, 8la do nekonalna (obr.llc), by
dévala v tomto bod¥& nekone&né& velkou hustotu pravd&podobnosti vyskytu
ldstice; moZnost normalizovat vlinovou funkci, vyplyvajic{ z poZadavku (iv),
Je nezbytnym predpokladem pro zavedeni pravdépodobnostni interpretace.

by (a) J¢ (b) ¢ ! )

:

X X, X - X, X

~ )
Obr. 11. Schematické zndzornéni funkce q)(x) : (8) nespojité v bod& x_ ,
(b) viceznadné (mé vice vétvi; k Jjednomu x méme vice funk&nich hodnot),
(e) jdoueci pro X=X, do oo (nejéast® ji budeme muset vylu¥ovat funkce,
které pro )x|— 00 diverguji).

4., Princip superpozice

4.1) Superpozice kvantovych stavi

Zdkladni ideou ka?dé vinové teorie Jje: Jsou-1li (Pq , ¢Q_ moZné
vlinové funkce, potom libovolnd linedrni kombinace

b o=cydy + ey, (24)

kde ¢y, ¢, Jsou 1libovolné konstanty, Jje téZ moZnou vinovou funkef.

Toto tvrzeni Je zndmo jako princip superpozice. Je to zédkladni
hypotéza, pot¥ebnd k objasn®n{ interference vln&ni, kterd byle uspdsné
aplikovédna v mnoha oblastech klasické fyziky (elektromagnetické pole,
skustika apod) a v odst. 2.3 (vztah (10)) jsme ji u2i1i i pro sklédédn{
amplitud pravdépodobnosti.
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Princip superpozice kvantovych stavl se rovné% bere za zdkladn{i
princip kvantové mechaniky. Zformulujeme ho takto:

JestliZe ¢y, Y, Jsou vinové funkce pi¥fsluBejic{ dvima moZnym stavim
kvantové soustavy, potom soustava miZe byt také ve stavu 8 vlnovou
funkcd{

Y=gy +ey ‘Pa (25)
kde c,, c2 jsou 1libovolnd komplexn{ Z{sla.

Op&tovnym opakoééni tohoto tvrzeni dojdeme k zdvEru, %Ze vinov4 funkce
moZného stavu soustavy,miZe byt vytvofena z libovolného po¥tu mo¥nych
vlnovych funkei:

Gmegdy eyt t e =) ey (26)
t

Z hlediska matematického formalismu mé p#ijet{ principu superpozice
vyznamny disledek: rovnice , kterym maj{ vyhovovat vlinové funkce, musi
byt linedrni{. Pro linedrn{ rovnici toti% plat{: jsou-1i ¢4,\P2 FeSen{
rovnice, potom také libovolnd linedrni kombinace (clkpl *+ ey Yy) Je
feSenim této rovnice.

Napf. diferencidln{ rovnice

—_ q)(x) + a\P(x) = 0 (a je konstanta)

Je lineérni nebof této podmince vyhovuje, zatimco nap¥. rovnice

[dx (P(x)] +aLP(x)=O, -;;kp(x)'*akl)(x)r-o

Jsou nelinedrni.

4.2) Normaelizace de Broglieho vinové funkce

Podle de Broglieho hypotézy je volné fdstici s hybnosti'g,ptifazena
vlinovd funkce (1) - rovinnd monochromatickd4 vlna. Pro jednoduchost budeme
uvaZovat jednorozmdrny pripad (Zdstice je stdle na ose x); po dosazeni
ge vztahu (2)

\Pp(x;t) = C exp[% (px - Et)] (27)

Index p u (P znadf, e jde o vinovou funkei pro ¥éstici ve stavu s hyb-
nost{ p; je to apecidlni{ pfiped tzv. kvantového Zfsla. Obecnd kvantovymi
381s8ly nazyvdme veliliny, kterymi rozlisujeme moZné stavy (odpovidejtet

lnové funkce) kvantové soustavy. U volné Zdstice to mdZe bt napf. privé
p, éastéji v8ak se ufiv4 vlnovy vektor k = ¥/n (v 3-rozm&érmém piipadé
vektor k predstavuje 3 kvantovd &fsla - sloZky k).
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Funkce (27) dévd4 konstantn{ hustotu pravddpodobnosti

* »*
UNETES kpp(x;t) =¢c = |cl? (28)

To znemend, %e volnd Zdstice s pFesnd znéhym impulsem ﬁ,neni nikde v pros-
toru lokalizovand, nebol se stejnou pravd&podobnost{ miZe byt nalezena:
v okol{ kterédhokoliv bodu x. Rovinnd vlna je oviem abstrakce fyziké4lnd
nerealizovatelnd. Ostatn® 1 normalizaZn{ integril
+00
1P (x; )1 2ax
p 1

)
diverguje, takZe vlna (27) nemiZe odpovidat reslizovatelnému stavu (viz
podminku (iv) v odst. 3.4).
Fyzikdln& redlnd je kvazimonochromgstickd vlina, kterd v libovoln& velké,
av8ak konelné, ¥4sti prostoru mid pribé&h (27) a vn& tohoto intervalu,
tJ. pro |x]-+ 00, jde k nule (obr.12) (normalizaini integrdl bude exis-
tovat, JestliZe pokles k nule je rychlejsd{ neZ u funkce 1/x ).

’ Obr. 12,
Kvazimonochromatickd vlna. Vn&

L __J intervalu délky L, pro Ix|-o0 ,
[ L . jde ¢ « nule, uvnit¥ L md prib&h
(27) (nakreslena je Re &&st (27)).

Abychonm zachovali vyhody, které pFind3f prdce s monochromatickymi
vinami, miZeme postupovat takto: pPedstavime si, Ze monochromatickd vlna
( kterd se rozprostird od - e0o do +o2 ) byla vytvofena “nasklddédnim"
redlnych vin z obr.12 (vné& intervalu L klademe ¥/= 0) vedle sebe (obr.13).
Nebo obrdcend: monochromatickou vinu si predstavime rozd&lenu na iseky
délky L, z nich¥ kaZdy splyvd s kvezimonochromatickou vlinou z obr.12.

L oo - L %.

Obr. 13. Periodické okrajové podminky: vyslednou monochromatickou vinu
ziskdme *“naskléddnim" vln z obr.l2 vedle sebe; spojité napojenf{ na hra-
nic{ich intervalu periodi¥nosti délky L zaruduJ{ periodické okrajové pod-
minky (29). - ’

Budeme-1i potom po%adovat, aby ve vBech t&chto \secfch - oblastech perio-
dicity - byla v ka¥dém okam?iku fyzikdln{ situace stejnéd, stalf se omezit
na fedeni dlohy pouze v jedné z nich. Pr4vd uvedeny poZadavek vyjddtime
matematicky tak, Ze poZadujeme, aby vlnovd funkce splnovala tzv.
periodické okrajové podminky.
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V_Jednorozmérném pFi{pads, je-1i délka intervalu periodicity L,
Je miZeme vyJjddrit takto

P(x+1) = Y(x) (29)
(vlnovéd funkce mus{ by}t stejnd v kaZdych dvou bodech vzddlenych o L).

V _trojrozmérném prostoru se zpravidla volf za objem periodicity krychle
8 hranou L a (29) prejde v

PO+ Ly = Ylxy + La) = Ylxy,z + L) = Ylx,y,2) (30)

Prijmeme-1i periodické okrajové podminky, potom 1 vlnovou funkei (273
normalizujeme v oblasti periodicity tak, aby platilo

L
j\c exp {%(px-Et)} \2 dx = 1 | (31)
0

Odtud C = L_l/2 8 vlinové funkce Wp(x;t),normalizované v oblasti perio-

dicity,Jsou

1 1
Poixt) = —. exp [-— (px - Et)] (32)
T h

-

V trojrozmérném p¥ipad® ( P = (px,py,pz))

i

£ (PxX Py By - Et)} (33)

+3(x0y’z;t) = C exp[

a normalizace v krychli s hranami L vede k vypoltu integrdlu

tLit
i ' 2
lc exp{fl- (pyx + PyY¥ * P,z - Et)}\ dxdydz =
000 L L L
=lc|? J dx J‘dy~j az =|c)%,13 (34)
0 ] 0

Normalizované vinové funkce (33) pak jsou ( ¥ = (x,y,z) )
1

->
$aFit) =
‘\’L3
Zv&tdovdnim oblasti L se mi%eme s libovolnou piesnosti pribliZovat ke
stavu, kterému odpovidd monochromatickd vlna. Provedeni limitnfho pFecho~

du L —+o00 vede k tzv, normalizaci na Jlfunkci; zminka o tétoc moZnostl
Je v dod.D.

oxp [ (3.7 - En] (35)
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4.3) Interpretace koeficientd v superpozici stavd

Podle principu superpozice je moZny kaZdy stav, jemu prislus{
vlnové funkce, kterd je superpozic{ (linedrn{ kombinac{) n& jakych moZnych
stavd , jak Je to vyjddFeno v (26). Predpokldde jme pro urtitost, %e méme
dstici ve stavu s v1n0v0u funkci 4J(r t), kterd Je superpozie{ vin (33)
pro n rdznych impulsi p1 ,p2 ' ...,pn

g = o P, (Fi) +cp dp (B0) + on v ey $p (70 (36)

Vdechny funkce v (36) necht jsou normalizované v krychli s hranou L,
tak?e plati

J”W(‘f;t)lzdt=1 ;JJJI\\)«ﬁi(F;t)izdw:=i (1=1,2,...,0)  (37)

() (3)
Hustota pravdZpodobnosti vyskytu Edstice ve stavu (36) Je

1]

>, 2 Ll ) .
!qutH w1¢3l‘...+cn¢»>wl¢5l+...+cn¢ml)=

i

2 2 2 2 2 2
e 1gg U+ eyl |¢321 TR LU TY

. (¢ 8
1 * " "
t § Cicy 45, 95, *orey ¥y, b0 @

(1.}#})

Predstavme si nyni, Ze %éstice ve stavu \P dopadaj{ na m&f{c{ p¥istroj
(fungujici podobn& jako spektrometr), ktery dokdéZe dopadajfc!f svazak
rozlo%it na jednotlivé komponenty podle (36) (obr.14).

qu’ﬁ -
/ Obr. 14.

::::7C‘¢5 Schematické znézorndnf zafizenf,
4’ E _ které rozklddd dopedajic{ svazek
:?:::>Cl*ﬁ '4) na jednotlivé sloZky.

.

% Cnip.

Vyraz na levé stran& (38) se vztahuje k situaci pfed vstupem do zafizeni,
vyraz na pravé stran® k situaci, kterd Je v obr.14 vpravo od za¥{fzeni.
ProtoZe predpokldddme dokonalou separaci, bude kaZdd z !¥3 vpravo,

i

riznd od nuly pouze v té C4sti prostoru, kde zbyvajici jsou rovny nule;
potom ovdem Jsou souliny q/3 \P- (1#3) v (38) rovny nule a zbyvé ném
Jen (za mparaturou)
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n
NHQ =Z beyl 2 413112 : ©(39)
(=1

2
kde eyl .lipﬁi[z reprezentuje husgotu pravdé&podobnosti vyskytu Z4atice

v i-tém svazku.
Celkovéd pravd®podobnost, Ze Z4stice bude nalezena ndkde v i-tém avazku Jeo

J lcilz.llp31|2 dr = lci|2< » (40)

a8 integrac{f obou stran (39) pfes cely normalizadn{ objem dostaneme

=Z lcil2 , | (41)
i

nebot vZechny funkce jsou normalizovené v objemu LS.

Na uvedené za¥izeni miZeme v nasiem konkrétnim p¥{padd pohliZet
Jako na experiment, postaveny ke zm&fenf impulsu ¥dstice, kterd je ve
stavu 8 vlnovou funkc{ (36). Provedend dvaha vede k zdv&ru, %e miZeme
nam&¥it jen ndkterou z hodnot 31 (1=1,2,...,n), pfiéemZ'praGdépodobnost,
e nam&¥ime hodnotu P; Je lcil2 (pravd#podobnost, Ze naméf{me kterykoliv
z impulsi je podle (41) rovna 1,tj. jistot&).

Obecné miZeme tedy shrnout:
Je-11 jednoZdsticovd vinovd funkce ? vyJjddfena Jako auperpozice
moZnych a experimentdln& rozlisitelnych stavid ¢i

\P = °1q’l*°2"’2+"‘+°14’1 + ees , (42)

potom pravd&podobnost, %e pfi méfeni bude %d4stice nalezena ve astavu
8 vlinovou funke{ (pi je rovna tcil (i=1,2,...) (v&echny funkce p¥ed-

upoklédéme normalizované).

2. Vlinovd klubka a8 relace neurditosti

5.1) Vlinovd klubka

Postuloveli Jsme, Ze fyzikdln{ stav Z4stice je pln& urZen odpovida-
Jicd vlinovou funkei ¢l(?;t); tato funkce nabyvd obecn® komplexnich hodnot,
miZe mit nejrozmanit®js{ tvar(pribZh), mus{ vdak vZdy splnovat podminky
shrnuté v odst. 3.4. Pravd&podobnost vyskytu &dstice je velkd tam, kde
anplituda (presndji: kvadrdt absolutnf hodnoty amplitudy) Je velké.
Periodické vlnové funkce (rovinné vlny) , které Jsme priFazovali volnym

e
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tdsticim s denym impulsem, ddvaji{ konstantn{ hustotu pravdépodobnosti.

V mnoha redlnych situacich (experimentech) v3ak vime, %e Zdstice ( byl
volnd) se s velkou pravdépodobnost{ nachdz{ v né jaké, tfeba i velmi malé,
8dati prostoru; m&la by Ji proto byt p¥ifazena vlnovd funkce, jejf%

amplitude je vyrszn¥ o0dliZnd od nuly jen v této Zdsti prostoru (obr. 15).

gt Obr. 15.
Je-11 Zdstice 8 velkou pravddpodobnost{
lokalizovdna ve vySrafované oblasti na
ose x, potom mus{ byt l¢12 velké Jjen
v této oblasti, jak Je schematicky zné-
zorn&no na obrdzku,

e RO g
] Xo X

Z nauky o vlndn{ vime (viz napf.[5]), fe vlnové dtvary s velkou amplitu-
dou jen v &dsti prostoru - tzv. vlnové klubka - 1ze vytvofit vhodnou
superpozici (soultem) monochromatickgch vin,s rdznymi vinovymi délkami.
ProtoZe prineip superpozice jsme prijali i do zékladd kvantové mechaniky,
miZeme stejnym postupem vytvdtet i1 prostorovd lokalizované vinové funkce.

Dosud jsme pFedpoklddali, %e p¥{spdvky do superpozice stavd Je mo2-
né rozlisit diskretn® prom¥nnym indexem (kventovym &islem). Jestli%e se
vdak velifina rozli3ujfc! mo2né stavy (tj.kvantové &{slo) miZe m&nit
v n¥jakém intervalu hodnot spojitd (p¥fkladem Je impuls p , ktery pro
volnou &dstict miZe nabyvat vdechny hodnoty z intervelu (-co,+00) ),
miZeme vzit do superpozice vdechny vlnové funkce z tohoto 1ntervaiu;
sumace, kterd byla nap¥. ve vztahu (36), pak pfejde v integraci.

Volnd %4stice; kterd se pohybuje jen po ose x, miZe tedy byt ve
stavu, ktery v daném ¥asovém okamZiku (predpoklddejme v t=0) 1ze obecnd
vyJddrit tekto (srov.(36))

00
J c(p) éxp(-i- px) dp (43)

t,.l(x;o) = i

an h

kde c(p) je koeficient, s nim% do éuperpozice pFfichdzi stav s impuleem p

( 8 normalizovanou vlnovou funke{ (27:11)"1/2 eip"/‘h ; (21(?1)"1/2 Je
normalizainf konstanta p?i normalizaci na d-funkei (viz dod.D) ).
ProtoZe p se m&nf spojitd, jJe c(p) funkce prom#nné p. Zobecnime-1i
gdvér odst. 4.3 na tento pripad, potom (predpokldddme, Ze 4}(1;0) je
normelizovend pro x &@(-o0,+00) ) vyraz

le(p) |2 ap (44)
uddvd pravddpodobnost, %e u #4stice ve stavu s vlnovou funkel (43),bude
pfi méfen{ impulsu nam&éfena Jjeho hodnota_ v intervalu (p,p+ dp).
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Zobecn#nd podminka (41) Je

[~

J je(p)12 ap = 1 (45)
—w '
Funkce c(p) Jjednoznain& (pomoci{ vztahu (43)) urdulje vinovou funkei ¢ (x;0)
a tim 1 stav %4stice v Zase t=0, Rovn&Z jej{ interpretace, vyjdd¥end
vztehy (44),(45) , Je obdobnd interpretaci vlnové funkce t{l(x) . MiZeme
proto na ni pohliZ?et jako na druhou moZnou reprezentaci. stavu Sdetice;
Fikdme, %e c(p) Je vinovd funkce v 1mpu130vé reprezentaci. Student obeznéd-
meny s Fourierovou transformac{ (dod.D), v n{ samozfejmé& poznd Fourierovu
transformaci funkce () (x).
Vraime se v#ak k na3{f pivodni iloze, vytvo¥it prostorovd lokslizo-
vanou vlnovou funkei q}(x). Zvolme (obr. 16) '

1
e(p) ® ————— v intervalu <p.- Ap, Pyt ApY
Y2 ap o™ SF (46)

= 0 v (-00,p,- AP) @ v (p,+ Ap,+00)

Konstenta (2 ap) /2 o zvolena tak, aby platilo (45).

4 ) Gb!‘. 160
Y2ap Funkece c¢(p) sadend vztahem (46).

~——24p —

Po-ap Po Pordp

Vlinovou funkeci (43) pak miXeme padt
‘ Ps+4p
\P(x;O) = )dp;" : (47)

oxp
Zthh Ap f
Ap

Integr4l snadno vypoéteme 8 vjaledkem

‘P(x 0) =/V{-_ ain(Ap.:s/ﬁ ) QXpii: ) | | -(fB)

f Po®

O normalizaci 4)(:;) ge presvddiime pri{mym vypoltem (integrdl viz dod.A)
a0 : o0 '

h 20 Ap. oA
jw(x;())lzdx i ‘ J sin“(4p 1/’1) p «q
Jq.Ap

dx
xz 7t Ap h
-

Hustota pravddpodobnosti Iq)(x)l2 Je v obr. 17.

- 00
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Obr. 17.

Hustota pravd&podobnosti vgskytu pro

volnou %4stici na ose x, kterd Jje ve

stavu e vinovou funke{ (48); pravdd-

podobnost vyskytu &dstice Je velkd

-Ax O Ax X v intervalu zhruba (-Ax, Ax) » kde
‘ o Ax=ah /Ap .

P

Budeme-li u %4stice, kterd je ve stavu s vinovou funkci (48) (v Zase

t = 0) urdovat polohu, najdeme Ji v intervalu 81fky esi 2 Ax v okoli
bodu x = O, Cena, kterou jsme za tuto lokalizaci v prostoru x gaplatili,
je 34ste¥nd ztrdta informace o impulsu %4stice. Budeme-11 toti? mérit
impule ¥4stice, kterd je ve stavu s vlinovou funkc{ (48), mifeme se
stejnou pravddpodobnosti ( rovnou Ic(p)|2 = 1/2A p ) nam8#it kteroukoliv
hodnotu z intervalu (p0 - Ap , Py, * AP) .

Proto%e soulin Ax.Ap je konstantn{ :

Ax.Ap = 7 h y | (49)
bude ka%dé zmend3eni neurfitoasti v poloze provézeno zvét8enim neurditosti
v impulsu Zdstice a obrécend.

Limitn{ p¥{pady Jsou:

(1) Ap -+ 0 ( e(p) mé charakter J—-ﬁmkce) Ax-» 00 zndme pfresnd
impuls ééstice, nemdme %4dnou informeci o jej{ poloze (vlnovd
funkce je de Broglieho vlna QJ(x) = (23’(’h)-1/zaxp(pox/h) )

(11) Ax—> 0 (L})(x) m4 charakter g-funkco) Ap—»o0: ¥4stice je preend
lokalizovéna v x-prostoru, neméme !édnou informaci o Jjejim impulsu.

4+

5.2) Relace neurfitosti pro soufadnice a 1§ph15 :

Hodnotu soufinu Ax. Ap podle (49) jame dostali.pro funkei c(p)

. znézorndnou na obr. 16. ProtoZe vellkost tohoto soufinu gdvis{ na volbé&
¢(p), miZeme formulovat dkol, nalézt takovou funkei e(p), kterd by

ddvale minimélnf hodnotu sou¥inu Ax.Ap . Ti{m zFejmé také z{skéme
odpovdd na otézku, s jekymi minimdlnimi neurtitostmi Je vibec moZné,
namdfit soulasnd soufadnici a impuls. Chceme-11 v&ak hledat minimum
soulinu Az.Ap , musime nejprve gednoznaéné definovat veliZiny Ax, Ap
(obecnd toti% nemusi funkce hp(x)l ) lc(p)l protinat osu x, resp. p,
jako na obrdzcich 16,17).
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Ne jéast&ji se Ax, Ap dorinuji Jako stredni kvadratické odghy_]._g od
stfednfch hodnot, tJ.

(Ax)% & {(x - = (xz? (2x<x))4<(x)2) (x2> (1)2
(AP2 = p - = (B> - (pE AR (50)

kde zdvorka < > znal{ sti¥edni hodnotu.. Zpdsob vypo¥tu stfednfch hodnot
v kvantové mechanice budeme postulovat v kap.IV; veliiny Ax, Ap ,
definované vztahy (50), viak maj{ b¥%ny smysl, sn&fw ze zdkladd statis-
tické teorie zpracovdni m&Efeni.

U1ohu o nalezenf minimél iniko vlnového klubka (nalezent e(p) pro
minimdln{ soudin Ax.Ap ) Ffe¥il r.,1925 W.Heisenberg. Ukazuje se, !c
nejvhodné,jéi klubko ziskéme s Gaussovou funke{ (dod 4)

1 [ (p-p,,)2 ]
_ - exp | = ——
2m)Y4ap s (ap?]

e(p) = .(51)

kde p, = {p)> a disperse @ =V2 Ap Je zvolena tak,. aby ‘disperse pro -

- (52)

1 (p - p,) '
. |c<p>|2-———'""[‘ s ]
_ | Ver . Ap 2 (Ap)?

byla prévé Ap (statistické rozloZenit naméi‘enych impulsﬁ udévé podle
(44) lc(P)l ). O tom, %e tato c¢(p) Je normalizovéna podle (45) , 80
pf'eavédéime pfimym vypoitem (integrdl je v dod.A).
Dosazenim do (43) dostaneme 2 ,
(p-Po .
“LapT ,"Jg"

(21r)°"'v/ﬁ? f %

‘- —;ze ifx

(’):‘X;OJ

60 / o o A ‘2, '
o , L 20PN U
< [en{-qm[p-(pei % ]}

-00 R (53)

Integril v (53) Je roven (dod.A) 2V Ap, _takze

{:x
?(x 0) (m,,,, Vv e (54)
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kde ‘h
ProtoZe | _
1 xa
P x;002 = ———— axp |- ———— (56)
_‘QZ‘K Ax - 2(Ax)?

Ja disperse nam&¥enych hodnot x rovna Ax; pro jednoduchost jsme zvolili
= {x)> = O (lokalizace %4stice v okol{ potdtku), zdm&nou X na (x-x )
véak snadno z{skdme lokalizaci v okoli libovolného bodu x 7. f(ﬂvky

le(p12, |P(x;012 jJsou v obr.1s.

{lgoai® (o)

sl

Po*AP p.,p Ap 3 Ax 0 Ax X

Obr, 18, Hustote pravdépodobnoeti vjskytu (a) impulsu, (b) soui‘adnice,
pro &dstici ve stavu s vlnovou funkci (54); v obou pFfipadech jde o norma-
lizované Gaussovy k¥ivky s dispers{ (a) Ap, (b) A x. Disperse pPadstavuji
st¥edni kvadratické odchylky (50).

D4vé-1i Gaussova funkce c(p) minimdln{ souin Ax.Ap rovny podle
(55) 11/2 , potom obecn& miZeme psét

Lo
Ax.8p 3 — (57)

kde Ax, Ap jsou definovény vztahy (50).
Nerovnost (57) je zndmd Heisenbergova relace neurfitosti pro soui‘adnici
a_impuls v prfipadd, %e se ¥dstice pohybuje jen po osme x.

V _trojrozm&rném pripad® , kdy poloha ééstice Je urdovédna polohovym
vektorem T = (x,¥,2) Jejf impuls je vektor p (px,py,pz), plat{
relace (57) pro kaZdy soufadny sm¥r zvl143%, takZe

' —+ | h £
Axc Apx>-—2- ’ Ay. Apy>—2— N Az.Apz } "E""‘ (58)
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Vlnové klubko (43) v trojrozm¥rném p¥ipadd bude

: s

$(¥;0) = —-—?——-—— e(P) .xp(i B i*) dp,dp,d (59)
4 (2m h)3/2 . h Ty

-

Je-1i mo¥né psdt funkci c(p) Jako soudin

e® = eg(pyecplpyeogny) , (60a)
pek, protoZe . %
L gR P by bp2
. _ ' L
| et e . e . e ~ (60b)
Je mo%né integrdl (58) napsat jako soudin t#{, 3Ji% vyPteSenych, Jedrnoroz-
m&rnych p¥{padd a zdvé&r (58) Je tim zFeJmy; zdlouhav¥jifm postupem vEak

mi%e byt Jeho platnost dokdzdna pro libovolnd trojrozm&rnd klubka.

-

|‘|’|X,Y‘|2 '

Ovr. 19.
Dvojrozm&rné gaussoveké klubko.

Je-11 ale mofné pfi vytvé¥ent klubek uvalovat keZdy soufadny smér zv14s%,
znamend to, %e lokalizace ¥4stice v'Jednom'sméru (pfeené urfenf nékteré
ze soufednic, nap?. x-0vé) nebrani pfesnému urleni sloZky impulsu ve
zbyvajicich dvou smdrech (tedy napf. uréeni py,pz‘). V terminologii
vinovych klubek: md%eme vytvorit trojrozmdrné vlnové klubko up(x,y,z)lz
*dzké" nap¥. ve sméru x a "Sirocké” v y a z, JjestliZe odpovidajfef funkce
(klubko) ic(px.py,pz)l2 bude *Sirokd" ve améru x & "Uzké" ve smErech YiZe

Heisenbergovy relace neéurfitosti (58) se obvykle objasnujf takto:
o dynemickych prom#nngeh (Jjako jsou souradnice, impuls a daldf) mé podle
dvah z odst. 2 smysl mluvit tehdy, JestliZe mdme postaven experiment
k Jejich urfeni. Analjyzou redlnych experimentd pro mdteni v mikrosvEtd,
dojdeme k zévéfu, %e ka3dé mi¥en{ ovlivhuje stav m&Fené mikrosoustavy;
toto narufen{ soustavy je ddsledkem interakce m&¥fc{iho zalfzeni s m¥fenym
objektem a je principidln& neodstrenitelné. Tak napf. pokus o plresné
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urlenf{ soufadnice vede k takové zmdn& stavu ( a tedy odpovidajic{ vinové
funkce, nebol prédvé ona urduje stev), 2e v tomto novém stavu bude zcels
neurfity impuls. Jinek Fefeno: za¥fzenf, které mi pFesn& urdit soufednici,
musf pFevést soustavu do stavu s vinovou funkef ¢ 8iln& lokalizovanou

v okol{ vyskytu &dstice; vime vEak, %e takovou funkci 1ze vytvorit Jen

8 velice "Zirokou" funkef c(p). Opalné&,; ka%dy pokus o presné urdenf
impulsu p¥evede soustavu do stavu, v n&ém¥ je naprostd neurditost v poloze
t4stice. Chceme-1i soulesnd urdit polohu i impuls t4stice, potom se

tato dv& mé¥en{ budou tak ovlivnovat, %e neurfitosti (stfedn{ kvadratické
chyby) obou veli¥in budou splnovat relace neurditosti (58).

Smysl relaci neurfitosti je vB8ak obecn& j31 a hluba{. Pojmy, jako
pcloha, impuls, trajektorie Zdstice apod. , byly zavedeny v Newtonov¥
mechanice na zédklad& zobecn&nych poznatkd z mekrosvdta. Jsou to abstrakce,
které podle predpokladd klasické mechaniky,mohou byt urdeny libovolnd
pfesné. PouXivédme-li je v oblasti mikrosvita ( v dimenzich o mnohc #&dd
mensich), kde nebyly nikdy pfedtim experimentdln& ovi¥ovény, je to
extrapolace, kterd nemus{ byt v souladu s realiiou; skuteén& teké v3echny
existujici experimenty potvrzuj{ neoprévnénost této extrapolace. MiZeme
tedy na relace neur¥itosti pohliZet Jeko na podminky urdujfc{ hrenici,
za ni% ji% principy ( e tedy i1 terminy) klesické fyziky nejscu poulitelné.

MiZe jisté vzniknout otdzka, pro¥ tedy vibec v oblasti mikrosvita
pouZivédme pojmy jako poloha (souradnice) a impuls, jestli%e zde vlastn&
ztrdc{ svdj smysl. PFedn& proto, Ze neméme Jjinou moZnost, neZ se vyjad-
tfovat jeazykem {pojmy) vybudovanym na zdklad® nadeho smyslového vniméni
okolnfiho makrosv&ta. Za druhé proto, 2%e p#l kvantov&-mechanickém popisu
chovén{ ¥4stic Je moZné zavést matematické objekty ¥, P ,které v_mnoha
ohledech odpovidaji klasickym promEnnym soufadnice a impuls, nejsou vdak
8 nimi identické. Relace neurfitosti ndm pek ¥ikaji, %e p¥l pokusu
interpretovat tyto kvantov&-mechanické veliliny Jjako klasickou sou¥adnici
a impuls, existuje principidln{ omezeni ns p¥esnost urfenf{ této " goutad-
nice” a "impulsu”.

Shrnme tedy: )

Relace neuriitosti nejsou vysledkem analyzy procesu mé&¥eni, provddé&né

v klasickych pojmech. Tyto relesce odrédfej{ experimentédlné zjiZt&né
vliastnosti pfirody. Redlné mikroldstice se nechovaj{ Jako malé klasické
Sdatice;;maji jiné vlastnosti a proto, nechceme-~1li dosp&€t k chybnym
z4v&rdm, musime byt 1 p¥i provddini mySlenkovych experimentl ostraZiti

a respektovat experimentdlinf fekta. Obt{Z spolivd v tom, Ze na¥e zkule-
nosti z mekrosvita ném mohou byt p¥i dvahdch o mikrosvdtd ¥patnym rédcem.
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5.3) Casovy v§vo) vinového klubka

V pfedchdzejicim odstavcl jsme vytvofili prostorov® lokalizované

~ klubko v ¥ase t=0; nyn{ nds zajimd, Jak toto vinové klubko bude vypadat
v n&jakém obecném Zase t. Klubko pro libovolny &as t vytvorima superpo-
zic{ rovinnych monochrometickych vin (1)

o0

(p(?;t-) = ___1___;; JJJ e(B).exp[% GS.? - Et)] dpldpydps (63:)
(2% k) . | -

-0
Prot = O ném (61) dévé vyraz (59) pro q;(? 0). Energie E v (61) Je,pro
volnou Z&stic{ & hmotnost{ m,funke{ impulsu

2 1 U
'E('ﬁ)=2m-='2.m(p§+p§+p§‘) | ©(62)

a frekvence w(P) =E(P)/ h . :
ProtoZe faktor exp(iEt/ﬁ) md strukturu (60b), nemdnf nic na tvrzenich-
o redukei vyrazu (59) na 3 Jednorozmdrné p¥{pady. Budeme proto opét
uvaZovat Jen klubko

1 Lo
Pxit) = ———or c(p).exp[% (px —-E(p)t)] ap - (63)
27h :

- od
kde E(p) = 2/2m (index x u p_ vypoustime).
Fédzovd rychlost vlny,prisluéejici stavu s impulsem p,Jje- (p=ﬁk)[5]

W E P '
vf = = = ) . (64)
_ k P 2m y

]

a zdvis{ tedy na p (protofe p = h/A , zdviel na vinové délce, cof je
charskteristické pro dispersni proétfedi). Z toho je bvez polftdni zfejmé,
%e klubko, které v ase t=0 bylo vytvoFeno tdk, eby bylo optimdlnf
(sou¥in Ax.Ap byl minimélnf), v Zasech t # O takové nebude, nebol :
fdzové posuny mezi Jjednotlivymi sloZkami klubka se vlivem disperse

s %asem m&n{; F{ké se, Ze se vlnové klubko rozplyvd .

Ovéfme tuto skute¥nost kvantitativn® pro geussovské vlnové klubko (53)

(p"po)z 1 2
4 - Gapr T gt)

(205 ap ¢ o E @

=0 (65)

Stejn& jako p¥i vypoltu t}i(x;ﬂ), najdeme integrdl v (65) upravou na
tvar (A.15); hustota pravd&podobnosti pak je

4)(4‘;{') =
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‘ s | o m?
ILII(J(;t)I2 B e’ @Xp {«— (= pot/e) } (66a)
Yamr Ax, 2(Ax,)?
kde .
hot 2 2
Ax, = Bx |[ 1 + (M ) o= (’A:co)2 + (—-—AL t)
2m( A x0)2 m

(66b)

a Axo =h /2Ap e disperse (55) v %ase t = O,

Hustota pravd&podobnosti vyskytu sl tedy zachovdv4 gaussovsky tvar, jejf
maximum v dase t viéak je v bodd X, = pot/m ( %, =<x>v (50) ) a

disperse je Axt.

0

Obr. 20. Gaussovské vinové klubko, optimdln{ v t=0, ve t¥ech Zasovych
okam2icfch p#l poastupu ve sm&ru osy x. Z vyrazu (66) Je zrejm4 symetrie
vzhledem k t=0: tvar klubka bude stejny v Zasech -t,t.

JestliZe se maximum (t&%i8t% klubka) posunulo za %as t o(p t/m},
znamend to, Z%e postupuje ve sm&ru x s konstentni{ rychlost{

p
o

=
Vo m

, (67)

"¢o% jJe rychlost, s niZ by se pohybovala klasickd Z4stice s hybnosti
P, = mv, , ale také tzv. grupové rychlost vlnového klubka ([5])

dwi(k) dE(p) Py

vg g | = ——— =
. dk - dp - n
k=k ‘ P=P,
uddvajieil rychlost s ni% postupuje t¥%2i8t& klubka.
Rychlost rozplyvdni klubka Je déna na Zase zévi_slou dispers{ Axt.

S vyrazem (66b) lze spojit ndzornou klasickou predstavu:
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nechl v Zase t=0 Je v intervaelu velikosti .Axo » V okol{ bodu x=0, skupi-
na klasickych Zdstic, jejich¥ rychlosti le¥f v intervalu Av = Ap/m
okolo hodnoty Vo pO/m. D;spersb:v rychlostech vede k tomu,. %e t4stice,
které se v Zase t=0 nachdzely v témZe bod¥, se v okam¥iku t rovnom&rn¥
rozd&lf po intervalu Avit; to mé za nédsledek, %e pivodn{ koncentrace se
nezachovdvd a rozméry oblasti v ni% se soubor ¥datic nachéz{,se zv&tduj{
podle vztahu (66b), _ L a '

Rozpljvénf vlnového klubka nemd vliv na mormalizaci (norma nezdvis{
na Zase). Rovn8Z st¥ednf hodnota impulsu <p) = P, @ Jeho disperse Ap
Jsou na Zase nezévislé; Zasovou zdvislost v (63) mi%eme totil prfipojit
k c(p) & zavést na Zase zdvislé koeficienty

o e(p;t) = c(p) o 1E(PIt/A (69)
a psit ' o0
| ‘ 1 ipx/h ’
$ix;t) = e(p;t) o PX/B (70)
: stth

Pravdépodobhost; %e v Zase t bude nam&ten impuls v intervalu (p,p+dp) Je

pak ddna . . o
le(p; )12 ap ()

Z (69) Je vBek z¥ejmé, %e tento vyraz nezdvis{ naléase, nebot

lc(p;t)12 = lcl(p;O)l2 = Ic(p)l2 R (72)

Tato skuteénbsf ov3em nevyjadfuje nic jiného,ne¥ zachovén{ impulsu
u volné Zdstice.

5.4) Pffklady pousit{ reldc{ neurtitosti

_ Na n¥kolike pFikladech si ukd¥eme, jak lze relace neurditosti .
pouZit nejen k odhadu n¥kterych veliZin, ale ‘i k pochopent nap¥, stabili-
ty atomu. : ' - :

(a) Odhad neuritosti pro makrosvét - ‘ :
M&jme prachovou ¥dstici (viz té% (6)) Jej12 primér Je ipm
hmotnost m 2 10'157kg' a rychlost v = 10'3 m/s. Jeji hybnost je

o p =mv 2 10728 Je/m. | : (73)
Uré{me-1i Jjej{ polohu s chybou 0,01 pm , potom neurZitost ve stanoven{

hybnosti bude (bereme Ax.Ap *Hh )
| h 10734 06 ' | -
Ap * & — %£10°" J.s/m (74)
Ax 1078 '
Relace neuritosti tudf{¥ nepredstavuji 24dné omezenf, nebol m&Fenf hyb-
nosti je prakticky nemo%né s relativn{ pFesnosti 10 ~. Relace neurditosti
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tudi? nepovedou k %4dnym rozpordm s na&imi emplricky ziskénymi mi poznatky
o makrosv&té, i kdyZ jsou v rozporu s n¥kterymi zdvéry klasickjch teorid,
které byly na zdklad# téchto poznatkd vybudovédny.

(b) Relece neurditosti v mikrosv&td

UvaZujme elektron v atomu vodfiku. Bohrova teorie ho'popiaOVala
Jako klasickou ddstici, pohybujici{ se po kruhovych orbitéch Je jichZ
polom&ry R vyhovuj{ podmfnce (I.9) :

" pR=nt ~ (n =.1,2,...) (75)

Aby viak bylo mo¥né pou%ft klasické pPedstavy, musely by neur¥itosti
polom&ru AR a hybnosti Ap byt malé ve srovndni s R, resp. p, tj. muselo
by_ platit

AR R ,Ap & p \ | © (76a)
neboli '
AR Ap o
———— &< 1 : (76b)
, R ‘
Podle relac! neurditosti viak mus{ platit
AR Ap o | .
——— | — o (T7a
R p > ) 7 .
Dosadime-1i na pravou stranu za R.p z (75), ddstanemem ¥e musi platit
AR Ap 1 . - |
—_— 2 — (77b)
3 P n ,

Porovndnim s (76b) vidime, Ze klasické pfedstavy by byly pouZitelné

pouze pro n»1, tj. prq orbity s velkymi polom&ry. P¥i této pFfle¥itosti

Je mo%né pripomenout také princip korespondence (odst.I.2.3), ktery také

vyZadoval, aby pro n-—> o0 vysledky splyvaly se zdvdry klasickych teorif.
- C . A . '

~

(c) Velikost-a stabilita atomu _
Pokradujme v \dvaze o vodikovém atomu, tj. o elektronu 8 nébojem -e
- v poli protonu s ndbojem +e. Potenciélni energie elektronu ve vzdédlenosti

r od protonu Jje ' 2

_ V(ir) = = —2—. ' s ‘ (78a)
. kde - r ' ‘ ’ '
’ ' q=e /‘\/41&, (78b)

;Nechf stav elektronu Je dén aféricky symgtrickOu vlnov0u funkef, Jeji%
amplituda Je velkd v oblasti s linedrnim rozm&rem T, (tzn,, Ze pravd&po-
dobnost nalézt elaktron ve vzddlenosti napf. 3r, od pfotonu'Je zanedba-
telné).'Potengiélni energle elekt;onn v tomto stavu je Fddovad rovna
q-.

To

Musfme ovSem vz{t v Uvahu i kinetickou energii. Je-1i elektron v oblasti

(79)

vV, * -
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8 linedrnim rozm&rem r, » bude neurditost v Jeho hybnosti pfinejmenzfm
fddu ﬁ/r » Jinymi slovy,i kdy% stfedn{ hodnota hybnosti <p> Je rovna
nule, kinetické energie T bude v uva!ovaném stavu nenulovd a vétéi nebo

rovna (A4p)2 B g2
= -—-——-—-—: (80)
2m 2mr§
Zmen&u jeme~11 Ty » klesd V (znaménko -'), av 8ak roste T, Nejnizsf
celkovd energie kompatibilni 3 relacemi neurditosti, bude urdena

minimem funkce »

=

o}

E = Ty + V, - (81)

Z podminky (Q9E/dr,) = O dostaneme minimum pro

R
r, = a, = — . ' (82)
: mq
Tomu odpovidd energie
m q4 .
E, = - | (83)
2 K2

Skute&nost, Ze r  je prévé polomér 1.Bohrovy orbity (I.18) = E, energie

zdkladnfho stavu (I.19), Jje nutné povaZovat za nghodu, nebol Jéme prové-
d&li pouze Fddovy odhad. Pou¥ent, vyplyvajfc{ z provedeného odhadu, Je

v .tom, %e zdkladn{ stav atomu je vysledkem kompromisu mezi kinetickou

a potencidlni energii: &im mensd{ Je oblast v ni% Je lokalizovén elektron,
tim mend{ je jeho potencidlnt energie a vétie energie kinetické,

Uvédomme si, %e tento kompromis, ktery je ddsledkem relac{ neurdi-
tosti, se diametrélné 1181 od zév8rh klasické mechaniky. JestliZe by se
elektron pohyboval po klasické orbitd s polom&érem r_, Jeho potencidln{
energie by byla 2 , B '

Vg1 = - '

o

Odpovidajic{ kinetickou energii dostesneme 2z podminky rovnoati pfitallivé
coulombovské sfly a 81ly odst¥edivé:

q2 om ve 1, 1 q2
) = coZz dd Tkl T e VS T e
Ts T, 2 2 r,
Celkové energie by pak byla )
, 1 Q2
Bry = Ty * Yy = -
2 2
ro

takZe minimum bychom dosteli pro r, =~ 0.
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(d) Odhad velikosti jedernjch sil

UvaZu jme nukleon s hmotnost{ M = 10-27kg v j4dFfe, které si predsta-
vime Jjako koull s polomérem r, & 10715 -m. Z relaci neurtitosti plyne, %e
impuls nukleonu je ¥d4dovd p % h /Aro , tak%e Jeho kinetickd energie

T = —_ 2 10711z 2 30 Mev

ProtoZe nukleon je v Jddre vAzén, musi byt stfednf hodnota jeho potenciél;
ni energie zéporné a v absolutnf{ hodnotd v&t3{ ne? energle kinetick4.
Provedeny odhad je velige hruby , ddvéd v8ak uspokbjivy.rédovy odhad
velikosti jadernych sil.

(e) Stopy ve Wilsonovd mlZné komofef

Na prvnf pohled se miZe zddt, Ze relace neuréitosti Jsou v rozporu
se skutednostf, Ze "drdhy" Zdstic miZeme pozorovat ve Wilsonov& mlZné
komo¥e, nebo ve fotografické emulsi. Rozpor je to v¥ak jen zddnlivy,
Dréhu elektronu v ml2né komo¥e vyzna¥uji kapilky kapaliny kondenzované
na iontech, které elektron na své cest® vytvoril. Rozm¥r kapifek urfuje
pfesnoét‘stano&eni polohy elektronu; protoZe rozmdr kapek Je 2107 n
Je neurditost v poloze elektronu téhoZ fddu. Neurlitost v odpovidajici
slofce hybnosti (fekn&me x-ové) Apx h7ax ¢ 10~28 Xg. m/s. ProtoZe

hmotnost elektronu Je = 10"3%g, bude neurditost sloZky rychlosti kolmé
ke_stopd elektronu Av_ = Ap/m = 100m/s . Stopy ve Wilsonov& komoFe

wvéak zanechdvaji jen eléktrony 8 dostate¥nd velkou kinetickou ehergii,
odpovidajic{ rychlosti v 3> 10! m/s. Pak ovdem Je A"x<< v a miZeme proto
s dobrou aproximaci mluvit o drdze elektronu v mlZné komofe. -

5. 5) Relace neuréitosti pro energii a %as

Zatim Jeme se zajimall o tvar vlnového‘klubka (preanéji- o rozloZe-~
ni hustoty pravdépodobnosti) v celém prostoru v daném Zasovém okamZiku.
Je vBek moZnd 1 druhd situace, blizkéd mnoha redlnym experiment&m-
pozorovatel Jev urditém mist¥ prostoru a- kolem n&ho prochéz{ vina -

(- Eéstico), kterou pozorovatel registruje Jako amplitudu (nebo Zastdji
kvedrét modulu amplitudy) £(t) n&jakého fyzikdlniho procesu. Nap¥. f(t)
miZe byt amplitudou elektromegnetické viny; byla-1i emitovéna atomen,
bude blizkd kvezimonochromatické vin& podle obr.;?. Takovou vinu lze
vytvorit superpozici monochromatickych vin s rdznymi frekwvencemi [5] .
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Plat{

T
£(t) = ———o glw) e"i°°t~da) (84a)
J °
kde 29‘-: ~0
1
gw) = £(t) e}t gt (B4b)
' vz J

Z matematického hlediska Jjde o zndmy Fourieriv rozklad (Fourierovu
analy¥zu) funkce f£(t) na harmonické slotky (dod.D).

 Nemusime se Ji¥ podrobnd t¥mito klubky zabyvat, nebol zdkladni vys-
ledky o n&% ném jde, méme Ji% vlastn¥ odvozeny. Stadi si Jen uvé&domit,
Zo u de Broglieho vin Je svézédna frekvence s energif %dstice vztahem
(20) - & = hw - tek¥e vztahy (84) prejdou v

: 0
1 ' . ;
P£(t) = J (E). -1 E¢t) aE (8
I g em( B ) ‘ (85a)
-0 :
o0 ,
(B) ! e(t).oxp{1 E t) & ' (
Y2x h up( ' ) 5b)
' -0

Na f(t) Je mo%né pohlfZet Jako na funkci ¢ (x;t) vyjddrenou vztahem (63),
v ndm% je x pevné. ProtoZe z matematického hlediska vystupuje v (63) dvo-
Jice (p,x)v naprosto stejném postaveni jeko dvojice(E,t), dojdeme pro
velidiny E, t ke stejnym zd4v&rdm, jako pro p,x. Tek dostaneme, %e pro
vlnov4 klubka (85) platf '

AE.At 2> h e (86)

Tato relace (ktarou z divodd jeZ budou snad z¥ejmé z nédsledujfc{ ‘diskuse
‘neuvddime ve tvaru (58), ale pouze s 3 h ) se zpravidla nazyvd té%
Heisénbergova relace neurditosti. Jej{ interpretace viéak nen{ tak snadnd,
Jako napf. u dvojice souradnice-impuls. Divod je v tom, Ze zatiﬁco_
soufadnice 1';gpg;§_390u-dy§gmické proménné urdujfc{ stav socustavy,

v relaci (86) mé takovéto postaveni Jen energie E; %as t neni dynsmickd
proménnd, ale pouze parameir. Mifen{ Zasu samo o sob& neddvd Zddnou
informaci o fyzikélnim systému, pouze ﬂdaje o ostatnich fyzikdlnich ve-
1iZindch obvykle v eobé implicitné obsahuji fakt, Ze Jsou stanoveny pro
urdity Sasovy okemZfik. JednoduSe: Xdstice md hybnost B, soufadnici x,
energii E, ale nemd %as t. Jsou ovdem i veliliny, kterd se zachovdvaj{,
Jéko Je treba celkové energie-izolované soustavy, Jej{% hodnota nezdvisef
na %ase, NZkolik moZnjch pou!iti relace (86) si uvedeme v nésledujicich

pfikladech.
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(a) Doba prichodu vlnového klubka

_ UvaZujme volnou &dstici ve stavu 8 vinovou funke! vyjddfenon vino-
- v¥m klubkem, s dispersi Ax a grupovou rychlost{ v_ , kterd postupuje
podél osy x. OkamZfik prichodu klubka danym bodem x nemdiZe byt urien pres-
nd: neurditost ve stanoven{ okam¥iku prichodu bude #4du At = Ax/v_ .
Vlinovému klubku odpovidé vBak také neurditost v impulsu Zdstice Ap a

8 t{im spojend neurditost v energii &dstice

... OB
AE = T;-'Ap —»vg.Ap

Potom vBak
' AE. At = Ax. Ap

a8 8 vyu¥itim relace Ax.Ap >» h dostdvéme nerovnost (86), kterd ddvé
odhad spodn{ hranice velikosti soulinu 3{¥ky energiového spektra ¥édstice
AE - neurfitesti At v urleni{ doby prichodu Z4stice né&jakym bodem

ne ose X. '

(b) Pfechody mezi stavy s rdznou energif

Vinovéd funkce, kterd mé tvar

PiFe = P o 1BW/R (87)

kde (P(?) je funkce z4&visld jen soufmdnicich, p¥{sludf stavu Sdstice
s presnd urlenou energif E; tento stav _Jje staciondrnt , nebot hustota
pravd&podobnosti vyskytu ¥dstice

PP = 19D 2 - (e8)

nezéviéi na &ase.
M%jme nyn{ &dstici ve stavu, ktery se d4 vyJjdd¥it jako superpozice

~dvou staciondrnich stavd s energiemi El, Ea. Vlnovéd funkce pro tekovy

- stav Je '

E E
- 1 -» _3.
Pse = 0@ et L e) ¢ g ex(1 G
" Hustota pravd&podobnosti vyskytu
. x o 1(E-Ex)t/hy
P(T;t) = hfl(¥)|2 + It?z(r)lz + 2 Re [\fl(r)\Pz(r) ) ]
| ' ' (90)
v tomto pripad¥ osciluje mezi dvima krajnimi hodnotami
2
s periodou -
T = (91)
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8as T charekterizuje evoluci fyzikdlnfch vlastnostf soustav ; vysledky
m&ten{, provedenych na soustavé& ve dvou ridznjch Zasech tl ,t2 budou
prakticky stejné, JestliZe At =It1 - t2| bude malé ve srovndni s T .

Jinymi slovy: aby se vlastnosti scustavy za &as At vyragnd zménily, mus{
pro soudin At & neur&itost v energii AE = IE, - E,| platit opdt (86).

K tomuto zdvéru je mo¥né dojit i tehdy, kdy% Jje vlinovd funkce superpozict
libovolného podtu staciondrnich stavi.

(¢c) Doba Z2ivota excitovanych stevl & pfirozend 3f{¥ka energlovych hladin
Energie soustavy, kterd Je ve staciondrnim stavu, miZe byt urdene
8 libovolnou pfesnostf, nebol doba m&¥eni mdZe byt libovolnd; uvidomme
si, Z%e k tomu, abychom bezpefn& rozliili pfasné monochromatickou vlnu
(prisludBe jic{ stavu s p¥esn& urtenou energif) od kvezimonochromatické,
museli bychom provéd¥t mE¥enf nekone¥n& dlouho (od t = -0 do t= +00),
Mé - li byt energie stanovena s neuréitosti AE, mus{ mé&Fen{ trvat alespon
tH /AE .
Excitované stavy kvantové soustavy majf koneénou dobu %ivota, b&hem
ni# soustava prejde do zékladniho stavu. JestliZe nap¥. atom prechdzf
z excitovaného stevu 1 do zdkladnfiho stavu O (obr.21), ren{ energie hla-
diny 1 ptesn& urdena, nebol atom se v tomto stavu nachdz{ jen kone&nou
dobu. Typickd doba Zivote atomovych excitovenych stavidl Je T = 10—98.

111117/1004711/1 (1)Excitovany stav NeurZitost v energii excitovaného
E stavu, tzv. pfirozend S{¥ka energi-
I AUy foton ové hladiny, Jje
h - -
(0)ZAkladn{ stav AE* £ 210727 g = 6,107 oV
(92a)
Obr. 21.

SkuteZnost, %e energie excitova-
nych stavd nenf presn® urfena, ee

z¥etelnd projevuje nap¥. v emisn{ i absorp®ni spektroskopil jako tzv.
prirozend 31¥ka spektrdlnich Zar (mechanismi, které mohou vést k rozsife-
ni spektrdlnich Zar Jje ovBem celd Fade & vy¥sledek Jejich p&sobeni miZe
zcela prekryt prirozenou 31ffku &4ry). Budeme-1li fotografovat spektrdlni
%4ru spektrometrem s extrémn& vysokou rozliBovaci schopnosti, zjistime,
¥e md konelnou 3f{Fku. Frekvence emitovanédho nebo absorbovaného svdtla
neni pfesn& n&jaké w,, ale zeznamendme i frekvence v okolf Lub,pfiéemz

Aw =AE /h = 1/t ' (92b)
kde 4E Je ddna (92a) a T Je doba %¥ivota excitovaného stavu. VEF{ime-1i
v zékon zachovdni energie a existenci fotonu ( a zat{m nemdme Z4dny ddvod

nev&fit) , potom z toho nutn® musfme vyvodit zdv&r, %o energiové hladiny

excitovanych stavd maj{ koneZnou 3{¥ku , nep¥imo umZrnou dob¥ Zivots
t&chto stavi.

e AR
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III. SCHRODINGEROVA VINOVA MECHANIKA

1. Schrédingerova rovnice

—————

-

1.1) Pot¥eba vlnové rovnice a jejf vlastnosti

V pPedchéze jici kapitole jsme diskutovali interpretaci a vlastnos-
%i vinové funkce, kterd (podle p¥ijatého postuldtu) urfuje stav soustavy.
SxpIicitni {analytické) vyjédFeni vlinové funkce viek zatim znéme, podle
de Brogliehs hypotézy, pouze pro volnou &éstici. Jak ale najdeme vlnovou
Funked urduiicic{ astav &dstice, kterd se nachézi v n¥jakych silovych ’
po1linh? Protofe “nezndmou" je funkce, mohla by byt Feenim n&jaké dife-~
rencidln{ ro¥nice. Na zdklad® toho co ji% znéme, m&la by tato rovnice
yynoverat nésledujicim pofadavkim:
{e) aua{ byt lineérni, aby zistal v platnosti prinecip superpozice stavi
{viz odst.II.4.1);

{b) muai obsashovat jen l.derivsce vlnové funkce podle Zasu. Tento poZa~-
davek Jjg disledkem obecnd p¥i jimaného prinecipu kauzaiity (pfiﬁinnoéti).
Jestli¥e jsme totiZ postulovali, %e stav soustavy Jje ¥ daném Easovénm
okam?iky t _plné urfen vinovou funkei WLLIOA» potom znaloat QLLEOL

musi byt pln¥ dosta¥ujici{ k jednoznaZnému urdeni v3ech budoucich stavi
soustavy, tj. k urleni kaZdé \P(tl) kde t,> t, .
To je presné obdoba principu priZinnosti v-klasické mechenice; tam byl
stav soustavy v daném &asovém okamiiku t urden zaddnim soufadnic a
impulsd vBech ¥dstic tvo¥icich soustavu a kaZdy budouc{ stav (tj. soufad-
nice,a impulay ¥dstic) mohl byt jednozﬁééné urden redenim Newtonovych
rovhic, které v sob? zahrnovaly udaje o pisobicich aildch.
Predpokléde jme, Ze t, = t  + At , kde. At je infinitesimélni

p¥irustek Zasu; potom miZeme psét pro vlnovou funkci v Zase t  + At
Tayloriv rozvoj :

= ' |\ + .a_(p.. .‘ 1 _b_,;lk. 24 |
Pltrat) = Pt (bt )e-eft . ( Bf*)t-t,,(w (1)

JestliZe jédiné co zndme Vv éas§ t=t Je ‘Q}(to), potom k jednoznaZné-
mu ureni tP(to + At) musi stafit pouze l.derivace ( 3?’/a't)t,to R
kterou musi byt moZné vyjddrit jen pomoci 4) , tj. musi byt
29 ) (2)
dt
kde F(+ ) je nijeké funkce { (proto%e rovnice (2) musi platit pro
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pro libovolny ¥as t_, vypustili jsme podminku =t ).

Rovnice (2) Je diferencidlni rovnici l.Fddu vzhledem k prom¥nné t; k je-
Jimu jednozna¥nému Fresieni sta¥i poddtelni podminka *,ttt = *I(to) .
: o

(c) v¥sledky musi v 1imitd pPechézet v klasickd Fedeni (viz princip ko-
respondence v 1.2.3). Jinek Fe&eno: rovnice musi vést k tim¥e zdkonitos-
tem pohybu vlnovych klubek, jako de Broglieho teo}ie v aproximaci geo-
metrické optiky. To znemend, Ze rovnice musi vykazovat forméln{ shodu

s n¥kterymi rovnicemi klasické fyziky.

Ne tomto mist¥ je viak tfeba jasn¥d Ffci, %e rovnice k ni% smifuje-
me - Schrodingerova rovnice - se neodvozuje, ale postuluje. To,co budeme
d¥lat v nédsledujicim odstavei, jsou pouze \vahy, které majf naznalit,
pro se rovnice postuluje prévé tak a ne jinak (pFitom uvahy, které k té-
to rovmici vedly E. Schrédingera, byly mnohem hlubsf, zaloZené na analo-
giich mezi klasickou mechanikou a optikou). Rozhodujic{ je koneckoned
oviem jen experimentélni ovdfovéni disledkd plynoucich z teorie vybudo-
vané na této rovnieci.

Déle Jje tPeba zdiraznit, %e teorie zaloZend: jen na Schrodinggrové
rovnici neni ekvivalentem souZasné kvantové ggchanigy, jeji% zdédkladni
postulédty uvedeme v nésledujici kapitole; uvidime, Ze Jje pouze d{l&im
vysledkem, vyplyvajicim z obecného formalismu kvantové teorie. V jejich
zdkladech jsou navic uloZeny dva vyznamné omezujfci predpoklady, na n&%
nesmime zapominat:

(i) nedochézi ke kreaci (vzniku) a anihilaei (zéniku) Zdstic s nonulovou
klidovou hmotnoatf (xreace a anihilace fotond je mo¥nd);

(ii) vSechny &dstice s nenulovou klidovou hmotnost{ se pohybuji rychlost-
mi zna¥n¥ men3imi ne% Jje rychlost svdtla, takZe Jje moZny nerelativistic-
k¥ pP{stup (problém fotonl se musi resit zvldst). :

Pro popis jevd v_atomech a molekuléch je v3ak Schrodingerova teorie
dobrou aproximaci, nebot zde jde o pomdrn& slab® vézané struktury, jéjich2
¥4sti se pohybuji malymi rychlostmi. Tek nap¥. rychlost elektronu v atomu
vodiku je Fédové ¢/137 (o = 1/137 je tzv. konstanta jemné struktury [6]),
valen¥ni elektrony viceelektronovych atomd maji rychlosti téhoZ ridu a
jédra v molekuldch rychlosti Jje3td mnohem men&i. Piedpoklad (i1) Jje tedy
v tdchto soustavdch doble splnén. Protofe vazebni energie v atomech a
molekuldch leZf hluboko podvhoduotou 0,5MeV (= klidové energie elektronu;
ke kreacl péru elektron-pozitron je tfeba energie alespon 1MeV), je
dobfe splndn i prvni pPedpoklad.




=35 - ( 111 )

1.2) Schrodingerova rovnice

Pro volnou Zdstici snédme explicitnt vyJdd¥eni vinové funkce; Jejf
ne jobecnd J8{ tvar Je dén formul{ (II.61) (v jednorozmérném pripad¥ pak

(IL.63) )3
e(p sP 2P ) * - :
(215)3/2 ffj Ty (3

x OXP[% (Pxx +'pyy + pys - lt)] dp dp dp‘ -ij}('ﬁ) éi(f»r—nt)/ﬁ as

kdo celkovd energie Z4dstice E ,10 rovna energil kinetické a s hybnostf p
Je v nerelativistickém priblfZens (viz pfedpoklad (11) v odst. 1,1)
8$védzdna vztahem

41(x,y,:;t) =

2
P 1 2 2 2

Es — = — ¢ + + ) (4)
2m 2n .px Py 7 Pg

Najdéme diferencidln{ rovnici se strukturou (2), které tato funkce vyho-
vuje. Plat{ ' 4

ih *—é-— l{/(x,y,z;t) = JJJE 1“($)ei(ﬁ‘-m")/h ap (5a)

' Yyz;t) = J‘”p li‘(p)c:l(ﬁr"m;)/h dﬁ

a obdobn& pro derivace podle y a s.
Souhrnné mifeme tFi poslednf relace (pro x,y,sz) sapsat

- ihV 4’(){,)’,2;1’,) = JJJ-ﬁ F(B)ei(ﬁi"-i‘.t)/fx ‘da . (5b)

(definice operdtoru V Je v dod.E).
Provedeme-11 2.derivaci podle soufadnic, potom

-h2 ‘P("" t) = J”p F(-p-).i('ﬁr-Et)/‘h

] obdobné pro derivace podle y a s, :
Souhrnn&, pomoci Laplaceova operétoru As V (viz dod.E)

Podle (4) Jjsou integrandy v (5a) a (5¢) im&rné; toté: lxe ¥fel o integ-
rdlech, takZe miZeme psét

(x,y,%;t) h2 ‘
ih b‘p iibAded 2 e — qul(x,y,z;t) , (6)
Vbt 2m :

cok Je Schrodingerova rovnice pro volnou Zdstici.
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Tato rovnice splnuje vdechny t’i vjse uvedené poZadavky: (a) Jje linetrni
Vyplyvé splnéni principu korespondencs.
Pro jednorozm¥rny pfipad (&dstice jen na ose x), prejde (6) v

iﬁ—'g(:—’z___i"‘_i_ (N

2m dx2

Uva¥ujme nyn{ o &dstici, kterd se nachdzf v_n&jakém potencidlovém
poli U(x,y,z,t). Na rozdil od Newtonovy mecheniky, kterd pracuje s piso-'
bicimi silami, v kvantové mechanice je zékladnf veliZinou potencidlni
energie ¥dstice V = V(x,y,z,t). Pozor: roglifujte pojmy potencidl silo-
vého pole U a potencidlni energie Zédstice V v tomto poli. Toto upozorn¥-
ni je zvlééi nutné proto, %e v kvantové mechanice bjvéd zvykem ( a my to
ddle budeme pro strudnost délat té%) nazyvat V potencidlem. o
i  Celkové energie Zdstice E je soudtem energie kinetické T a poten-
cidlni V :
E=T+V , , (8)

pFifem? T souvisi s hybnosti Z4stice p vztahem
2 .
P
T = —— (9)
2n

Nyni si pfedstavme, %e jsme rovnici (6) fornéln& ziskali z (4) a (5) tnk,
fe jsme nahradili

E operdtorem ih -{:—- ( pisobicim na t’/(x,y,z,ti )

a T = p2/2m operdtorem - —— {72 ( pisobfeim na q)(x,y,z t) )
2m

( o operdtorech budeme podrobnd uluvi{ v nédsledujici kapitole).
ProtoZe potencidlni energie V nezdvis{ ani na B, ani na'f, mifeme
se pokusit (opdt &ist¥ formélné) zobecnit tuto proceduru i na rovnici(8).

Dostaneme ‘

IY(F,¢) h? o
et e gyt + VIF,L). g (Fe) | (10)

co? je skute¥n? slavné S Schrodingerova rovaice pro jednu Eastieli v poli
s potencidlem V(®,t). Zplsob jak jsme ji ziskali, vdak nelze v %ddném

pFipad¥ povaZovat za jeji odvozeni. Za jeji odvozen{ viak nelgze povaZo-'
vat ani mnohem presv&d®ivijsi fyzikdlni argumenty, které najdeme v lite~
ratufe (napi. 161 ,[13],[141) uvédéné ve prospdch tvaru (10). Skute¥nosti
je, %e Schrodingerova rovnice se musi koneckoncd postulovat a oprévnénost
tohoto postuldtu stéle doklédat cxperimentélnin ovdrovénim didsledkd,

které z ni plynou.
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1.3) Stacionérni Schrdodingerova rovnice

Existuje velkd tfida dloh 8 potencidlni energii neszdvislou na Zase
(tak!e V = V(x,y,s) ). Pfepidme rovnici (10) do aymbolickdho tvaru

Fi, g =0 | (11a)
kde CY(F,t) Je diferencidlnf operdtor )
O(r,,t) = - ih bbt + [- —2-;— V + V(x,y,z)] (11b)

Vidime, Ze v Je souftem dvou operdtori

Uee) = O0ptv) + Oytx,y,2) C (2m)
z nichZ jeden: :
O.t) = - ih =2 12b
1 bt ( )
pisobl pouze na funkce zévislé na t, a druhy:
{12 32 bQ 32
O;(x,y,z) ® - om ( : axZ + ay2 * -s—;f) + V(x,y,z)
. (12¢)

pouze ne funkce promé&nnych x,y,sz.

Tato skute&nost ném dovoluje provést v hledand vlnové funkel tav,
separaci prom&nnych , tzn, hledat FeSeni rovnice (11)_ve tveru sou¥inu
dvou funkel

_q}(?,t)=f(t).kp(?) L - ay

g nichZ Jjedna (f) zévisf jen na t a druhdé (Y ) Jjen na ﬁroatorovjch sou-

feadnicich x,y,z. Funkce f£(t), (p(r) pfitom budou Fedenim rovnic, které

zi{skédme takto: dosadime p¥edpoklédany tvar (13) do rovnice (11). ProtoZe
d ar(t)

-ih vs (£(t). Y(?)) = - Y(??.iﬁ " a
h? | 32 :
["'5:_ ve w”]‘fm"f‘;" - rw] - — v+ wH ufm]
e 1 Ar(t) 52
e ot ‘P:?’ [‘ o v » v q’(?)] (14)

Levd strana této rovnice je funkecl pouze prom¥nné t a pravd strana funkqi
pouze proménnych x,y,z. Napsand rovnice pfitom vyjadfuje, Ze ob& strany

'se musl rovnat pro véechny moZIné hodnoty t a T =(x,y,%). To je moiné
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sfejmd jen tehdy, kdy% levéd a pravé strana rovnice jsou rovny té%e kons-
tant¥. OznaZimg~li tuto konstantu B, d4 ném prévé vyslovené tvrseni (po
nepatrné dprays) hledané diferencidlni rovnice

AL(t) i E £(0)
B e mee— t
3t y o (15)
52 5 } ‘
- — (F) + V(F) Y(® = E @D
- .V ger r) (& ¢ (7 (16)

Prvni z nich md Ffelieni
r(t): ( iEt oan
= exp\- — ) 17
tl / .

Rovnice (16) pro prostofovou Zdst vlnové funkce - \f(gj ~ Je tzv,
staciondrni Schrodingerove rovnice.Jeji obecné Felen{ zdvis{ na tvaru
potencidlni energie V(r), partikuldrni Fre#eni, odpovidajfci Jednoznadn#
sledované soustavé, pak jedtd na okrajovych podminkéch.

Uplné fed¥en{ Schrodingerovy Zasové rovnice (10) (resp. (11)),
v pFfipad® , %e potencidlni energie nezdvisi explicitn& na fase, Jje tudii

: W(i‘,t) = \P(i") ;oxp (,-i il t) (18)

kde tp(r) Je feéenim staciondrnt Schrodingerovy rovnice (16) s prislus-
nymi okrajovymi podminkami. : .
Je-1i ¥dstice ve stavu s vlnovou funkcf (18), potom hustota prav-

d&podobnosti vyskytu ‘ _
. " o 7
WEOR = PFEOPEYD = 2 | (19)
nezdvis{ na Zase; mluvi se proto o atecionérnin stavu. ‘

Jak se pracuje se Schrodingerovou rovnici 8i ukdieme v druh‘ tdati
této kapitoly. Zde jen Jje3dt¥& poznamene jme, Ze separace pronénnych s nik
jeme se pravd seznémili Je postup pFri Fedeni diferencidélnich rovnie
vidy vyhodny, nebot vede k FeSeni v&taihe po&tu jodnoduiéich rovniec.

V kvantové mechanice ho velmi ¥asto pouZivéme; k tomu, ahy diferencidlni
operdtor m¥l strukturu se separovanymi proménnymi ( jeko nap#. v (12a))
Je véak nékdy tieba piPejit od béZnych kartézskych soutadnic (x,y,t),

k souradnicim jinym, nap¥. sférickym (r, 6 y§¥ ). Lze ukézat, %e k separa-
ci prom&nngch dojde v takovych souradnicich, kterd maji .ynetrii shodnou
se symetrii potencidlni energie V(?). :
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2. Jednorozmérné pravoihlé potencidly

e

2.1) Fyzikélni smysl pravodhlych potencidld

Abychom se bli%e sezndmili s FeZenim Schrodingerovy rovnice a
interpretac{ ziskanych vysledkd, rozebereme si podrobn# n&kolik jedno-
duchych jednorozm&rnych dloh. (dstice se v nich nachéz{ stdle na primce,
kterou zvolime za osu x. Z matematického hlediska maji Jednorozmérné .
Ulohy tu prednost, %e staciondrni Schrodingerova rovnice (16) Je pro né&

obyZejnou (nikoliv parciélni) diferencidlni rovnici; po malé Upravé Ji
miZeme psdt
a2 Y(x) ‘ 2m
- . [2 - veo] P = o . (20)
dx2 ﬁz :

ReZeni takové rovnice Je mnohem prost3f{. ne% re¥eni parcidlnich diferen-
cidlnich rovnic, které dostévéme v 2- a 3-rogm¥rnych ulohdéch. Jednoroz-
mErné ulohy vdak jsou zajimevé nejen proto, %e ném dovolujf poznat zdk-
ladni charakteristické ryasy kvantovych jevidl, které se zachovévajf i v
mnohem slo%itdjiich pripadech, ale i proto, %e mnoho vicerozm&rnych dloh
mi%e bYt, po vhodné transformaci s separaci prohénnych(viz odst.1l.3),
redukovédno na reSeni{ ndkolika rovnic, podobnyech rovniei (20).

Pribdh potencidll, které budeme uvéiovet, Jje schematicky zndzorné&n
na obr.22a : osa x Jje rozd&lena ne ndkolik oblasti, v nich% je potencidl

Mo ; (a
: "___.__—_-—‘.-——
. x_
5 i b
Vix) : ' '
i ; !
| X
! E () (a) Pravouhly potencidl aproximujici
FF(x) : g redlny prab&h (b).
n 1 X o (¢c) Schematické zndzornéni sily
i V av(x)
E ! F(x) = — =g
(N (2)>y (3) pisobici{ na &datici v poli (b).

konstantn{ a na styku t&chto oblast{ se m¥n{ skokem (nespojit&). Pocho-
pitelnd, Ze takovéd funkce nepfedstavuje redlny prib&h potencidlu, ktery
musi byt spojity, jako nap¥. na obr. 22b. Jsou-li viak rozmé&ry oblasti,
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v nich%Z dochdzi ke zm&n& potencidlu, velmi malé,ve srovnéni s ostatnimi
délkovymi rozméry vystupujfeimi v dloze (konkrétnd nap¥. v porovnédni

s de Broglieho vlnovou délkou), je pravoihly potencidl dobrou aproximaci.
Prestal by ji vdak byt nap¥. v pfipad® &dstice s velkou energif, ji¥
prislusi de Broglieho vlnovd délka srovnatelnd s rozmdry piechodné oblas-
ti. _ ‘

_ Chovédni klasgickd ¥dstice v potencidlnim poli podle obr.22 ja'snad~
né predpovddét. JestliZe by V(x) byla nap?. potencidlni energif{ Zdstice
v gravitainim poli na povrchu Zem¥, potom obr.22b pledstavuje pfimo
profil terénu, v n¥mZ se &dstice pohybuje. PFi dané celkové energii E
(E=T+V se zachovdvd) budou pro ¥dstici nedostupné ty oblasti na ose x,

v nichZ je V>E (kinetickd energie T=mv2/2 mus{ byt vidy 2 0). Tam kde
Je V(x) konstantnf, nebudou na &éstici pisobit %4dné sily a bude se proté
pohybovat rovnomdrn#, s rychlosti v=y 2(E-V)/m . Sila bude na ¥dstici
pisobit jen v pfechodovych oblastech (obr.22c). Jind mofnost realizace
pribdhu V(x) pomoci elektrostatickych poll je na obr. 23.

(1) ; (2) +—I(3)
il- , ".
— L I
S N S
T S

/’Il////////llll///!I/IIJIIIIIIIII?IIY/IIIIIIIIIIIIITI/IIIIII
Obr. 23. Elektrostatickd realizace prib&hu potencidlni energie

podle obr. 22b, pomoci kovovych trubic, které majf konstatntni potencidl
proti zemi (spoleZnému bodu).

2.2) Optickd analogie

K ziskéni predstavy o Feseni Schrodingerovy rovnice (20) miZe byt
nékdy ufitednd skute¥nost, %e formAln& enalogickd rovnice popisuje jev,
ktery miZeme poﬁérné dob¥e pozorovat: 3{fen{ sv&tla v prostfed{ s promén-
nym indexem lomu. .

V transparentnim (tj. neabsorbujfcim) prostiedi, s prostbrové i
tasové konstantnim indexem lomu n, se md¥e 5{fit elektromagnetickéd vlina
ve smdru osy x, priZemZ Jjejf elektrickd sloZka €(2,t) nezdvisi na y a s.
Pro intenzitu elektrického pole tedy plati

g(?,t) = 3 E(x).emiwt | (21)

kde € je jednotkovy polariza&ni vektor. kolmy k ose x, ¢ je kruhové
frekvence a € (x) vyhovuje rovnici ( ziské se z Maxwellovych rovnie (41}

a2 €x) . nZ. w2
d;§ c2

Ex) =0 (22)
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Rovnice (20),(22) budou z matematického hlediska identické, jestliZe
polozime (v (20) predpoklddédme V(x) = const )

n2.0J2:

am | | '
Kt [® - v] = 2 (23)

14

Na Fe3eni obou rovnic jsou navic kladeny stejné poZadavky: v mistech
nespojitosti V (n) musi byt ¢(x) ( 6(:)) funkce Bpojité i s l.derivact.
Pohybu &4stice, v poli podle obr.22a, pak odpovidd &i¥en{ elektromagne-
tické vliny v prost¥edi s nespojitou zm¥nou indexu lomu ve sméru Sifeni
vliny (obr.24). Podle (23) jsou mecharické a optické parametry svézény
vztahen .

1 o
n(w) = " \jzmcz[x - v] ' : (24)

\n, 7/n

\\\\\

Obr.24.

Optickd anelogie: elektromagne-
tick4 vlina s vlinovym vektrorem
; se 81{Ff{ ve sméru osy x

v prostfedf, jehoZ index lomu
‘se mén{ skokem v rovindch kol-
mych k ose x. '

Oblasti, v nich% E‘>V,Vodpovidaji v optické analogii transparent-
nimu prostredi, neboi index lomu n je zde redlny; vlina md pak tvar

E(x) =~ oI,
Oblestem, v nich? E<V, by odpovidalo prostfedf s ¥iaté iméginér-

nim indexem lomu. ReZenim rovnice (22) pfitom je tlumend vlna

E(x) = e (q> 0, redlné). Do jisté miry podobné situace nastévé pri
3iFeni elektromagnetické vliny v kovu (index lomu kovu v#ak mé redlnou i
imagindrni Z4st). ‘

P¥i vyuZivéni optické analogie je nutné mit stdle na pamdti, Ze
vyplyvé pouze z matematické shody rovnic (20),(22). Interpretace redeni,
které ziskdme pro vlinovou funkei (p(x), se viak diemetrdlné 1151 od
" interpretace €(x) v klasické optice.

2.3) Potencidlovy val. Tok pravd&podobnosti

Nechf se podél esy x m¥n{ potenciél podle obr. 25 a Zdstice s cel-

kovou energif{ E postupuje zleva doprava.
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hix)
(DYE>V, E R ——————— _
Vs - Obr. 25 .
. _ ‘Potenciélovj val.
@E<V, o [~=======~-------- " Pro x<0 Jje V(x) = o, pro x>0
' : 30 Vix) = L

Uvazu:}me ne;jprve, ,jak by se chovala ddstice 2 hladiaka klasické
mechaniky. Mohou nsstat dva ptipedy :
(a) E<V_ (obr.26a)

Gdatice vystoupi do mista, kde se celd jeji energie znéni v onerg:li po-
tencidlni (tzv. bod obratu ) , sastavi se (T=0) a za¥ne se pohybovat
zp&t do oblasti x< 0. Oblast x>0 je pro ni zcela nedostupnd. -

) Vix) sl w
 @E<Y, ME>, ] eXE%
T —— (] . .
T=E |
Y o - ",
Obr. 26. Ke klasickému FeSeni pohybu tdstice. Pro v&t3{ ndzornost

kreslime redlny prib&h V(x), ktery v limit# pFejde ve skok potencidlu
podle obr.25. Bod obratu jeme v p¥{pad¥ (a) polo?ili do x=0.

(b) E>V (obr.26b)

Gdstice vystoupi a% do oblasti kde V(x) = V, & postupuje ddle plvodnim
smérem s rychlostf v =V 2(E - V )/m . Potencltlovy_ val nikdy neobréti
smér jejiho pohybu. . " :

Kvantové-mechanické Fesent

Protofe potencidlni energie V(x) je nezdvisld na dase, stall !‘oiit
staciondrni Schrddingerovu rovnici (20) a zfskat tak prostorovou &ést
\p(x) vlnové funkce (18). Vzhledem k nespojitosti funkee V(x) v bod¥
x = 0, vyhovuje Y (x) rovnici:

‘ ¢ q;(x) 2 B (x) 0 £0 (25a)
‘ + x) = pro x a
dx2 he ¥ N
. A
¢ px) 2n (B - V) @g(x) 0 >0 (25b)
+ [4 - b 4 = pro X
d12 .hZ o “P

I kdy% potencidlni energie V(x) je v bed¥ x=0 nespojitd, nue:[ hlodani

vlnové funkce \W(x) mit v celém intervelu (-e0,+c0) vlastnosti uvedené °

' v_odst, 11.3.4; mimo jiné, mus{ byt vZady spojitd i s 1.derivaef. To zna-

mend, %e musime najit takovd feseni rovnic (25), kterd v bod# x=0
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na sebe spojit¥ navazujf i s l.derivacf. Opdt rozddlime Freseni na dva

pripady:
(a) Celkové energie &dstice E < Vo

Rovnice (25) Jjsou obyZejné homogenni (bez pravé strany) diferenci-
tlni rovnice 2.F4du s konatantnimi koeficienty. Jejich PFedenf hleddme
standardnim postupem:

(i) predpoklédéme reSeni ve tvaru

P(x) = e** | xde & je dosud neurfené t1slo,
(i1) dosadime toto pfedpokléddané Fedeni do (25) a po vyd&leni eXX dosta-
neme tzv. charakteristické rovnice:

+x2= 0, kie k= (26a)
X“ +q° =0, kde q = 5 (26b)
ktefé maj{ Fedeni
0(1’2 = + ik pro x< 0 (26¢)
0(1.2 = +q pro x>0 ' (264)
Obecnéd resfeni rovnic (25) tudiZ jsou
\P(x) = A.eikx + B.e kKX pro x<0 . (27a)
P(x) = c.e®* + DX Prox>0 | (27b)
xae +/2mE y/2m(V_-E)
k = > 0 a q* ——2— >0 (27¢)
h ' h
. Zatim neurdené konstanty A C,D stanovime .z okrajovych podninek s které

" ndm vyplynou z obecnych poiadavkﬁ kladenych ns vlnové funkce(odat 1. 3.4).
~ V nadem pFipadd pouZi jeme tyto:

(1) \11_’_(_)_ musi byt vidady (tj. pro x (-0 +oO) konelnd; v reseni (27b)
pro x>0 musi tedy byt C = O , nebol jinak by pro x-—oo rostla WY (x)
nad vi3echny meze;

(1i) v bod¥& x=0 musi Fefeni (27a) spojit® navezovat i s igdorivnci na
¥eSent (27b). Vyjéd¥ime-li tyto podminky ( C ji% klademe rovno nule),
dostaneme rovnice:

A+B = D ( 2z rovnosti funkci v x = 0 ) (28a)

ix(A - B) =-qD ( £ rovnosti l.derivaci v x=0) (28b)

To jsou 2 rovnice pro 3 neznédmé. Urlime 2 nich pomé&ry

- | D 2k
B k-ia - ' (29)

Ak + iq A k + iq
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Redeni, kterd spliuje vSechny podminky, tedy je {revnice (27) vydslime—&
a dosedime z (29) ) - ' . '

goo =L [ 1-1VvgE-2 omikx |
. | - : } pro x<£0 (30a)
1+ 1Vv e -1
?(x) = 7 . ¢~IX ore x>0 om

Podive jme se hg vysledek z fyszikdlniho hlediska. Funkce (x) pro x <0

Je superpozici /vlny postupujici vpravo ( oikx) & vlny postupujici vlevo

( e__ ). V terminech kvantové mechaniky: vlnovéd funkce (30a) je
superpozici vlnové funkce pro stav s hybriosti P = ﬁk (Edstice poatupuje
vpravo) a vlnové funkce pro stav s hybnostf p = -hk (Zéstice postupuje
vlevo)*). Z odst. II.4.3 vime, ¥e kvadrdty absolutni hodnoty koefiecientd
u vinovych funkei v superpozici stavid jsou Um&rné (neni-1i funkce normali-
zovand) pravddpodobnosti nalezeni ¥dstice v pF{slusném stavu. V naZem
ptipad¥: ‘
ipx/ h : 1112 =1

-ipx/ ,"h

pro koeficient u e

1-1Yv /E -1 2
1+ 1YV /E - 1 -

pro koeficient u e

SkuteZnost, fe pravd2podobnoati jsou stejné, miZeme interpretovat tak, Ze
dstice prichédzela zleva, na potencidlovém valu se odrazila a se stejn¥
velkym, ale opa&nd namiFfenym, impulsem (celkovéd energie E = p2/2m,. se
nezm&nila) postupuje v oblasti x<O szprava doleva; dochdzi pFitom k Upl-
nému odrazu. Zevedeme-1i, analogicky k optice (srov. odst.2.2)
koeficient odrazu v “3'2 ' _ |
R = R - {(31)

'

| [Al2

Je v tomto p¥ipedd (tj. pro E<V ) R = i. =
K siskanym vysledkim dodejme je3t3 na vysv¥tlenou toto. PouZivané

vyroky jako: "vlna postupuje vpravo", "postupuje vlevo" apod. majf vlastind

plny smysl pro uplnou vlnovou funkei (18), tj.

4‘(x,t) = \[?(x).a"i'!:t'/h o, (32)
kde ¢(x) je funkce (30a).
) Tvrzeni by bylo zcela presné jen pro rovinnou vlnu eikx, Tesp. o-ih,

rozprostirajicf se od =~ o0
nabot vlinovéd funkce mé tento

do +00 . V nadem pFipad& je jen pf"iblizné,
tvar pouze v oblasti x< 0; takovou vinu

gziskéme jako superpozici vln s impulsy blizkymi uvedenym hodnotém p.
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Rovné% prostorové lokalizovany elektron, dopadajici na potenciélo%j val
a odré%ejici se od n&ho, by m&l byt reprezentovén lokalizovanym vlnovym
klubkem; poné&kud podrobn&ji se k takovému Fredeni vrdtime v odat. 2.6.
‘Reeni, které zde uvédime, je sice vzddlendjdl realitd¥, ale vysledky,
které ziskdme pomoci jednoduché matematiky, jsou v hlavnich rysech shodné;
miZeme se na né& divat jako na Fe¥eni pro tak &iroké vlinové klubko, Ze je
dobfe aproximovéno vlinovou funkef (27) (srov. II.4.2). ,
Podivejme se nyn{ do oblasti x>0, kde je vlinovd funkce déna vyra-
zem (30b). Vidime, %e i v této oblasti ~ z hlediska klasické mechaniky
zcela nedostupné - je nenulovd pravd&podobnost vyskytu ¥dstice. Amplituda
vlnové funkce ovdem exponencidlné klesd, takZe pravd&podobnost nalezeni
Edstice, ve vdt&ich vzddlenostech od potencidlového valu, bude prakticky
nulovéd, v souladu se z&vdry klasické mechaniky. Ziskené zdvidry pro obé
‘fblasti ilustruje obr.27a. ’

2
(@) Iyl () A g2
| \ - —p
X

0 X 0

Obr. 27. Hustota pravd&podobnosti vyskytu &dstice pro () E = VO/2 R
(b) E = ZVO . V3imn&te si oscilujiciho prib&hu v oblasti x <0, ktery neméd
analogii v klasické mechanice a je vysledkem superpozice dopadajici a

~ odra%ené vliny.

Prirozend miZfe veniknout my&Zlenka, zda vyskyt &éstice v oblasti
x>0 nenaru¥il zdékon zachovéni energie (z hlediska klasické mechaniky
by musela byt kinetickd energie zdpornd, aby nebyl narusen zékon zachové-
ni energie). UkdZeme, Ze tomu tak neni.

JestliZe realizujeme experiment, ktery ném prokdZe vyskyt Cdastice
v oblasti x> 0, potom Z4dstice jiZ nebude ve stavu s E¢:V0; mé¥eni{ polo~-
hy &4stice je nutn& doprovédzeno neurfitost{ v jej{ energii. Interval,
v n&m? je pravddpodobnoet vyskytu &éstice vyrazn® nenulovéd (pro x>0),
mé rozmér Fddovd q © .JestliZe tedy najdeme Zdstici vpravo od bodu x=0,
je lokalizovéna v oblasti Ax = q-l. To mé viak za nésledek neurditost
hybnosti Ap * h/Aax 2 hq @& tudi? neurfitost v kinetické energii
ghruba [(Ap)2/2m] > (‘hzq2 /2m) = V _-E. Kone&nd energie, kteréd je rovna

E + tato dodatednd kinetick4 energie(majici plvod v lokalizaci ¥dstice),
Je tudiZ tak‘velké, %e ji% nemlZeme tvrdit, %e celkové energie fédatice
Je men{ neZ V . Jinymi slovy: vime-li jist® , ¥e ¥dstice je vpravo od
x = 0, potom nemi¥eme ¥fci , Ze jeji energie je mend{ neZ V,.
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Céstice nemﬂ!e byt lokalizovédna v oblasti x »0 a souZasnd mit preané
urdenou energii E<v,

Nyni uvazme Jedtd Fedeni 'p‘ ro_limitng pfipad V =0 ; i kdyZ je to
pripad fyzikdln& neredlny, je vysledek jednoduchy a n&kdy pouzitelnj
Jjako p¥ijatelnd& aproximace.

JestliZe p#*i E pevném Vo~ o© , potom také q+o0o ; to mnmend, %e
hloubke proniku do oblasti x>0 jde k riule & z (30b) plyne, Ze také
emplituda proslé vlny \P(x) - 0. Pro limitnt p#ipad Vo0 tak dostaneme

(p(x) = oikx _ -ikx pro x<0 (33a)

f(x) = 0 _ pro x>0 7 (33b)

Prejdéme nyn{ k druhé alternatics:
(b) celkové energie ddstice E> Vo

Resenf rovnic (25) bude nynf mit jak pro x<0, tak i pro x> o,
oscilujici charakter :

y(x) =4 e + Be pro; x <0 (34a)

(x) ikax 4
Pi(x) =C e pro x > 0 (34b)

’\/2mE ' ‘\,2m(E - Vo)
k1'= ) > 0 a k2 = 5
Zde jsou na celé ose prijatelnd vidy ob& Fedeni, nebof jsou véady kone¥nd.
Kterd z nich pouZi jeme, zdle¥f na Pe3ené uUloze. Existuji dv¥ moinoati:
(1) Zdstice dopadé na potencidlovy val gleva; potom v oblasti x <O bude
existovat jak vlna dopadajici (A # _# 0), tek i vlna odratend (B ¥ 0),
ale ¥ _oblasti x>0 Jjen ylna poatupu,jici ypravo (ncné se jii na Sem
odréfet), tzn.

kde

> 0. (34c)

G0 , D=0
(i1) ¥dstice prichdz{ k valu ;p_x_'___a_; pro x >0 bude existovat vina dopada-
jlef ( D # 0 ) i odra%end ( C # 0), zatimco pro x <O jen vlna proslé
(postupuje vlevo), takie :
A=0 , B¥ 0 :
Véimnéme si bli%e jen pFipadu (i); pomdry koeficientd B/A a C/A (D=0)
urdime op&t z podminky spojitosti funkce a jejf 1. derivaco v bod¥ x = O.

ObdrZime .

"B .« k
— . 1" - L (35)
A k1 + k2 A kl + k2

& dosazenim do (34) (funkce d&lime A ¥ O)
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' ik.x k,y - k -ik,x
Pix) = 1+ L 2 71 ( x<0) (36a)
. kl + k2 :
2k ik.x
yu)- 1 e 2 ( x>0) (36b)

Vidime, %e i v tomto pripadé (E:>V°) dojde k ¥dstednému odrasu na poten-
cidlovém valu. Koeficient odrazu je op¥t dén vyrazem (31)

2 2
IBI Ikl"’gl

R = (371

a) 2 ley + k2|2f

Koeficient propustnosti (qnalogicky k optické definici) neni roven

| c)? /IM2 . Abychom ho ur&ili, musime zavést novy pojem.

Tok pravd&podobnosti

Jestli¥e se pravd&podobnost vyskytu &dstice v n&jakém ohranifenédm
objemu s &asem zmenduje (zv&t3uje), potom pravd&podobnost, Ze Zdstice
bude nalezens vn& tohoto objemu, se musi{ o stejnou hodnotu zvitsit(zmen-
&§it). Zachovéni pravd¥podobnosti vy¥skytu je nutnou podminkou nerozpor-
nosti pravd¥podobnostni interpretace vindvé funkce. Tuto podminku lze
aplnit, definujeme-1i vektor hustoty_ toku pravd&podobnosti 3: tak, aby
spolu 8 hustotou pravddpodobnosti (II.19) - e= ¢*ql - aplﬁdvallrovnici
(definieci "div" viz dod.E)

—bL + aivy = 0 (38)

ot

Tato rovnice je dob¥e znédmd jako rovnice kontinuity z hydrodynamiky a
elektrodynamiky; v prvnim pripad® vyjadfuje zékon zachovéni hmoty,
v druhém zdkon zachovéni néboje. . .

Vy jédfeni vektoru 3'pomociAv1nové funkce ziskéme z Zasové Schrodin-
gerovy rovnice (10). Pro jednoduchost to provedme pro jednorozmérny pifi-
pad; platf

2
2 d
ih _22_ E - _§__ ___g_ + vq, (39a)
ot 2m dx

a rovnice komplexn& sdruZend
* 2 - a2 ¢*
SPORL A L t + V¥ (39b)
ot 2m -4x

" 2leva ,
Vyndsobime-1i rovnici (39a) zleva ¢ a {(39b) spaa:t:Ak , rovnice odelte-
me a uvddomime si, %e platf{ identita
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2 2.1 % ' ‘
x 4°¢ a%y a w 4y ay®
*’ d:‘t5 W dx2 dx ( ‘I’ 4 \P dx )
dostaname .
dryy 4 " d.’; ag*
+ - =
ot dx [ 2mi ( ql \P dx )] ° (40)
V Jjednorozmérném pFipad# se redukuje ( j = (jx,.‘ly} jz) )
- b Jy 23 dJ d
div § = T byx + b: pouze na di , takZe

dostévéme, porovnénim (38) a (40), pro jednorozm¥rny p¥ipad hustotu
toku pravddpodobnosti :

(k|'* Ll - :;}1* ) o (aD)

Obdobnym zplisobem se pro trojrozmérny pripad ziskd yektor hustoty toku
pravd&podobnoati

*vi - uthI)*l) (42)

Aplikujme nyni ziskané vysledky na vlnovou funkei (34) v ni%¥ D=0;
doatanenme

hi ‘ '

= —2 Cm? o2 B2 pro x< 0 (43a)
m {
bk, 0

Jy = fcl pro x>0 ' (43b)
m .

Vyrazy maji jednoduchou fyzikélni interpretaci Jjestli%e podle de Broglie-
ho vztahu chépeme hkl/m = vy jeko rychlost &dstice v oblasti x<0 =
hx /m = v, jako rychlost pro x>0, potom (43a) lze povaZovat ze vysled-

ny tok v oblasti x<O a (43b) za tok vpravo od x=0 (obr.28)

V1|Elz kV(X) 'ch
¢ va ~ Obr.28.
At e e .
v lA Toky hustoty pravd¥podobnosti
' v mist¥ potencidlového valu(x=0)
5 > pro vlnovou funkei (34) (E>V,).
Pro staciondrni stavy (pFislud{ jim vlinové funkce (18)) je
_b.E_ s 0
ot
& rovnice kontinuity (38) se redukuje na
agiv j = 0 (44)

( v jednorozmdrném pripadd to jJe (dj/dx) = 0 ).
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Zavedene koeficient propustnoeti (podobn¥ jako v optice)

3 x, Ic|?
T = = —2 : (45)
3 ky 1Al ,

Jako pomér proéléhe ku dopadajicinu toku pravd&podobnosti. Po doaazeni
z (35) ‘ .k
P ow i : ‘ (46)

(k, + ky)?
Soufet koeficientu odrazivesti (37) a propustnoiti (46) musi byt roven lf
skuteln¥ (x ) - k )2 + 4Kk, . ‘ ,
R+T = 5 = 1 (47)
( k1 *ky) | :

Znovu zdlrazndme, %e odraz %éstice ( s E>V, ) v mist& prudké zminy
potencidlu ( zm¥na na vzddlenosti srovnatelné s de Broglieho vlnovou
délkou) je &isté& kvantové-mechanicky jev , podminény vlinovym charaskteresm
mikroZdstic. V klasické (Zdsticové) mechanice nikdy nenastane (srov.obr.
26b). Lze viak ukédzat, Ze p*i pozvolné zm¥né potencidlu (zm¥na na vzdé-
lenostech velkych ve srovndni s de Broglieho vlnovou délkou Sdstice)
je koeficient odrazu zanedbatelny, col je opét v souladu s principen
korespondence. ‘

Na zdvér odstavce jeﬁté k interpretaci huatoty tokg pravd&podob-
nosti. Formdlni{ shode rovnice (38) 8 rovniei kontinuity v hydrodynamice,
pochopiteln# navozuje my3lenku, chdpat j jeko huatotu toku &dstic.

Je oviem nutné vid&t, Ze yektor J neni begprostfedn¥ pristupny m¥feni,
tak jeko nap¥. hustota @ = ¢*¢ Bylo by napt. chybné interpretovat
3(? t) jeko stfedn{ hodnotu toku &dstic v bod& T v Sase t, nebof mireni
stfedni hodnoty toku v daném bod¥, pFedpoklédéd soutasné presné urdeni
soufadnice (polohy) a rychlosti (impulsu), co%,jek vime z ralaci neuréi-
tosti, nelze. Plesto Je véak %asto mo¥né, predeviim kdy% j zdvisd na
mélo nebo vibec ne, chépat j jako ‘tok; v té&chto pripadech Jjo toti! -
moZné urfit dostatednd presnd rychlost {hybnost), anif by se narusila
predstava o toku,’ | ' ' o o

2. 4) Potenciélové bariéra. Tunelovy jev

Prejdéme nyn{ k dloze, v niZ mé potcnciél skok ve dvoun bodoch'
uvaZovany prﬁbéh je na obr. 29. : '

MWixs obr. 29.
(b) E> Vo @——> roomrmmmsmnmmmmmees . Pravodhld potanciélové bariéra
\L., ’ - visky V, a #1F¥ky a. Dopadajiecf
@ E<XV,0—---}---mmmfpmmmmmme s ééstice gleva mé onersii: (a)
X . E<V, nebo (b) B>V, . :

(1) (2} -(3)
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Na zdklad& poznatkld z pfedchdzejiciho odstavee ( a 6ptick6 analogie v
0dst.2.2) je mo¥né FeSeni odhadnout: k Xdste&nému odrazu i prichodu bude
dochdzet jak v x=0, tak v x=a. Na rozdil od klasického Fedeni(srov.obr.
26), %éstice s celkovou energif E <V, bude mit nenulovou pravddpodobnost,
%e projde do oblasti na druhé strand bariéry. Skute&nost, Ze Edstice

8 celkovou energii{ E<V, , miZe proniknout do oblasti (x> a), kters Je
pro ni z hlediska klasické mechaniky nedostupné, se nazyvd tun elovy jev
(mluvi se té% o "tunelovéni" Zdstice). VyuZijeme-1i vyeledkd s predché-
zejliciho odstavce, miZeme formdlni feSeni Schrodingerovy rovnice provést
Ji¥ velmi rychle. Staciondrnf Schrodingerova rovnice pro oblasti (1) (3)
Je (viz (25))

a? P(x) 2m
-—?—2—- + 12 E y(x) = 0 pro x<0 a x>a , (48a)
x
a pro oblast baridry (2) je
?gtx)  om
7 4 —;-;2— (E - vo) \P(X) = 0 pro 0<{x<a (48b)

Budeme predpoklddat, Ze Zdstice prichdzf{ k bariéfe zleva (obr.29);
rozlisit musime op&t dva p¥{pady:

(a) celkovd energie E < Vo_‘(obr.29a)

‘Obecné Fedeni Schrédingerovy rovnice (485 Jje (srov.(27)):

Oblast:
(1) Yo (x) = 4 oKX 4 pgikx (x<0) (49a)
(2) Y (x) =Ce* + D em3x _ | (o<x<.)” C (49b)
(3) P3(x) = B oikE . p oikx (x> a) C49¢)
kde op&t o
kxﬁ;ﬁ >0 a q-—ﬂ;—lf—-E—)'>o o (49d)

Okrajové podminky:

(i) ProtoZe redenf (49b) pouiiaene jen v kone¥né oblasti xe(o,a), jasou
pro tato x ob& exponenty konelné, takie nenf{ divod n3kterou z nich vylu-
govat (jako jeme to ud#lali v piredch.odst.), tzn.,%e obecnd miZe byt

jak C # 0, tak 1 D # O,

(ii) pro &dstici prichézejici zleva miZe byt v oblasti (3) p uze prgélg
vlna postupujici vpravo; proto je tieba poloZit ' .
F=0 (50a)

(iii) v¥slednd vlinovd funkce mus{ byt spojitd i s 1.derivuc:( v bodech
x =0, x = a; podminka 344 4 rovnice




- T1 - ( 111 )

ay d
000 =y 5 —if . He (50b)
dx =0 dx x=0
4 a '
fote) = pia) 5 2l 1Y (50¢)
! dx xX=a dx x=a

Dosazenim do t&chto rovnic z (49) (pfiéemi Ji% F=0) dostaneme 4 rovnice
pro 5 neznémych: 4,B,C,D,E. MiZeme z nich jednoznadné& urdit poméry:
B/A, C/A, D/A, E/A. Eliminaci C/A, D/A dostaneme

-i(x% + q?) sinn(qa)

= 5 5 ' (51)
A 2kq cosh(qa) - i(k“ - q°) sinh(qa)
E 2kq o ike

= — (52)
A 2kq cosh{qa) - (k2 - q 2) sinh(qa)

Z (50) je koeficient odrazivosti (R i T je p¥i pevném V, funkel energie):

2 (k2 + 4%)2 sinh®(qa)

R(E) =|—
4 kzqzcoshz(qa) + (k2 - qz)asinhtha)

A

Koeficient propustnoati bude podle (45) (uvddomme si, %e v (45) k, = k=
= k ,nebot k pro x<0 Je rovno k pro x>aj; v optické analogii v odst.2.2
to odpovidd ¥ifeni dopadajici a pro#lé vliny (pro x> a) v prostredl se
stejnym indexem lomu)

(E) ’ E [ 4 k% ¢
1 a 4 x°q°cosh®(qa) + (k2 - q2)2sinh%(qa)
4E(V° - E)
=
' > 2 [5m (54)
4B(V, - B) + V2 sinn [{EE-(VO - E)a]
Vidime, Ze skuteln& plat{ R+ T =1, ‘ $2
Velice %asty je pfipad, kdy qa>1 , tj. (V,-E)> - ;
- ma

potom cosh{qa) # sinh(qa) # e3%/2 & koeficient propustnosti (54) Je
pribliind

2m(V -E ] (55)




( III ) -T2 -

(@) R by l¢l}

N

Fm s i e e e, e -

- \

0 0

Obr. 30. Huastota pravd&podobnosti vyskytu ¥dstice,prichdzejict k ba-
riéfe zleva,s energii E = V°/2 ; 81fka bariéry:(a) axl/2q,(b) a= 2/q .

Uve&ms si pro ilustraci nékolik piikladd tunelového Jjevu,

(1) Prdchod elektronu a protonu stejnou bariérou

Nechi elektron s energif E = 1eV dopadé na bariéru pedlo obr.29,
pfiem# V, = 2eV a 8{fka bariéry a = O,inm. Hodnota qa = 5,145, tak¥e
Je jedts dobfe moZné pouiit aproximaci (55). Vypo¥tete-1i si explicitnd
konstanty C,D v (49b), zjistite, %e g podminky qa®>1 vyplyvd [CI< D}
a vlinovd funkce (49b) mi¥e byt p¥ibli%n¥ psdna

P (x) * De* (0<x<a) (56)
Potom velilina o
1 h
—_—= ' _ (57)
q ‘V2m(V - E) '

je vzddlenost, na nil by se v oblasti bariéry (pro E<:V ) znenéila anpli~
tuda vlnové funkce e-krdt. ProtoZe pro né! elektron a bariéru je'

(q-l) ' = 0,194 nm (a=0 inm), bude amplituda (a-tedy i koeficient pro-

puatnosti T) za bariérou pomérn& velkd. Dosazenim #iselnych hodnot do

 (54) dostaneme-

: Ty = 0,777 |
;2'Blediaka klasické mechaniky elektron nemohl vibec baridérou projit,

" zatimco kvantov&-mechanické Fesent ukazuje, 2e gshruba v osmi gz deseti

ptipadd projde. | _ '

Jestlize na tuté! bariéru bude dopadat proton s energii leV, bude pro

néj (q prot = 0, 0046 nm a koeficient propuatnosti '

T + 4.10°1

prot
Pro mnohem t3%3{ proton Jje tedy pravd&podobnost prichodu bariérou saned-

batelnd.
(ii) ot-rozpad Jédra

Je znémo, %e nikterd jddra mohou emitovat ct-ééatiec; tato skutel-
nost miZe byt kvalitativn& objasnéna pomoci tunelového jevu. Teorie
o<-rozpadu vychdz{ z predstavy, Ze X-%d4stice jsou v jddle drZeny ohrom-
nymi pritaZlivymi silami (podobnymi tém, které zajisfujl vasbu protond
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& neutrond), jejich% dosah je v3ak tak maly, %e jejich vliv na o«-&dstiei,
. kterd je vn& jédra, lze zcela zanedbat. ProtoZe (~%4stice a jédro ﬁédiw
kladny nédboj, budou se elektrostaticky odpuzovat, jestliZe o -Z&stice
bude vné jédra; naopak, v jédie Jje (ve srovnéni ge zmindnymi prita¥li-
vymi silemi) vliv elektrostatického odpuzovédni zanedbatelny. Schematicky

Je prib&h potencidlu obojich sil znézorndn na obr.31.

s
Viry coulombovské
odpudivé sily
Ve L Obr. 31.
Eqt--os - fees Do { r _ Schematické zndzorn&ni potencidlu,
i : - v ném¥ se nachdzi (-Edstice v jddre
e e r . .
bariéra a vné jddra. Potencidl predpoklddéme
sféric symetricky,tj. zédvisly pou-
pritazlivé v ey Yotd. zévisly pou
~ s{ly ze na yzdélenosti b o o(-éégtice od
Jédra. E je energie o -%dstice v
jéad¥e. .

Predpoklédde jme, %e o(-¥dstice se mi%e uvnitd Jjédra pohybovat vice
nebo mén& voln¥ ve vi3ech sm&rech; je znémo, Ze rychlost tohoto pohybu
Jje rddové 107m/sm Proto%e t&%k4 radiosktivni j4dra ( jako napt. jédro U )
maji polom&r rédové 10'14m, znamend to, Ze o -%dstice "narézi" na ba-
riéru asi 1021-krét za viefinu; pFitom pokaZdé je pravd&podobnost, #e
bariérou projde,rovna koeficientu propustnosti T (55). Pravdépodobnost,
%e za 1s vyletf z jddra je tudiz

. p & 1021 T s-l :
Stredni doba Zivota jddre ¢ je nepfimo Umdrnd P, tj. T = }0"21/ T s.
K vypodtu T je nutné znét (VO~E) @ 8ifku beriéry a. Redlnéd bariéra md
oviem tvar znadnd odli%ny od pravodhlé bariéry na obr,.29. Vyrazv(Sﬁ)
proto miZeme pouZit jen pro ¥ddovy odhad T. Pro j4dro uranu Je

(V, = E)* 12 MeV a stredni 8ifka baridry okolo 3.10 ' 4m; hmotnost

o -%dstice jJe 6,4.10'27kg, tekZ%e exponent v.({55) '

2a
5 VZm(Vo - E) ? 90

Vzhledem k o 20 miZeme v (55) poloZit koeficient u exponenty roven 1,
takZe

T = 10721,690 & 1018 5 & 3.10%0ka.

Vezmeme-1i -nap# 4g uranu, obsshuje tento vzorek asi 1022 jader a polet
emitovanych o -&4stic za vterinu bude Pddove 104, cof Je. ji% dobfe
registrovatelny podet. .

Je jasné, Ze kosficient propustnosti T siln& z4vis{ na piFeanych
hodnotéch(vl- EL &, nebot ‘vystupujf v exponentu; rovn&Z pribsh potenciif
lu V(r) mé na T velky vliv. Neni proto prekvapujici, Ze experimentdln#
zjistované hodnoty T, le%{ pro rizné jédra ve velmi Zirokém intervaluf[6].
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(iii) Dva kovy odd&lené izoldtorem

Pouze informativn® se zminime o tunelovém jevu v oblasti fyziky
pevnych létek. JestliZe . odd&lime dva kovy tenkou dielektrickou vratvou
( s tlousfkou F4dov& 10nm ) a priloZime na kovové elektrody napiti(obr.

'32), miZeme registrovat proud prochdzejici obvodem. Izoldtor funguje

(5)
[ N\ Obr. 32.

i kov . L Prichod vodivostnich elektrond od
%10nm| -izoldtor % 6/5 Jjedné kovové elektrody k druhé, tune-
¥ Xov T lovédnim pfes potencidlovou bariéru,

& T vytvorenou vrstviZkou izoldtoru.

Jjako potencidlovd bariéra a to co zaznamend galvanomér G zalfazeny do
okruhu, Jje skuten¥ proud elektrond, které tunelovaly pres izolétor.
Ze zévislosti prochdzejiciho proudu na priloZeném nap&ti je moZné se
mnoho dozv&ddt o stavech elektrond v kovech. '

Zbyv4 ndm nyni v8imnout si piipadu, kdy ‘
(b) celkovd energie &dstice dopadajici na baridru je E>V°____(obr.291>)

V fedeni Séhradingerovy rovnice (48) se zmdni jen vinové funkce
Y, (x) (49b) na .

S ?Z(x) = C ei“x + D e-'iacx' (0L x &) (58a)
kde Afem(E - V)
®X = ———fgﬂ-—-g— = iq (58b)

Okra jové podminky zdstanou nezm¥n¥né, tak jak byly uvedeny “za funkcemi
(49). Mdme-11 v8ak ji¥ provedeno FesSeni rovnic (50) pro E<V° y Je zby-
te?néd ho provddit znovu; vyuZijeme-1i relaci (58b) a porovnéme funkce
(58&); (49b), vidime, %e sta%f ve vysledeich zam¥nit q za (-iat).
Pro koeficient odrazu tak z (53) dostaneme (viz dod.A)
(k2 - %) 2sin(aa) | :
R(E) = ‘ (59)
k2 %2 + (x% - 2%)%sin%(% a) |

a pro koeficlent propustnosti z (54)

4k2 ‘3(.2

T(E) = =
4k2 gc2+ (k2 - aez)zsina(ac a)

E(E - V) ’
. 4E( o (60)

4E(E - V) + Vgsinz(\{i; (E-V,)e)




- 75 - ( II1T )

Zdvislost T na &1¥ce beriéry a (pro dané E) je na obr.33; maximélni
hodnoty T = 1 nabfvéd v bodech a = nw/2 (n=0,1,2,...). Analogickd
situace nastdvéd v optice u Fabryho-Perotova interferometru; rezonance

( k@2 T = 1 ) se objevuji tehdy, kdy% a = nA/2 ( ) je vinové délka

v oblasti O <x<a; zde 2¢= 2o /A ). Sledujeme-1i 3{¥enf{ vinového klubka

1 1

Obr. 33.
Zdvislost koeficientu propust-
LE(E- V) noati T na ¥{fce bariery a,pfi
LE(E-\+V2 a E=1,1V, .
0 T T »
0 nfae 2n[ae

(zplisobem o n¥m#% bude zminka v odst. 2.6) prea bariéru, uké¥e se, Ze

pfi splnéni rezonan®ni{ podminky, zistdvd klubko pom&rn& dlouho v oblasti

0<x<aj; v kvantové mechanice se tento jev nazyvd rezonanini rozptyl.
Zévérem si je3td uve&me zdvislost koeficientu propustnosti T na

poméru E/V (pro pevné v, a? ) (obr.34).

1-
Obr.34.

Zévislost koeficientu propustnosti
T na E/V, pro V,a® = 40h%/2n a

O0<E € 4Vo .

Z.5) Potencidlovd jéma. Vdzané a volné stavy. Parita

V dlohéch, které jsme dosud reZili, mohla celkové energie Zdstice
E mft libovolnou hodnotu. MiZeme na n& pohliZfet jako na model rozptylu
Edstice v n¥jakém potencidlovém poli; &dstici, kterd do oblasti prom¥n-
ného potenciélu prichdzi, miZfeme ud2lit libovolnou energii. Potencisl,
ktery jsme zatim uvaZovali, pFitom odpovidal odpudivym silédém (Ze tomu
tak je, rozvaite nap¥. na potencidlni energii elektrostatického plsobent
mezi dv&ma néboji).

gygi si v3imneme jest¥ uUlohy, které bude modelovat pFitaZlivé
silové plsobeni. Uvidime, %e v tomto pFipad® se pro E <O miZe objevit
novy typ Fefeni - diskretni (jen pro uréité E) védzané stavy v oplasti

zmén&ného potencidlu.
Prib&h potencidlni energie V(x), ktery nyni budeme studovat,’ je

na obr. 35.
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) Voo
-al2 al? X
Obr. 35.
Pravodhld potencidlovéd jdma
v hloubky Vo (V°>'0) a 31Fky a.
A .
— (N 2) ———(3)

Rozli8it musime op&t 2 pripady.

(a).Celkovﬁ energlie &dstice -V0<1E-<0

Klasickd ¥dstice by mohla mit libovolnou hodnotu Ee[-V_,0]. Loka-
lizovand by byla presn& v oblasti xe(-a/2,a/2); pohybovala by se zde
voln#, pouze na "stdndch" v x = + &/2 by se prufnd odrdZela.

Kvantov&-mechanické ¥e3eni vychéz{ op&t ze staciondrni Schrodinge-
rovy rovnice (20). Pro oblasti (1)-(3) (podle obr.35) bude mit tvar:

2
V(1) a(3: Y

2 R
" - @ p(x) = 0 (Ix)1> 8/2) (6la)
2
v (2): d"(x) kz\P(x) = 0 (ix1 < a/2) (61b)
2
dx

kde pro -V < E<0 (tj. E<O, vo>"o)

P = —""——Z::E ’ k = l———'——"——-am(:o‘*E) (62)

Obecnd Fefieni v jednotlivych oblastech Jjsou:

(1): ' P (x) = A ePX 4 B e PX (x ¢ -a/2) (63a)
(2): Pox) = € KX 4 p o7ikx (1x1 < a/2) - (63b)
(3: Py =EeP* + F o P ( x> a/2) (63c)

Konstanty A,...,F urfime op&t z hrani¥nich podminek pro x — + coO
a pro x = + a/2 . Predn&: v oblasti (1) je neptijatelné Fedeni A’e_ﬁ)x,
nebof pro x -» -oo diverguje; musi proto byt
B=20;
ze stejného divodu je pro x > a/2 nep¥ijatelné PesSeni ~ e P X | takie

musime poloZit

E=0. .
Pro zbyvajifci 4 konstanty - A,C,D,F - ném okrajové podminky v x=+ a/2 :
4 4 ¥y
dx x=-a/2 9% x=-a/2
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. d d
dx ng/z dx x:a/a

dajf 4 homogenni rovnice. Ty budou mit netrividlni FeSeni (trividlnim
Fedenim se rozum{ A=C=D=F=0, které nés nezajimé) pouze pro nékterd
hodnoty_energie E ( pro ty, pro n%% bude determinant soustavy roven
nule). Jestlie se v3ak (misto bezhlavého vypsdni a Fedenf rovnic (64))
nad problémem trochu zamyslime, dojdeme k z4véru, Ze misto ¥ty# rovnic
(64), ném stadi res8it pouze soustavu 2 rovnic. UkdZeme si nyni, jsk se
8 vyhodou d4 p¥i Predenf vyufit symetrie V(x).

Parita

Ne nadermo jsme volili polohu jémy v intervaluxe( -a/2, a/2).
ProtoZe na celé ose x ( od - o0 do +00) se jiZ 24dné jiné zméne poten-
ci4lni energie nepredpoklsdd, je poloha jémy.z fyzikdlniho hlediska.
lhostejnd. Z matematického hlediska je viak p#ijatd volba v§hodnd,nebot
potencidlni energie V(x) Jje nyn{ symetrickéd vzhledem k x = 0, tj.platt

Vix) = V(-x) , (65).

I kdyZ nédsledujici vysledek (67) je mo2né ziskat striktn& matematicky,
omezIime se na jeho ziskdni z hlediska fyzikdln{ interpretace funkce yix).
Plat{-1i (65), potom neni %4dny ddved k tomu, aby pravddpodobnost vys-
kytu %dstice v n&jakém bod¥ x byla jind .ne% v bodd (-x) (vime Ji%, Ze
pravd&podobnost vyskytu je urfovédna prévé potencidlem V); mugi tedy
platit

912 = 1g(=x)1 2 . (66)
a odtud pro samotnou vlnovou funkei
YO =P (-x) | (67)

Hledand funkce (x) musi byt tedy sudd (s +) nebo lichd (s -). Budeme
Fikat, %e parita vlnové funkce je_+1 {pro +) nebo -1 (pro -).

V8imn&me si nyni{ z tohoto hlediska funkec{ (63) (s tim, %e B=E=0Q):
(i) Vyslednd vlnové funkce P(x) ( po "sediti"™ v x=+ a/2) mé paritu +1:

Aby tomu tak bylo, musi platit:

Pp(-x) = Y5(x) pro Ix|> a/2 (68)

\fa(—x) = ¢y(x) pro ix}<a/2
Po dosazeni z (63)

A e PX = F " PX pro }x}> a/2

-ikx + D élkx ikx

Ce =Ce + D pro |x| < &/2

0dtud plyne, Ze
A = F a C = D | (70)
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(1i) vyslednd vlinovéd funkce ¢(x) md paritu -1 : N
V rovnicich (68) vyndsobime Jednu stranu (-1) a obdoba rovnic (69) pak
Je : |

. Ae PX = _p o~ PX (Ixl > a/2)
_ 1
C e ikx + D eikx = - aikx - D e-ikx (1xi < a/2) (71)
Odtud . , '
A = -F a C = =D (72)

Z (63) nyni dostaneme Fedeni:

(i) s paritou +1 ' (ii) s_paritou -1
P57 0x) = 4, o O 94N = &_ o P
Lf’é”(x) = C, cos(kx) tPé')(x) = C_ ain(kx’ ' (713)
¢ (x) = 4, & PX. P x) = oa_ 070X

kde A, = A_ = A, C,_=2C, C_=2iC .

V obou pripadech ndm zlstédvajl k urfenf{ pouze dvd konstanty:
A,,C, nebo A_,C_ . Pro jejich vypo¥et ném sta¥i bud (64a) nebo (64b);
zbyvajici dvojice rovnic je ekvivalentni pou%ité dvojiei. '

2 (64a) dostaneme

(i) pro funkce s paritou +1 rovnice

A e Pas2  _ C, cos(ka/2) = 0
(74)

A4 e 2 _ ¢ x sin(xa/2)= 0

Aby rovnice m¥ly netrividlnf Fedenf, mus{ byt determinant soustavy
roven nule : : '

e-0/2 -?coa(ka/z) |
o - = 0 = (75)
D|q e pa/2 - £ “sin(ka/2)
Po rozvedeni a kréceni exp(-¢@a/2), dostaneme rovnici
' ka , : _
k tg = ? (76)
2 -

Jak k, tek i © , zdvisi na E, takZe (76) predstavuje transcendentnt
rovnieci pro urZeni moZnych hodnot celkové energie Edstice v jém¥, ve
stavech s paritou +1.

Naprosto stejnym zpisobem dostaneme

‘(ii) pro funkce s paritou -1

rovnici k urleni moZnych hodnot energie E

k
2 . -p n

k cotg
2
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Do#1i jsme tedy k zévéru, Xe Zdstice vé:ané v oblasti potencidlové jémy
mi%e byt jen v ur&itych stacionérnich vézanych stavech, jim¥ p¥islusif
celkové energie, které ‘jsou resenim (76) nebo (77); pro jiné hodnoty
celkové energie E <0 , nelze najit takové Feseni Schrodingerovy rov-
nice, které by v celém intervelu  xe (-o0,+ o0 ) splnovalo podminky
uvedend v odst. IX.3,4..

Redent rovnic (76),(77) je moiné provést numerieky na poéitaéi
nebo, nédzorndji, graficky nap#. takto: poloiime y = ka/2 a z =QPa/2,
Potom rovnice (76) mé tvar y.tgy= %, prifem?

s o matV

O+t o — .
2:h ,

Protole veliliny y,z mohou nabyvat pouze kladnych hodnot, budou hodnoty
energie urfeny prisefiky k¥ivky z = y.tgy e &ésti kruinice s polo-

miérem (mazvo/2.ﬁ2)1/2 , kterd le¥i v l.xvedrantu. Obdobn¥ Pedeni (77)
bude déno priseliky kifivky £ = -y cotg y s touf Zédsti kruifnice.. |
Priklady t&chto grafickjch reseni jsou v obr. 36. Vlinové funkce a hus-
toty pravdépodobnouti v¥skytu &dstice pro dva mo¥né atavy v jémE

s V.a 2 =g8.h%/2m jsou v obr. 37..

. z--y Cdt’

Obr.‘36. Grafické Feeni rovnice (a) (76) , () (77). Krulnice J-ou

pro Vv, a2 = 2 h%/m , 4(2 h%/m) a 12(2 H%/m) . Pro ne jni%si hodnotu v, a’
existuje jediny stev s paritou +1, pro Vogz =8 ha[m jeden stav
s paritou +1 a Jeden s paritou -1 a kone&né pro‘voa2 = 24 hz/m'

existuji jiZ dva astavy s paritou +1 a jeden s paritou -1l. Je zfejmé, Ze
pr*i zadené hmotnosti ¥dstice m, zdvis{ po¥et moZnych vdzanych stavd
v jémé na parametrech jémy prostfednictvim souZinu Voaz.
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(a) | fb)
|
' 1
; i !
! ! 7 i
r } B . |
g Q X )
7 / 12 | o
~ /. i ———*’*)’<;;~‘\\\*£ﬁ:L.
| ! —t Tl
N ! * -
I 1 ' L=t
obr. 37. Dva mo2né stavy v jém& pro ni2 V°a2 = 8 hz/m (srov.qpr.36);

(a) vlnové funkce ¥y pro stav s energii E, (paritou +1) a ¢, pro

stav 8 energii E, (parita -1). Pro elektron v jém¥ E{fky O,2nm je
Vo = 15,24 eV, E) = -11,2 oV & E, = -1,56 eV. (b) hustoty pravd&podob-

nosti vyskytu &dstice ve astavech ¥y s \fé. Osa x pro kresleni |qﬂ2

Je poaunuta do V.= - E,, resp. V = - E, . V (a) i (b) je mé¥itko pro vy,
reep.lql » libovolné, pomdry amplitud obou funkci jsou vBak sprévné

( za pfsdpokladu, %o Ql, ?2 jsou normalizované ).

Jednoduché FreSenf{ ziskéme v nekoneZn¥ hluboké jém&, tj. pro
Y,.> o> . Je to sice pfipad fyzikdln& neredlny, ale ¥asto miZe - (prede~

v8im pro nejni%8{ stavy v hluboké jém&) poslouZit jako dobré aproximace.
Aby bylo mo2né zfeteln& provést limitni pFechod, je vhodn&j3i Mlohu 7
pteformulovat (posunout hladinu jiZ pripisujeme nulovou energii) tak,fe

V(x) = 0 pro |x|<ea/2 a V{x)—>0c0 pro Ix1>a/2 (78)
Vinovd funkce ¢(x) pak musi byt rovna nule vn& jémy (srov.odst. 2.3),tJ
' Plx) = 0  pro |xI3 a/2 . (79a)
Uvnitt jémy bude Fedenim opdt (63b) s tim, %e nyni

Vsz
h
dvahy o parits teéeni zistdvajl v platnosti, takZe dostévéme dvé poslou-

pnosti funked{:

a E>O (80)

k=

s paritou +1 ; ?kx) = A cos(kx) | (8la)
s paritou -1 : P(x) = B sin(kx) _ (81b)
ptidem? musi pro ob¥ platit okrajové podminky
P(-a/2) =0 , ¢(a/2) = 0 (82)
Ty je mo%né splnit pro sudd FeSeni (8la) Jjen pro urdité hodnoty k a to‘
k = X n pro n = 1,3,5,... (830):

n a
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& pro lichdé rfeSeni (8lb) jsou to naopak hodnoty

T .
kn = T n prO n= 2’4,6,-00 ) . (83b)

Dostdvéme tak poqlbupnost normelizovanych vlnovyech funkei

(x) _/ ﬂ-%u cos(n-%—x) pron = 1,3,5,...

2 . b
WJ—;— nln(n~;—x) pron ® 2,4,6,.4.

(79v)

Pn

prifem¥ Xdstice ve stavu s kvantovym &islem n (vlnovou funkci ? (x) )
md energii, kterou dostaneme z (80) a (83),

2 x2
w® h son?  (nx1,2,3,...). ¢79¢)
72 m A .

En =

Véimn&me si, %e nejni%8f{ moZnd energie Ey Je v souladu s relac{ neur&i-
tosti; protoZe neurditost stanoveni soutadnice je rédov& a, bude neur-
&itost v impulsu Fédu ( h/2 ) & minimdin{ kinetickd (a zde i celkovd)
energie tedy je fddovd $2/ma?, ‘
Kdy? jsme takto dofesili p¥ipad E:e(—Vo,O) , m31i bychom prejit
k alternativé _E>O. Tuto dlohu v8ak jiZ méme vyredenu v odst.2.4b
{situace E>V°). Stadi jen ve vyraz‘u (58b) pro % zaménit v, za (-Vo);
v8echny ostatni dvahy o koeficientech R a T jiZ zlstanou v platnosti.
Géstice, kterd md celkovou energii E vét3{ ne? je hloubka jémy
( E-V, > 0), Jji% mi%e mi{t libovolnou energii E. P¥i prichodu oblasti
Jjémy (pfltaélivého potencidlu) se bude rozptylovat (urfeno R a T),
nedojde visk k trvalé lokalizaci (zachyceni) v oblasti potencidlové
jémy, tj. pro E> O neexistuji vdzané stavy

2.6) Vlinové klubko v oblasti zm&ny potencidlu

JiZ jsme se zminili, Z%e TeZeni, nalezend v predchézejicich odstav-
cich (vyjma vézanych stavd v jém&), neodpovidajf{ p¥{lis dobie fyzikdinf{
realit®., Staciondrni FeZeni, kterd jsme nachdzeli (dopadajici, odraZené
a pro&lé viny) byly periodické funkce "protaZené do + <0 nebo -0 .

Tyto funkce nemohly predstavovat fyzikdln¥& redlny stav u% proto, Ze

ne jsou kvadraticky integrovatelné (viz odst.II.3.2 a II1.3.4). Linedrni
superpozici z nich v3ak miZ¥eme vytvorit vlnové klubko (odst.II.5),kteréd"
ji% tyto nedostatky nemd. Navic, protole vlnové klubko je vytvolreno
superpozici Zmindnych staciondrnich stavl, je pom¥rn& snadné zjistit
jeho ¥asovy vyvoj: stedi vyndsobit kaZdy z koeficientd v rozvoji &lenem
exp(—iEt/'h) (srov.odst.l.3). Jednoduché je ovdem jen sledovdni evoluce
klubka v oblasti konstantniho potencidlu (odst.II.5.3). Chceme-1i ho
sledovat p¥i prichodu oblastmi v nichZ se potencidl méni, Jje jeho vyvoj
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dén redenim fasové Schrodingerovy rovnice (10). Nalezen{ Fredeni v ana-
lytickém tvaru, pro libovolny éaéovy okem?ik, neni mo¥né ani v t&ch
ptipadech, kterymi jsme se prévé'zaijali. Z24stavé pak jen moZnost
numerického Feden{ Schrodingerovy rovnice na po¥ftadi. Nebudeme se
. touto problematikou zabjvat, pouze uvedeme ji%¥ mnohokrét pretiskované
vysledky takovych vypo¥td z préce: Goldberg A. et al.: Computer-Generea-
ted Motion Pictures of One-Dimensionsl Quantum Mechanical Transmision
and Reflection Phenomena, Am.J.Phys. 35(1967)177.

V¥chozim atavem je zde gaussovské vlinové klubko (odst.II.5) -
- ¢(x;0) - postupujici vpravo, smdrem k potencidlové bariére nabo Jém¥;
d1181 obrézky jsou "expozicemi® klubke v ridznjch Zasovych intervalech
(%as je uveden vpravo nahofe). St¥edni hodnota energie (klubko jé super-
pozicl staciondrnich stavi s riznou energif) Xdstice reprezentovéné
vlnovym klubkem, je uvedena u obrézkd. Prudké oscilace v n¥kterych
obrédzcich jesou vysledkem interference dopadajfci a odraZené vlny.

520 640 680

I

Obr. 38. Rozptyl gaussovského klubka na pravoudhlé potencidlové
Jém& hloubky V, (Vo> 0). Stredni hodnota energie Xdstice je E = V°/2.
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Obr. 39.

( I11)

Toté% jako v obr. 38 , jen
st¥edni hodnota energie

E= Vo

Obr. 40.

Toté% jako v  obr. 38, jeh
stfedni hodnota energie

E= 2V°
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Obr. 41.

Rozptyl gaussovakého klubka
na praquhlé bariéfe vyéky Vo
Stredni hodnots energie Zds-
tice je E=V /2 . «

' obr. 42(s).

‘Toté% co v obr. 41, Jen
stfedni hodnota energie

B = V .

Véimnéte si rezonanéniho
jevu:ééet hustoty pravdépodob-
'nosti je dlouho lokalizovéna
v oblasti bariéry.




Obr. 42(b). Detail poklesu rezonan&niho
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stavu z obr. 42(a).
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Obr. 43. Toté% co v obr.41 , jen stredni hodnota energie tdstice

j‘eE=2V°-
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IV. UVOD DO FORMALISMU KVANTOVE MECHANIKY

V této kapitole zformulujeme zdkladni{ postuldty soulasné nerelati-
vistické kvantové teorie &dstic. Uvidime, 2e vysledky ziskané v plredché- .
- zejicich kapitoléch Jsou pouze specidlnimi pFipady tohoto obecného for-
‘malismu kvantové mechaniky. Protofe matematicky aparét, ktery je pritom

pouivédn, nemus{ byt zcela bdiny, je prvni ¥dst kapitoly vdnovéna defini-
¢i nutnych zékladnich matematickych pojmd a dikazu n¥kolika uZiteZnych
vét. Podstatnd ¥dst odst.l tedy miZ%e byt chédpédna jako vykladovy slovnik
pojmd, které budeme v daldim potfebovat. I kdy% by tato Zést z hlediska
matematické korektnosti jist# neobetdla pred zrsky matematického puristy,
doufém Ze Jenatolik presnd, aby nedovolovala naprosto scestné vjklady.
T ¥V druhém odstavei jsou lakonicky (opat¥eny jen n&kolika poznémkami |
& drobnymi koment&Fi) uvedeny zdkladni postuldty souasné kvantové mecha-
niky. Pochopeni predchézejicich t¥{ kapitol,by se m¥lo prévé zde projevit
v tom, Ze tyto postulédty nebudou pro vés naprosto nefekanym prekvapenim.
V tretim odstavei jsou pek odvozeny ndkteré obecné disledky plynou-
cl z postuldtld, ufite¥né pifi Fedeni vE&tdiny konkrétnich problémi. -

Je t¥eba si jasn¥ uvddomit, Ze tato kapitola obsahuje (i kdyZ ve

zjednoduéené form&) podstatnou &4st toho, na %em stoji souasnd nerela-

tivistickd kvantovd mechanika ¥éstic. Podstatnd &4st toho,co bude uvedeno
nésleduaicich kapitoldch (predeviim v II.d{lu skripta), Je jen aplikact.

obsahu této kapitoly na FeSeni konkrétnich dloh. : :

1. Matematicky apardt | : .
 — - s

1.1) Prostor vlnovych funkei

Oznaime ¥ mnoZinu viech vlnovjch funkef, které odpovidajt moinym
stavim S4stice s hmotnost{ m. JestliZe do této mnoZiny zatadime i funkci
kterd je pro véechna ¥ a t rovna nule, potom mé ¥ nédsledujici vlastnonti.

(a) je-1li ()"1 a \Pa e F , potom téZ ( Yy * ‘,/2) ¢ F . .
(b) je-1i 116 F ac libqvolné komplexni &1islo, potom také (1)
cpe F -

Podle principu euperpozice, ktery jsme p#ijeli, p¥isludi funkece

p o=y e,

kde €1:¢5 jsou libovolnd komplexni &isla a
Pl' ¥, vlnové funkece moinjch stavi,

také moZnému stavu, takie \bé ?’ .
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MnoZinu g:ngzvene prostorem vlnovych funkef. I kdy% jsme pro uréi-
toat uvaZovali funkce pro jednu Bdatici, je zFejmé, Je toté 1ze opakovat

pro mno%inu funkecf prislulejlcich moZnym stavim libovolné kvantové sous-
tavy.
Upozornény:
Z prévd uvedeného divodu, nebudeme v nésledujicich udvahdch vypisovat
explicitnd nezévisle prom&nné, na nich% funkce zdvisi; v integrdlech
z t¥chto funkci 8e bude integrace provdddt pres v8echny nezédvisle pro-
ménné ( nikoliv pfes tas t, ktery ve vlnové funkei vystupuje jako para-
metr 1) a pokud nebudou uvedeny integredni meze, rozumi{ se integrace
pFes cely defini&ni obor promé&nnych. c

Mno%ina ¥ nmé vBechny charakteristické vlasstnosti abstraktnich
linedrnich vektorovych prostory, znémych z dvodniho kursu algebry (viz
té% dod.B). Prostor vlnovyeh funkei ?‘ae proto mo%né povaZovat za jednu
¢ konkrétnich p reprezentaci n&jakého abstraktniho linedrntho vektorového
prostoru, _JehoZ vektory reprezentuji mo2né stavy soustavy. Podrobndjs{
rozbor tohoto pristupu je v odst. 1.4. Do té doby se omezime jen na
reprezentaci téchto vektord pomoci vlinovych funkeif ¢ Uvidime v&ak, %e
to, co budeme déle o prostoru. ‘5" a funkcich(vektorech) qie‘}" f1kat, mé
analogii nap#. i v béiném trojrozmérném redlném vektorovém prostoru
(mno%in¥ vdech vektord v redlném 3-rozmérném prostoru), Vektorovy prostor,
ktery potfebujeme pro reprezentacl stavl kvantové soustavy, Jje jeho zobee-
ndnim: mus{ byt pFfpadnd i nekone%né dimenze a soufadnice jeho vektord
v n&jaké bdzi (soukadné soustavd) mohou byt komplexnim; éisly. Zavedme si
nyn{ n&které zdkladni pojmy.

Linedrné nezdvislé runkce

Funkce ¢1, vz,..., ¢n € 97 se nazjvaai 1in érné nezév1alé, jestli~
fe rovnici . _
lze splnit jen s ¢, = Gy = oo e, =0, : ' ’

JestliZe v prostoru ¥ lze nalézt . n linedrn& nezdvislych funkei, nikoli
v8ak (n+l) linedrn& nezévislych funkef, potom ¥{kéme, %e prostor ¥ Jje
p-rozm¥rny. Je-1i mo¥né v ¥ najft libovolny poZet linedrns nezévislyjch

funkcf{, potom ¥ je prostor nekoneéng dimenze,

Skaldrni sou¥in
‘Skaldrni{ sou¥in dvou funkc:{ ye ¥ t}'e?' ,je komplexni 51310, které
budeme (podle Diraca) znadit (qlty>_a definovat takto:

pry> - jcp*qjd'r'

(integruje se pres cely defini¥ni obor nezévisle' prom¥nnych). -

(3)
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Pro takto definovany skaldrn{ sou&in platf:

P> = <hig>" (4a)

{pley ¥y + ep §> = eyl + ey lplgpd )

Cygy*epfal 9> = egfulgd + 321 ¢> (4c)
(kfltf} >0 “- reélné &islo, rovné nule Jen pro. \.P -.'=. 0 , (44)

Viraz {f1y) je ném ji¥ znémd norma (II.20). <
JestliZe pro dvé& nenulové funkce l{)é? l})erf je o

L9l¢> =0 , ' - {5)
rikéme, Ze funkce Jjsou ortogondini. ‘

V n-rozmérném prostoru ¥ miZeme vZdycky vybrat n linedrn® nezdvislych

funkef (vektorid)
ule? ,uze‘}' ,...,uné?

pro n&% platd
< ui ‘ u. > = S

(6)
Tento soubor { } miZeme pouZit jako ortonormdlni b4zi v prostoru F a
libovolnou funkei q/e % pak psét (rozlo%it v bézi {ui} )

q)=c11+022 cee t e U | D

kde c; (i=1,2,...,n) jeou komplexni &isla, kterd budeme nazyvat sourad-
nicenn funkce (vektoru) lp v bédzi -{u } . '

Abychom pro danou funkei § a bazi {u;} ur¥ili soufadnice ¢y, Vynésobme
(7) zleva u; a integrujme pres celou defini¥ni oblast prom¥nnych; jing-
mi slovy: udélejme skalérni soudin levé i pravé strany (7) s funkei uy 3

' =0 =1 =0
Proto%e plati (6), zistdvd na pravé strané nenulovy jen &len 8 <uil u{) =]
a ’ .
. *
c; =<ui|\l{'> =J‘uill) at (8)
V dané bézi {u} urduje soubor sbufadnie ey (i=1,2,...) jednozna&n¥

funkei 4) + Stav soustavy miZe byt tedy ur&en bu& zadénim LP nebo mnoZinou
souradniec, které mdZeme zapsat jako sloupcovy vektod

(9)

o}

N/
Jestli%e si zndzornime situaci v 3-rozm&rném rediném vektorovém prostoru,
predstavuji soutfadnice ¢y ortogondlni projekce na soutadné osy urdené

vektory u; (obr.44).
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Obr. 44.

1.2) Operétory v &F

Funkce e F mdze byt po&robena mnoha matematickym operacim,
které ji prevéddjf{ v obecn& jinou funkei, ¥Fekn&me Y ,%z prostoru F .
Nap?. 1; miZe byt ndsobena konstantou, nésobene x, mi%e byt derivovéna,
integrovdna apod. :

Operdtorem rozumime piedpis, ktery jedné funkci'q;e ¥ prirazuje
obecnd jinou funkci-(.re?' 3 tento predpis dokd¥eme zpravidla vy jdd¥it
néjakym matematickym symbolem, ktery budeme obecn® znaiit O a psé4t

y = 0y (10
Poznédmka:
V textu budeme operdtory znaZit bud velkym psacim pismenem nebo znakem "
nad pismenem; nap*. O nebo 0 , A nebo A , ale také tredba & atd.

Pro nase dfely budou pouZitelné pouze linedrni operdtory, tj. operdtory,
které na linedrni kombinaci funkcf pisobi tek, %e platf '

¢ °1“|’A1 . ¢, «{.}2 ) = ey O/q}l + ¢y Uq;z © (1)

( ¢ys¢, Jsou komplexni &isla, lPl’ 4126 ¥y, .

Uvedme ei pi{klady lineérnich operdtord, které.pisobi v prostoru funkef
Jjedné prom&nné:
Oe2 ; P(x) = 2 ¢(x)
0=x ; \f(x)ﬂxxp(x) a4 tx)
a . =4 . 2y
0* & P = g ()

L dx

nebo v prostoru funkef Y (7) = \p(x,y,z)r

T2 ; \p(x,y,z) = 2 ¢(x,y,2)
Oex ; ¢(x,y,2) = x (x,y,2)
2 d ¢ ix,y,2) —ové sloZk bolickéh
O gy - IR oo otks symegionene,
PEI LR Xy o Ry
2 - . =
Oz v =4 - nE 8y°—+ 3z’ f(x3,2) T oyt Yo

(Laplacedv operétor)
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Za p¥iklad nelinedrniho operdtoru ném miZe poslouZit treba 0 = V_ '

(Veygy+eafy #eiVyy + eV, ).

Po¥adevek, aby operétory s nimi% budeme ddle pracovat, byly lineérn:[, Je
op#t ddsledkem p¥ijet{ principu superpozice.

Soudinem dvou operdtord - 01 Uz - rozumime operétor " , jeho% ptsobent

na mpeT d4 funkei lfeg— , kterou obdrZime tak, Ze na tP nechéme puisobit
0'2 a na takto ziskanou funkeci- pak Jeste 0’ (operdtory pisob{ v poradi
zprava doleva)'

0= 0,0, jestiize Oy= «( , pritent y= 01¢ 0% ¢)
§oué1n operdtord nenf{ obecn® komutativni, tzn., Ze obecn&

03.012 0,00

Viraz
(6,.,0,1= 0,0, - g, 0 a2
Je tzv. komutdtor operédtord 0’1' O; ( [Crl' 0'2] Jje operdtor ! )
Uvedme si pffklad. Necht Aﬁ'l Ex , Uz ] —é’;— a l])(x) je libovolné
funkce z prostora ffr’

0’1 0’2‘4)(::) = x( \ll(x) ) = x —EM

dx

O’z 0y gtx) = $o(x g0 ) = Ytx) + x B ALl

dx

d$(x) d y(x)
kPx"‘#(x)—x z

dx dx

= - ‘{/(x)

[0’1, (T?_,] 4:'(:) = x

ProtoZe LP(x) byla libovolnd funkce z ¥ » miZeme psét

[x , di] -- 1 ‘ | | (13)

( -1 Jje operédtor, ktery jen mdni’ znaménkq funkce, tj.ndsobi ji -1).

Vlastn{ funkce a vlastni hodnoty operédtoru-

Pdsobi~1i n&jaky operdtor ¢ na funkei u‘)e? , ziskéme obecnd
jinou funkeci y = 0’4} z prostoru ¥'. Ke ka¥dému operdtoru O viak v F
existuje podmno%ina funkci, pro n¥% se pisobeni 0" redukuje jen na néso-
beni konstantou, takZfe plat{

‘P )up (14)

Takové funkce nazyvdme vlastnimi funkcemi operdtoru o ; odpovidajici
konstanty J\ , které pFislusf k vlastnim funkcim,6se nazyvaji ylasini

hodnoty operdtoru .
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Tak nept. ;P(x) = ¢* je vlastni funkci operdtoru O = -‘-%(- ( nebo _2%(— )
j1% p¥islud{ vlastn{ hodnota k, nebo¥

a kx kx ‘

Sx (e )=ke (15)

Jiny piklad: sin(kx) nebo coa(kx) a (-kz) Jsou vlastnimi funkcemi
"a hodnotami operédtoru (d%/ax®) nebo ( 8/ x2).

K danému operdtoru 0 muze pfisluBet obecn& nekonelny poée;‘vlaat-
nich funkef a hodnot ( je-1i F prostor nekonedné dimenze). OznaZme
linedrng nezdvislé vlastni funkce operétoru o

ul, U2, ‘seo e » Lln, ov.- ’ (163)

a jim odpovidajic{ vlastni hodnoty

AL Ags wee s Agy oo (16b)

Line&rni nezdvislost vlastnich funkef zddraznujeme proto, abychom zabré-
nili nejednozna¥nosti; kaZd4 funkce cu, (¢ je libovolné konstanta) Je
toti% také vlastni funket ¢ , ji# p¥{sludf vlastni hodnota “An' Vynédso-

bime-1i totiZ% ob¥& strany (14) konstantou ¢, dostaneme
OCeu)) = A Ceuy)

MiZe se v3ak stdt, %e vice linedrnd nezdvislym vlastnim funkcim
pFi{slusf t4% vlastn{ hodnota; potom Fikéme, %e vlastni hodnota je. degene-
nerované ( nebo, %e stav je degenerovany ). Abychom tuto skutelnost za-
chytili, vezm®me za zdkled indexy, které rozlisuji vlastnl hodnoty.
Vliestni funkce, pi{sludejic{ k dané vlastni hodnot&,pak rozlisime daldim
indexem; misto (16) budeme tedy psat '

(g (g,) C (g)
E§1)1'°°tul,1 'Eél)v"'suZJz y *ec ’uil)""’un PR (7
Ay X, S A,

a f{kat, ¥e vlastni hodnota A _je g -ndsobn¥ degenerovend. JestliZe

g, = 1, vlastn{ hodnota ‘An je nedegenerované.

MnoZina vlastnich hodnot 'Al""’ An,... daného operétoru 0 se
nazyvéd gpektrum operdtoru 0’ . Dosud jsme ml¥ky predpoklédali, Ze vlastn{
hodnoty a funkce se daji rozlisdit diskretn® se ménicim indexem; v takovém
pr{pad® budeme mluvit o diskretnim spektru. B&¥ny je vSak i1 pripad, kdy
se"index mdni spojit&" ,tzn, %e je to spojit® se m&nic{ prom#nnd; ozna-
ime-1i ji kX , nahradi se v pPedchédzejicich vyrazech u, funkef u(k)

a A~ funkef A(k). V takovémto pripad® se mluvi o spojitém spektru
(pfikladem mohou byt funkce (15) ). Je moZné, aby jediny operédtor m&l
v uréitém intervalu indexd spektrum diskretnif a v jiném spektrum apojité.
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1.3) Hermitovské operdtory

Protofe v kvantové mechenice u3ivéme operdtory k reprezentaéi m&-
Fitelnych fyzikédlnich velidin a postulujeme, Ze vyéledkem méfeni mohou
byt jen jejich vlastni hodnoty, musime se zFfejm& omezit jen na linedrni
operdtory (ptsobici v :r)’ jejichZ vlastn{ hodnoty jsou redlné. Vysledkem
jednoho ‘m&Feni je toti? v¥dy redlné ¥{slo (zmdFeni komplexni veli¥iny
vyZaduje dvé mé&Feni (nap¥. amplitudy + fdze), z nich% ziskéme redlnou a
imagindrni d4st).

Tuto vlastnost majf tzv. hermitovské operétorv. Operétor _0 se nazyvé
hermitovsky, JjestliZe plati :

(0 )' dt = (Oy) dt - (18a)
pro véechna'qﬂeg:. f ¥ 4j jq’ v

V Diracovd symbolice tuto podminku zapileme (viz(3))
<OPLg> = <Y10¢> . (i8p)
Zapsané vyrazy piredstavuji skaldrni souéln dvou funkecil - lP*, Lf'=0'lp (resp.
(f)*,(!} ) pro n&% plati <y ¢ = <\P|\P> ; Jestli%e podle (18)

LOylyy = <gbl(_‘rq;> {yloy> (19)
znamend to, Ze s hermitovskym operédtorem 0" je integral (18&) (skaldrni
sou¥in) roven redlnému &islu.

Relace (18) musi platit i pro vlastni funkce " . ProtoZe

Tuld = Apld a ORI N (20

dostaneme po dosazeni do (18) (kde lll nahradime uI(]'l) )

.,\);J uf]i)* u(i) dv = }\nj ux(li)*u(i) 4at

n n

: « .
takZe )\n =>\n a vlastni hodnoty -)sn_,jsou tedy redlné.

Pro hermitovsky operdtor O , pisobfef v F, plati ufitednd vita:
Jsou-1i \Pl’ ‘Pz dvé libovolné funkce z F , potom

f(qu L}'ad”i' jq},, O'Lpadr ‘. (21a)
<Oy,| 42> = LYt Oy, o ‘ v('21b)

Tvrzeni (21) se &asto pou%ivéd pro definici hermitovského operdtoru,misto
vztahu (18). Dikaz provedeme takto: \IJ \l/l +c \|/2 (¢ Jje komplexni &is-
lo) pat#i té% do T a

j**0¢df =‘.J.(4’§.+_°*LIJZ TPy +-e ) av = |
R L R O DL O

resp.
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mus{ byt pro libovolné ¢ redlnym ¢islem; proto¥e prvni dva sdf{tance jsou
reédlnd &{ala, plyne z toho, Ze integrédl ve 3.s&itanci musi byt roven
komplexn& sdru?enému integrélu ve 4.s&ftenci, tj. musi platit (21).
Vzhledem k platnosti (21), je moZné vé&tdinou ponechat otevienu otédzku,
na kterou funkci ve skalérnim souZinu pisobi hermitovsky operdtor ( ;
proto se tento skaldrni soulin pi3e v symetrickém tvaru

O 0> = Lyl Ty = <yal 01> (22)
ProtoZe pro skalérni soulin plati <T1W> = <¢lt§>*, musi byt
<l 01y, > :<¢41(7|%>* (23)

Pro vlastni funkce a hodnoty hermitovského operédtoru plat{ n&kolik
vét, které jsou uZitelné nejen v obecnych uvahéch, ale i p¥i Fedeni
konkrétnich iloh v kvantové mechanice,

Vsta o ortogonalit& vlastnich funkef:

JestliZe ugl), u;a) jsou vlastni funkce hermitovského operdtoru g ,

které p¥islu3d{ dvéma rdznym vlastnim hodnotdm An"km (n#m), potom

Juéi)x o3 ae = Gl > -0 (24)

(n#m, i=1,2,...,8, » 351,2,.00,8, )

ili: funkce uél) , uéJy jsou _ortogondlni (viz (5)).

Dikaz provedeme snadno. Podle (23)
<ut(li)\(7| u;j)7 = (ul(u‘l)\ G’\u;i)>
a u¥iti{m rovnic (20)
» . » 33 PEEN ¥ »* . .

)‘m<“x(11)‘ u}(n‘))> = >\n<ur<n‘]‘\ur(]”> = A <ur(11)‘“x(n'})>

Vlastni hodnoty Jjsou v&ak reélné (Jf; = ‘Xn‘) a proto
(Am—jn)<u#“ﬁgﬂ>= 0 ‘

1lze splnit ( pro)\n # )‘m ) jen tak, Ze éluél)\uéJ))' = 0.

Vlestni funkce hermitovského operédtoru, které prislusi riznym
vlastnim heodnotém, Jjsou tedy ortogondlni. MdZeme n&co podobného tvrdit
i o souboru funkel ugl) (i = l,...,gn), které patfi ke gn—nésobné dege-

nerované vlastni hodnoté& )\n ¢ Vime ji%, ¥e také ka¥dd linedrni kombi-
nace

(g.)
v, = cluél) + c2u;2) + ... * cgnungn (25)

je vliastn{ funke{ O’, prislusejicf k vlastini hodnoté >Wf Nic ném '
proto nebréni, vytvolrit z g, 1inedrné nezdvislych funkel {unk stejny

podet novych, lineérné nezdvislych, funkci {_vn} (to znemend napsat

& rovnic typu (25) a urdit Cl""'cgn ) tak, aby platilo
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H

<vfli)lvfn'j)> = I vx(xi)* v vl&'j) ATt = 0

JestliZe i # § (1,3 = 1,0.e,g ).

Této procedule se Fikd ortogonaliza¥ni proces; k jeho realizaci existuje
n8kolik efektivnich algoritmi (nefe¥f{ se p¥fmo zmin&nd soustava rovnic),
2 nichZ nejzném&j81 je Schmidtdv ortogonsliza&nt postup_f[1l,[2],(3].
Ortogonalizadni postup mé ndzorny geometricky smysl, jak je zndzornéno
v obr. 45.

| Obr. 45.
| Necht funkeim u(l), u{Z) prislusi té%
' vlastni hodnota )\ 1+ Obecn?

i (11(1)|u(2)> # 0., Ka¥dé linedrnf kombi-
Uy . nace téchto vektord(tj. véechny vektory

1
Vfﬂ % v roviné ur¥ené uil) ,u12 ) je viastnim
o \;2) vektorem s vlastni hodnotou A, .MdZeme
} o Uy ted¥ z nich vZdy vybrat dva(napf. v&l),
e vg , pro nd% plati (vl lv 2y = 0.

Souhrnem:
V_obecnych dvahdch miZeme vZdy pfedpoklédat, %Ze pro soubor vlastnich
funkci hermitovského operétoru plati

GO Dy = 8, 8, (26)

pro vdechna n,m,i,j , tzn. Z%e vlastni funkce jsou vzdjemnd ortonormdlni.

V konkrétnich vypoXtech je automaticky splnéna Jjen ortogonalitea plynouci
z vy%e uvedené v&ty; normalizaci v¥ech vlastnich funkeil & ortogonalitu

degenerovanych stavi musime vZdy kontrolovet a podle potifeby provést.

V&ta o \plnosti souboru vlastnfich funkei hermltovského operdtoru

Ne jprve uvedme definici: soubor funkci z prostoru F se nazyvé dplny,

je~1i mo%né ho pouZit jako bézi v F (viz (7). ' SERR PR

Pro kvantovou mechaniku mé zdklaedni vyznam v&ta: i

Soubor vlastnich funkef hermitovského operétoru, ktery pﬁsobi v 97 Je

dplny.‘

Proto¥e dikaz této v&ty neni nijak jednoduchy, nebudeme ho provadét a

odvodime si jen velice uXitednou relaci, tzv. podminku ¥plnosti souboru

vlastnich funkei. ‘
Pro urditost pfedpoklédejme, Ze prostor ¥ je tvoren vlnovymi

funkcemi z&vislymi Jjen na T = (x,y,z); déle lze vidy predpokléddat, ZXe

vlastni funkce ugi)(?) operdtoru plsobiciho v F , splnuj{ relaci (26).
V bazi {uéi)(F)} mi%eme pak libovolnou v(?)e ¥ pedt jako superpozici
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Y& =2 i of1) W) (27)
n

i=l

a tym% postupem, ktery vedl k (8), vyjédrit

°x(1i) = ('u,(,i)['#) Bjufxi)*(f'")\‘l(?') at” | (28)
Dosazenim (28) do (27) a zém¥nou ‘sumaci & integrace, dostaneme |
| g
'Q(?) - }; ; ( fufli)"(?‘)qz(?')dfc') WD) =
r i ' ‘
- (Zn D W@ ) PEa -
n dr F(F,?')qf(F')dT' (29)’

Mé-1i (29) platit pro libovolnou «p(F)e ¥ , musi mit funkce F(f{?')
pon&kud zvld¥tni prib¥h: musi byt rovna nule v3ady krom& T = 7 .Takovou
funkci zavedl Dirac a nazval ji Jlfunkce; podrobnosti o ni jsou v dod.C.
Porovnénim (29) s defini¥nim vztahem pro d-funkei dosteneme, %e

&n . :
“ Zn fi—: w{*@) oP# = Str - e , (30)

co? je prév® hledand podminka dplhosti souboru_funkef {_ﬁgi)} .

1.4) Prostor stavovych vektord a Diracova symbolika

Diracovu symboliku jeme v odst.l.l jiZ pou¥ili pro zkréceny zépis
skaldérnfiho sou¥inu a v odst.l.3 Jjeme ji roz8i¥#ili na zédpis maticovych
pkaﬁ hermitovekych operdtord. Smysl této symboliky je v3ak hlub3f a
souvisi s obecn#jidim pojetim formalismu kvantové mechaniky. Pokusime se
zde naznadit alespon zdkladni my3lenky. '

Vid&li jsme, %e v prostoru vlnovych funkei F {pro danou kvantovou
soustavu) miZeme vidy vybrat ortonormélni bézi a v ni rozlo%it libovol-
nou funkci (e F podle (7). Koeficienty ey » tdo soutadnice ? ve
‘zvolend bdzi, jednozna&n& urluji ¢ a tedy i prisluiny stav soustavy.
Soubor soufadnic €;,Cpyeee;Ciye-- je moZné chépat jako souPfadnice
néjakého vektoru (9). ProtoZe ¢y mohou byt komplexni a miZe jich byt
nekone®n& mnoho, byly by to,v ne jobecn&jsim p¥ipadd, souradnice vektoru
z n&jakého komplexniho linedrniho vektorového prostoru nekone¥né dimenze
(dod.B). Ostatn& i samotnou vinovou funkei miZeme chédpat jggg,eoubor
slolek vektoru v n&jaké bézi; index rozlidujici souradnice se zde (na
rozdil od i u ¢y ) m&ni spojité a je reprezentovén nezévisle prom¥nnymi
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na nich% funkce zdvis{. Nap®. pro funkeci l‘i(x) méme,misto indexu i, spo-
jit® se m&nici x a analogicky k (9) bychom mohli past

.
.

- 6
o= [l b ox (31)
| | index

Uvé&domime-1i si tyto skute&nosti, nemusf nds jiZ prekvapit, Ze

v_obecném formalismu kvantové mechaniky se postuluje:

stav kvantové soustavy Jje reprezentovén vektorem z n&jakého abastraktniho
linedrniho vektorového prostoru E .

Svymi vlastnostmi { k nim# pati"f napf. komplexni soufadnice vektord a
obecn& nekonednd dimenze) odpovidd E_ prostoru, ktery se v matematice
nazyv4 Hilbertdv prostor. Ka%fdd4 fyzikdini soustava mé& avdj prostor &
(stejnd jako m&la F ), tvofeny viemi vektory, které reprezentujf mo¥né
stavy soustavy. Je pak jen vdci volby bdze v tomto proatord, Jjakymi
souradnicemi se vektory z &€ budou vy jadfovat. K nejb¥%n&j5im pat®f tzv.
souradnicovd reprezentace, kdy vektory z € se reprezentuji odpovidaji-
cimi vlnovymi funkcemi 2 # . Mohli bychom také ¥{ci, %e jde o zobrazeni
vektorového prostoru € na prostor vlnovych funkei ¥ (obr.46).

Prostor atavovych vektord € Prostor vlnovych funke{ ¥

Obr.46

(ZvidavEjsimu &tendri prozradime, ¥e bdze v ni% se ly>z € zobrazi sou-
borem souradnie(funkci) ‘P(x) (31), Je tvo¥ena Diracovymi J-—funkcemi'

podrobnosti viz nep?. v [13] )
Pre jd®me nyn{ k Diracové symbolice. Pro obecny vektor g_prostoru £

zavedl Dirac oznadeni

I > | (32)
a nazval ho ket-vektor. ‘
Chceme-1i rozlisit Jjednotlivé vektory z £ , musime je n¥jak ozna¥it a
toto oznm¥eni pak zapiZeme mezi | a > . Nap? misto C€ bychom mohli psét
le> , misto ZF v (31) 1y>, misto |q)i) » lq} ¥y ee.tfeba jen |1 | 2Dy

( ¢ Je zde vlastn¥ zbyteéne) a misto |u“)> jen | n, i) apod. Je snad
u¥ jasné, Ze napi | > je oznaleni pro Jeden z vekferi a t{.l

nezdvis{ samoz¥ejm& na %4dnych proménnych,
Prostor ¥ je tvoren vlnovymi funkcemi ) . K vyjddtent skalérniho

sou¥inu jsme vZak potFebovali i funkce komplexn& sdruZené - \P MnoZina
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(

v8ech funkci q} vytvéri op&t prostor, ktery oznaime F* . P.rost,pg_
Jje Jjednozna¥n¥ urden prostorem F (ke kazdé tll z 7 méme

v )

P

kp*v F*H.

Podobn& jako F Je reprezentaci vektorového prostoru £ , ja texé F™
reprezentaci{ ndjakého linedrniho vektorového prostoru e

'dudlni prostor k €

H E”Je tzv,

a je prostorem £ jednoznafn& ur&en. Vzd jemné

vztahy prostord 9. T* & E Jsou schematicky znézorndny v obr. 47.

¥

9;‘)(

Obr. 47.

0 vektoru

Predné uvedme op¥t Diracovo zna¥eni vektord z &£ :

<ylz £¥ se F{kd, ¥e je hermitovsky sdruieny s > E .

Nebudeme zde uvAddt presnou definieci dudlnfho prostoru £* (viz
nap#., [13] ), ale omezime se pouze na nékteré prakticky vyufivané zdviry.

se znali symbolem

<

obecny vektor z 6*

(33)

a nazyvd se podle Diraca bra-vektor. Konkrétni bra-vektory se op&t rozli-
$uji symboly zapsanymi mezi < a

ket-vektor je prosty; anglicky je zévorka:

zapisujeme jako jedno¥ddkovou maticij; nap¥ k '|c) (9) a

. Pivod *zdhadnych" nézvl bre- a

bracket
<>

Znéme-1i souradnice ket-vektoru v n&jaké bdzi, potom soufadnice
odpovidajiciho bra-vektoru jsou velidiny komplexnd sdruZené a bra-vektor

bra-vektory

,Le| = (c’f ,c; ) sse 4C

1

2

Load A2 4

)

)
?ndex

W= ...

y*(x)
x

* index

' * *
Skaldrni soudin vektoru <b| = (bj,...,bj,...) 8 vektorem
dostaneme ve shod& s definicd, podle béin)‘ch pravidel maticového ndsobeni

{blc)y = (bnl,b;,...

»
,bi,.")

°1W
w
2

2]

"
i

vss ) ese

'y

"Z by e

J

| ¢> pak

1> (31) méme

(34a)

(34b) /

—

(35a)
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v pf'ipadé "gpojité prom#nného indexu" dostdvéme vyras (3) (sumace p'f'ejde
v integraci ptes vdechny nezévisle prom¥nné); pro jednu nezdvisle promén-
nou x: '

> = (e Joo L | ¥R TE fmp’?x)\p(x) ax (35b)
% : | |

Podobn® i ostatni definice a tvrzeni, uvedené v prostorech ?'-, -‘F” Je
mo¥né chépat jako konkrétini reprezentaci (zobrazeni) veliZin a operaci
v prostorech & N 8*.

Uvedeme Jje JjiZ jen heslovité.

Operétor v ,pisobici v £ ;pi‘ii'azuje ke¥dému ket-vektoru lt|))€ & n&jaky -
> € € (srov.(10))

Loy = 01> (36)
prifem# analogicky k (11) . _ |
O o1y + eptppd ) = oy O3>+ ep Tlip> (37)

Viastni vektory a vlastni hodnoty

ly>e £ je vlastnim vektorem operétoru U, jestliZe (viz(14))

| Tig> = Aig> | (38)
pii%emz A Je vlastni hodnota pFisluejfcl k 1> .

Viastni vektory, které odpovidaji funkcim (16), bychom mohli psé&t :
|u1> , |u2) goevy lun)- y+++3 nemiZe-1li dojit k zéménd 8 jinymi,stejné

indexovénymi, ket-vektory, miZe byt dostatujici zépis: i 1> .\2),...,In),
... « Odpovidajici vlastni hodnoty opé&t budou )\1")\2""")\:1"" .
V pPipadéd degenerovanych atavid prepiSeme (17). takto:

(1)

1

(&) (g,) ' (g . ,

|u },c'o,'ul‘l) ,lugl))’cbc"uz.a ),lo-"u§1)>,ooo"ungn ),u..- (39)
h 4 o N ~ v >

a kdy¥ nemiZe dojit k zéméné(pismeno "u" ji% nic nerozlisuje), bude dosta-

gujici zdpis

}1,1> yeeesil,8> 512,12 peres 12,850 yeney (D12 pevealnyg > seee
k: A A, J\;:

Operétory hermitovsky sdru¥ené a hermitovské y
Ket-vektorim |\y>, Inf) odpovidaji v duélnim prestoru £ bra-vek-
tory (lPl, <yl . Operétor, ktery ¥ €” prostoru prevédi <Yl ve <yl
oznalime i , nazveme ho operator hermitoveky sdruZeny s operdtorem o

a analogif rovnice (36) v prostoru E™ bude

<yl = <107 (40)
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Podle b&%né konvence se operdtory pisobici na bra-vektory zapisuji
vpravo od bra-vektord a Je-li jich vice (sou¥in operdtord), plsobi v po-
¥ad{ zleva doprava. Vztah O a ot Je zndzorndn na obr.48.

hermitovsaky -
sdrufené operdtory

Uvddomme si, Ze ze zplsobu zavedeni et vyplyvé

<OPl = <ypr = <107 (41)
JestliZe O@J je oznadeni pro vektor ziskany pdsobenim v na ¢ (co¥
je vektor oznaleny ¢ ).

Skalérn{ sou¥iny vystupujici v definici hermitovekého operdtoru (18)
nyni miZeme psét

<OP1g> = (Lyplo Ng> (42a)
YIFp> =<1 (01y>) (42b)
JestliZe 6+ - U ' (438)

tzn., %e operdtor vl je roven operdtoru, ktery je 8 nim hermitovsky
sdru%en, potom v (42) je lhostejné, zda 0 pdsobi vpravo nebo vlevo,
kulaté zavorky jsou zbytedné a mi¥eme psdt (viz (18)+(19))

COply> =Lyl Oy> = Kgl01y> (43v)
Operédtor, ktery splnuje podminku (43), se nazyvéd hermitovsky operdtor
(srov.(18)). Pro hermitovsky operétbr také plati (23), tj. pro libovolné
(\.{11] LY, l € £* & & nimi sdruzené | >, lqlz} e &

AT IR A A R (44)

Ortonormdlni bdze v £ a podminka'dplnosti

Nechi '{lugi)>} (nebq {ln,i)} ) jsou vlastni vektory hermitovského operé-
toru O , tak%e ( o znaleni viz (39))

G‘ugi)> x ,An‘u:li)) ( O/In,i> = ')‘n‘n’i> ) (45)

Soubor vlastnich vektord je dplny, tzn,%e vektory mohou byt pou?ity_Jjako
bdze v & (srov. obr.44); vybrany mohou byt vdy tak, aby platiloe
(viz (26))

<\1§li)l “;(nj)> = 51.1 Snm <<n’i'm"j>=8ij 5““‘ ) (46)
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tekle tvor{ ortonormdlni bdzi v € .
Libovolny ket-vektor |¢ > pek lze psét (srov.(27))

: 3n . Sn . '
|lp)=§ ;; ?ﬁli)‘ufll)> (Nl)llzn ; cn,iln’i> ) R TYD

(1) i ;o
oV = alg> (et dniilyd ) (48)
Dosadme (48) do (47) a upravme takto ( cgi) je %fslo ! )

& ' &y '
g ; ; Gy 1Dy - Zn ; W D) -

kde

gn
\ _
'(g {?1 |“,(,i)> (“,(,i)|)\¢)_ = plq}) (49)

na |{> méme dostat opZt Iy > pro libovolny ket-vektor |y>e € . avy
to bylo moZné, musi byt ziejm& P 1 ( jednotkovy operdtor). Dostévéme
tak ekvivalent podminky uplnosti (30) '

&n 8y
S5 el = A (LY rmddei =) 0

n i=1 n i=l

Toto vyjédd¥eni jednotkového operdtoru se ¢asto s vyhodou pouZivé pti
dpravdch vyrazd, které se pri vypo&tech v kvantové mechanice objevuji.

1.5) Matice v kvantové mechanice

Reprezentaci ket-vektoru sloupcovou matici{ a bra-vektoru Féddkovou
maticf jsme jiZ uvedli; tyto matice jéou tvoreny sourfadnicemi vektoru
v n&jaké ortonormdlni bézi. Co jéété potfebujeme, je vyjédfeni operdtoru
v takové form¥, abychom jeho plsobenim na tyto matice dostdvali vektory
v témZe maticovém tvaru. -

M&jme ortonormdlni bdzi tvofenou vliastnimi vektory néjakéhp hermi-
tovského operdtoru 0 . pro jednoduchost a prehlednost indexovéni, plred-
poklédejme, %e vdechny stavy jsou nedegenerované ( v (45)-(50) odpadd
index 1i; &, =1 pro v3echna n ), takZe ve zkrédceném zdpisu

Tin> = Ajin> ’

Je-1i A 1ibovolny hermitovsky operétor (pisobici v tém¥fe prostoru Jjako
operdtor ¢ ), potom bude zFejmé jednozna¥n¥ urden, budeme-1i zndt
vSechny velidiny (obecn& komplexni &isla)

(51)
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App = <mlAin> (52)

Tato &isla uspordddme do tvaru &tvercové matice (miZe byt i nekoneZnd)
, ,

T Y
A21 A22 o v e A2n e
A = .; . . (53a)
1‘:‘nl ‘}n‘? et fnn ¢t
\_ - . : y, '
Protote A je hermitovsky operdtor, plati podle (44)
Ay = A?i (1,351,2,000) (53b)

Matice, jeji# prvky vyhovuji vztahu (53b), se nazyvé hermitovskd.
Matice (53a) je maticovou reprezentac{ operdtoru A v bézi vlastnich
vektord operdtoru O . Nechf v této bézi maji ket-vektory 1y¢> ,1¢>

vy Jjédfeni
( bl\ 4 clw
b2 ¢y ‘
= . ‘ o . (54)
> : , W= |3 |
bn ¢, :
k ’ 7/ \ /

kde b, = <n|\ft> a ¢, = (nhp) (n,1,2,...) .

Nechi ddle plati (ptisobeni A na 1> a4 lg>)

1> = Aryg> (55)
Ud&lejme skaldrni soudin levé i pravé strany s bra-vektiorem {m| , ktery
v &% odpovidd vlastnimu vektoru |m) € £ 3 do'stgneme '

miygy = <miAjg> | . (56)
Na pravé stran® se nic nezm&ni, nechéme-1i pred A pisobit na 1{> jedtd
Jjednotkovy operdtor (’llll]))* ILV} ). Dosadime-1i ho ve tvaru (50),. bude
platit ( je to pfiklad zmin&ného vyuZitf p¥i Upravéch vyrazd):

> =< A MYy = @A 10w )P =Zn<mlmn><nw> (57a)

co¥ v oznaleni (52),(54) Je .

P * 5; Amn ©n | (57b)
Dostdvdéme tedy sloupcovou matici, odpovidajict qu)‘ skuteXn® b¥Znym matico-
vym nésobenim matic reprezentujicich A a8 1>,
A jak ziskéme matici reprezentujfc{ goufin operétord ? Nechf hermitovské
operétory A , B jsou reprezentovény v uvedené bézi maticemi s prvky
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gy =<UIALSY 5 By =<ml Bin) (57)

Postupnym plsobenim BaA na y> e € nechi dostaneme I\P>€€ (mati~
covéd reprezentace Iy>aly> je (54) )

ly> = AB1¢> \  (58a)
Stejn& jako v (56), ud&lejme skaldrni soudin s {x}e 6*:
klg> =<kl ABIYD (59)

Nyni vsuneme do vyrazu na pravé stran& dva jednotkové operdtory (50),
takZe

ely> =(xklA.1.B.11y> =
.<k|£(§13><j|)i’)(%|m}<m|)|¢> .

= 0 <Kxl Al HGIBIanl ¢ (60a)
J m
nebo
b % % A%; Bim ®m - (60b)
Oznad{ime-11i A
‘g‘-'ﬂﬁ ( s prvky Ckm*<kl‘elm> ) (61)
potom
Ly>= €1 ¢> (58b)
podle (57) ' .
b = 2;: Cxm ®m (62)

a porovnénim s (60)
Cym = % Akj Bjm (63)

Prvky matice reprezentujicf{ soudin Operétorﬁltedy opét ziskéme podle
standardniho pravidla pro soudin dvou matic.

" Problém vlastnich vektord a vlastnich hodnot v maticovém tvaru

M& jme operétor A vy jéd¥eny matici{ (53) a hledejme jeho vlastni
vektory a vlastni hodnoty. Hledané vlastini vektory !?) rozloZime v bédzi
pou?ité pro A a zapiSeme ve tvaru (54). Rovnice pro vlastni hodnoty a
vlastni vektory je

a dévé,po ddsazeni A a lg> v maticovém tvaru,soustavu algebraickych
linedrnich rovnic

l‘]t Ay j bj = )\bi (i, = 1,2,...) (65a)

pro soufadnice hledanych vlastnich vektord |y> ., Prevedeme-1i v (65a)
¥leny ADb ne levou stranu, mé soustava rovnic tvar
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(All-)k)bl + 12 P> oo ot AL b o+ =0
A21 bl + (A22 ";/\ )bz + .. e+ Azn bn F* e = 0
. . . (65b)
A b o+ AL b, + .. .+ —A)b +eeu= 0
nebo v maticovém tvaru
/(All - A) A12 * o e Aln o ® a \ / bl\
Aa1 (A, - N) A b,
. . 22 . . * 2n L] - . 2
: . : ‘ : = 0 (65¢)
K Anl An2 ves (Ann -A) .. bn

To je soustava homogennich (bez pravé strany) algebreickych rovnic, kterd

md netrividln{ FeSeni (tj. Fedeni odliZné od b =b,*...=b =... =0 )

pouze tehdy, kdy%Z determinsnt soustavy Jje roven nule {(coZ pak znamen4,
fe né&které rovnice Jjsou navzdjem zdvislé a tedy vlastné nadbyte&né).
Obecné& miZe byt rovnic nekonedn¥ mnoho (zd4vis{ to na dimenzi prostoru,
tj. podtu vektorl bdze),co? jsme teké vyjédrili v zdpise (65).

Je~1i rovnic n, potom podminka pro existenci netrividlniho Fefeni je

All "A A12 e 2 v Aln
A21 A22 “A 3 . & A2n

Det(A -A1) = |. . , . = 0 : (66a)
Anl An2 ¢ f ¢ Annﬁ‘x

Rozvedeme-1i determinant zpusobem zndmym z algebry (dod.A) a uspoiédéme
%leny podle mocnin A , dostaneme rovnici n-tého F&du pro

n n-1
Aotk * e .otk A +k =0 (66b)

kde koeficienty kl,...,kn jsou vyrazy obsahujici maticové prvky Aij
(i,j= 1,2,...,n).

Rovnice {66) mé podle zdkladn{ v&ty algebry prdvé& n kofend - vlastnich
hodnot matice A (operdtoru A ) K

A A2, cee s A | (67a)

Postupnym dosazovénim t&chto vlastnich hodnot do soustavy rovnic (65) a
¥fefenim ziskanych rovnic, obdrifme ke ka?dé vlastni hodnoté& odpovidajic{

vlastni vektor:
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(i)

(b

(1)
by

k A, bude patfit ly;> = . (i=1,2,...,n) (67b)

“(1)
byt

Pro nekonelny pofet rovnic (n-e) je snad jiZ zobecnéni (alespon form&l-
n&) zrejmé. : .

V maticové reprezentaci operdtord a vektorld se tedy zdkladni dloha
kventové mechaniky - hledéni vlastnich hodnot (spektra) a vlestnich
vektord n&jakého hermitovského operdtoru - prevadi na algebraické dlohy.

Za upozornéni Jjestd stoji, Ze kaZdy operétor je ve vlastni repgg4
zentaci ( tzn, Z2e k maticovému vyjéd¥eni (53) pouiijeme bdzi z vlastnich
vektord tohoto operétoru) diesgondini .

Skute¥n&: jestliZe plati (srov.(51)-(53))

| Ain> = A In> (68a)
a vlastni vektory jsou vybrény tak, aby platilo
<min> = 8_  (mn=1,2,...). (68b)
potom ‘
Ap; = HLALD> = A<iid> = ay Sy (69a)
-Ajlj>
takfe matice A mé tvar
A
Ay ‘;;\\\
A = ’ (69b)

Ve vlastni reprezentaci je tedy operétor vyjédfen diagondln{ matici,
jeji% diagondlni prvky Jjsou rovay_jeho vlastnim hodnotém. Proto se o hle-
déni vlastnich hodnot matice (operdtoru) &asto také mluvi jako o diago-
nalizaci matice (tj o prevedeni matice n&jakou transformaci{ na diagondlni

tvar (69b)).
Ponechévédm ji% na &tend®i aby, jako velmi hodnotné cvideni, zopakoval
cely tento odstavec pro pripad, Ze nékteré vlastni hodnoty operétoru

v

jsou degenerované.




- 105 - ( 1Iv )

2. Zékladni postuldty kvantové mechaniky

V tomto odstavei uvedeme vy&et zdkladnich postuldtd kvéntové mecha~
niky, dopln&ny jen n&kolike vysv&tlujicimi poznémkemi. N&které z postuld-
td byly JjiZ uvedeny (i kdyZ treba jen implicitnd a kvalitativn®) a disku-
tovédny v kap. II,III. Aplikacim zde uvedenych postuldétd na nékteré zsklad-
n{ dlohy z oblesti mikrosvéta, je pek vé&novén tém&i cely zbytek textu
( predev8im pak pripravovaeny II1.d411 skripta).

Formulaci postuldtd uvedeme pomoci pojmi zavedenych v p¥edchozim
odst. 1.4 (prostor stavovych vektord & , stavové ket-vektory, atd).
Student, kterému tato obecnd, na konkréin{ reprezentsci kventové mechani-
ky nezévisld, terminologie %ini jeit¥ poti%e, md%e si pfi prvnim &tent
misto termind : stavovy vektor (ket-vektor) a prostor £ , dosazovat(snad)
ddvdrndji zndmé pojmy : vlnové funkce a prostor vlnovych funkel F ;
symbolike by pritom nem&la &init potiZe, nebot jsme Diraciv zpisob zdpisu
skaldrniho soufinu a maticovych prvkd zavedli i pro vlinové funkce.

Postuldt o urdeni stavu kvantové soustavy

1., postulédt :

V daném Zase to Je stav fyzikdlni soustavy uréen stavovym vektorem _

|\P(to)>z prostoru £ .

Poznémky :
(a) Proto%e prostor stavovych vektord dené soustavy je linedrnim vektoro-

vym prostorem, Jje v l.poatulatu impiicitné obsa?en i princip_superpozice.

(b) Kolinedrni (rovnob&%né) ket-vektory z E.,tj'vektory‘lqll(t°)>-,
Iy, (t M pro nd% platt 1Y,(t N=rc I\Pl(to)) . (¢ je konstanta),

reprezentuj{ ty% stav soustavy. Aby byl vyb¥r jednoznainy (a% na fézi),
vybirédme normalizovené ket-vektory, pro n&Z '{l(to)l \y(to) > =1,

Postuldt o reprezentaci m&ritelnych velidin

2. _postulédt

Ka?d4 mé&ritelnd fyzikdlni velidina A je raprazentovéna.bérmitovskym
operdtorem A , ktery pasobi v prostoru E . .

Dva postuléty o méFeni fyzikdlnich veli&in

j. postulédt . ‘ v

Jedinym moZnym vysledkem m&¥Feni velidiny A , je n¥kterd z vlastnich
hodnot operétoru A , ktery tuto velilinu reprezentuje.
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Pozndmky:

(a) ProtoZe vjsledkem mé&¥eni miZe byt jen redlné &islo, museli jsme se
omezit na t#fdu linedrnich operdtord, jejich% vlastni hodnoty Jjsou redlné;
tuto vlastnost maji prdvé hermitovské operdtory.

(b) Rovnice pro vlastni vektory a hodnoty (srov.(14),(38)) Jje
A> =alu> (70)
Jejim Fe3enim ziskéme vlastni vektory a hodnoty (srov.(39))

( (8,
u 82

g (g.)
Iu§1)>’.-o’\ul 1 > ,‘u(l)>|o'o.\ ),.-—.,\ugl)>’,..-,‘ungn>,... (71)
_—v-..—.-—-l ~ >

ay ‘ a, e,
kde g, (n=1,2,...) zna¥{ stupen degenerace n-tého stavu (vlastni hodnoty).
Vlastni hodnoty a funkce vyhovuji rovnici

AndPs = o uli)y (72)

( n= 1,2,s.. ; 1=1,2,...,8, ).

4, postuldt

Je-1i na soustavd, kterd je ve stavu ureném normalizovenym stavovym
vektorem {y?>, m&Fena velifina A , potom pravdépodobnost, ¥e vysled-
kem md¥eni bude vlastni hodnota a, operatoru JQ

&n
P(a ) = {::1 |<u,(,1)l \p>|2 ) . (73)
. - (1) (8 ) .
kde g Jje stupen degenerace hodnoty a & buy P,eeeylu Yy e

soubor ortonormélnich vlastnich vektord operétoru J4 , které prislusdi
vlastni hodnot& a .

Poznémky:
(a) Soubor vlastnich vektord operétoru A (71) miXeme pou%it jako bézi
v ni% rozlofime |{) :

(g)
c %1

(gq)
l+)=ctnlélb +oaee * \%Fl>+ . ..t

(g), (&) -
P TN S D P T (74)

Je-1i béze ortonormédlni, tj plati

<u(1)' u(J)) 6

nm iJ 4

PSS | (75)

potom

Vyraz (73) je tedy souftem kvadrétd moduld koeficientd u vlastnich
vektord, které prislus{ gn—nésobné degenerované vlastni hodnotéd LI
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Postuldt vliastn¥ vyjadfuje né3 zdvér o vyznamu koeficientd v rozvoji,

k ndmu% jsme dodli v odst. II.4.3.

Ici(il)l2 uddvéd pravd&podobnost, Ze soustava je ve stavu l&gi)>

(i= 1,2,...,gn). Proto%e ale mdFime veli¥inu A a pro vdechny stavy

1 &) .
Iu; )) ,...,Iun "'y nem&rime hodnotu a  , Jje vysledné pravddpodob-

nost nsm&feni a, rovna soudttu

(g )
P(a ) = |c(1)|2 e e *le, [ ¢76)

(b) Pro spojité spektrum (nedegenerovand) je pravdépodobnost, %e bude
nam&fena hodnota v intervalu a(k),a(k+dk) rovna

daP(alk)) = | <) P>)? ak (7
kde |v(k)) je vlastni vektor A , vyhovujfei rovniei A
Alv(x)y = a(k)lv(k)> | (78)
Zde se k m&n{ spojité a poldminka ortonormality vlastnich vektord je
vk D) vik))> = 8(k—k) ' . (79)

kde J(k - k') je d-funkce (dod.C).

Postuldt o redukeci vlnového klubka

Predpokléde jme, %e chceme v daném fase zm&Fit veli&inu A. JestliZe
znéme stavovy vektor |41>, ktery reprezentuje stav soustavy it&sné& pired
mafenim , potom pravdépodobnost namé&ieni hodnot 87485y 0eayBgece Jje déna
4.postuldtem. Provedeme-1i v3ak m&feni, potom vysledkem m&teni je ji% Jjen
jedind z t&chto hodnot. Bezprostfedn& po méfeni ji% nemé smysl Fikat
"pravd&podobnost, Ze namé&fime...", nebof uZ namdfenou hodnotu znéme.

Méme tedy doplfiujici informaci a je proto pochopitelné, %e po méfeni
musi byt soustava ve stavu odlisném od I$>. V jakém stavu bude, Fiké:

5. postuldt . .
Jestlize m&teni veliliny A na soustavé ve stavu]qo d4 vysledek a  ,

potom stav soustavy bezprostfedné po m&feni Jje

P1g>
VY IR §>

(80)

ka
e | gn » -
Vi 2:1 [ uf‘i)><ufl‘)| (81)
=

je projek&ni operdtor na podprostor En v £ , spojeny & vlastni hodno-

itou an N
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Poznémky:
(a) V postuldtu ném vystupuje novy pojem , ktery je v kvantové mechanice
b&%ny: projek&ni operdtor. Jeho plsobeni si mdZ%eme op&t zndzornit v troj-
rozmérném prostoru. Vraime se nap¥. k obr.44 a uvaime, jak pidsobi operd-
tor

Po=tupdal
na vektor hP) ; plati

Pog>  =lup ugldd = K hgdlud = eyl

co? je skutedn& vektor, ktery dostaneme ortogondlni projekci 1Y > na
osu urenou vektorem |u;> .
Projek&ni operdtor mé charakteristickou vlastnost: aplikujeme-1i ho
dvakrét, dostaneme
R P = 221¢> = cqlup Luglu> = cjlud
takZe 2 .
?, = 52 (82)
Tento vysledek, ktery plati pro libovolny projek&ni operdtor, Jje z geo-
metrického hlediska snadno pochopitelny; druhé pisobeni projek&niho
operdtoru uf "d&lé jen projekci vektoru f&l¢> na sebe sema”, takZe
nemiZe JjiZ nic zménit.
Obdobn& operdtor (viz obr.45)

531 =Iv§1)>(v(11)l + Ivgz))(vgzn

provédi projekei libovolného vektoru ty> do roviny (podprostoru) uréehg
vektory lvgl)) ’ lviz)) (pro vektory lull >, |u(% y prisludejict

té%e vlastni hodnot® a; Jje situace v obr. 49).

Obr. 49.
Projekce |{> do podprostoru 51 ,
ktery je tvodfen viemi vektory v rovin&

ur&ené |ugl)> , | u§2)> . Platt

APy = o) 1ult)y (i=1,2)

(b) Stav soustavy je tedy bezprostfednd po m¥feni A , které dalo vysle-
dek a  , urfen vektorem, ktery je projekel {y> do podprostoru tvoteného
v3emi vektory, jim# prislu&i vlastni hodnota a .

Schematicky je to znédzorn&no na obr. 50.
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vt=t provedeno mé¥eni A,
které dalo hodnotu a,

Up> S
Q0> NN YR D

}
1 t -

éas t
0 , to t

Obr. 50. JestliZe mdfeni A v t=t  dalc hodnotu a,, potom stav soustavy
l¢(t°)> se skokem zm¥nil na fu > & tento novy stav se s fasem déle
vyviji (jak urduje nésledujic{ postulét).

Postuldt o &asovém vyvoji stavu soustavy

V kap.II1 jsme ji% postulovali Schrodingerovu rovniei. Nyni ji
v obecndj3im tvaru uvddime Jjako :

6. postuldt

Jasovy vivoj stavového vektoru Y (t)> je ur¥ovén Schrodingerovou
rovnici

, |
th — [pan - Heorgn (83)

kde Jﬁ(t) je operédtor, ktery reprezentuje celkovou energii soustavy.

Pozndmka.

Operétor 1) se nazjvé Hamiltoniv operstor, nebo kratfeji, hamilto-

nién.

.

Poétuléi, ktery poskytuje névod ke konstrukei kvantovémechanickych
operdtortd aneb
Kvantové podminky

Soustava &dstic je v klasické mechanice charskterizovdna kartéz-
skymi soufadnicemi Ql’Qz""’Qn a jim odpovidajicimi impulsy Pl?PZ""Pn'

Ostatni m&titelné veli¥iny se pek daji vyjadrit pomoci téchto goufadnic
a impulsd. Tak nap¥. pro jednu Zdstici s hmotnosti m. je kinetické energie
2

2 2 -, 2 ‘
P + P, + P P
T = 1 "2 3 . L (84)
2 m 2m ‘
kde P, = b, , Pp = Py 4 Py =P, @& B = (P py0,)

nebo moment hybnosti
i = * x D (85a)
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kde

(x,y,2z) ( Q =%, Q =y, Q3 = 2z ) Je polohovy vektor téstice a

od =

= (px,py,pz) je op&t jeJji impuls {srov.(84)).
Kartézské sloXky 1 jsou ‘

L, =yp, - 2Py 3 Ly =zp, -xp, 3 L, = XPy, = ¥Py (85b)
Kinetickd energie souboru r &dstic je
r > 2 r 2 2 2
| P21 P: +p + p.
T = E i - § ix iy iz - (86)
i=l 2m; i=1 Emi

kde Bi = (pix'piy‘piz) Jje impuls a m; hmotnost i-té Cdstice.

Potencidln{ energie této soustavy necht je funke{ pouze prostorovych
soutadnic, takZe

V= V(xl,yl,zl,...,xi,yi,zi,...,xr,yr,zr;t) ) (87)
kde t je &as. Pro staciondrni stavy nezdviel V explicitn¥ na t.
Prom&nnd t vystupuje ve vztazich jeko parametr , nikoli jako dynamick4
proménné a nenahrazuje se proto operdtorem ! '
Celkové energie (Hamiltonova funkce ) je

H(xl,...,zr,plx,...,prz;t) =

S—i (3,12 '
= L T+ VX, ..,25t) (88)

Ve vztazich (86)-(88) je logické priradit
X3P T Qoo ¥y Qs 23 Q3 9ere X0 * Q3pn s ¥ " Qqpy 0 2% Qp

P

P P

P1x™ Pl v Pry® T2 0 P1g® T3 acee s Ppy® P3r--2 ’ pry== P3r-1 ¥ Prz® T3r .

Nyni je snad Jjasné, co se rozumi vyrokem, Ze kaZd4 veli¥ina A je funked

Ql '...,Qn aPl preey Pn ’tj

A = AlQy yevesQy Py yeeeyP ) (89)

lipostuiét )
Operdtor JQ,reprezentujici klasicky definovanou velidinu
A = A(Ql,...,Qn,Pl,...,Pn) )
se ziskd tak, Ze za zobecnéné souradnice a impulsy’Ql,...,Qn,Pl,...,Pn

se do vyrazu pro A dosadi operédtory Ql""’ Qn’ ?l”",’ ?n , které

~

splnuji komutadni relace

la., Qj] =0, [7, ?J.]=o, (e, , .’lez i’hJiJ. (90)

(i,J = 1,2,...,n)
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Poznémky:
(a) KomutaZni relace (90) v 7.postuldtu,odréfeji ném ji¥ zndmou skute-
nost, Ze né&které velidiny nelze soudasn& zméiit (tim se rozumi zmdPit

Jjednu a nezm&nit timto m&¥enim druhou). Nebo jinak: komutadni relace (90)

jsou jinou formou vyjédteni Heisenbergovych relacf{ neur&itosti. Veli&iny
zobrazené komutujicimi operdtory lze soulasn® zm&Fit.K této otdzce se
jesté vrédtime v odst.3.3.

(b) V prvni &4sti 7.postuldtu se predpoklddd, %e operdtory pro soufad-

nice a impulsy, tj GLI,...} G%“ fﬁ,..., ?; , znédme. K jejich nalezeni

ném mohou poslouZit op&t komuta®ni relace (90); jak, uvidime v odst.3.1l.

(c) Postuldt pochopiteln& dé4vé jen névod, jak ziskat operétory zobrazu-
jici veliliny definované v klasické mechanice. Jsou v8ak.i velidiny,
které nemaji klasickou snalogii. Potom je treba definovat pfimo odpovi-

dajici operédtor tak, aby vysledky ziskané s jeho pomoci byly v souladu
8 experimentem. Na piikladu spinu to uvidime v nésledujici kapitole.

(d) Symetrizace vyrazi

N&kdy se miZe stdt, Ze klasicky definiéni vztah pro A obsashuje &leny,
které by vedly k nejednoznalnému urieni operdtoru. Divod je v tom, Ze
zatimco klasické soufadnice a impulsy komutuji, odpovidajici operdtory
komutovat nemusi. Tak se nap#. v klasickém vyrazu miZe vyskytovat
sou¢in Q;P, (= PiQi)‘ Podle (90) ov3em odpovidajici operdtory nekomu-
tujf, tj :

QG; P, # P, Qy

Co tedy dosadit za klasicky vyraz Q;P; 7 Postup Jje takovy, Ze migto Qi By
napideme symetricky vyraz

1
53 ( QP + PyQy )

a v n¥m teprve provedeme néhradu za operdtory. V klasickém vyrazu pro A
se provedenim symetrizace nic nezm¥nilo a kvantové operdtory jsou ji2

urdeny Jjednoznalns.

3. N&které zévéry plynouci z postulAtd

3.1) Soutfadnicovd a impulsové reprezentace

V pozndmce (b) k 7.postuldtu jsme se jiZ zminili, Ze postulované
komutadni relace (90) ndm mohou pomoci pri stanoveni zdkladnich operé-
tord pro soufadnice Ql""’Qn a impulsy Pl,...Pn‘u Jedna z mo¥nosti je,

zvolit za operdtory souladnic Cll,...,Cln ptimo soutadnice Qy,...,Q, @

operatory '?l""’ f; ur&it psk tak, aby byly splnény komutaZni relace

(90). Vyu%ijeme-1i vysledek (13), je zfejm® mo%né zobrazit operdtory
souPadnic 2 impulsd tekto:
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Klasickd velilina Operétor
Q; Q-
i i , (i=1,2,...,n) - (91)
P. - ih
i bQi

Ostatni operdtory pak ji% hleddme podle névodu, ktery dévd T.postulét.
Volba operétord (91) vede k tzv soufadnicové reprezentaci kvantové
mechaniky. ProtoZfe diferencidlni operdtory mohou pisobit jen na funkce
prom&nnych Ql"“’Qn y budou v této reprezentaci stavové vektory
reprezentovény vinovymi funkcemi '
gl) = \pcqi,...,Qn;t) _ (92)
-Jestliée volbu obratime, tj za operdtory impulsi 93,..., P

n
zvolime p#imo Pl""’Pn , potom z komuta&nich relaci{ dostaneme obdobu

vyrazd (91)

Klasickd velilina Operétor
P, P, »
> (i=1,2,...,n) A(93)
Q ih
aPi

Volba (93) nés pirivede k tzv impulsové reprezentaci. Stavové vektory

p>e€ £ v ni budou reprezentovény funkcemi

P o= PPy,..u,Pst) | - (94)

[Souiadnicové reprezentacd

je (pPedevsim pri Fedeni konkrétnich dloh) nejEasté&ji pouZivanou
reprezentaci apardtu kventové mechaniky. V&imneme s8i j1 proto bliZe;
uvidime, %e nds dovede i ke Schrodingerové rovnici, s ni¥ umime pracovat
Ji%Z z kap.III. 4 7
Pro soustavu_ tvofenou jednou &dstici s polohovym vektorem ¥ = (x,y,z) a
impulsem P = (px,py,pz) (srov.(84)) bude

: $ = x , ¥y =y ., z = z (95a)
tek¥e goperétor polohového vektoru
A .

7= (X,y,2) bude T = (x,y,z) (95b)

Slo¥ky vektoru impulsu 3_ budou podle (91) reprezentovény operétory

Y b A . b A a
= - ih 5. = - ih , p,=-ih (96a)
Px o Y dy z >z
a operédtor impulsu (vektoru) tudiZ bude
%:(-iﬁa ,-i’h—ﬁ—,—ihb) (96b)
dx dy dz
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Vzpomeneme-1i si na diferencidlni operdtor V (nabla) (dod.E) , miZeme
operétor impulsu (96b) zapsat '

B = -ihv | : - (96¢)
Nyni ji%¥ snadno podle 7.postulétu ziskéme dal3i operdtory v soufad-~

nicové reprezentaci. Tek nap¥

(i) operétor kinetické energie pro jednu Zéstici dostaneme tak, Ze v (84)

nahradime p,,pP, P, operdtory (96):

Y

: 2

1A A A h
T=— 5P = 3B = (-2 VY = - — V? (97)

2m 2m 2m 2m

' 2 2 T2
kde 2 0 d o . :

vo = + + je tzv Laplacelv operdtor (dod.E).

dx%  dy? dz2
Pro &éstici pohybujici se jen po piimce (zvolime ji za osu x;srov.
kap.III)

B2 4
T = o — — - (98)
2m dx : .

(ii) operédtor potenciélni energie (87) pro jednu Z4stici bude p¥imo
funkce V(x,y,z),

V= Vix,y,z) | (99)
(iii) operdtor celkové energie - hemiltonidn - pak Je
H2 '
H = T+ U =- V2 o+ Vix,y,zit) © (100)
' 2m .

Pro jednorozmérnj,stacionérni pFipad se redukuje na
. 52 d2 i ' A :
H=-— 3 + V) , : (101)
2m dx :

Stavové vektory 1¢(t)> jsou reprezentovény vlnovou funkel

¥ = Plx,y,z;t) (102)
fasovy vyvoj stavu soustavy je podle 6. postuldtu uréovén fedenim
Schrodingerovy_rovnice

ih _g_‘[’_ = %&P , (103a)
t |

nebo v rozepsaném tvaru, po dosazeni z8 X

hZ
i’ﬁ—%i— = [-— vZ + Vix,y,z;t) l.'J (103db)
t

2m
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Vidime, Z%e skuteln? ziskdvéme Schrddingerovu rovnici ( na ni¥ byla zbu-
dovéna Schrédingerova vlnov4 mechaniks: isrov.kap.III) pouze Jako di1&4
vysledek z obecného formalismu kvantové teorie.

Pro dplnost si je3t® uvedme hamiltonidn pro &dstici v elektromag-
netickém poli. Zde se situace pond&kud komplikuje tim, %e magnetické pole
nenf potencidlni (nelze ho popsat jen skaldrnim potencidlem U), tak¥e
potencidlni energie Z&4stice nejde zapsat v Jednoduchém tveru (87).

V klasické elektrodynamice se dokazuje, %e klasickd Hamiltonova
funkce pro ddstieci s hébojem qQ v elektromagnetickém poli je

H(E,P) = —— [P - qA(E,t) ]2 + QU(E,t) . (108)
om

kde U(r t) Jje skaldrni potencidl elektrického pole,
A(r t) je tzv vektorovy_potenc1é1 magnetického pole a

-

- dr
P = m

+ qQA(E,t) = v + qK(i-',t) : (105)
dt

Je zobecnény impuls (kanonicky sdrufeny s 7).
Pri pirechodu ke kvantovémechan1ckému operétoru musime nahradit tento
zobecnény impuls P operdtorem impulsu 5), nikoliv mechanicky impuls

P = m df/dt = ov ! Skutelnost, Ze dvojice Q; Py Jsou kanonicky sdruZené
méla byt, presnd vzato, uvedena v 7.postuldtu, nebof prévé téchto dvojic
se tykaji komutadni relace (90).

Kvantovémechanicky hamiltonidn # ziskdme z (104)

XcR, Py = [?-qK(ﬂ,t)];? s VR, ' (105)

2m

- . —»
kde V(R ,t) = q U(R,t),
R Jje operdtor polohového vektoru a
A je operédtor zobecn&ného 1mpu18u (105) . .
Pro operatory 5’2 = (1 Y Z) ' 7)= (px, ‘Py' "Pz ) plati komuta&ni.
relace (90)

[X,2] =3 , [V, P]ziﬁ, [Z,2] =i (106)

véechny zbyvajici komutdtory Jjsou rovny nule. V soufadnicové reprezentaci
prejde (105) v

X = - [-ihy - q XF0 % + v(E0 (107)
m
a Schrsqingerova rovnice je '
dP(F,t) - - - -
ih ‘Pbl‘ - (-i’ﬁv - qA(?,t))2 P (7, 1) + V(r,t) P(F,t) (108)
t 2m '

. +2
Na pravé stran& této rovnice znamend (-ihv - q&) ? toto:
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(-ihe - ab)(-ihw - of) $(E,1) =

bz
= -h2 3'1)2 + iqﬁ[Ax——g-f— * 4 Ca ¢y )] + quf‘:\l/ +

dx

+[Qaléi dva vyrazy, které se ziskaji z tohoto zé&m&nou x za y a za z].
Musime toti% brét v \dvahu, %e slofky operdtoru V & operétoru I(?,t)
obecné nekomutuji.

X

3.2) Stfedni hodnota

Zévéry, které vyplyvaj{ z tdvodnich postuldtd, maji pravd&podob-
nostni charakter. Abychom je ov&Fili, musime provést velky polet m&Feni,
pFi naprosto identickych podminkdch. Jinak ¥Fefeno, m&li bychom mé&Fit
tuté? velifinu na velkém podtu soustav, které jsou v tém%fe kvantovém
stavu (pfisluéi jim stejny ket-vektor I1y>).

UvaZujme tedy scubor tvofeny N identickymi soustavami, pfiZem?
v3echny jsou v _né&jakém normalizovaném kvantovém stavu quLJ_Pfedstavme
8i déle, Ze v témZe Casovém okamZfiku, provedeme na viech tichto sousta-
véch mé&Feni néjaké velidiny A (nap¥. celkové energie). Podle 3.postulétu
miZ%e byt vysledkem kaZdého z N provedenych méteni pouze nékterd z vlast-
nich hodnot 81,85,... operdtoru A, ktery zobrazuje m&Fenou veliZinu A.
Necht jsme
N, -krat nam&tili hodnotu ay

N, =-krat " " a

2

. - .
. L] L]
- - -

3 eeoe
.

N. -krat »

- - .
L] » .
-

[ X K
.

prifemZ musi byt

Ny +N, # ...+N + ... =N (=celkovy podet)

Aritmeticky st¥ed A z vysledkl méfeni vypo&teme b&%inym zpisobem

I = Nla1 + N?a2 * .ee + Niai + ees .
N
N N N
= L a+ —2 8y *euo * i a; + ... (110)
N N N
Pro velky pofet m&Fen{ (N-»o©) se pomér N /N (n=1,2,....) bliZ{ pravdi-
podobnosti namé&feni hodnoty a, , tJ
N
P(a ) = lim 1 (111)

N—°° N

Podle 4.postuldtu je v3ak tato pravddpodobnost rovna vyrazu (73)
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g, &,
) g2 .y ' '
P(a_) ~§,_; 1< a2 = <yl <ol g

tak%e pro N —>oco mi¥eme stiedni hodnotu <A> 2z mEFené velidiny A ,
zapsat takto

<A> =Z Pla ) a =) _
n

n izl

e

<¢|ufli)> <u§,i’w> a_ - (112)

ProtoZe (a  Jje redlné &{islo)

(41]ugi)) a, = (11lan| u;i)> a podle (72)

A Iu;i)) = ag Iugi)} (i=1,2,...,gn) ,
miZfeme (112) plepsat
. &n
a> = L Z WlAPD sculPig> =
n i=1
__ &n
I ALY ) iy <l )i
n i=1l

Vyraz v zévorkdch je roven jednotkovému operdtoru (vig podminky dplnosti
(50)), tak¥e kone&n& dostévéme pro stredni hodnotu 2z velkého poltu

méreni velidiny A  vyraz '
(AY = <4’IJ4I4’> (1138)

Pro nenormalizovany stav | §> je treba (113a) jedt® d¥lit normou .
takZe

Ca> CY 1AL ‘_ | (113b)

TS
Poznamene jme, %e se n&kdy formule (113), pro stfedni hodnotu {A?,
postuluje misto némi uvedeného 4.postuldtu. Fyzikéln{ interpretace
koeficientd rozvoje podle tiplného souboru stavovych vektorld (kteréd byla
obsahem 4.postuldtu) se pak naopak ziské jako disledek, xtery z tohoto

postuldtu vyplyne.

3.3) Sou¥amsné méFitelnost a \plny soubor kvantovych &isel

-

PoloZme si nyni otézku, kterd se nikdy neob&evila v klasické me-
chanice, ale podle toho co jiz vime, mé z¥e jmé zdsadni vyznam Vv kvantové
mechanice: za jakych.podminek Jje mo%né soulasné stanovit pfesné numeric-
ké hodnoty dvou ridznych m&iitelnych velidin 7 Vyjédfeno z hlediska rea-
lizace experimentu: méfeni 1.veli&iny, rekndme A, pFevede podle
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5 postulétu soustavu do urlitého stavu, v n%mZ m4 A hodnotu, feknéme L
( Jjedna z vlastnich hodnot A ). Jestlize nyni provedeme na soustavd
mdfeni druhé velidiny B, bude soustava ve stavu, v ném%Z mé B,naméfenou

‘hodnotu, kterou ozna¥ime bj (jedna z vlastnfch hodnot B ). Otdzka -
‘nyni zni: kdy% budeme nyni na soustavé m&Fit znovu veli¥inu A, dostaneﬁé‘

op¥t hodnotu a; ? JestliZe ano, budeme fikat ie vgliéigy A, B jsou

‘soulasn¥ méfitelné

Podivejme se nyn{ na tento problém z hlediska matematického for-
malismu kvantové mechaniky Nechi operstory A , 3 (zobrazu:]ici veli-
&iny A,B) maj{ ve stavu, ktery vedl k nam&Feni hodnot ai’bj _pgleégj

vlastni stavovj vektor Ia j> , takZe plati

Jq‘e]_!b > = a, 'a‘.i.’b;j> ;- fblei.b > =Db. ‘ai’b;j> i' ('114)":
RozliBovéni vlastnich vektord pomoci odpovidagicich vlastnich . hodnot y

;které jsme zde pouZili, je v kvantové mechanice b3%né. Zpravidla ae
- oviem nevypisuai celé vlastn{ hodnoty, ale op&t Jen néaaké veliélny -
’- kvantovd %isla - kterd je rozl1§uai Tak misto |a b > by se mohlo'
_psét 14,3> s.tim, Ze kventové &islo na l.pozici (zde wiw) pfisluéi

vlaatni hodnotd X a éislo na 2.pozici (zde "j") pak vlastni hodnoté 9.
Fyzikélni smysl rovnic (114) Je nésledujicf: jestliZe se soustava

v daném gasovém okem¥iku nachédzi ve astavu lai’bj> , potom m&feni veli-'
 &in A,B a4 ur&itd hodnoty ai,b . Nutnou podminkou pro souéasnou platnoatf

f;obou rovnic (114) Je .

CAB - BAY | Ay, >'[ad .’B]la = 0 - tus)

'coz znamend, Ze lai’b;j> je vlastnim vektorem operétoru [ﬂ 3] a pf':(s-
-luéi mu vlastni hodnota 0. : L

'operétq_y JV B komutuji. V tomto p¥ipadd plati dileZ¥itd véta-

2 druhé strany, rovnice (115) Je automaticky splnéna, jestli!e

JestliZe dva operédtory komutuji, potom lze pro né naJit epoleénj

| dplny soubor ortonormélnich vlastnich vektord.

S Platl i véta obrécené*

I

Maji -1i dva operétory spoleény ﬁplny soubor vlastnich vektora,
potom komutuai. : I

Obé vty 1ze pomédrné snadno dokézat, jestliie véechny vlaatni hod-‘

:'noty obou operdtord jsou nedegenerované' v opadiném- piipadé je rozbor

a ddkaz komplikovandjsi. Nebudeme dﬁkazy provédét (viz nap#. [11] [13] ),,
‘ale viimneme si fyzikdlnich dﬁsledkﬁ které z vit plynou.A;-'

- M&jme operédtor A, zobrazujici né&jakou vel1éinu, kterou je moiné
na dané soustavé zm&frit, Vime jiZ, 2e mnoZina jeho vlastnich vektorﬁ
tvordi dplny aoubor, ktery miZeme pouZit za bézi v proatoru atavovych
vektora € . Obecné viak vybér vlaatnich vektorﬁ neni jednoznaény.
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vzpomenme si, %e yyb&r ortonormdlnich vektord v_podprostoru Sn s B8P0~
jeném s degenerovanou vlastni hodnotou a _ (obr.45), nebyl jednoznaéné
uréen.

_ Mg jme nyni druhou m&#¥itelnou veliéinu ‘B, zobra'zgnou operétorem_ﬂ,
ktery komutuje s A . MiZe se nyni stdt, Ze gpolelny soubor vlastnich
vektord (jeho? existence plyne z vy3e uvedené véty) u¥% bude Jjediny.

Ne ka%dy vlastni vektor | a ) z té&ch, které pat¥ily k degenerované
vlastni hodnot& a  , musi byt téZ vlastnim vektorem B . 2 uvedené véty
vi3ak plyne, Z%e v podprostoru E lze vZidy vybrat takové ortonormdélni
vektory, které budou téZ vlastnimi vektory B. Sestrojujeme-1i tedy
spole&ny systém ortonormdlnich vlastnich vektord pro komutujict operé-
tory A, B - rozlisujeme je nyni dvéma vlastnimi hodnotami : i"
miZ%e pribrdni operdtoru B omezit moZnosti vybdru téchto vektorld v pod-
prostorech, které pi‘isluéely k degenerovanym vlastm’.m hodnotém operéto-
ru A . :

JestliZe je soubor vlastnich vektord dvou komutujicich operdtord AN 04 3
ji% urden jednoznalné&, potom ¥ikdme, %e operdtory A ’ B tvof‘i dp__y
soubor komutujicich operétori.

JestliZe A ﬁ je&t& nemaji Jjednozna&né uréeny___poleény___p___j
soubor - ortonormélnich vlastnich vektorﬁ musime pfibrat dmld{ operédtor
__‘6__ y ktery komutuje s A i B a znovu konstruovat spoleénj soubor
vlastnich vektord | ay b3’°k> pro trojici 04 B <€ . Tuto proceduru
(pribirdni dalsich komutujicich operdtord) budeme opakovat tak dlouho,
a? spoleny soubor vlastnich vektord bude urfSen -jednoznalné.

Obecné& se Pik4, Ze
hermitovaké operdtory J(, 3 ’ ¢ y oo ey & tvort uplny soubor kbmutuj_i_-

cich operdtord, jestli%e maji spoleny soubor ortonormdlnich vlastnich

vektord a tento soubor Je Jjediny.

M&ritelné velidiny reprezentované Liplnjm' souborem komutujicich
operdtort tvori dplny soubor sou¥asn¥ m&Fitelnych velidin. '

Provedeme-1i soulasné zm&¥enf{ t&chto velidin, potom stav soustavy bude
jednozna¥n& urlen stavovym vektorem la,,b ,ck,...,f > , kde ay,b j0
jsou nam&¥ené vlastni hodnoty operétorﬁ 9 ‘e gecey L

ck,Q..,im

(tj nem&¥ené hodnoty veli&in 4,B,C,...,L ). Pro tento vektor platf
Ale;,v j, Cpreeealy> = 85 1 asbg,e,.0 1Y
ﬁla ,ck,...,l )
‘Z lag, J,ck,...,l >

bj { ai'b,j’ck".."’lm)

) lai’bj'ck""’lm> (115)

1>

ilalﬁ J’ k'."llm> lm'ai'b‘]’,ck.clo’ m
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Proto%e v tomto pripad® existuje jediny stavovy vektor, ktery m4 tuto
vlastnost, Jje stav soustavy pilng& urlen kvantovymi &isly ai’bj'ck""’l '

ml
*ikd4 se, %e kvantovd &{sla tvor{ dplny soubor kvantovych &isel.
Tak naﬁf. pfi Fedeni problému elektronu v atomu vodiku uvidime, Ze
existujl 4 veliiny, které lze u elektronu soudasnd nam¥fit: celkovd
energie E, velikost momentu hybnosti lLI s prim#t tohoto momentu hyb-
nosti do ndjaké osy (zpravidla se bere osa 0z) L, & primdt spinu
{vliastniho momentu hybnosti) do zvolené osy S, . Odpovidajic{ operdtory
??(hamiltonlén) £, £, Y  skutednd komutujf a jejich vlastni

z
hodnoty -E, f »By,m - plné urduji stavové vektory |n,l,m,,m > pro

elektron v atomu vodiku (v8imn¥te si, Ze misto E pouzivéme p¥i rozli-
Sovéni vektord jen "hlavni" kvantové &fslo n, které oviem Jednoznaéné
urfuje E ).

Problém uréeni \iplného souboru soulasné méritelnych velidin pro
danou kvantovou soustavu, mé principiélni vyznam: urfuje toti# maximdlni
informaci, kterou o n&jaké fyzikélni soustavé v mikroavité miZeme ziskat.
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V. SPIN A SOUSTAVY SE DVEMA STAVY

Hlavnim c{lem této kapitoly je ukdzka pou¥it{ obecného formalismu
kvantové mechaniky z predchédzejici kapitoly, na jednodhchy pripad: sous-
tavu se dvima stavy. V odst.l tento zémér soudamsn& vyu¥ijeme k doplné&ni
zavedendho formalismu o zékladni velidinu v oblasti mikrosv&ta - spin,
Problematike spinu mikroddstic ov8em prolind vdtdinou aplikaci kvantové
mechaniky na konkrétni soustavy, takfe se 8 ni budeme seznamovat postup-
nd. Spin elektronu, zavedeny v odst.l neni jedinym moZnym p¥ikladem

. Soustavy se dvéma stavy. V urlité aproximaci se takové soustavy vyskytu-
J{ &asto; 8 n&kolika Jjednoduchymi p¥iklady se seznémime v odst.2. Divod
ke studiu t8chto soustav netkvi jen v jednoduchém matematickém apardtu
k jejich redeni, ale mé i hluboky fyzikdln{ smysl: objevi se v nich ty-
picky kvantov&mechanické chovéni studovanych soustav, které miZe byt
verifikovéno experimentdlné&. Velice p&kny a podrobny rozbor této proble-
matiky miZete nalézt ve Feynmanovych pFedndskédch [7] .

1. Spin elektronu

1.1) Experimentélni podnéty k zavedeni spinu

V nasich dosavadnich dvahdch vystupovaly mlkroééat1ce vliastné jen
jako hmotné body bez vnit¥ni struktury. Tato skutednost se odréZela nap¥.
v predpokladu, Ze stav &d4stice lze pln& popsat vlnovou funkci 4} ykterd
zdvis{ pouze na prostorovych soutadnicich &éstice x,y,z. Reda experimen-
tdlnich faktd v3ak vedla postupné k zdv&ru, Ze tento popis Jje nedplny.
V8imnéme si struén& nékterych z nich.

Sternovy-Gerlachovy experimenty

»

Na &4stici, kterd mé vlastni magneticky moment M (napf. paramagne-
ticky atom), pisobi podle k1331cké fyziky v nehomogennim magnetickém
poli s magnetickou-indukel B (-B(x,y,z)) sila

F = V(M.B) (1)
JestliZe nechdme prochédzet svazek £akovych &¢d4stic prostorem,v ném% se

amdr B m&n{ jen mélo, mle velikost B je siln& z4visld na poloze (obr.51),

potom miZeme piFibliZné& psadt
—,

F = M VvB, (2)

kde M, je projekce magnetického momentu M do sméru B (ktery Jjsme poloZili
do osy Oz). y/ bdchylky stopy na stinftku S (obr.51) pak miZeme stanovit
sloZku M ve sméru B (tj.M ), nebot sfla (2) je paralelni Oz a Um&rné M, .
Vysledek takovychto pokusﬁ které zaldtkem dvacdtych let realizo—
vali Stern a Gerlach s atomy stiibra, byl prekvapujici. ProtoZe podle
klasické mechaniky md%e nabyvat M, libovolnych hodnot (moment'ﬁ miZe byt
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) - ~ Obr. 51.

—
L

A

]
_ Schematické uspofédéni Sternova-
‘—‘——T‘E:_E_-?—:]'7““-' -Gerlachova experimentu. 7
\:‘\} ,//A/' > (a) Z-zdroj atomd Ag, K-kolimédtor,

TN E-elektromagnet, S-stinitko
. (b) Pri¥ny pohled(rovina x0z)
. na elektromagnet E.Pole B vyznale-

no &érkovand.

v prostoru libovoln& orientovén), m&la by se na stinitku objevit spoJjité
rozmazand stopa; Jjeji okraje by odpovidaly limitnim pfipadﬁm paralelni
(11 ) a antiparalelni (1} ) orientaci M a B.
Experiment v3ak ukézal izolované, ekvidistantn& vzddlené, atopy. To bylo
Jjasnym dﬁkazem kvantové povahy magnetického momentu. ProtoZe to vypadalo
Jjakoby vektor M mohl mit v prostoru jen né&které orientace (vzhledem k B),
stalo se bé&inym mluvit o prostorovém kvantovéni.

0d dob Ampérovych vime, %e maggetlcky noment M Jje nerozlu¢n& gpo-
jen s mechanickym momentem hybnosti nabité &dstice Q.Klaaické nabité
gdstice, kterd se pohybuje po orbit& (nap¥. v Bohrové modelu atomu) tak,
%¥e jeji moment hybnosti je TL predstavuje vlastn® smylku protékanou
proudem. Podle Ampérovy hypotézy je tato smyfka ekvivalentni magnetu
s momentem ﬁ; dméErnym T

-» . '

M = gL ' . (3)
Konstanta uUm&rnosti ¢ se nazyvé gyromannetlckj_pomér a podle klasické
elektrodynamiky Je

- q
: . ¥ 2 m ,
kde q Jje néboj ¥éstice a m je jeji hmotnost.
V Bohrové modelu atomu vodiku mé elektron na nejni%3f orbitd (n=l ve
vztahu (I.9)) moment hybnosti T = h , tak%e odpovidajied magneticky
moment je podle (3) ‘ SRR C e 1 e o

eh i
My = - | (5)
- 2m

(4)

.
(néboj elektronu je (-e), jeho hmotnost m; poznamene jme, %Ze &asto se

Bohriv magneton definuje se znaménkem +).

Velitina g se nazyvé Bohriv magneton; v soustavé SI
-1

Mg = -9,2741.1072% 5170 (joule/tesla)
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Ze vztahu (3) je zfejmé Ye kvantovéni M Je vlastn¥ disledkem kvantovéni
momentu hybnosti L. Z re3eni problému vlastnich hodnot operdtoru L2

JBZ (pritazenych (T2 a L, z (IV.85)) vyplyne, %¥e vlastni hodnoty 352
Jjsou

1(1+1)k? (1=0,1,2,...) (6)
vlastni hodnotv_éﬂz pro dané 1 jsou

m h (m) = 0,#1,+2,...,+1) (7

To znamené, %e ve Sternov&-Gerlachové pokusu bychom m&li na stinftku
najit vZdy lichy polet ekvidistantn& vzddlenych estop, nebot M, v (2)
by podle (7) mohlo, pro dané 1 (tj. pro danou velikost momentu hybnosti),
nabyvat hodnot :
gml’h = mlfJB (my =0,+1,+2,...,+1) (8)

Ve Sternov&-Gerlachové experimentu s atomy Ag (roku 1924) v8ak byly
zaznamenény dvé stopy., Kvantitativni vyhodnoceni pfitom dalo projekce

M, =+ mng | (9)

Vyznam t¥chto vysledkl nebyl ihned pochopen. Pokusy o vysv&tleni
byly komplikovény tim, Ze atomy Ag obsahuji{ mnoho elektroni. Z¥ejms&
sprévny (protoZe ve svych disledcich bezesporny) vyklad podali Goudsmit
a Uhlenbeck r.1925. Podle Jjejich hypotézy musime vzit na védomi, Ze
elektron mé vlastni magneticky moment M s, JehoZ projekce do zvoleného
sméru (sm&r B) mohou nabyvat pouze dvou hodnot: * ug. Rovn&Z postulovali,
Ze elektron mé vlastnf (vnit¥ni) moment hybnosti § - 8pin - jeho%
projekce na zvolenou osu jsou + h/2 . Vzteh mezi spinovym magnetickym
momentem‘ﬁ; a8 spinem g’pak miZe byt, analogicky k (3), psédn

M, = g ¥ S - (10)
kde - '
gy =2 . ! (11)

Jje tzv. Landého faktor (faktor spektroskopického rozité&peni). Pro udpl-
nost uvedme, Ze hodnota (11) je pribliZné; s korekcemi, které vyplyvaji
z relativistické kvantové elektrodynamiky, je &, = 2,002319.

Bez podrobn&j3iho rozboru jen uvedme, %e byla i del¥{ experimen-
t4lni fakta, k jejichZ obJjasn&nf hypotéza o existenci spinu a spinového
magnetického momentu uspé&3né& piispéla. Z nich uvedme jmenovit& jen

Zeemanlv_jev
spodivajici ve St&peni spektrdlnich &ar v magnetlckém poli. Toto 3t&peni

je z hlediska kvantové mechaniky disledkem roz3t&peni energiovych hladin.
Z Pedeni pri{slusné Schrodingerovy rovnice op&t vyplyne, Ze nap¥. v atomu
vodiku by se kaZdé hladina m&la rozit&pit na lichy pofet - (21+1) -
podhladin. Nejni%3{ hladina 1s (1=0) by tudi¥ m&la zlistat nerozit&pena.
Experiment v3ak op¥t ukdzal, Ze hladina is ve vodiku se v magnetickém
poli 3t&pi na dv& hladiny (obr.52). PPitom yzddlenost t&chto hladin




- 123 - (v)

s L-* . 'Obr. 52
13 <:‘ _ 2?‘5 ‘Stépent zdkladn{ hladiny 1s
. S~ v ‘atomu vodiku v magnetickém
bes mag.pole v mag.poli B . poli B.

Je 2pgB, coZ je dvojndsobek hodnoty, kterd odpovidé vagbd ¥ s 1 podle
(3) a (4), ale souhlasf s (10).

1. 2) Komuta&ni relace pro operdtor momentu hybnosti

K nalezeni kvantovémechanického operétoru pro spin nonﬂ!eno pouiit
7.p60tu16t, nebot pro spin nemédme odpovidajici klasicky definiZni vstah.
Je proto nutné potfebné operdtory definovat pfimo & to tak, aby vechny
disledky =z t3chto definic plynouci, byly v souladu 8 experimentem.
ProtoZe spin Jje (vlastni) moment hybnosti, Jje priroszené poZadovat, . aby
operédtory, které budou reprezentovat jeho slofky a velikost, splnovaly
stejné komutalni relace, jako operdtory represzentujlci orbltélni moment .
hybnoati T. Podle (IV 85) A A

. ¥, TP ' o (12a)
Me o 3. (%,5,8) a §= (px.py.p )
@ jednotlivé sloXky operédtoru 2 = (% 66 s & ) Jasou

AN AA
L. o= 3, - zp, |
AA AA .
éCy = Ip, - Xxp, - (12p)
AA AA
, dﬁ. B xpy - YPx . ’ .
A A )
Pro operdtory sloZek T a 3 plati postulované komutaZni relacq(IV.90)

[%,8,0 = th , [§,8] =~ h , [3,5] = h a3

A A
s v3echny ostatni komutétory ze slofek T a P jsou rovny nule.
Vypo&téme nyni komutétor'[ ] ; 8 vyuiitim (13):

(£, L1 =, - 33 )( ﬁﬁx - xp, ) - ( 5B, - 3p, ) ¥B, - B, )=
= 35,0 B% - B, ) - BBC KD, - 3B, ) = [1,5,1(5p,-3b,) = 1h &
Stejn& spolteme [.‘By,éﬂz] e [£,,£] , takte sounrnnd dostaneme
[xx.‘f,y] -thd, , [£, £,1=1hg , (€, £]=he

(14a)
co? miZeme aymbolicky zapsat (vektorovy soudin operétord)
Lo n? (14b)




tv) - 124 -

sloiek - nept. L - nelze Ji% presnd urdit sbyvajici dvid. Je viak moZné
soudasnd ® jednou sloZkou gmdFit plresnd jestd alespon velikost 11
Abychom na otézku odpovdd#li, musime vypofitet komutétor [, éﬁ;] .
pro jednoduchost je zvykem pofitat s kvedrétem 12 t-f..‘f, JemuZ prislusi

operdtor kvedrdtu welikostl momentu hybnosti ,
2 2. 2 2 ° '
L5 = Ly K | (15)

Podle zévérd odstevece IV.3.3 plyne z (14), %e gmElime-1i jednu zs

Plati , | _
(2% £, 0=[€2 + £ + 2, 6] =[2l + 27, 2,1 -

R 2 B A A R AR R A W R C A
= Agx(;i‘h«fy) + (-ih égy)a‘@x + bﬁy(ﬁxﬁx) +.(i’ﬁ‘£*) £y =0 N
tak2e IR
g L£2L,1=0 SRR RT3

Odpovéd na otédzku je tedy kladné: L, a ‘ﬁl 1ze soulasnd presnd zm¥rit.

Komutalni relace Slg).(lﬁ)‘ n;yni‘ budeme povaZovat za defini¥ni vsztahy
pro operétor momentu hybnosti obecn¥ (tzn nejen pro orbitdlni moment
hybnosti, ale teké napf. pro spin).

1.3) f'rost—or spinoﬁch stavovych vektord a Pauliho matice

Zvolme za sm&r,do n&j? budeme promitat api'n,. osu Oz, Hledimy
operdtor spinu ¥ nechi mé slozky Lo .Y’y, ¥, ti¥= (_-.‘fx, J"y, ':fz).

Operétor fz musi m{t vliastni hodnoty rovny expériment&hx! zjisténym
hodnotdm + F/2. Ozna&ime-1i vlastnf vektor k hodnotd +h/2 jako 14>

a k hodnot& /2 jako |- %X mus{ platit SR .
| b PR hoy 4y '.
'.‘U%> T ‘%) P ifz\‘ '!a‘> iy \"%) | €17)

Poznémka: veitory |%_> , l‘%) se %asto zna¥{ stru¥ndji [+>, {=> nebo
|T> ! ‘L) * : . ‘ X - . N
Predpoklddédme~1i, Ze obé& vlastn{ hodnoty jeou nedegenerované a vektory

\%),"ji> normal‘izované, potom , : ’ ,
- ) 1 ° R -
GID-CH Dt <Fl-8)-0 o
Vektory \ %), l— -]2=> . md%eme pouZit za bdzi dvourozmdrného prostoru Ea'

ktery obsahuje vBechny vektory
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14> = o |3) +B|-2 (19)
~ Aby byl i y> normalizoveny, musi bt ,
12+ g2 =1 | (20

SkuteZnost, e vektory Vw2y , |-1/2> tvoﬁ bézi Je vy jéd¥ena
podminkou dplnoati (IV.50) - _ , _

18)C3+ \‘5)("%1 R
V bédzi tvofenéd vektory l -) ‘ 5) nusi byt operétor ‘! vydddi‘en |
dingonélni matic{ (viz (IV.69))
' 5. 1 0 : o '
Yy, =— T o (22)
_ 2 o -1 SR L -

s normovanymi vleastnimi vektory

I U b - [] .

Obecny atgfc (19) je pak vyjédFen vektorem

> = [d} R e

s normalizaéni podminkou (20), nobo% (viz(IV 35))

<qnl4}>:=(o<* p*)[P] -|o<|2+|(sl‘°' : ‘gzs)"j

U elektronu ve stavu (epinovém) \\y) s Je pravdépodobnost naméi-mi

S, ;% rovna |o<l2 ’ zetimco pro S -% Je to |pl2 -

Operatory pro fx, kf urdime tak, aby byly splnény konutac‘.ni
- relace (14) ‘

[i’x'b’]'i'ﬁf ’-[,;- ,*ihiﬂ. [b",!]-i’b:f

.(26)
P¥i{mym vjpoltem 8i miZete ov&i‘it, e v bazi (23) vyhovuj:[ témto relacim
hermitovské matice (spolu s f podle (22))- '

S o 1) o -1) o
Y SR ' ,y"--f'-‘—[ ] (27)
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Operdtor bpz pak Jje: .
11 0
2 2 2 2 3
2
f-fx+fy+fz=—4—ﬁ : (28)
Lo 1
ProtoZ%e Jjde o jednotkovou matici nésobenou éislem, Je splnéni komutadni
relace (16),tJ
[:f’.‘f,,]- o, (29)
evidentni. ‘
Operédtory !f BP musi mit proto spole¥ny soubor vlastnich ‘vektory;
jsou to opdt vektory (23), nebot

2 ' .
AP - 19D ¢ P 3R o

Vlastn{ hodnota. je tedy v obou pripadech 3h/4. Mi¥eme ji zapsat
analogicky k (6) : . -

a(s + 1)h kde 8 = % ' (31a)
takZe 5 « : .
¥ |+ 1) =se+h2 |+ 1) (31b)

K tomuto kvantovému &islu s = % » které urfuje velikost apigg‘(obdoba
kvantového ¥isla 1, které urduje velikost orbitdlnfho momentu hybnosti),
pak prislusi spinovéd kvantové &islo
—_— (32)
2

ms =+
urdujfc{ prum#t spinu do zvolendé osy (zde Oz); &islo m Je obdobou my
v (7). K denému 1 z (6) jsme m&li (21+1) moZnjch prim&td (hodnot m,)
orbitdlntho momentu hybnosti do zvolené osy; k denému s, které nabyvd
jen hodnoty s = = , méme obdobnd 2s+1 = 2 mo¥ngch primétd spinu do

2
zvolené osy (obr.53) Z toho v3eho je zfejmé, Z¥e se ndm skutedn& podatilo

Obr. 53. 'vg h

Zndzorn&ni celkové velikosti epinu
. h 2

‘a dvou moZnych prim#ty + —— do osy Oz.
: 2

R TSRO L

zkonstruovat spinovéd operdtory tak, %e po formdlni strénce splﬁnji tytéz
relace jeko orbitéln{ moment hybnosti a 2 druhé strany,dévaji vyaledky
ve shod¥ s experimentem.

Pauliho matice.

A
. . -—r
V kvantové mechanice se Zasto pracuje s bezrozm&rnym operdtorem 0 ,

ktery se definuje vztahem ?.: -fz‘— g: (33)
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N
Matice, které reprezentuj{ t¥i sloZky @ v bési tvorené vektory ‘ %),
|- %)’, se nazyvajl Pauliho matice. Porovnénim (33) s (22) a (27) zfejmé

o 1} . fo -1} . |1 o

A
¢, = o, = g, = (34)
x 1 o Y 1 o z 0o -1 3
Charakteristickd rovnice pro v&echny t¥i tyto matice je .
M-1=0 ‘ (35)
tekZe vlastni hodnoty operstorid &k' 6&, 3; Jsou
| A=zl - (36)
- Skutelnost, Ze vlagtni hodnoty v8ech t¥i operdtord - J;. f;, j& -
Jjsou ﬁ-% odréd%i to, %e Z4dnéd z 0s neni prerérovanég oxper{mentéiné
nam&fené hodnoty prim&td ve Sternové&-Gerlachové pokusu,nemohou

géviset na tom, jak si orientujeme soufadnou soustavu vzhledem k apara-
tube. : ‘ "

1.4) Spinové vinové funkce

V tomto odatavei zavedeme pro spin & 8 nim spojené vinové funkce
znafeni, které se b&in¥ uiivé predeviim ve spojeni se soufadnicovou
reprezentaect. L o

K dynamickym prom¥nnym x,y,z , urfujicim polohu'elektronu, pltidéme
gtvrtou promdnnou : spinovou proménnou {soufadniei) 0. Definujeme ji tak,
e (srov.(10),resp.(32)) :

_ : e h 1
¢ =+1 prostavs M = - (mg = 3) _
2mg . (37
. e ﬁ 1
¢ = -1 prostavs M = (m == 3)
. 2me

(poznémka: ndkdy se setkdte 1éZ s definici ¢ = % 172 )ﬂ
Vinové funkce v soufadnicové reprezentaci pak Jje

. P (x,y,2, 0 ) l ' »(38)
Na jejf interpretaci to nic nem&ni; tak _
I\P(x,y,z,*'i)l2 dxdydz (39a)

ud4dv4 pravdépodobnost, %e v objemu dxdydz, opsaném bodu (x}y,z), bude
nalezen elektiron se spinem orientovanym “nahoru® (tj. ve stavu|f) nebo

|%> -,réap. 8 M, =+ g )3 podobné se 'int.erpretu;je
I*(x,y,z,—l){z dxdydz _ (39b)
E::l\P(x,y,z,c‘)lz dxdydz ‘.(39C)

=24

Vyraz




o
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pak udédvé pravdépodobnost, Ze Zdstice s libovolnym epinem bude nalezena
v elementu objemu dxdydz v okolf bodu (x,y,z)..

Do normaliza¥ni podminky (I1.20) musime nyni ovem kromd integrace
pres x,y,z pridat i sumaci p¥es 0~ , tak¥e norma Je

N = .}P!$(x,y,z,+1)[2 dxd&dz i-Jpl?(x,y,z,-i)la dxdyds (40)

Funkce Y(x,y,z,0" ) je normalizovéna, je-1i N = 1,
Mezi v3emi vlinovymi funkecemi ¢ (x,y,2,0 ) md ddle2ité postaveni
t¥idas funkef se separovanymi prostorovymi a spinovou proménnou:

qj(x,y.z,w) = Plx,y,2)%(F) . (41)

Takovédto separace promd$nnych je mo¥nd tehdy, kdyZ orientace spinu nezé-
visi na poloze &édstice v(x,y,g-prostoru; jinymi slovy: je moZnd tehdy,
kdy% lze zanedbat tzv. spin-orbitdln{ interakci, takie hamiltonidn
soustavy méd strukturu

Hxy,z,0) = Hytx,y,e « Loy C42)

Spinové vlinové funkce y (0 ) jsou vlastnimi funkcemi opersdtoru 9;,
tak%e vyhovuji rovnici ’ ‘ ' ‘

g f ~y
z%ms () = mh x’ms‘f) (ls=‘_f_-;-') (43)

Definujéma-li Jje takto

(1) =14 (-1) = 0 ' 1
X4 S & | (44).
)(_4!(1) =0 X"z("l’ =1 ,
Jsou vzdjemnd ortonormélni, tj. plat{ .
N | _
PI PRLD TG IL (45)

a=%1 .
V literatute Zasto najdete té% definované dvé spinové vlnové funkce

(0, ﬂ (0) : p
X(C) = K(F) Jestlite Y (+1)=0 , X (-1)=0"
() = pley - K (+1)=0 , o (-1)=1

(46a)
nebo o ' ‘
Funkce « odpovidd mg =% (spin "nahoru® nebo l%) nebo |1>) a {5 pak
m, = - % ( spin *dold" nebo |- %} nebo | ).

Zévérem odstavce jestd uvedme, %e Zastéd Je téZ reprezentace
funkce (41) sloupcovym vektorem
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1) - Lf*(x,y'Z). »
txis)) (47)

xteré je kombinac{ soufadnicové reprezentace s maticovym aparétem rozvi-
nutym v odst. 1.3. Dostaneme ji, jestliZe poloZime

£ (1) , (1) |
REYELE -3y = [A e
%i"l) ‘X_Qz_(‘-l)

2. Soustavy se dvéma stavy

2.1) Obecnd dvaha o soustavdch se dvima stavy

Ve fyzice mikrosv&ta existuje (vedle spinu 1/2) celé rada eituaci,
které alespoﬁ'aproximativné mohou byt'traktovény jako problém kvantové
soustavy se dvima stavy. Méjme napf. soustavu, v Jjejim% enefgiovém ’
spektru jsou dv& hladiny blizko sebe a pFitom jsou velice vzddlené od
vSech ostatnich energiovych hladin soustavy (obr.54)

AE : .
T Qbr. 54.

Schematické gzndzornéni energiového spektra,
Eﬁ. které dovoluje v l.sproximaci traktovat.
E{- : gsoustavu jako soustavu se dyéma moZnymi
stavy E,, E, (hladiny E,,E, jsou znaln&
vzddlené od ostatnich hladin v porovnéni

$ - 8 hodnotou (E, -E, ) ).

Predpokléde jme déle, Ze chceme yypolitat vliy vmn&jsiho pole (nebo vnit#¥- .
n{ interakce; kterd byla predtim zanedband) na tyto dva stavy. Je-1i
tato porucha dostatedn¥ slabd, lze ukdzat (viz kapitolu o péruchovém
"po&tu v II.dflu nebo [11 - 13]), %e vyslednj vliv na zminné dvd blizké
hladiny je mo¥né v 1l.aproximaci vypoditat tak, ze'ignorujemg existenci
oatatnich energiovych hladin soustavy; vdechny vypodty lze pak provést
v dvourozm&rném podprostoru 82.ce1ého prostoru atavovych vektord C .
Pro dals{ dvahy si zavedeme toto znadeny{: uvaiujme soustavu, jejiZ
stavy lze reprezentovat stavovymi vektory =z dvoudimenziondlniho prostoru
52 . Za bdzi v ném vybereme vlastni véktorx_\?i) y 122> hemiltonidnu
soustavy Egg_; odpovidajici vlastni hodnoty energie oznalime 61, 22.,

tak%e plati

Ho pa> = Edp> o+ Holge> = E51p0> (49)
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Bédze nechf je ortonormdélnf, tak¥e ,

Lyl g5> = dy; (1,4=1,2) (50)

Pfedpoklédejme nyn{, %e na soustavu navic plsobl n&jaké vnadjsi
(poruchové) pole, nebo, fe chceme zapo¥ist vliv n&jaké vnit¥ni interakce
v systému, kterou jsme zatim zanedbdvali. V obou pripadech bude mit

hamiltonidn tvar
X=X + W : (51)

Vlestni vektory # oznedime |@1> , U¥2>, a odpovidajici vlastni
hodnoty E,,E,. Plati tedy . -

g =y, Ky =m, 19y (52)

V bézi z vektord IQ1> ) Iq2> Je operédtor Id\reprezentovén maticel
(odst.IV.1.5)

w w .
wo= | 12 | A (53)
Y21 Va2
kde Wiy o= g5 Wlgs> . |
Matice je hermitovskd, takZe w11"22 Jjsou redlnd &1sla a

aw*
21 (54)

PFiddn{ interakénfho &lenu W k hamiltonidnu 9@0 md tyto didsledky:

W2

(1) €99 82 JiZ nejsou mo%né hodnoty energie soustavy. Mé&¥eni celkové
energie musi d4t E; nebo E2 (vlastni hodnoty'gf ) ,které se obecnd
1i8{ od £,, €, (vlastnf hodnoty &, ).

(ii) |?1> » 15> ji% nejsou staciondrnt stavy. ProtoZe twi? ’ '?2)

Ji% obecn& nejsou vlastnimi stavy # , hebudou to ji% staciondrni

stavy soustavy. JestliZe je nap¥. soustava v Zase t=0 ve stavu I¢1),,
existuje nenulovd pravd&podobnost Plz(t), e v Zase t> 0 bude naleze-
na ve stavu hfz) . Porucha W’ tedy indukuje pfechody mezi neporuse-

qymi stavy hy1> ,|¢2) . 4
Rozbor bodu (i) je v ndsledujicim odstavci 2.2 a bodu (ii) v odst. 2.3.

2.2) Statické hledisko: vliv interakce na stacionérni stavy soustavy

Hledané vlastni vektory 1?1) ’ [yz) a odpovidajic{ vlastni hod-
noty E,,E, operdtoru # jsou redenim rovnice '

Hiy>=E 1y (55)
Reseni provedeme v bdzi tvorené vektory I?1> 0 hP2> . V n{ rozlofime
1Y > takto: - ‘
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P> = ey 1> + ey 1Yy (56a)
kde (srov.(IV.8)) '
_ e = KP0Y> ey = Lg 140 * (56b)
Jsou projekce 1J)> na vektory béze l\.[’1> y 1P o7 .
Rozvoj (56) dosadime do (55) s tim, Ze X = 7@0 + W' . Dostaneme

(T 192> +WIgD = B 19 Yoy + (T 145> + WIgp = Bigy> ey = 0

Nyni tuto rovnici vyndsobime zleva (udéléme_i ‘skalérni sou¥in) jednou < 1! |
& podruhé <t(2| ; ziskéme dv¥ rovnice, k jejichZ udpravé pou%ijeme (49),(50)
a (53) ( napf. platf (\Pll%ol \f’l) =&, , <\f1'w\k{7]} = Wiq o )

(Y1 Bl ¢y> = E{f,!¥,> = E apod ):

nebo v maticovém tvaru
€y + Wy - E - ¥ ¢y :
' . = 0 (5Tb)
Vo1 €y + Wyy - ¢,

Matice soustavy bez veliliny E, je maticovou reprezentaci X v vazi \\f]_) R
I¥5> , cely vyraz (57b) je maticovou reprezentaci rovnice (55) v téZe

. bégi. Soustave rovnic (57) pro hledané koeficienty e¢qy,c, Vv (56), Jje
homogenni (bez pravé strany); netrividlni Fedeni (tj jiné nel c]_=02=0 ).

mé pouze tehdy, kdy? determinant soustavy je roven nule, tJj kdy% plati

) + W1 - B Wiz

= 0 ‘ - (58)
Rozvineme-1i determinant (58), dostaneme kvadratickou rovnici v E. Jeji
koreny E;,E, jeou prévé hledané vlastni hodnoty x . Jednoduchy vypolet
nédm dé

1 ~ 1 2 )
A R TR A R PO Rt

1 | 1 2 2
By =5( €y + Wy + Ep * W) =3 Viey « wyy = €5 - W% + atugyl

. (59)
Odpovidajici vektory hill) » 1{,> ziskéme tak, %e do jedné 3 rovnic (57)

(druhé je vZdy linedrn# zdvisld a tudii nadbytednd) dosadime za E vyraz’
pro El' resp. E2 , & vypolteme z ni pomdr °1/°2' K urfeni hodnot ¢4,¢5,

kaZdé zvlééi, pak je3t& pouZijeme normaliz'aéni podminku (Vi | \|Ji) =1
(i=1,2), co? je ekvivalentni podmince




vy - - 132 -

|c§J)|2 + |c(2J');2 =1 (j=1,2;indexy u B ) (60)

Pozorny vypodlet tak dé

|\|}1) = 608(9/2) e-id/z |\f1)‘+ 81!!(9/2) Qi“ /‘2 “fz)

- « . ~(61a)
o> = -sin(8/2)e2%/2 19> + coalB/2) 2% 72 1 y,>
kde dhly o« , & Jjsou zevedeny vztshy
S 2{w ,
tg O = 12! (0g P<x)
‘ €1+ Wy = Ex - Wy, S | " 61n)
i : * -ix
oy = IWyl e B Wip =Wy =Wyl e

Diskuse ziskaného' FeSeni.
Porucha W vede k zajimavym disledkim jen tehdy, kdy% W12=W21 0,
JestliZe by bylo W,5, = 0, potom by vlastni stavy #£ byly shodné se stavy
7{, (viz (61)) a vlastni hodnoty # by byly prosts El € + W3,

E, = 62

téz Wy, = W,, = 0. (kdyby tomu tak nebylo, mohli bychom oznafit

+ Wyso Pi"edpokléde.)me proto, fe W; 12 # 0 a pro jednoduchoat

81 t‘.l + Wy 62 ‘62 LZY ). Ozna¥me jest#

| e =3(E + €,) , A =3€E,-€,) L (62)
Potom z (59)

R T e PO (63)

Zévislost El,,E2 na g Je prosté: zména Em vede jen k posunu obou hodnot

El,E2 podél osy energie (to je ekvivalentni posunu riuly na této ose).
Z (61) Je vidét, Ze l\]ll> ,l\pz) na € nezdvisi. Zévislost E{,E, na

\ parametru A je na bbr 55.dJde 2 ni vid&t, %e vlivem interak&niho Zlenu W

fenergie
AN & /e/' obr. 55. ) ,
N IW,) // 1 Zévielost E,,E, na A--,:(a,—e,).
\\\ pd Pro W-+0 (lwlzl - Q) pPechdzi
Ve

~ /s )

E:..\ 7 . . hyperboly El,E2 v asymptoty
7 AN 4 Eys €y

Ve ' '

s

/ \\
/’ . . \\
AI\ 6,
7 N
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s lw12[ # 0 , dochédzi ke vzdalovéni pﬁvodnich hladin. JestliZe neporu-
jeny stav byl degenerovany, tj €&, = 62 = ¢, ( A =0), dojde k sejmut{
degenerace vlivem W , pFidem% vzddlenost novych hladin je 2IW12\.

2.3) Dynamické hledisko: oscilace soustavy mezi dvima staciondrnimi atavy

Stavovy vektor rp> z ptedchédzejictho odstavce,je obecn¥ zdviely na
Zase;’v (56) se to projevi zdvislostd ¢y @ c, nat: '

IP(e)> = ey (W) 1Y + ex(t) 1Y,y (64)

ProtoZe lcil2 (i=1,2) ud4vé pravd&podobnost, %e soustava bude nalezensa
ve stavu I?i> , bude se tato pravddpodobnost m&nit s Zasem, pridem2
oviem stéle mus{ platit normaliza®ni podminka (60); soustava tedy bude
prfechdzet mezi stavy 1Y;> , 1Y,> Basovy vyvoj stavu soustavy, tj vyvo]
1y(t) >, je dén Schrodingerovou rovnicf (6.postulét)

d
th— 1§ = Cd, + W) W (65)

Dosadime-1i do ni z (64) a opakujeme proceduru, kterd nds piivedla k rov-
nicim (57), dosteneme dvé diferencidlni rovnice pro funkce cl(t),cz(t)z

N
th —— cq(t) = ( &y + Wy ) og(t) + Wy, ey(t)

av (66)

ih

= cz(t? = Wy, e (t) * (e,+ W,,) e, (t)

Je-11 lwlzl # 0, jde o soustavu dvou (vzéjemnd svézanych) homogennich
diferencidlnich rovnic s konstantnimi koeficienty; jejich feseni proto
hleddme v obvyklém exponencidlnim tvaru

cy(t) = ay y c(t) = a,

kde energie E musf byt urZena tak, aby funkce vyhovovaly rovnicim (66).
Dosazenim (67) do (66) a d&lenim obou rovnic exponentou, dostaneme sous=

tavu dvou homogennich algebraickych rovnic pro a,,a, ¢
(€, +Wy-E)ay + W, a8, =0 .
| | o (68)
¥y 8 +( gy +Wp-F) ay=0

To Jje opét soustava rovnic,(57}, z ni} doastaneme pro vlastni hodnoty

T#  velidiny E,,B, vyjddFené (59) a odpovidajici staciondrni stavové
vektory (61). Stavovy vektor v t = O miZeme nyni rozlo%it v bdzi 1,2
ly,> ¢ ‘ , )
|¢(0)> =by 1 §4> + Dby l.qz2> (69)
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kde bl,b2 Jjsou konstanty, kKteré se urti z poddtednich podminek. Potom
(srov.(II11.18))

' . 1
I\k(t?) = by exp(-i-ﬁ—- t) Wy + b, exp(-—i-ﬁ—a- t) R \}'2)., (70)

(koeficienty 8,8, 2 (67) uréime porovnénim projekef \y(t)> .na bézi
192> 5 122 5 3 (31§ ()5, &P, | P(r)) ., vypoltengeh z (70) a (64)

po dosazeni z (67)). v
UkdZeme nyni, Ze soustava se stavovym vektorem fp(t)> osciluje
mezi stavy 1Y, , |y, . Necht v ¥ase t=0 je soustava ve stavu 191>

tak¥e ( po dosazeni hh) vypo¥tené z (61))

14(0)> = 19;> = &'%/2 [cost® /2) 1y > - 8in(® 72)1 ¢ 5] (1)
Porovninin s (70) pak Jje S S

iE, t/h . -iE,t/h
1 IY> - ein(0/2) e 2 ,npz)]

‘ _ (72)
Amplituda pravd&podobnosti, Z%e v.Z%ase t bude soustava ve stavu If,> Je

(6> = o' %/2 [con(B/2) o

- h : _ - '
P, () = 1472 [cos(G/z)e i {Po1 §y> - sin(0/2)e i_EZt/?fzwg}

- -iEyt/h -iE, t/h
= ol ain((‘)/Z)coa(.G/Z)[e ! -e 2 ] (73)
Pravd&podobnost, Ze v %ase t bude soustava ve stavu ltfa)' pak Je
P (t) = |9, WED|2 = sin20 sin?( -1 2 ) | (74)
12 | Y2 \P _ oh

Po dosazeni z (53) a (61b) (klademe opét w11=w22=0)

. 2
: 4{w,,| t
‘ 12 : 2 2 . 2
Plz(t) = > " sin [V4IW12| * (€4 £,) '—2';1—]
4lUppl° ¢ (&g -5 )
- (15)

Vyraz (75) pro Plz(t) se ndkdy nazyvd Rabiho formule.

Z (75) Jje vid&t, Ze Plz(t) osciluje 8 frekvenci w= (EI-EZ)/‘E
(obr.56). Frekvence ¢« i maximélni hodnota P,, (= 3in?0 ), zévisi na

|W12| . Nejv&ts{ vliv mé interakce v pripadd E = Eé =€, » kdy

w = 2|w121/ h a sin29 dosahuje maximdlni hodnoty rovné 1.
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2 Obr. 56. ‘
B I Pravd&podobnost P,,(t) nalezent
soustavy v Zase t ve stavu |¢,> 4
JjestliZe v t=0 byla soustava v \\p1> .

Jsou-1i neporu¥ené hladiny ste jné

]
|
|
]
|
(e = €, ), potom P,,(t) se méni

. mhER) e _,t i mezi O a 1.

V Sasech t = (2k+l)ITl/2|W12| je soustava (kterd v t=0 byla v t\.h? ).

ve stavu Ixfa) - Kayz (¢, - €, ) roste, zv&t3uje se i frekvencew zat{im-
co 8in°0 Xklesd. PFi slabé vazbs (eq - €, > IW]_?I) se rozdil El-E2
.mélo 1i5f od &, - €, a sin 20 je velmi maly. Stav |{;> Je potom velmi
blizky I¢,> a soustava, kterd v t=0 byla v ) ,se 8 Zasem vyviji velice

pomalu ( p#i twlzl = 0 zlstévd trvale ve, staciondrnim stavu I\Pl) ).

2.4) Priklady soustav se dv&ma étavy. Kvantov4 rezonance

2.4.1 Molekula NH

3"‘ L
V molekule NH3 tvo¥{ 3 atomy H zdkladnu pyramidy, v jejimZ vrcholu

Je atom N (Aobr.57)>. Takovd molekula‘, stejné jeko ka%dd jind, mé’n'lekoneéné
mnoho moZnych stavl; mi%e rotovat kolem libovolné osy, pohybovat se v 1li-
bovolném 'sméru, atomy mohou kmitat atd. Striktn& vzeto tedy nejde o sous-
tavu se dvéma moénymi'stav‘y. Presto mé dobry smysl rozbor nésledujicfho

jednoduchého modelu, v n&m¥ jsou vSechny stavy, a% na dva, zafixovény.

X o
H .-~/ ~H |
S " Obr. 57.
Y \.',i:‘ : o Schematické znézornén{ molekuly NHyj
/ x je vzdédlenost roviny urfené trojict
o \ atomd H od atomu N, ktery poklédédme za
H™\/H ' pevny v bod& x=0,
H

Budeme pfedpoklédat, %e 3 atomy H tvo¥i tuhy rovnostranny trojihelnik,
Jjeho% osa stéle prochézi atomem N, ktery budeme povafovat za nepohyblivy.
Potencidlni{ energie molekuly Jje pak pouze funkeif vzdédlenosti roviny,
urdené atomy H, od atomu N. Mus{ mit zPejm& dv& minima, kterd odpovidaji
dvéma geometricky shodnym rovnovéinym konfiguracim v obr.57; schematicky
je znézorn&nsa v obr. 58. Tim se dloha zredukovala na jednorozmérnou,
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Obr. 58.

Schematické zndzorn¥ni zévislosti
potencidlni energie molekuly NH3 na
vzddlenosti roviny tvoiené atomy H od
’ atomu N. Funkce je symetrickd vzhledem
-D D X k x=0, rovnovédiné konfigurace s mini-
méln{ energif odpovidaji x = + D.

v ni% se fiktivni &dstice s redukovanou hmotnosti p=3mHmN/(3mH+mN) pohy-~

buje v poli s V(x) podle obr.58. Reseni by bylo mo%né provést tak, jak
jesme to d&lmli v kap.III. Ném vSek nyni jde o pohled z hlediska soustav
se dvéma stavy. ‘

Stav,v n&m%¥ je rovina vodikd v x=+D ,oznalime \lpi> a stav 8 polo-
hou x=-D jakol\fz Kdyby_beriéra mezi obZme byla nekone&n& vysokd
(V ~ o0 Vv obr.58), potom by nebyl mo¥ny p¥echod z jednoho stavu do
druhého (zminZnd fiktivni C4stice by byla lokalizovéna bud v okol{ x=+D,
tj ve stavu hyl> , nebo v okoli x=-D, tj ve stavu hpz> ); vzhledem k sy-
metrii problému by energie €y Ea , pPislusejici \?£>,resp.\qé7 ’

byly rovny, tj €, =€, =€ , 8 hamiltonién by mé&l v bézi{l¢i>,h?25}

m .
tvar :
, £ 0
Ho=| " - (76)
0 1

Pfi koneZné vysce bariéry Vo v3ak mi¥e molekula prechézet z jednoho
stavu do druhého (tunelovy Jev) a obecny stav je superpozici {(56) obou
bdzovych stavd :

\p>=clup1>+c Iy, ' (77)

V hemiltoniénu % , jestliZe bude i nadéle vyjéadfen v bazi {i?]?,l'fz)} R
jsou nediagondlni prvky nenulové; oznadime-1i Wy = wg; = -A_( A> 0 ).

* = | (78)

By = &+ A , E2=E-A (79)

Z prvni rovnice (57) Je (w11 = Wy, = 0)

= : (80)
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Odtud ‘
pro E = Ey Je c) = -¢y. (81a)

pro E = E, Je ¢y = ¢ | (81b)
Z normalizaZni podminky (60) ddle plyne
1
‘cll = Ic2| bal— . (BlC)

V2
Vzhledem k (8l) zavedeme pirehledn¥js{ znadeni: index a (antisymetricky;
e = -¢, ) misto 1 a index & (symetricky; cl=c2) misto 2, pro rozlideni
stavl a energii operatoru 7 . Normalizovené vlastni’ vektory operdtoru

# pak jsou

‘ 1 : .

19> =g 1) pro By = gyt h (82a)
1

| Ye? ‘\-/—;( 1§17 « I92) pro By = £, - A o (82D)

Tento vysledek samoziejm& ziskéme i z obecného Fe¥eni (61), kde g=a/2,
nebof tg@ = oco. Zpravidla se viak pFi PeSeni konkrétni dlohy provédi
vypofet primo, tak jak Jsme to d&lali my.

Rozst&peni dvoanésobné degenerované hladiny__ . (sejmuti degenera-
cejobr.59) je _podminZno mo¥nosti prechodd mezi stavy 1y,>, 1¥,> , tedy
Zistd kvantovdmechanickym jevem-tunelovénim.

- i“) _ E £, +A QObr. 59.

\n&),l¢g.",/ f Rozstépeni hlediny 5 na hiediny

.. WS 24 Eg1Eg vlivem tunelovéni mezi stavy
‘—L——L‘ Eet En-A 141> 415> ‘

Molekula NH3 pPechdzi mezi inversnimi stavy I?l),ll?2> s frekvenci

E - E 2A Lo
W= —2 8 = , . (83)
' h b . ~

JestliZe v t=0 byla ve stavu Y.

lpon = 1y> = \F Clgg> + 1> )

( hfl) vypo¥teme ze dvou rovnic, kxteré ziskéme dosazenim {81) do (77))-

potom v &ase t > O bude ve stavu

-ig, t/h [eiht/h -iat/h ‘ \Pa>] =

1
I\P(t)>=-v-;_2'—-e |qu)*e

-i h
e [ cos(at/ h) Iy + i sin(At/ h) \\92>] (84)
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Vyznamnym poznatkem je skutednost, %e vlivem prechodd mezi stavy 1y¥,>,
I\fz), do8lo ke stabjilizaci molekuly NHB: ve stavu hy8> Jje totiZ jeji

energie E; < £, . Z druhé strany je v3ak tfeba vid¥t, %e predstava o pfe-

chodech mezi stavy I\.f1> , I\p2> Je_dUsledkem volby bdze , v ni? se

problém redil. Kdybychom za bézi vzali napf. vlastni vektory % y ti.

IYg> » Iyg> ,» hamiltonidn (78) by v této bézi byl diagonélni, s vlast- ;
nimi hodnotami El,E2 na diagondle. Problém by byl roz¥esSen, anii bychom

o n3jakych stavech Iql) , l¢2> & prechodech mezi nimi, vibec uvaZovali.

Zékladni stev molekuly NH3 by byl 1¢é>a Jjeho energie_Es .

2.4.2 Tont H;

Ionizovand molekula vodiku - H; - Je tvorena dvEms protony a jednim
elektronem, ktery se nachdzi n&kde v jejich okolf. Predpokldde jme, Ze
protony jsou ve vzddlenosti R a jsou nepohyblivé. Jaké budou mo¥nd Btavy
této soustavy, jestli’e R _je velké 7 Jistd si mi%eme dob¥e predstavit,
Ye elektron zlstane u jednoho z protonl, s nim% vytvor{ atom H, zatimco
druhy proton zlstane bez elektronu {obr.60). Elektron v stomu H miZe
byt v nekonedn& mnoha excitovanych stevech; tato problematika nda v3ak

nyni nezajimé.

/ (etetron Obr. 60.
//C%z&n c%mbn |%) Dva moZné stavy soustavy: dve
/f?/ / nepohyblivé protony ve velké

R energlie € .

2&7/7 vzddlenosti R + jeden elektron.
® //% I Stavim Iy;> , 1y ,> pF{sludf t

Budeme predpoklédat, %e elektron je v zékladnim stavu (la) a té% Jjeho
spin m4 jen jednu orientaci (nap?!f> ). K odtr¥eni elektronu (ionizaci)
od atomu H je t¥eba energie 13,6eV. Je-1li R velké, je to téZ energie

k preneseni elektronu do st#edu aspojnice obou protoni. Z klasického
hlediska je proto p¥echod elektronu od jednoho protonu ke druhému nemoZ-
ny. 2 kyantovémechanického hlediska vBek vZdy existuje nenulové (byt
t¥eba nepatrnd) pravddpodobnost, %e k takovému p¥echodu dojde.
Vezmeme~1i za bdzi k PeSeni problému H; stavové vektory 11> ,hfz)
{(obr.60), bude v ni mit hamiltonién ?Ké {(ktery odpovid4 soustavé atom H +
+ proton bez vzéjemné interakce, tj R—>o0 ) tvar (76) a hamiltonién pid
(' se zapoftenou interskci ) tvar (78). PFitom maticovy prvek W,, = -A
(A>0; W =<\f1 | 1 \P2> ) zd4vis{ na R, PP*i sbli%ovéni protond pravd&-

12
podobnost prechodu elektronu ( a tedy i A ) roste a vzddlenost hladin

Eg1Ey , které pFfslud{ k viastnim stavim |y .> , 1Y g> (viz(82)) operétoru

X, se zvitiuje.
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Obr. 61.

Schematické zndzorn&ni zévislos-
ti energie dvou staciondrnich —
stavl elektronu v H; na vzddle~
nosti protond R. Cdrkovand k¥iv-
ka: schematické zndzornéni Emn
se zapo&tenou elektrostatickou
interakc{ protond. U k¥ivek E_,
E_ se predpoklédalo g nezévis-

8
1é na R.

Ve _stavu l@ a2 energie E, 8 klesajicim R roste, takfe kvantov¥mechanické
efekty vedou k_odpudivé sile. Ve stavu h& 2_ naopak ddvaji pritaZlivé
pisobeni a objasnuji tak yznik vazby v H2 . Tyto pritaZlivé sily vsak
neporostou pro R -~ O tek, jak by na prvni pohled plynulo z kiivky E

v obr.61. Nevzali jome toti% zatim v dveahu elektrostatické odpuzovéni
mezi protony. Pokud jsou protony daleko od sebe (obr.60), je interakce

zanedbatelné,'nebo{ na sebe plsobi proton odstin&ny zépornym nébo jem

(tj elektricky neutrdlni atom H) s kladn& nabitym protonem. Pii malych
vzdslenostech, kdyZ druhy proton je ji% v oblasti elektronového obalu
atomu H, se v3ak zalne tato odpudivéd interakce vyrazné& projevovat a
prispivat do celkové energie soustavy. Formélns se to projevi zdvislostd
€, na R, tak jak je to schematicky znézorndno v obr.6l; Jjinymi slovy:
pro mald R nemdZeme jiZ zsnedbévat prvky wll’ 22 (vzhledem k symetrii
problému je Wy, = W22). Pridéme-1i energii A k tomuto £ , dostaneme
k¥ivky z obr.62. Vidime, Ze energie ve stavu |¢S> mé minimum pro néjaké
R = R , co? bude rovnovdind vzdédlenost protond v molekuldrnim iontu H2 .
Energle je pPri této vzdélenosti protond men3{ ne% energie izolovaného
atomu H + protonu, tak¥e dochdzi k vazb¥& vlivem elektronu.

. Obr. 62. .

Energiové hladiny elektronu v iontu
H; jeko funkce vzdélenosti mezi pro-
tony R. Energie je v jednotkéch Ry
(rydverg). 1 Ry = 13,6eV (ioniza¥ni

energie pro stav 1s ve vodfku).
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V souvisloati s touto vazbou se &asto mluvi o "kvantovi&mechanické rezo-
nanci" (termin je zPejm¥d prevzat z klasické analogie: dva vézané oscilé-
tory si vz4jemn& preddvaji energii). Ovem, jak uZ jsme Fekli u molekuly
NH3, tato "rezonance" Jje jen disledkem naZeho vyb&ru bédze { z tohoto
hlediska vlastn& nep#11i8 vhodného), v ni¥ jsme problém Fesili. Budeme-1i
ptimo diagonalizovat matici & (tj. hledat vlastni vektory a hodnoty # ),
potom si existenci n¥&jeké "rezonance" nemusime ani uv&domit. Obraznd
feleno: elektronu v H; ( a stejnd i v kterékoliv jiné situaci) Je zcela
lhoste jné, jak hleddme jeho moZné energie a stavy; prost® v nich existu-
Je. Je tPeba také Fici, Ze néas, do znadiné miry kvalitdtivni, rozbor
iontp H; , jakoZto soustavy se dv&msa stavy, pPfestévd mit vlastnd smysl
pro vzddlenosti R bliZ{ci se R . Pro tato R bychom Ji% nedostdvali touto
metodou dobré hodnoty vazebni energie, nebot energie "dvou stavﬁ!t{i> s
|¢2> " ji% nejsou rovny €, ; s precizn&jiim kvantovémechanickym Fe&e-
nim se seznémime pozd&ji v II.dilu skripta.

2.4.3 Molekuyla benzenu

Molekulu benzenu chemici zpravidla znézornuji formull
K
H\C/CN%,H
[
H’C\GJ'C‘H
, H

v ni% ka’dé spojovaci &4rke predstavuje dvojici elektrond a opa¥nymi
spiny. Ka%dy atom H piispivéd k vazbé jednim elektronem a ka%fdy uhlik
Etyfmi; celkem je to 30 elektrond (zbyvajfei elektrony v atomech C
jsou tak siln& vézény k jédrim, Ze se na vazb& prakticky nepodfli).
Proto¥e z jinych sloufenin je mo¥né zjistit energii Jjednoduché a dvojné
vazby (napf. z vazebni energie etylénu energii dvojné vazby), miZeme
spoditat i energii vazeb v molekule benzenu,zndzorn&né vyse uvedenym

vzorcem. Skutedné vazebni energie je visk mnohem v&t3{:benzenové jédro

() je t&%ko rozrusitelné. Pochopit to mlZeme stejnym zpisobem jako

v predchéze jicich prikladech, jestliZe na molekulu benzenu budeme pohli-
%ot (aproximativng) jako na soustavu se dvéma stavy. MiZeme 8i totiZ
predstavit, Ze dvojné vazby jsou rozloZeny dvéma mo2nymi zplsoby podle
obr. 63. Vezmeme~1li tyto konfigurace za bazové stavy !?i} ,l\Pé}, bude,
vzhledem k symetrii, pFisluBet ob&ma t4% energie £ .

aﬁfﬁ\\\\ ////§§\§ '~ Obr. 63.

' Dva bdzové stavy pro molekulu.
| " ‘ ‘ benzenu. Vzhledem k symetrii,

~~—
§§§§//// \\\\4//¢ prisludl obdma té&Z energie £ .
142 Vo2
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Dalsi vyklad by byl jiZ jen pouhym opakovénim toho, co bylo FeZeno v
predchéze jicich odstaveich. Zékladni stav molekuly benzenu (82b)
1 ;
WYe> = ?5- Clyg> + 19,2 (85)
je superpozici (hybridem) vybranych bézovych vektorld; energie v tomto

stavu je Es = €, - A ; o energii A, kterd mé zésluhu na stabilité

benzenového jadra, se v chemii mluvi jako o rezonan&ni energii. Znovu
viak musime zddraznit: skutednym zsdkladnim stevem molekuly benzenu neni
ani hfl) , ani 1Y) , mle stav |Y.> @ ensrgii Es (IQ}A) je,vlastnim

vektorem hamiltonidnu & ). To, %e ho vyjadfujeme jako superpozici stavi
hfl> , lwz) podle (85), je jen otdzka vyb&ru bdze v naSem (pribliZném)
prostoru stavovych vektorid 232 pro kvantovou soustavu:molekulu benzenu.
B4z{ bychom v tomto prostoru 82 mohli samoz¥ejmé vybrat nekonedn# mnoho;
zvolend mé vyhodu v tom, Z%e vzhledem k vZité chemické symbolice a histo-
ricky vzniklé pPedstavé o stavb® molekul, je nézornéd. V zdklednim stavu
molekuly benzenu l\ps> véak nemé smysl mluvit o lokalizovanych dvojnych
nebo jednoduchych vazbdch. Vazebni elektrony jsou v benzenu delokalizo-
vgny podél celého jédra (pra%dépodobnost nalézt konfiguraci \?i) Jje
stejnd jako nalézt lt?Z) : Jje rovna ll/fﬁ\z = 1/2 )..

V dosavadnich prikladech byla energie obou vychozich bézovych
stavd stejnd. Jeko priklad soustav v nichi tomu tak nen{ si uvedme
molekulu orto-dibrombenzenu, kteréd vznikne z benzenu nahrazenim dvou
atoml vodiku na sousednich uhlfcich atomy Br; jestliZe za bdzi vezmeme
dva stavy podle obr. 64 , musime pofitat s tim, %e odpovidajici energie
t&chto koqfiguraci budou mirn& odli&né - €,k , 82_ ; obecné Peseni
je v odst. 2.2.

Br -Qbr. 64.

Br
4%¢§\\\\ r ////Q§§§Br Dva bézové stavy pro molekulu
l ' ll ’ orto-dibrombenzenu. ProtoZe v hfi?
-—
§§§§’/// \\\\4;;?V dvojnou vazbou, bude tato konfigurace

jsou atomy vézény na uhliky spoJjené
I1&),E1 1957,€5 mit jinou energii neX ve stavu qu).

Zdkladni stav I\Pz)' (61) s energif E, (59) bude vyjédFen op&t linedrni
kombinacl |f1> , 1Y,> (56), oviem koeficienty c¢;,¢, (které vypolitéme

2 (57)) 3i% nebudou v absolutni hodnotd stejné: | ey|° # heyl? .

Pravd&podobnost, %¥e v staciondrnim stavu Iq;z) najdeme molekulu v kon-
figuraci odpovidajici stavu l\?l) bude jiné neZ pro stav \?2).

K urgeni skutelnych hodnot ¢, , €, jsou ovsem potieba dalsf infor-

mace o molekule.
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VI. SOUSTAVY STEJNYCH GASTIC

V kap. IV jsme uvedli zdkladni postuléty nerelativistické kvantové
mecheniky %dstic a v kap. V jsme je doplnili postulovénim spinu Edstic.
Nyni ukédZeme, %e ani potom je3tZ& neni soubor postuldtd dostadujici, jest-
li%Ze bychom ho aplikovali na dlohy spojené se soustavami stejnych &dstic;
dostévali bychom totiZ ne jednozna&né predpov&di o chovéni studované sous-
tavy. Na rozdfl od pPedchdzejici kapitoly, provedeme podstatnou Zast vy-
kladu v obvyklé souradnicové reprezentaci a a% v zdvéru se struZné zmini-
me o reprezentaci obsazovacich &{sel, kteréd je pro tuto oblast kvantové
mechaniky mnohem vhodn&jsi.

1. Problém stejnych &é&stic

1.1) Nerozlisitelnost identickych mikrodédstic

Dvé Zdstice jsou identické, jestliZe vBechny jejich vnitfni chera-
kteristiky (hmotnost, néboj, spin atd) jsou pfesnd stejné a %ddny expe-
riment nemiZe tyto f4stice rozliit. Tak nap#. vSechny elektrony ve ves-
miru jsou identické, stejnd jako t¥eba vZechny protony nebo vodikové
atomy. Na rozd{l od klasické mechaniky, mé nerozli3itelnost identickych
mikro¥dstic fundamentdlni didsledky v chovéni souborld z t&chto &é4stic a
tedy i v apardtu kvantové mechaniky. »

V klasické mechanice se predpoklddd ( i kdy? vicemén¥ implicitné),
fe sledovené &dstice lze vZdy rozliSovat, ani% by to n&jak m&nilo dyna-
micky stav soustavy té&chto Zdstic. Tak napf. kule&nikové koule lze roz-
1i%it barvou nebo napsanymi %{sly a pfitom nic nezm&nit na jejich pohybu.
A i kdy? tento "primitivni" zplsob rozliSeni neni mo¥ny (napf u hmotnych
bbdﬁ, co? je zdkladni abstrakce 8 ni¥ klasickd mechanika pracuje), vidy
zde zbyvd moinost rdbzlilovat &dstice podle jejich trajektorie. KaZdéd
Géstice md toti? svou spojitou a z Newtonovych rovnic jednoznang urde-
nou trajektorii ( spojitéd kfivka v matematickém slova smyslu); podle
toho, %e v daném Zssovém okamZiku se nachézi ¥dstice v urditém bod& nék-
teré trajektorie, mi¥eme vZdy rozhodnout o kterou Zdstici jde.

V kvantové mechanice vSak i tato posledn{ a principidlni moZnost

miz{i. Pridiny by m&ly vyplynout ze zaAvérd v kap.II. Doplnime si je jestd
ndsledujici dvahou o _rozptylu dvou mikroddstic.
7 hlediska klasické mechaniky Jje stav (soufradnice + impuls) ka%dé z Zds-
tie v fase t=0 urden poléte¥nimi podminkemi. 84atice se pohybuji po pres-
né urdenych trajektoriich, v n&jakém bod¥& prostoru se srazi {interaguji)
a pohybuj{ se dédle po jednoznal&né ur&enych dreshéch. Z po&édteinich podmi-
nek a zadaného silového pisobeni mezi g4sticemi, se dd4 z Newtonovych
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rovnic urdit trajektorie kazZdé z &4stic a podlé toho na které trajekto-
rii se &#dstice nachdzi, je moZné v ka?dém okamZiku ur&it o kterou g nich
Jjde. '
Zcela jinak probih4 gsréfka dvou mikroldstic. Predpokldde jme, Ze p¥ed
srdfkou jsme mdli ¢dstice reprezentované dvdma zcela separovanymi vlnovy-
mi klubky, kterd se pohybovala ( v soufadné soustavd spojené s t32i3t&m
¥datic) proti sobé. Pro urditost Fikejme, Z¥e zleva prichdzf &4stice 1 a
zprava &dstice 2 (obr.65a), Bé&hem srdfky dojde k prekrytf klubek(obr.65b).

(a) (b)

Obr. 65. Sré¥ka dvou identicky¥ch mikro¥dstic v soufadné soustav& apo-
jené s t¥%i¥t&m. Pred sréZkou (&) Jsou &dstice zcela separované., BZhem |
sréfky (b) dojde k prekrytf vlnovych klubek. Po sré¥ce (c) je pravdépo-
dobnost nalezeni %éstice nenulovéd v kulové vrstvd, jejiZ polomér se s &a-
sem zvétSuje. ProtoZe &dstice jsou identické, nemiZeme rozhodnout, kterou
Zz nich registroval detektor D.

Po sréice (obr.65¢c) Jje nenulové pravdépbdobnost nalézt'éésiici v kulové
vratvs, jeji% polom¥r se a &asem zv&t3uje. JestliZe detektor D, umistény
ve sméru urfeném thlem @ (vzhledem k poZ4tednim rychlostem &dstic) regis-
truje ¥éstici, znamend to, Z%e druhd z EZéstic se musi (vzhledem k zachové-
ni impulsu) pohybovat v opalném smé&ru. Neni v&ak mo3né rozhodnout, zda
detektor registroval &dstici pdvodné& oznalenou 1 nebo 2. Neni tedy moZné
rozhodnout, ktera ze dvou alternativ na obr. 66 se realizovala.

(a) (b)

Obr. 66. Schematické zndzornéni dvou moZnych "drah" pii srédZce dvou
jdentickych &dstic (obr.65); neni principidlné moZné rozhodnout, které

2z nich se realizovala,

JestliZe bychom nyni aplikovaii postuldty z kap.IV, dostali bychom
se do obti%f; k urdeni pravd&podobnosti vysledku méPeni je totiZ nutné
znét stavovy vektor, ktery odpovidé vysledku mareni, Zde v3ak méme dva
podle obr.66; ket-vektory pro obr.66a a 66b jsou rizné (a dokonce orto-

gondlni).
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Presto jim z hlediska m&Feni odpovidd jediny fyzikdln{ stav, neboi nelze
postavit takovy experiment, ktery by Jje je3td navic rozlisil. Msdme tedy
pravddpodobnost vysledku poZftat uZitim obr.66a,66b nebo obou? JestliZe
se vezmou oba stavy, maji se sefitat pravd&podobnosti nebo amplitudy
pravdépodobnostl (a 8 jakym znaménkem?) 7

. Jako dal¥{ priklad si jedt® uvedme soustavu tvorenou dvdma vodiko-
vymi atomy. Jsou-li atomy tak vzddlené, %e se vlinové funkce nepiekryva-
ji, potom je kaXdy z elektronld prakticky lokalizovén u svého jédra.
S pribli¥ovdnim atomd roste oblast piekryt{ vlnovych funkci, tj. oblast,
v ni¥ je moZné nalézt oba elektrony. JestliZe vysledkem experimentu je
zjist&ni, Ze v této oblasti je elektron, neexistuje uZ zplsob dovolujic{
rozhodnout, ktery z obou elektrond to je.

Uvedené piiklady ukazuji, %e identita kvantovych &dstic md mnohem
hlub3d{ podstatu ne? u klasickych &dstic; na rozdi{l od klasicky 0jimanych
Edstic jsou identické mikroldstice nejen ve viem véudy stejné, ele i ne-
rozliSitelné. Tato skutednost musi byt zabudovéna do apardtu kvantové
mechaniky a ddsledkem toho musi byt i uplné odstran&ni vyse zmin&nych
ne jednoznaZnosti v predviddni vysledkd m3feni.

1.2) Symetrické a antisymetrické stavy

M&jme soustavu tvorenou dv¥ma &dsticemi, nap¥ dva elektrony v elek-
tronovém obalu atomu He. Vlinovd funkce této soustavy bude zévisei na po-
lohovych vektorech obou elektrond rl ’ r2 (spinovou proménnou zatim pro
jednoduchost nebudeme uvaZovat) tj. ¥ = qJ(rl,rz,t) Kdyby &é4stice byly
rozlisitelné , potom by vyraz (viz odst. II.3.3)

W (#], By 5t01 2 ax,dy dz,dx,dy,dz, . (1)

uddval pravd&podobnost, %fe v Zase t najdeme 1l.Zdstici v infinitesimdlnim
objemu dx,dy,dzy opsaném kolem bodu ;1 a soulasné 2.84stici v objemu
dx,dy,dz, opsaném kolem bodu r2. Jsou-1li &dstice nerozlisitelné, miZeme
pouze tvrdit, Ze vyraz (1) udévé pravd¥podobnost, Ze v Zase t nsjdeme
jednu z &4stic (nevime kterd to je) v objemu dxldyldz1 v okolf Fl a
soudasnd druhou 2z nich v okolf dx dyadz2 bodu r2. Matematicky vyJédreno
to zremend , %e vyraz pro hustotu pravddpodobnosti HP(rl,? 1) ]2 se
nesmi zm&nit (musi byt invariantni) pFi z4m¥n& soutadnic, tj. musi byt

IWEL B 012 = Py, 50 2 (2)
Pro samotnou vlnovou funkei to znamené, Ze
?(?I,Fz;t) = + \?(Fé,?l;t) (3)

Dikaz provedeme soufasn¥ se zobecnénim na soustavu N nerozliditelnych
mikro&dstic se spinem.
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MZjme soustavu N stejnych &dstic. Vlinovd funkce takové soustavy

méa tvar '
\P( gl' §2.-.., %i,.--, gk,..., fN;t) (4)

kde §i = (Fi,cri) (i=1,2,...,N) zna¥{ prostorovou soufadnici(polohovy
vektor) ¥; + spinovou promnnou ¢, i-té Zdstice.

Zam&nime-1i v soustavd i-tou a k-tou &dstici, potom vzhledem k nerozli3i-
telnosti &dstic se nemlZe zménit stav soustavy. Zém&na ¥dstic se v (4)

projevi vzéjeqnou vym&nou souifadnic gi’ gk 3 JestliZe se stav nezm#nil,
musi, vzhledem k pravddpodobnostni interpretaci vlinové funkce, platit

VLGN ITPINN F fk,..., RS | 10 SYPPIN AN TYRERS £yt

(5)
Samotné vlnové funkce se tedy mohla zm&nit jen o nepodatatny fdzovy

faktor s modulem 1, tj.

¢ §1""'§k""'§1""'§N3t) = e“*qnfl,...,El,...,gk,...,gu,t)

( 6)

kde o« Jje n&jské redlné &islo, ,
Provedeme~1i znovu zémdnu i-té & k-té Edstice, vrétime se do vychoziho
stavu. Musi tedy platit

P eofineresfirs e fut) = o8 BCErreeerfnesesfgoenerbyit) =

i2 '
= e d\P(gl,.'.’fi"”-'fk"..'§N;t) ) . (7)
Odtud vZak plyne, Ze musi byt exp(i2« )= 1 a tedy ,
. eio( = i 1 . . (8)

Vlinové funkce soustavy_identickjch ¥dstic tudil mus{ p¥i zém&nd
soufadnic libovolnych dvou &é4stic bud
(a) zlstat nezmén&na - potom se Fiké te Jje _ymetrlcké

nebo
(b) zm&nit jen znaménko - potom se Fikd, Ze je antisymetrické.

Jedin& funkce, které maji tuto vlastnost, mohou reprezentovat
redlny (mo¥%ny) stav soustavy &dstic; v pFirodé se realizuji jen stavy
se symetrickymi nebo antisymetrickymi vinovymi funkcemi,

Experiment ukazuje, %e soustavém tvofenym elektrony, protony,
neutrony je nutné vZdy piifazovat funkei antisymetrlckou. Naproti tomu
napt. soustav® o -&dstic je t¥eba vidy prifazovaet funkei symetrickou.

zatimeco vlnovd funkce soustavy stejnych &dstic miZe pi¥i transpozici
dvou libovolnych soufadnic zm¥nit znaménko (je-1i antisymetrické),
hamiltonidn soustavy stejnych &dstic musi byt ziejmé& vidy invariantni
(nesmi se m&nit) k_z4émdn& libovolné dvojice soufadnic; hamiltonién totiZ
reprezentuje celkovou energii soustavy a ta se nemiZe zm&nit, jestliZe
se v ni zaméni dv& identické &dstice.
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Pro ilustraci si napiZme tfeba hamiltonidn ji%? zminZného souboru dvou
elektrond v poli heliového jédra s ndbojem +2e (jddro predpoklddéme ne-

pohyblivé v poldédtku soufadnie; obr.67)

Obr. 67.

Dva elektrony s nébojem -e v poli
heliového jédra s nébojem +2e
(pFfedpoklddd se nepohyblivé jddro
v polétku souradnic);

o= (xy,¥5,84) (i=1,2).

2 2

gr = - —QE-ZS?. - _hf £&¥ . ggg - 2e + e
2m, 1 am, T2 AME, 1T ATME, I Pl 4T | Ry
kd 2 2 | 2 2 2 9
e
- ._h.. A; B - ‘h ( a 5 + a 2 + -a-i)
: 2m_ i am, \ Oxj .byil dz§
je operétor kinetické energie i-tého (i=1,2) elektronu, .
2e® . '
- je operdtor potencidln{ energie i-tého elektronu
4“80 'ril

v poli jédra ( v soustavd® SI) a

2

b —_— Jje operdtor potencidlni energie vzdjemnd

axre, | Tp-7, |
(elektron-elektronové) interakce elektrond.

Existenci spinu jeme v (9) zatim nevsali v udvahu. Zém¥na soufadnic
314—» ?2 zmén{ v (9) jen pofadi s¥itancd.

Z igvariance hamiltonidnu souboru stejnych &éetic, vshledem k trans-
poziei libovolnyeh dvou souradnic, vyplyvé vyznsmny disledek: symetrie
1;333} : ¢l se nemi%e s lasem,sni vlivem vnéjsich polf,zménit.

Jinymi slovy: pFislusi-1i souboru &4stic funkce aymetrickd (aniisymetricv
ké4), potom zdstdvé stéle symetrickou (antisymetrickou), bez ohledu na to,
do Jjakych polf se soustava dostdvd. Dikaz tohoto tvrzeni najdete nap#.

v [11 - 13].

Ziskané z4vdéry shrneme do postuldtu, ktery pro soubory stejnych &dstic
 doplni postuldty z kap. IV.

‘Stavovy vektor souboru stejnych Zdstic mus{ byt, v zdvislosti na
druhu &dstic, bud symetricky nebo, antisymetricky, vzhledem k transpoziel
soufadnie libovolné dvojice &dastic souboru.
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Antisymetrické vlnové funkce prislusdi soustavdm ddstic 8 polovinovym

epinem (h/2, 3h/2, 5h/2,...) a symetrické vlnové funkce &dsticim s celo-
&iselnym spinem (O, h, 2h,...).

Zdénliveé jemny rozdil (symetrie nebo entisymetrie) ve vlastnostech
vlnovych funkci soubord stejnych &dstic, mé dalekoséhlé disledky v chové-~
ni soubord stejnych &dstic. Projevi se to markantnd napl ve statistice,
j1% se tyto soubory Fi{di; odtud teké pochézi nédzev bosony pro &dstice
se symetrickou vlinovou funkci (#idi1 se Boseho-Einsteinovou statistikou)

a nédzev fermiony pro %dstice s antisymetrickou vlnovou funkei (#1d1i se
Fermiho-Diracovou statistikou). ‘

. Z¥ejm& viechny &dstice, které se vyskytuji v prirod&, musi byt
bud bosony nebo fermiony; jind mo¥nost neni. Znéme-1i zarazeni do t&chto
skupin u tzv. elementdrnich &dstic ( krom& fotonu se spinem QO jsou
v3echny ostatni b&Zné &dstice fermiony se spinem h/2 ), potom zafazeni
slo¥enych &dstic (nap¥. zmin¥nd heliovd jddra =& -Edstice) je urZovéno
vyslednym spinovym momentem. .

Zdvérem znovu zdlrazndme: pofadavek symetrie nebo antisymetrie
vlinovy¥ch funkei je vy jédfenim principu nerozliZitelnosti stejnych ¥dstic.

1.3) Jak najit symetrické a ahtisymetrické vlnové funkce

Vlnové funkce,'kterou najdeme Fedeni{m Schrodingerovy rovnice, nemu-
s{ byt ani symetrickd, ani antiaymetrickd (pFesto v¥ak. je Fedenim Schro-
dihgerovy rovnice). Co d&lat v takovém pFipadé? UkaZme nejd¥ive poatup
na vlnové funkei pro dv& &dstice (nap¥. PeSeni Schrodingerovy rovnice
s hamiltonidnem (9)). Pro jednoduchost zdpisu nahradme §14 1,\;2-, 2,
tak¥e vlnovou funkei ¢ ( ?1, §2 ) budeme strudng psat ¢(1,2). '

Je-=1li Y (1,2) fedenim Schrodingerovy rovnice, potom jim je také
funkce (2,1) (tj. funkce ¢(§2,§1) z{skané zém&nou fi, §2 ), nebot,
jak jsme ukézali, hamiltonién je invariantni k zémén& soufadnie, tj.

S Ha,2) = H2, .

Plati tedy (pro 5ednoduchost uvatujeme jen staciondrni Schrodingerovu
rovnieci) . ' ‘
Xy1,2) =B y(1,2) , Ey2,1) =E ¢2,1) (10)
V tomto mist¥ je t¥eba zddraznit toto: jestli¥e V/(1,2) neni lineédrn&
zdvisld s P (2,1) a pFitom Y(1,2), 11(2,1) ne jsou symetrické ani
antisymetrické, potom (10) nevyjadifuje degeneraci hladiny s energii{ B |
Podle piijatého postuldtu toti% Y (1,2) a 41(2,1) nereprezentuji redlné
(moZné) stavy souboru. To d&laji jen funkce symetrické nebo antisyme-
trické, které z nich ziskéme.

Jsou-1li Y (1,2), Y (2,1) Yedenim Schrodingerovy rovnice pro tuté?
vlastni hodnotu E, potom také kaZdd jejich linedrni kombinace
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V(1,2) = e §(1,2) + ¢, Y(2,2) (11)

Jje fedenf{m Schrodingerovy rovnice s vlastnf hodnotou E. Koeficienty
eyy¢, tedy mifeme vybrat tak, aby vyslednd funkce \¥(1,2) Ji% byla
aymetrickd nebo antisymetrickd. ,

Funkei symetrickou - Nf(S)(1,2) - dostaneme pro c, = c, = 1,

funkci antisymetrickou - Yf(a)(l,z) ~ dostaneme pro ey = ~C, = 1:

V0,2 = g1,2) + Y2, (128)
Y@ 2) = pa1,2) - Yez,1) | (12b)

Nynt iz platt W1,2) = ¥(8)(51) & V(B)(1 5) = - W54y,
Tento postup mdZeme snadno zobecnit i na funkce (4).

Necht yi{ §1"°" §N) je Tedenim staciondrni Schrédingerovy rovnice
s energii E

A B P B = B P S fp) (13)
Neni-1i qi ani symetrick4 ani antisjmetrické, z{skdme 2z ni |
symetrickou funkeci 1f(8)( §1,..., §N) takto: v \y( §1,..., EN) prove-

deme ySechny moZné transpozice dvojic soufadnic, ¥imZ dostaneme N! funkci

13 TR SYSPRII S , (14)

kde (P1,P2,...,PN) oznafuje n&jakou permutaci z &fsel (1,2,...,N).
Nap¥. pro 3 &4stice by to bylo 3!=6 funkci (zépas § = i (i=1,2,3)):
. ‘ , T3t
¥(1,2,3), ¢(2,1,3), ¢(3,2,1), §(2,3,1), ¢(1,2,3, $(3,1,2) .
Symetrickou vlnovou funggi dostaneme gedtenim viech N! funked (14),t
(s) '

Y S STRRLON % =ZP \|,:c§P1,§P2,.‘...§PN> | | (15)"

kde (P1,P2,...,PN) je jedna z N! moZnych permutaci &isel (1,2,...) a
soufet se provddil pfes viechny mo%né permutace P.

- Abychom ziskali z funkci (14) funkci antisymetrickou
ﬁf‘a)( §1"""§N) , rozd&lime soubor funkc{ (14) na dv# poloviny po

N!/2 &lenech. Do jedné skupiny zatadime funkce pro n&% je (Pl1,P2,...,PN)
sudou permutac{ a do druhé ty, pro n&% je (P1,P2,...,PN) lichou permutact.
P¥ipomenme si ze zdkladd algebry, %e permutace (P1,P2,...,PN) se nazyvé
sudd(lichd), jestliZe se ze zékladniho usporddéni (1,2,...,N) ziskd
sudym(lichym) poftem transpozic dvojic &isel. Tak nap¥. z (1,2,3,4)

se permutace (2,3,1,4) ziské sudym podtem transpozic a permutace (2,4,1,3)
lichym podtem transpozic. V algebre se dokazuje, %e zarazeni do jedné

z t&chto skupin Jje urdeno jednoznalnég, '
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Vezmeme-1i nyni{ do linedrni kombinace jeinu skupinu (N!/2 funkci)
se znaménkem (+){ s koeficientem +i} a druhou se znaménkem (-)( 8 koefi-
cientem -1} bude ziskand funkce

(a) ‘
Yoo,y =L -0 e Ep1ofpar--or fpn) (16)
P

(kde T udévé polet transpozic) antisymetrickd. Zaménime-1i toti% v Qy(a)
dv& soubadnice, projevi se to na pravé strand (16) priddnim jedné trans-
pozice do vSech s&{tancd; ty které byly plvodn& ziskény sudym poltem
transpozic, budou nyni odpovidat lichému podtu transpozic a opaéné.
Vysledkem je jen zm&na znaménka u ”Y(a)( %l""’.gN ).

2. Soubory neinteragujicich stejnych &dstic. Pauliho princip

Presné kvantovémechanické PeSeni problému mnoha &dstic naréZ{ na
nepiekonatelné matematické obtiZe. Proto je nutné se témdF vidy obracet
k pfibli¥nému YeSenf (pozd&ji poznéte, Ze napf. podstatnd &4st ulebnic
kvantové chemie je vénovédna rozvijenf pFibliZnych metod pro reseni
Schrodingerovy rovnice pro atomy a molekuly). Nejb&Zin&j3i aproximaci,
jejiz vznik spadd a% do po¥étkld kvantové mechaniky, je tzv. jednotdsti-
cov4 aproximace, v niZ se problém N &4stic nahrazuje N jednoddsticovymi
problémy. K tomu je tieba plrevést hamlltonlén na_tvar

HFyoemerfy) =R ED + AL + oo +/1’;<§N Z_'ﬁ/cf ) an

i=1
kde %{( fi) (i=1,2,...,N) je operédtor pisobic{ pouze na proménnou
i = (xq.y4525,03) - |
Tim, jak se takovd transformace (aproximativn&) provede, se budeme zaby-
vat v II.dilu,v souvislosti s Hartreeho a Hartreeho-Fokovou aproximaci.
Ne jprostsi, ale také ne jhrubdi, zpisob jak dosdhnout toho, aby hamilto-
nidn soustavy &dstic mél strukturu (17), Jje zanedbat vzéjemnou interakei
g4stic; tak nap¥. v (9) to znemend zanedbat elektron-elektronovou inter-
akci(posledni &len v (9)).
Predpokldde jme tedy, Ze hamiltonidn soustavy mé tvar (17).
V Schrodingerové rovnici

HVCE e b =B R, B (18)

je paek moZné separovat prom&nné (setkali jsme se s tim ji% nap¥. v odst.
I1I.1.3), tJj hledat vlinovou funkei Y ve tvaru soudinu

Yegyen fw =q)‘1’(§1) PE . P (19)
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kde ¢(i)(§i) (i=1,2,+..,.,N) je funkce zdvisld jen na souradnicich
i-té Zéstice.

Dosazenim do Schrodingerovy rovnice (18), dostaneme

. N '
i-1) ; :
; PIED I U \p‘“’(gN)%é(fi)q;‘“(gi) .
I A RN A SRR A 38 (20)
Po vyd$leni obou stran soutinem funkci (19) méme
Ny . |
e o e U AU 21)
=1 Y

Pravou stranou rovnice (21) je konstanta. Levd strana je souftem &leni,
z nich? ka%dy zévisi pouze na jedné z prom&nnych ?1,..., §N . Aby

platila rovnost (21) pro v3echny mo¥né hodnoty prom&nnych fl""’.fN ,
musi platit : .

A E gPgp = e@ gt p (228)

LS T AL T T (22b)

Ziskané vysledky maji jednoduchy fyzikdlni smysl. Rovnice (22a) je sta-
ciondrni Schrodingerova rovnice prd i~-tou Z4stici; vyraz (22b) vyjadfuje
trividlnf fakt, %e celkovd energie E souboru nezévislych &dstic je rovna
souftu energii jednotlivych &dstic souboru.

Jde-1i o soubor N nerozliZitelnych 34stic, potom rovnice (22a)
bude pro vdechny &dstice stejnd, takZe miZeme vypustit index (i) a psét

CACE) PeEy = e ) (23)

Jejim Fesenim je mnoZina
vlastnich funkei: \pltf A § Yyeory YC(ED)yaen

a .
vlastnich hodnot: 61 , Es aeens Ep seee

(24)

V souboru N stejnjch neinteragujicich &dstic bude kaZdéd z dd4stic v né&k-
terém ze stavd (24); nechi :

l.84stice je_ve stavu \Pkl(f ) 8 energif Ekl
2.84stice -" - (F) -" - ‘£
. q/k_a § . K2 (25)
i-t4 &Zdstice -" - ‘Pki(g ) -" - gki'
: » ! - ;
- &dati e (E) - " - £
N-t4 stice ¢kN E kN

kde ki je soubor kvantovych Zisel urdujicich stav i-té Zdstice(iz=l,...,N).
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Stav celé soustavy Jje potom urien souborem kvantovych &isel
kl’ k2’ LK ' kN -
Vinové funkce (19) pro takovy stav je

iykl,kz,---.kN(El""’EN) = ‘Pkl(gl)‘sz(fz)""PkN<§N) (26a)

a celkové energie souboru Zdstic v tomto stavu je

E Ky ke eerky = ekl + ekz et Ekn (26b)
Funkce (26a) je vlastni funkeci hamiltonidnu & , neni viak obecnd (pro
1ibovolné hodnoty kl""’kN) ani symetrickd, ani antisymetrick4. Funkce,
které by tuto vlastnost mély a pfislusdely tedy stavim, které se v piiro-
a& realizuji, z ni mi%eme ziskat postupem uvedenym v odst. 1.3.

Podle (15) bude funkce symetrickéa '

(s} 1

\r kl,kz,...,ku(fl""’gn) E,Jﬁi ;Z;_ *kl(fPl)SPk2(§P2)"' ?kN(EN)
' (27a)

Stejnd dobfe oviem miZeme d¥lat permutace v souboru kvantovych &isel

(kl,...,kN), takZe také

(s) 1 ,
- ( .o )=_ ( ) ( )... ( )
ﬂY-kl,...,kN Fpaeeafy T ZP q}Pkl §1 ‘Ppkz fz \PPkN EN
(27v)
kde 2:P znadl opét soulet pies vSech N! permutaci z &isel (1,2,...,N)
v (7a) nebo z &isel (kl'kz"’°'ku) v (27b). Koeficient 1/4YN! normuje

funkci Y , JestliZe vdechny jednoZ4sticové funkce (24) byly normali-
zované,

Funkce antisymetrickd se ziské obdobn& podle (16). Vzpomeneme-1li si ale
na definici determinantu (viz.dod.A), zjistime, Ze funkei (16), v ni%
by na pravé strang vystupovaly soudiny (26a), miZeme s vyhodou zapsat

takto '
) (5.) . . . (%,) -
¢k1(§1 ¢k2 £ WkN i3

() | 1 (£.) (6.) o . & (£.)
NY'kl’kz""-ku(§1'°"f§N) ‘AJE? \yk1.§2 4&2 §2 *ku.fz

* .
- . .

\Pkltfn)' \)/ka(gu) e e '\PquN)
) (28)

Rozvedenim tohoto tzv. Slaterova determinantu ziskéme vysledek identicky
s formuli (16). '




(v1) - 152 -

Ze zdpisu ”Y(a) ve tvaru determinantu bezprostfedn& vyplyvé znémy
Pauliho prineip , ktery W.Pauli odvodil,na zékladd analyzy experimentdl-
nich dat, je#t& pfed vznikem kvantové mechaniky; jeho b&%ns formulace je:

v soustavé stejnych fermiond nemohou byt dv& nebo vice Zdstic v tém3e

kvantovém stavu.

Stav &dstice je zadén \dplnym souborem kvantovych ¥{sel (odst.
IV.3.3); nap¥. stav elektronu v astomu vodiku Jje urden &isly (n,l,ml,ms),
stav nelokalizované volné Zdstice( s pfesn& zadanym impuisem) je urden
gloZkami impulsu a spinem (px,p ,pz,ms) apod., V nasSem obecném znadeni
predstavuj{ uplné soubory kvantovych &1sel &isla kl’k2”"'kN' JestliZe
by byly dvé& (pnebo vice) &dstic v témZe kvantovém stavu, potom by pris-
ludné sloupce v determinantu byly stejné (napi#. pro k1=k2 by to byly
dva prvni sloupce) a jak je znémo z algebry, determinant se dv&ma nebo
vice sloupci (Fddky) stejnymi je roven nule. Je-li '7Y(a) z0, jei
pravdépodobnost realizace {rovn4 VY(a)Ia ) takového stavu nulovéd, coz
je prévé tvrzeni Pauliho prinecipu.

Z toho, Ze i determinant se dvdma nebo vice shodnymi PFédky je
roven nule ,vyplyvd druhd, sice mén& &astd, ale pro aplikace uZiteén4,
formulace Pauliho prinecipu :

v soustavé stejnych fermiond nemohou mit dvé nebo vice &dstic v3echny
souiadnice shodné.

Zde Jje pochopiteln& opét miné&n dplny soubor souradnic, tj vietn¥ spinové
prom&nné. ’

Pro soubory stejnych bosond %24dnd omezeni, podobnd Pauliho princi-
pu, neexistujf. Symetrickd vlnovéd funkce (27) d4vé nenulovou pravdépo-
dobnost realizace stavl s libovolnymi podty &dstic v jednotlivych jedno-
dsticovych stavech (24).

Vyrazny rozdil mezi bosony & fermiony se projevi ji%Z v zdkladnim
stavu souboru. Pifedpoklddejme, %e vlastni hodnoty Jjedno&dsticového
hamiltonidnu (viz (24)) jsou uspofddédny tak, Ze plati

51< Ez< ...<£i< PN (29a)

Potom zdkladnim stavem (stavem s nejni23{ energif)souboru N bosonl bude
stav, v n¥m¥ ky = k, = ... = kg = 1, tj. stav 8 vinovou funkei

(s) ,
“y l,l,...,l(fl""’gN) = w1(§1) Wl(fg)"° wl(gN) (30a)

a energii

E= €, + €1+...+ ElzNel (30b)

V3echny bosony jsou v jednolésticovém stavu ¢1(§) 8 energii 61 (obr.68),

Diametrdlné& odlidny je zékladni stav_souboru N fermiond. Zde jiZ
neni mo%né aby vZechny fermiony byly ve stavu ¢1(E); v souladu s Pauliho
principem se rozmist{ na N nejni%sich hladin E4,€p,--- En-
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Obr. 68. Obsazeni jednoZdsticovych hladin (a) bosony, (b) fermiony

v zékladnim stavu. Fermiony (b) obsadi v8echny hladiny pod Fermiho
hladinou s energii EF

Celkovéd energie souboru fermiond v zdkladnim stavu potom Je

E = El E + sie + e (313)

8 odpovidajici normalizovand (pfedpoklédéme normalizaci jednoéésticovych
funkei (24)) vlnov4 funkce je

(a) 1

Y, 2,...,N‘f1ﬂ“f§n’ ‘Vm

Y1(§y)
Yty

L d

‘Plff

B S U
Pof) « v

.
.
.

‘I’z‘fn’ .o

\Pn(ﬁ
‘Vn‘fz

Py §x‘>

1¢31p)

Energle,které pfieluéi neavyﬁéi obsazené. hladiné v zékladnim stavu,
( v naSem pripads 'EN) , se nazjvé Fermiho energie.

Sasty piipad je, Ze hladiny £i (i=1 2,...) jsou de degengrované,

misto (29a)

bychom.pak m&li uspofédéni :

Logiétéjéi potom ov3em je oznadeni, které jsme uZivali Jiz v kap. Iv:

(
eB e L < e« ...

kde g; znadi stupen degenerace hladiny s energif €. Na hladin& Ei

se pak mi¥e v souladu s Pauliho principem umistit gi fermiond.
Ne jb&%n&j3{ Jje piipad degenerace vzhledem ke spinu, ktery nastane

(29b)
(Bi') )

kdy% energie soustavy elektronld nezdvisi na orientaci apinu. Potom na
kaZdou hladinu £ | mohou byt umfstény 2 elektrony s opa&né orientovanymi

spiny (obr.69).

Z pové&dé&ného Jje zieamé Ze Paullho princip hraje vyznamnou roli
ve vdech oblastech fyziky, v nich% se vyskytuji soubory mnoha elektroni
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 E
e!'"?’l memmemem— Obro 690
&1 ¥y __‘_____ Rozmfst&n{ p&ti elektrond na energiové
R ‘ .‘ hladiny dvojndsobnd degenerované vzhledem
ke spinu ( energie &dstice nezdvisi na
&1 Y “"’— ~orientaci spinu ).

(atomy, molekuly, pevné létky apod) nebo soubory mnoha protond a neutro-
nd (napf. jadernd fyzika). Nejb&%n&jdi ( a také nejstarsf) je zajisté
aplikace Pauliho principu na objasn¥ni vystavby elektronového obalu
atomd. Musime si uv&domit, Ze existujicl pestrd Bkdla vlastnost{ atomd
(projevujic{ se markantn& nap¥. tim, %e dva atomy lis{e{ se pouze o0 jeden
elektron, maji diametrdln& odliZné chemické vlastnosti) je vysledkem
rozmistdni elektrond na energiové hladiny podle obr. 68b,69. Atomy,kteréd
by v zdkladnim stavu m&ly vSechny elektrony na nejni%i{ hladin&(obr.68a),
by se musely 1i¥it svymi vlaestnostmi (zvldsté& pri blizkych atomovych
&islech) nepatrns.

3. Soustava dvou stejnych &dstic se spinem 1/2

Vzhledem k mnoha aplikacim je vhodné si podrobn&ji vsimnout vlnové
funkce soustavy, kters je tvorena dvéma stejnymi &dsticemi (fermiony)
se spinem 1/2, nap¥. dvéma elektrony nebo protony. ‘

Uplné vinové funkce takové soustavy

TR RS N A R (32)
zdvial na prostofovych (.?lt(xl,yl,zl), ?2 =(x2,y2,32) ) a spinovych
(0q, ¢2) souradnicich obou &dstic.

Za predpokladu, Ze soustava neni ve -vné&jsim magnetickém poli a
interakce mezi ob¥dma &4sticemi nezdvisi na orientaci jejich spind (viz
napt. interakéni &len v (9)), nezdvis{ hamiltonidn na apinovjeh prom&n-
nych, takfe

Kty o0y = azr<;1,:2)'+ ¢ A e ) (33)

kde operdtor gﬂ ( 0y, 0'2) 0.

Hamlltonlén s touto strukturou vidy umoZnuje separovat ve vlnové funkei
T-a 0- proménné, tzn pa#it

\P('f‘l,O’ y o) = Lp(rl, ..x(o-l,cr) (34)

Prostorovd &ést vlnové funkce —'\p(rl,r ) - se uré{ fesenfm Schrodinger-
ovy rovnice s hamiltonidnem QZ(rl,rz) (p¥ikladem je tfeba (9))
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L (F,8) PELT,) = B @(F,F,) (35)

Spinovéd %4st vlnové funkce - X( s 0"2) - Jje pro 568 2 0 do znalné miry
libovolnd. Ukazuje se vidak, %e i kdy%? hamiltonién soustavy nezdvisi na
spinovych promé&nnych, vede princip nerozliditelnosti k zdvislosti cel-
kové energie soustavy na vysledném spinu.

Schrodingerove rovnice (35) dé ene'rgiové spektrum, prifem? ka2dé
z energiovych hladin pF*{slu3{ nZjakd symetrickd nebo antisymetrickd
vlnové funkce \p(?l,;z). Pro_soubor fermiond musi byt v3ak vysgslednd

vinové funkce (34) Y (§,, §,) entisymetrickd k zéménd § ’-§-2—-=

To miZfeme dosdhnout jedind tak, Ze k symetrické vlinové funkei tp(i"l,?z)
doddme antisymetrickou spinovou funkei X( T 0“2) a obrécend,
UkéZeme, Ze symetrické vlinové funkci

X (o), 0 = Xy, (36)
pfi{slus{ vysledny spin 1 a antisymetrické

vysledny spin O. JestliZe tedy symetrické a antisymetrické prostorové
vlnové funkei :

¢, 2y = 9@, . (372)
L L A EAEY (370)

p¥islusi stavy s rdznou energii, bude tomu tak i u vyslednych vlnovych

funkei (8)

a{)ta)(Fl,}’-z) X gy, 0,) (38a)

- - ' —
(r,,0.,r,,T,) = .
Y (Fyy 95750 Tp) = .
?‘S)(Fl,?z) (e, ) (38b)

Pifitom ve stavu (38a) je vysledny spin roven 1 a ve stavu (38b) roven O3
jinymi slovy: energie soustavy zéleZi na vysledném spinu. ,
VSimn&me si nyni konstrukce spinové vlnové funkce x( Ty T,) 5
mimo jiné tim doké¥eme i tvrzeni o vysledném spinu soustavy pro funkce
(36). Celkovou vlnovou funkci X( 0‘1,0‘2) miZeme vyjédrit jako linedrni
kombinaci ze v3ech moZnych sou¥ind spinovych funkel Xsl( ) x s2(0’2)‘

zavedenych v ods‘t.-V.l.At; jestli%e pro lepdi piehlednost nahradime
1~ 1,0, 2 a kvantové &isla m = 172 - 1, mg = -1/72 -+ , Je

to soudet &tyf soudind
X (1,2) = ¢ X/P(l) X1‘2) + cz‘xb(l) %‘(2) + °3XT(1) :x/l'(z)f

*c, ‘X"(l)%,’(Z) , (39)
kde €4,C5,C3,Cy jsou libovolné komplexni &isla.
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Rozklad (39) je mo¥ny proto, Ze &tyri vypsané soudiny tvor{i bdzi (miZete
si ov&rit, %e tvori Uplny systém funkci) ve 4-rozm¥rném prostoru stavovych
vektorﬂ goustavy dvou spint. |

Spin je vektorovd veliZina (moment hybnosti). Vy¥sledny spin soustavy
Edatic ziskdme proto vektorovym souftem spind jednotlivych &dstic. Ozna-
E{me-1i_spinové operétory dvou tdatic (jde o operdtory zavedené v odst.
V.1.3) ?1, 5 » bude operédtor vysledného spinu soustavy

f = ¥+ ?2' © (40a)
se sloZkeami
f = f M f2x 4 fy = fly * yZy ’ “'Pz = flz + :Pzz (40b)

Pfimym vypo&tem si mﬁieme ovéfit, te i pro g’ plati komutadni relace
(Vv.26), napt.

[fx,:f’ ] [flx+ f2x "‘P *‘\P ] ’[‘Jalxotpll + [‘:PZX' :F2y] =

= th¥,_+ih¥, =ih ¥, A (41)
Proto%e operatory fl’ ?é kxomutuj{ (spiny u obou &4stic lze soulasnd
zmdfit), tj. - - - — > ,
L o= ¥ ([#,F51=0) (42a)
nebo pro sloéky . _
Je operétor kvadrdtu vellkosti vysledného spinu
--)2 —tp
:f = (?1"'?2) ”‘3’1 + :#2 + 2 ?lfa (433)
kde skaldrni soudin ?:_JZ Je ve sloZkéch
-  —y
:Pl f2 = fleZx M fly f2y + flz f?.z (43b)

P¥{mym vypo¥tem miZeme ov&Fit, %Ze spolu vzdjemnd komutujf &tvelice
operdtord ‘

2 -

-2 -2 ‘
o .:/’2 v B0 b o (44)

2 32 |
7,7 Y | (45)
8tyri funkce

A1) Aal2) 0 LD (2D me'x#tz), X4 1’%‘” ,  (46)

které jsme pou2ili jsko bdzi v rozkladu (39), jsou pravé spoleinym soubo-
rem vlastnich funkci &ty operdtord (44).

Pro nade Gdely je visk vyhodn®jsi pFejfit k souboru vlastnich funkci
Stvarice (45), nebol prévé zde se vyskytuje celkovy spin. Tento aoubor
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se bude ovdem 1i&it od (46), nebof $° nekomutuje s #az, 722 .

Ozna¥ime-1i stavové vektory, které tvor{f tuto novou bézi, jako lS,MS) ’
bude platit

2 -2 .

fllsmg> = ¥, [s,u)d = - % | s,M5> (478)
2 | 2 . | '

? | s,Mg> = S(S+1) h IS,Mg > (470)

f 1,53 = Mg h)s,u ) (47c)

Kvantovd &1sla S, MS odpovidaji s, mg 2z odst. V.1.3 a V.1.4; tam jsme
oviem stavové vektory psali zkrédcend !ma) (tj 11/27 al-1/2) ) misto
ls,ms) , nebot kvantové &islo s nabyvalo jen hodnoty % . Rovnice (47a)
je vlastnd (V.30), rovnice (47b) odpovidd (V.31b) a (47¢) rovnici (V.43).
ProtoZe 9? Jje moment hybnosti, mus{ byt S kladné (a jak lze ukdzat, rovno
celo¥iselnému ndsobku 1/2) a MS se bude op¥t po jédnotce m#nit od -S do S
(celkem 25+1 hodnot). Na3im cf{lem nyni je najfit:.

(a) jakgch hodnot mohou nabyvat kvantovd &isla S,Mg,

(b) vyjAdPit stavové vektory | S,Mg> pomoci funkei (46).

V podstat® jde o to, vybrat koeficienty €11€51C30Cy ¥ (39) tak, aby rov-
nice (47) byly asutomaticky splnény.

Re8it postaveny kol znamend diagonalisovet matice reprezentujfei
operétory J;, 572 v bézi (46). Ponechdme tuto proceduru &tenéd?i za
cviden{ a zde uvedeme jen vysledky; %e splnuji uvedené poadavky lze ovd-
¥it pouhym dosazenim do rovnic (47).

Vlastn{ hodnoty operédtoru ?2 jsou 0, 2 h? , co¥ odpovidéd
S=0 a S=1 (48a)
a pro

S=0 Je Ms =0
(48b) -

Odpovidajfci normalizované vlastni vektory \S,MS> Jjsou

11,1 = %1) §a(2)

11,0> = 27Y2[ (1) x4(2) + Y1) Yp(2)] (49a)
J1,-1> = (1) %u(2)
10,05 = 272 [y 1) g2) - gu(1) xf2)] (49b)

T#i funkce (49a) jsou symetrické k zémdn& 1le2 («rlewérz) ,zatimco

funkce (49b) je entisymetrickd. Soubor t¥{ stavovych vektord |1,Mg>

(Mg = 0,+1) tvori triplet ; vektor | 0,0) se nazyvé singlet.
Nyni ji? miZeme také vytvorit lplné vinové funk.e souboru dvou
elektrond (38). Kombinaci ?(a)(Fi,le s tripletem (49a) dostaneme
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3 vlnové funkce a kombinaci "qﬁ”(?i.? ) se singletem (49b) Jednu funkei

q}( fl' fz). Pro nezévislé elektrony (kd{! v (9) napr. zanedbéne ponled~
ni, interakini, ¥len) se d4 vyjadrit f (rl,rz) i \f fi,ra) pomoc{

Jedno&daticovych funked typn (24), takle
k trlpletovému stavu (s=1) budo pFisluBet antisymetrické runkce

?(a)(rl,r ) = 2712 [\pm(rl).¢h(r2) - wfn(rl) Yq(?z)] =

1 Pul) 9T | R
B e . . i '(508)

L VRS CAEN
2 k singletu (S=0) aymatfické funkca
‘ .((")(F ,? ) =. 2712 [ qm(rl) ‘f’n“'a) + ‘?n(" )\(‘(r )] : (SOb)

kde m,n jsou loubory kvantovych 8isel, rozliéujici jedno&é-ticové atavy.

4. Strutn& o reprezentaci obsazovacich &isel
B

\'j piedchézeaicich odatavcich Jjeme, pii formulaci probl‘nu nnopa
stejnych &datic, pou¥ivali b&Znou soutadnicovou reprczentaci. Nyn{ by nén
viak jiZ m&lo byt Jaané, %e pro tuto problematikn to neni reprezentace
: nadvhodnéjéi. Pfi psani operétorﬁ zobrazujicich m&#i telné veliéiny {nap?
hamiltonidnu) i vlnovych funkef (tJ stavovych vektord) se xde vlastn¥
atdle vychézi z predpokladu, Z%e &dstice jsou‘rozliéitciné._Projgvuje se
to tim, %e "... poloha &dstice i Je;uréeha:polohqunivektoren ?i a jejt
spin proménnou ¢, ..." apod. Disledken tohoto roslifovéni ﬁak Je, Ze
musime konstruovat symetrické a antisymetrické vlnové funkce, é—li'se
naplnit poZadavek principu nerozlisitelnosti. ' o

- Pracujeme-1i v aproximaci nezévislych ¥dstic (odst.2), je vliastnd
Jjedinou informaef , kterou.ndm symetrické hebo:antiaymetrickd funkce
ddvaji, polet ¥dstic v jednotlivych jedno¥dsticovych stavech (24).Potom
Je viak prirozené&jsi vyloudit z vlinovych funkei soustavy zbytedny balast,
jakym jsou proménné §,,..., fy & rozliSovat stavové vektory (stavy
soustavy) pouze obsazovacimi &isly NysRgyeseyByyees Jednotlivyech Jjedno-

gdsticovych stavd. Stavovy vektor soustavy N nerosliditelnych Z4stic se
v_této tzv. reprezentaci obsazovacich &fsel zapisuje takte

I nyynpyeeeyngyeee? (51)
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kde podle (24)

n, Je pofet Zdstic ve stavu s vlnovou funkei ?1(5 )

n2 : ' " L)
. X : (52a)
ny W $1(§) |
prifem? _
' ny + Ny +oaeee tny toee.  F N (52b)

V_souborech bosond mi%e kaidé z obsazovacich Sisel ni.(izl,z,...) nabyvat
libovolnych hodnot, v_souborech fermiond pak jen hodnot 0,1.

Na tomto mi{std je tfeba poznemenat, Ze 3 reprezentaci obsazovacich
%{asel se %asto setkédme té% pod nédzvem druhé kventovédni. Nézev je logickj
v kvantové teorii pole, kde byl tento formalismus prvnd zaveden a v plné
3{F#i uplatnén. ' o

Chceme-1i pracovat beze zbytku se stavovymi vektory (51), misto
s vinovymi funkcemi zdvislymi na souradnicich, musime pfedeviimr!ydédfit
vsechny operétory tak, aby pisobily (tzn definovat jejich pisobeni) na
stavové vektory (51) K tomu dZelu je vyhodné definovat dva jednoduché
operétory, pomoci nichZ se pak ji% vyjéari vsechny dalsf, ProtoZe defi-
nice t&chto operdtord se pondkud 1id{ pro bosony a fermiony, provedeme
to pro ka%dou skupinu zv14at. '

Definujeme operédtory Qi s a; (i=1,2,...) vztahy:l

:il nl,nz,...,ni,...) = fﬁ}l NyyNpyeeerfy = i,...> : (533)
A ' ) ) .

(nevypsand obsazovaci &isla ae nem#ni).

Vidime, %e plsobenim operédtoru 31 na stavovy vektor dostévéme stavovy
vektor pro soubor Zéstic, v ndm? je o jednu &Eéstiel v i-tém stavu méné&.
Proto se ai (i=1,2,...) nazyvéd anihiladnd operdtor. Operétor 3; (i=
1,2,.+.) pisobi opatnd; protofe d&v4 stavovy vektor stavu,v némZ Je

v i-tém stavu o jednu ddstieci vice, nazyvd se kreadni operdtor. l1selné
koeficienty fﬁ; ;{E;Ii' v (53), zajidtuji normalizaci funke{ ziskanych
pisobenim operétori ﬁi, 3; . Je zPejmé, %e postupnym pisobenim krea&nich
a anihilas&nich operdtord 1lze 2z libovolného stavového vektoru ziskat ja-
kykoliv jiny stavovy vektor.'ProioZe kasdy operdtor d¥lé.v podstaté jen
to,vie kaZdému z vektord prostoru stavovych vektord prirazuje n&jaky
vektor z tého? prostoru, je zfejmé, Ze mus{ byt moZné vyJéd¥it libovolny
operétor usporadanou akupinou'anihilaénich'a krea&nich operdtori.
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Uvedme si priklad: méme stav soustavy se stavovym vektorem

| nl,nz,...,ni,...,na,...> '
a chceme pomoci operdtord (53) dostat stavovy vektor soustavy, v ni% je
o jednu &dstici v i-tém stavu ménd & o jednu ¥dstici v j-tém stavu vice
(md%eme to také interpretovat tak, %e jedna &édetice pre3las z i-tého do

j-tého stavu). Hledand funkce je
At A

ay ni{nl,nz,...,ni,...,nj,...) = Vni(nj+1)]n1,n2,...,ni-l,...,nj+1,..)_
(54)

I zde definujeme anihila&n{ 31 a krealni 3; (i=l,2,...) operdtory.

Na rozdil od bosont v3ek musi byt definovény tak, aby odréZely specific-
xé vlastnosti soubort férmiond; predevaim jde o antisymetrii stavovych
vektord pfi transpozici dvou fermionl, resp. Pauliho princip, ktery se
projevuje v tom, %e obsazovaci &isla mohou nabyvat pouze hodnot 0,1.

Je moZné pfimym vypodtem ovéfit %e v3em poZadavkim vyhovuji definice:

ci ]nl,nz,...,ni,...> = ( 1) "i‘nl'nZ""’"i - 1,...7 ' (55a)
, 2 .

e} 1 nyungyeeesfyyeeey = (<1075 (1omg) Inyyngyeen,ny + 1yenn? (55b)

kde 24 =By FDy * ..ot Ry ‘ ~ (55¢)

Uvedme si priklad: nechi na stavovy vektor |1,1,0,0,...> ~ piisob{
operétor reprezentovany souéinem(pro pfehlednost nepileme nad ¢ "A" )

°2 3¢ 1 2¢ 3 ©1

+ + : '

= (-1)%-1)t c§c3c1e2|o,1,1,o,...>.= (-1)%0-1)2-1)° e}e4¢710,0,1,0,.. ) =
= -1%-11(-1)%-1)%}e;11,0,1,0,...) =
= (-1)°-1)1(-10%-1)%-1)} o;u,o,o,o,...) -

e (-1)%-1)1(-1%-1°-1) (-1} 1,1,0,0,..) = -11,1,0,0,...7

" Rozvéiite-li postupné pisobeni operétord, dojdete k'zévéru, ¥e v koned-

ném vysledku doZlo k vymEnd Z4stic ve stavech 1,2 a stavovy vektor sku-

tedné plitom zménil znaménko. :
Operétory a1 a; , resp. cl, °i , nejsou hermitovské (1ze dokézat,

%e jsou hermitovsky sdrufené, takZe ai = (31)+ nebo 3; = (Si)+ ) a

nerepfézentuji proto 24dnou mé&fitelnou fyzikdln{ veli&inu,
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Hermitovsky je vSak opersdtor

A

ﬁi = a; 31 nebo ﬁi = 3; ei (i=1,2,...) (56)

ktery se nazyvd operdtor podtu &dstic v i-tém —tém stavu. Nechdme-1li ho piso-
bit na ’nl’nZ""'“i""> s dostaneme’ *

ai ailnl,na,...,ni,...> = ﬁ'l-i a; ‘nl,na,...,ni - 1,.00) -

= ﬁiﬁilﬂl.ﬂz‘o--,ni,‘oo> (57)

Stejny vysledek dostaneme pro fermiony, tak2e obecné&
. .
ll By 1N sRoyeenyByyens) = Ny IRy Ry eeeyNyyees) ’(58)

kde ny pred stavovym vektorem na pravé stran& je &1slo, kterd udévﬁ podet
éstic ve stavu «pi. Rovnice (58) je rovnief (IV.38) pro vlastni vektory
a vlastini hodnoty operétoru podtu &4stic v i-tém stavu; vektory
lnl,nz,...,ni,...) Jjsou jeho vlastnimi vektory.a obsazovac{ ¥isla ni

Jsou jeho vlastnimi hodnotami.
Operdtor celkového poltu ¥dstic pak je

Ko=) B e

i

(sumace se provddi pPes vi3echny jednoldsticové stavy, kterych mi¥e byt
obecnd nekonednd mnoho!), :

. Pro prdci s kreadnimi a anihila&nimi operdtory maji prvorady vyznam
komutani relace prb tyto operdtory. Ziskat je lze primo z defini&nich
vztehd (53),(55); tak vedle (57) plati,pfi obrdceném poradi operstory,

31 QI T PYPIIIS RIS (njy + 1) Ing,n5000,n5,000> (60) .
Odtud a z (57) je vid&t, %e operédtor ( 3131 - 3*31) pisobi stejné Jjako
Jednotkovy operator. Jlnak fefeno: plati komuta®ni relace

[.ai s i] = 3137 - aiai =1 .  Analogickjm postupem je moZné ziskat

i komutdtory pro ostatni kombinace kreadnich a anihilaZnich operdtord.
Souhrnn&: pro bosonové operdtory plati komutadni relace

[31,33]=o proi#J§ , [& ,a]] =1

(61)
[31,3518 o -, [}:,3;] = 0 pro vdechna i,j

Pro fermionové opersdtory Gi,gg (i,j=1,2,...) plati obdobné antikomutadnf
relace
A A AgA R A At
fe; » ey} = ey + ey =0 proify , fo5, eph=1 (62)
A oA At A+ i
{ci ’ cj} = 0 |, {-ci ’ cj} =. 0 pro vdechna i,J
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Poznémka: antikomutétorem dvou operdtord A, B se nazyvé vyraz (AB+ BA );
znat{ se obvykle {A, B} nebo [A, BI, .

Zde je vhodné zduraznit, Ze definié&ni vztahy pro kreadni a anihilaé-
ni operdtory, spolu s komutaénimi,resp.antxkemutaénimi, relscemi, zahrnu-
j1 v sob& v3echny po%adavky, které jsme na vlinové funkce (atavové vektory)
soubord stejnych &dstic m&li. JestliZe je ve vypodtech (podle potifeby)
uZi jeme, nemusime se ji% starat o symetrii,resp.sntisymetrii,vinovych
funkci (stavovych vektord). '

Vakuovy stav

-Ji% jsme Yekli, Ze pomoci kreaZnich & anihileXnich operédtord miZeme
z libovolného stavového vektoru ziskat Jjakykoliv jiny. Zvlé3tni postaveni
mezi stavovymi vektory mé stavovy vektor tzv. vakuového stavu

10> = [0,0,000,0,...> _' - (63)

v ném% vi3echna obsazovaci &isla jsou rovna nule (stav bez &dstic).
Ket-vektor pro libovolny stav z n&ho ziskéme plsobenim pFisludnych

kreaénich operdtord. Nap®.

(1,1,1,0,0,...> = aje;aj}0,0,... >

VZékladni stav souboru fermiond

Pri prdci se soubory fermiond je vyhodndjs{ vychézet ze stavového
vektoru zdkladniho stavu, v ném% jsou obsazeny viechny hladiny a%f po
Fermiho energii (odst.2,obr.68b,69). Jsou-1i stavy &fslovédny v poradi
rostouci energie (viz (29)), potom stavovy vektor gzdkladniho stavu
souboru N fermiond Jje }

Ket—vektor lz> ziskéme z vakuového stavu 10> takto
lz> = °1c2“‘ cNIO> _ | o (65)

" Operétory v reprezentaci obsazovacich &isel

‘Nyni ném ji% zbyvd ukézat, jak se v_reprezentaci obsazovacich &fsel
(tj pomoct kreadnich a anihila&nich operédtori) vyjédr{i libovolny operdétor.
K tomu se vyuZije v3ta , kterd tvrdi: jestli%e vSechny maticové prvky
dvou operdtord, Vypdétené pomoci stavovych vektord ve dvou riznyeh repre-
zentacich, jsou stejné, potom operdtory jsou ekvivalentni(o maticovém
vy jédPeni operdtord viz odst. IV.1l.5). ‘

V nadem pFf{pad® to znumend poZadavek, aby véechny maiicové prvky
n& jakého operdtoru v soufednicové reprezentaci, vytvorené ufitim funkel
(27) nebo (28), byly shodné s maticovymi prvky ziskanymi "obloZenim"
hledaného operstoru bra- a ket-vektory (51). Realizace tohoto ukolu nenf
zv14&t obtiZnd, je vSak zdlouhavd a proto uvedeme jen vysledky ([12])
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Uvazujme nejprv& operétory, které jsou v souradnicové reprezentaci
souftem jednoldsticovych operdtord ,tj operdtory typu

“ AN NP I I TS PURE T SURRENE ST S

P#ikladem mohou byt : -
(i) operdtor kinetické energie souboru N stejnych &dstic

: _ N $2 5 i N he 32 62 aZ-
7 ; (- =) Vx, ; =N w0 azi)

(ii) operdtor potencidlni energie souboru N elektrond v poli jédra
8 nébojem +Ze, pevnd umistdnym v po¥dtku soufadnic '

. N 2
Ze
v (E ; e -I: ) = e ——————
120 *'N z Y
=1 ‘mfolril

{ v obou pFipadech nevystupuji explicitnd spinové soufadnice ).

Operatory (66) maji v reprezehtaci obsazovacich &isel tvar

g, - § Ci1oy iy ¢ ey
i, .

nebo (67a)

(717 = iloyl §> & aj

s d
kde maticovy} prvek
Cilo,l §> = Z d SF ) oy(F, ) Y LUF,e) 67b)
ilogl T \Pi F,0) 0y (F,T) Y r,a@ (67

pe
se politd s jedno¥dsticovymi vlnovymi funkcemi {24). Principidln& je moZ- -
né k vypoftu pou#it libovolny ¥plny_ soubor jedno&dsticovych funkci.Proto-
%e ale kreadni a anihilaZni operdtory pak provéd&j{ kreaci nebo anihilaci
v_t&chto stavech, budeme pouf{vat pochopiteln& takové soubory funkef,
které maji k FeZené dloze nejbliZe. '

Druhym b&#nym typem operétord jsou dvouddsticové operdtory, které
v soufadnicové reprezentaci maji strukturu

: i :
0, gl....,§N)=-—§ A TR (68)

YY)
(1#£J)
( soudet &lend z nich% kaidy zévisi na dvojici soutadnic).

Typickym predstavitelem takovych operétorld je operétor potencidlni ener-
gie vzéjemné elektrostatické interakce v souboru nabitych ste jnych &éstic.
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Pro soubor N elektrond (pro 2 elektrony je to poslednf ¥len v (9)) je
operétor elektron-elektronové interskce v soufadnicové reprezentaci

. Z ' 02
V (Fl,rz,...‘, |\ "

A TE Ty 'Fjl
(1#3)

(faktor 1/2 je zde proto, %e v sumaci se bere kaédé interakce 2x,tj.i-ty.
8 j-tym a j-t¥ s i-tym;interakce elektronu sama se sebou je vyloulena
poZadavkem i¥ j). .

Dvouldsticové operdtory (68) maji v reprezentaci obsazovacich &{sel tvar

=-———Z Z <i,§10,1k,1> &) &} & &,

i,i k1
resp. : (69a)
— ) ) STICATSY RN
2 1,7 ¥ .

kde maticovy element

<i,Jl 0,1 k,1)» =

- fdt fdt PilE,T) P30 03,0807 Py (F, @) ¢y (F0)

aa’

Je opit vytvofen 8 Jednoldsticovymi vlnovymi funkcemi (24); o Jjejich
vyb&ru plati to, co bylo ji¥%¥ Fefeno u jednoldsticovych operdtorid. Je
samozte jmé, Ze kdy¥ Jje transformovany operdtor soudtem né&kolika &lend
(nap#.(9)), musime pro pfevod v8ech Zlend u2it ty% soubor jednoldsticovych
funkef (24). :

Nyni jsme jiZ ve stadiu, kdy méme v podstat® zavedeno vde, co pro
feSeni Uloh v reprezentaci obsazovacich #isel je t¥eba, Vyhodnosi & né-
zornoat této reprezentace vynikne aZ pri Feseni konkrétnich dloh; to viak
ji% nent predmétem tohoto dflu ekripta. Jistd je vZak d&elnd #fci Je&tE
toto: reprezentace obsazovacich &isel byvd zpravidla zarazovéna a% do
"vy88ich" partii kvantové mechaniky, coZ pak vyvoldvd u studentil dojem
zvld&tni obtiZnosti. Hledaji pak zéhady tam,kde %Z4dné nejsou a domnivaji
se, %e v&c nepochopili proto, %e se jim zdd pr{1i# jednoduchd. Proto bych
cht&l expllcltné uvést, %e tato partie kvantové mechan1ky nen{ o niec ob-
t1¥n& j81 ne Jlné Jeji &dsti; nsopak, podle mého nézoru je reprezentace
obsazovacich &isel pro soubory &édstic mnohem jednodusdi, prihlednd&jii
a nézornd j8i pfi interpretaci vysledkd, ne? stendardni soutadnicové
reprezentace. To byl také divod k zarazen{ elespon krétkého odstavce na
toto téma do tohoto udvodniho skripta.




DODATKY

- 165 -

‘A) N&kolik potrebnych matematickych vztahd

Al) Xomplexni &1isla

L4

(D)

cosz(ax) dx

b:?.’? .......... 'C Obr. 70. _
; Zobrazen{ komplexniho %isla ¢ = a + ib
¥ : Re_ v Gaussové rovind. ¢* = a - ib je &1slo
< \a ' komplexhé.sdruiené.
' P B&2né znadeni: Re c =a , Imc = b
)ROSR, o*
et e Y = Arg ¢
Absolutni hodnota (modul) : lc| = +Y a® + b (A1)
Jtverec modulu: Ic]2 = Mg = e2 + b2 (A2)
b Im ¢
tgy =— = (A3)
a Re ¢
Exponencidlni tvar: e = |ci eiw ) c¥ = lel e—iv (A4)
+ i
Moivridv vzorec: e f = cosy + i'siny (a5)
a odtud{n Jje celéd) " _
(cosy #1isinyg )" = cos(ny) + i sin(ny) (A6)
Trigonometrické a hyperbolické funkce:
siny = ( ¥ - o7iY ) / 2i (AT)
cosy = ( el? i+ e-i? ) /2 (A8)
sinhy = ( ef - & ¥ ) /2 (A9)
coshy = ( e?+ o~V )/2 (A10)
-ainh(iuf?) = 1isiny » cosh(iy) = cosy (A11)
A2) Neurfité integrdly
P 5 x 1 :
sin“(ax) dx = - sin(2ax) (A12)
J 2 4a
X
= + sin(2ax) (A13)
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A3) Urdité integrély

oa

> o0
sin“(ax) sinz(ax) :
—F— dx = 2 5 dx = 0 |al| (A14)
x X
-Qoeo o
_alr 2 i
Je a“(x+b)y, » — (-F <Arg a<T ,b 1ibovolné) (AlS5)
- 00
£ 2.2 e
- "
fx2veax dx = (a>0) (Al16)
; g,az _
fotx‘l'e" dt = F‘m s (A1T7)
0 .

kde ['(x) je funkce gama. Integrédl konverguje pro x>0 .

Plati:
Mx+1) = x M (x)

MM er-x) = T (0<x< 1)
si_n(‘JI'x)
\r .
Mo Mex + 3 = ——— [Neex
22x-1

M) = N2y =1 |
Obecné pro x=n (n je pfirozené &islo) : M(n) = (n-1)1

el =ym; P(%)JJ—E—
) T

%2 ry (e
sin®~Ix cos® 1x ax = t P(z (2) (r>0,870)
+
o )
/2 /2 r
sinT 1x ax = jcosr-lx dx = (m {'(i)) ( r>0)
2 (&2
0 ¥ 2

A4) Gaussova rozddlovaci funkce

Normovand Gaussova rozd&lovaci funkce (v poZtu pravdépodobnosti se
zpravidla mluvi o normovaném normdlnim rozd&leni) Je

( ) = e “texo) /20" (a18)
sX 0 ) = e
P x3%o ciz® ,
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4
‘fmu’ """"""""""
L
Vé- 1 t
| i
1 1
] I
: I
: : Obl‘- 71.
! .
i ' Gaussova funkce se stiednt
[ i . hodnotou x, & dispersi a2,
Xg‘d' XQ X°+d' X
kde :(rz Jje disperse (rozptyl), kterd charakterizuje &ifku k¥ivky
( pro \Pz 'fmax e'l/2 Je &1¥ka rovna 20 ).
Koeficient (¢ V2X )1 v ta18) zajistuje normalizaci,tj platnost
r 2,, .2 '
1 -{x-x4)°/20°
e e dx = 1
N A'PYN
et~ 4]
AS5) Determinanty
Determinant ke &tvercové matici A F4du nxn se definuje takto
all 312 ¢ = [ aln
821 8227 ¢+ ¢ f8p
Det A = lAI = . . 'y b
81 %n2 * * * ®mn
= 2 E. .. . ag. 8 cee &
{i ; i } _11’12"‘.’1[[ 111 212 nin (Alg)
1, 2’.'.. n
ke & 1 tvori-1i " ( i i_ ) sud taci
y je +1 t - i ans sudou permutac
fgsdgyeneriy - 9° ve e

Sud4 (lichd) permutace &isel (1,2,...,n) se dostane 3z tohoto vychoziho

uspofrddéni sudym (lichym) poltem transpozic dvojic &isel této mnoZiny.

Ve vzorci (Al9) se sed{td ples viechny permutace, kterych je n!.

V3imn&te si, Ze ka%dy soulin v sumd obsahuje jeden a jen jeden prvek

2 ka¥dého Fadku a sloupce.
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B) Linedrni vektorové prostory

V matematice se Zasto setkdvdme & objekty, pro které jsou definové-
ny operace sefitdni a nédsobeni &1sly.
P¥iklady:
(a) v geometrii jsou takovymi objekty vektory v 3-rozmirném prostoru,
(b) v analyze se definujl operace sed{tsén{ funkei a Jejich ndsobeni Eisly,
(c) v algebfe se setkdvdme s usporddanymi soustavami n Zi{sel - maticemi-

pro né% se definuje sedi{tdni a nédsobeni konstantou.

V uvedenych p¥ikladech se operace seliténi a nésobeni %{sly provd4d&ji na
zcela odlidnych matematickych objektech. Na viechny takové p¥ikledy se
v3ak lze divat z jediného jednotfciho hlediska, kterym je pojem linedr~
niho vektorového prostoru.
Definice linedrniho vektorového prostoru _

MnoZinu R prvkd X, ¥, Z,... nazjvéme linedrnim vektorovym prostorem,
JestliZe mé tyto vlastnosti:
(a) na mno%ind R je definovéno se¥itdni, které je

komutativni : T+y =7+ % | " (B1)

a asociatival : (X +F)+2 =%+ (F+3)

-

(b) na mno%in& R je definovéno ndsobeni konstantou (skaldrem), které je

distributivnf : a( X +y ) = aX + ay
asociativni : a{ bX ) = (ab) X (B2)
(a+b) X aX + bxX '

1]

kde a,b jsou obecnd® komplexni konstanty.,
Krom& toho se piedpoklédd, %e v mnoZiné R
(i) existuje nulovy prvek (vektor) G takovy, Ze

, X+0=X " pro vdechna X¢R | (B3)
(ii) nésoben{ libovolného Xe& R skaldrem 1 nemdni vektor X
1% = X : , (B4)
(iii) ke ka¥dému X¥e R existuje v R takovy vektor (-X), Ze
T+ (%) =0 | (B5)

V definici se ne¥ikd jek se definuji operace seditdni vektord a nédsobeni
skaldrem. Potrebné je pouze,aby byly splnény uvedené po¥adavky. Proto
kdykoliv se setkéme s operacemi, které témto podminkém vyhovujf, méme
prévo je povaiovat>za operace sefitdn{ vektord & ndsobeni skalérem a
samotnou mno%inu prvkid,na ni% jsou tyto operace definovény, za linedrni

vektorovy prostor.

Definice linedrn& nezdévislych vektord
Vektory X, ¥, +-+, £ 8e nazyvajl linedrn& nezdvislé, JjestliZe

rovniei
ax + by + ... + cZ = O (B6)

lze splnit jen s &isly a = b = ... = ¢ = 0.
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Definice dimenze linedrniho vektorového prostoru

Jestlife v ndjakém linedrnim vektorovém prostoru lze najit
n linedrn® nezdvislych vektord, ale ani jeden soubor (n+1) nezévislych
vektord, potom Fikédme, Z%e prostor mé dimenzi n (nebo: je to n-rozmdrny
prostor). ‘ .
Lze-1i v prostoru nalézt libovolny pofet linedrn& nezévislych
vektord, Pikéme, %e je to prostor nekoneiné dimenze. '

Definice bdze v prostoru a definice soufadnic vektoru

bt

Nechi '3i,3é,..., , Je soubor n linedrn® nezdvislfch vektord
v n-rozmérném line&rnim vektorovém prostoru R, . Potom, je-1i X

libovolny vektor z R , Je mo¥né psédt n

~ip Rl - o i V
X=X 8 *+X€ +...+tXx e = E‘ Xy 8y {B7)
’ ' i=1 '

kde Xy,Xyps0esXy

vi3echna soudasng rovna nule.
Rikéme, Ze vektory €,,€5y...,

jsou obecn® komplexni &isla, kterd podle (B6) nejsou

-
e

n tvori bdzi (soutfadnou soustavu) v R,

8 Xy,XppesX, JsoOu soutadnicemi vektoru X v této bézi.

Bdzi lze vidy vybrat i v prostoru nekoneiné dimenze.

Definice skaldrniho soudinu

Metrika . se do lineérniho vektorového prostoru zavede definiel
skalérniho soufinu dvou vektord. V linedrnim vektorovém prostoru R Je
definovén skaldrni soudin, jestliZe kaZdé uspofédané dvojici vektord
%,7e¢R Jje prirazeno &fslo (obecn¥ komplexni), kteréd ozna&ime (¥,¥)
(nebo <x|y> podle Diraca), vyhovujici témto poZadavkim:

- o S

(%,5 ) =(7F,x) |
(X, (a7 + b3)) = a (X,3) + b (X,%) ' ~ (B8)
(X,X)> 0 ( redlné ) prifem’ -
z (X,%X) =0 plyne, %e X = ]

Z prvnich dvou pofadavkl ddle plyne, %e
((aX + B3),3) = & (F,F) + V(T %)

Dva vektory X,y € R jsou ortogonslni, jestlife

(X,y) = 0 . ,
Velidina | %12 = (¥,%) se nazyvé norma vektoru x ;.|X|= (5;2)1/2'59
délka vektoru Xx. _ o 7
Doporuduji ¥tend¥i, aby si vde co bylo v tomto odstavci FeZeno, nejprve .
prenesl a promyslél v 3-rozmdrném reédlném vektorovém prostoru (&1isla
a,b,.. i sourfadnice vektoru jsou reélna &isla) a potom si predstavil
zobecn&ni na n-rozmérny ( i pro n—soc) komplexni prostor.
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¢) &- funkce

Diracova &-funkce &(x) se definuje vztahem
b '
f d(x) ax = 1 pro libovolnd a,b>0 (c1)

-a

Odtud je viddt, %e d(x)=0 pro x # O & v x=0 neni definovéna. Nejde
tedy o funkci v b&¥ném slova smyslu, ale spiSe o symbol, ktery mé smysl
jen v integrandu ( S-funkce patt{ mezi tzv. zobecndnd funkce nebo také
distribuce; viz [18] ). & -funkei lze vyjédFit jako limitu posloupnosti
funkci; nap¥ pro £ —= o+ ( 8 se bli%{ k nule ze strany kladnych hodnot)
to jsou posloupnosti

1
—_— e-IxI/E (c2)
2 ,
1 €
(c3)
N2, g2
1 a%e? | | ‘ - (ca)
VT
1 sin(x/€ ) (c5)
T x
1 1
Ta ( ) Ceoz je (23N | (c6)
K x - ig
Velice uZite¥nd integrédlni reprezentace VJ:gunkcg je v dod.D.
&=Q0]
£4
£=0,05
-04 0
-0 0 oi X
obr. 72. obr. 73
Funkce (C3) pro t¥i rdzné hodnoty Derivace funkef (C3) pro t¥i rﬁzné
parametru € . §-funkei lze repre- hodnoty & . Derivaci §-funkce 3'tx)

zentovat limitou pro €—» O+. reprezentuje limita pro £ — Or.
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7 charakteru 46 -funkce je zfejmé, Ze plati
Jf(x) 5(k—xo) ax = fix,) , (cn

JjestliZe integra&ni obor obsahuje bod x, & f(x) je libovolné funkce
spojitd v x . Vztah (C7) se mi%e té% pou¥fit pro definiei é-funkce.

Pro § -funkei plat:[ vztahy (plny smysl maji op3t a% gza f )

x8(x) = 0 | o (cs)
Stx - x) = S(x, -x) (c9)
d(ax) = a~l 5()() pra a >0 (C10)
J(x2 - a2) = (213)_l [J(x-a) + (g(xﬂl)] pro a> 0 (c11)

d-funkce v 3-rozmdrném prostoru se definuje obdobnd (C1):’

JJJJ(?) adF =1 , (c12)

jestliZe integra&ni obor obsshuje bod ¥ = O.
Vztah (C7) se zobecni na

JHGB? 8(?-‘-?0) £(F) = £(F)) ‘ (C13)

J(?—;d) mdZe byt rozepsdna v soufin tFf{ jednorozmérnych §-funkef

(Fo = (xo,yo,zo) )

d#-2) = Stxx) dty-y,) 8Cz-2) | (c14)
nebo ve sférickych soutadnicich (r, 6 Y¥)
1 . |
(-2, = — §(rr,) 806-0) dCp-¢,) =
r° sin 0 .
1
- — S(r-ro)'é\(cose - cosB ) d(¢ - ¢, tc1s)

1
Derivace J—funkce -'(S(x)
Derivacf J-funkce lze povaZovat za limitu (pro € — 0+) derivaci
funkei posloupnosti (C2) - (C6).
Plati , .
§tex) = - d(x) (c16)

x 6(x) = - 6 | )
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D) Fourierova transformace

Necht f(x) je funkce periodicks s periodou L, tj. f{x+L) = f(x).
" Takovou funkci je moZné psét;ge tvaru komplexni Fourierovy Fady

£(x) = a, ei27nx/L ¢D1)
n= -g0
Koeficienty a_ jsou dény vztahem
1 Xo+h .
g = — [ ax £00 eTETRVL (D2)
*o

kde x Je 1ibovolné redlné &islo (nejdastdji se klade X,=0 nebo x§=*L/2).
UvaZme nynf p¥ipad L —> o0 ., Suma potom pfejde v integrdl takto:
27 n/L = k a la = glk)
ProtoZe n roste v sum& po Jjednotce, plat{ (F_ = F(k))
+00 ©0 L 00 I
§ Fn = JFndn = -—z-g—r j P(kx) dk
n=-o0 -00 -0

Dostdvéme tedy

17 ik |
f(x) = —— J g(k) ¥ gk (D3a)
2m
—w .
glk) = - JN £{x) e“ikx dx "~ (D3b)
-0 )

Funkce g(k) se nazyvd Fourierova transformace funkce f(x) a opa&ni.
- Koeficient 1/2® v (D3a) se &asto "rozd¥luje" symetricky mezi f(x) a
glk), takZe

°0 1 <
ikx ) : -ikx
f(x) = glk) e dk 3 glk) = \[vf(x) e T ax (D4)
| =
-2 -0
Kombinac{ vyrazd pro f(x) a g(k) obdrZime
. o0 pe) on o0
1 . . 1 .
f(x) = fdk o1kx j £(x") e KX gy =de'_f(x') — J el(x-x kg
27 : 27
= -0 -0 -0 (D5)

Aby tato rovnost platila pro libovolnou funkei f(x), musi zfejmé& byt
(srov.(CT7)) pos

1 ’ . - .
— J el(x=x )k 4 . ts(x-x') (D6)
29 -5 . :

Tim jsme ziskali velice uZite&nou integrélni reprezentaci d —funkce.
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Tuto reprezentaci lze nap¥. vyuZfit p¥i ddkazu Parsevalova teorému ,podle
kterého 00
f I£(x)12 ax =
-0

kde 1£(x)1% = £*(x)f(x) & 1g(k) 2 = g*(k)g(k). Dikaz (pokud ho nesvede-
te sami) najdete tfeba v [1] . Parsevaliv teorém je velice uZiteny ke
stanoveni fyzikdlni reprezentace Fourierova obrazu gl(k), JjestliZe zndme
fyzikdlni smysl f(x). ,

Fourierovu tranaformaci (D4) lze snadno rozsifit de 3-rozmirného
prostoru na funkce f£(T):

o0
J 12(x) 12 ak (D7)

-

1 [ e 4
£f(F) = —-—-——'J JGBQ g(k) oikT (DBa)
(21()3/2 J
1 [ 3 +y ik
g(k) = — a’r f(r) e T (D8b)
(2m)3/2 )
Trojrozm3rné d-funkce (C14) pek md integrélni reprezentaci
1 L iF-r K
8(3-?0) = ~——*—§".§5Sd k e ° (D9)
(2:)

§ -funkce se vyu?ivé p#i normalizaci rovinnych vln (de Broglieho vln).
Integril

. - >, > .
Jel(k“k )T a3z je soutinem t¥{ jednorozmérnych integréli

g ‘ L

itk, -k. )x itk -k’ )~
Je x x dx = lim f e X X dx =
-oQ

I, >0
-L

2 sin(L{k_-k’)) i '
= lim ¢ X X’ somd(x -k;)  (D10)
L —+~o0 kx' - kx
a podobnd pro y,z ( v poslednim kroku v (D10) jsme pou%ili (C4)).

Je tedy
+00

ffJ W1-KDNF 32 . a3 iR -2 (D11)
- 00

Provedeme-1i takto normalizaci de Broglieho rovinnych vln (mfsto v oblas-
ti periodicity), prejde (II.35) v '

1 s
- i(dr - Et)/h
ppite) = g o 2
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E) Diferencidlni operdtory z vektorové analyzy

Gradient skaldarniho pole

Funke{ = f{x,y,2) Jje ddno v oblasti, na ni% je funkce definovéna,
tzv. skalérni pole. Plochy ¢ = konst jsou tzv. hladiny tohoto pole.
Prikledem takové funkce Je tireba pctebciél elektrostatického pole a
v ndm ekvipotencidlni plochy pro y = konst.

Vektor
d
grad\P = ‘i’.+.b‘P 3+ B‘P

X El
dx dy dz (E1)

- > .
kde i, 3, k jsou jednotkové vektory ve sméru os tvoricich kartézskou
soufadnou soustavu, se nazyvd gradient daného skalarniho pole.
Gradient funkce y v n¥jakém bod® (x_,y,,%,) Je vektor kolmy k hladind

jdouci bodem (xo,yo,zo) {(obr.74).

Gradient se piZe symbolicky takto

grac ¢ dp=Tg={LT. 23,27
groc ¥y \ (Ax +-bya+az )\f
(X0,¥0120) kde
ve 21,2 3,2 ¢ (E2)
Plocha : dx dy J dz
’0 = f(xo,yn \Zp)

Obr. T4. Je tzv..operétor nabla.

Divergence a rotace vektorového polé

Je-11 v kaZdém bodd n&jaké oblasti zadén vektor, potom je v této
oblasti definovéno vektorové pole. Pr¥ikladem mohou byt vektory uddvajlel
intenzitu B elektrostatického pole, nebo mnoZina vektord grady ve ska-
lérnim poli.
M2 jme vektorové pole

B(x,y,2) = a, (x,y,2) 1+ ay(x,y,z) kR az(x.y,z)'i (E3)

,8_ Vv kartézské souiadné sous-

Vektor & a tedy i jeho soufadnice 8,18, ,8,

y
tavé urdenéd jednotkovymi vektory 1,3;2 , Jsou funkcemi polohy, tj. bodu

(x,¥,2).
Divergenci vektoru @ se nazyvé skalér
. da, da da, ,
diva = X 4 Y 4 (E4)

dx dy oz
ProtoZe na div & je moZné pohliZet té% jako na skaldrni soulin vektoru
(operétoru) vV s vektorem & , znal{ se divergence a té% vs .
Fyzikélni vyznam: uvaZujme stacionérni proud&ni kapaliny charakterizova-

né v ka¥dém bod® vektorem rychlosti v(x,y,z). Divergence Vv znamené




- 175 - (D)

objemové mnoZstvi kapaliny, které vytele z jednotkového objemu za jed-
notku ¢asu. Pro nestladitelnou kapalinu je div ¥V = O (nenf-1i v uvedendm
objemu z¥{dlo); tzn, Ze kolik do objemu priteklo, tolik muselo teké
vytéci.

Rotaci vektoru & se nazyvé vektor

rot & = , 4
da da_\ » da_.  da,\ » da da_\
“ ayz'—a‘f)“(azx' axz)“(TxL ayx)“ "

N

(E5)

Misto rot 8 se &asto piSe (predevidim v zdpadni literatufe) curl 8 .
Proto%e rot 3 1lze form&lnd dostat jako vektorovy sou¥in vektoru (operé-
toru) V & vektoru & , znadi se té3 V x % .

Fyzikéln{ vyznam. Je-1li ¥V rychlost kapaliny, vyznafuje rot Vv avym
sm&rem smidr o8y, kolem které se kapalina v malém okolf uvaZovaného bodu
otd4%1 jako celek a |rot V| je dvojndsobkem rots&ni rychlosti ( v oblou-
kové mire).

Pole v ném% viude platl rot 8 = 0 se nazyvé nevirovéd. Nevirové je napt.
pole, které dosteneme tak, %e ve skaldrnim poli ¢(x,y,z) pfiredime
kazdému bodu vektor grady . Primym vypoftem ovérite, Ze

rot grad y = O (nulovy vektor) (E6)

Podrobnou diskusi fyzikdélniho vyznemu operdtord grad, div a rot najdete
v udebnici [4] .

Laplacetiv_operétor A se ziskd skaldrnim ndsobenim operdtoru V (nabla)

sebou samym ) » )
m A =V.V =72 = 9 + 9 + 2 (ET)

ax2 ay2 322
Jest& ndkolik vzored pro operdtory A, V" (f,g jsou skalérni pole,
- -
a,b vektorové pole):

V(fg) = grad(fg) = f grad g + g grad f

V(fd) = div (f8) = £ div & '+ @ grad f .
V(&xD) = div(AxB) = b.rot 3 - s.rot b (E8)
V(Va) = grad diva = rot rota + A8

V(7 x &) = div rot 8 = O




- 176 -

LITERATURA

1]

[2]
[3]

(4]
[5]
[6)
[7]

[8]
[9]
[10]

[11]
2]

13

[14]
[15)

[16)
[27]
[29]

J.Mathews, R.L.Walker: Mathematical Methods of Physics;(rusky
pfeklad: Atomizdat, Moskva 1972) .

K.Rektorys et al.: Pfehled uZité matematiky, SNTL, Praha 1968
G.Goertzel, N.Tralli: Nékteré matematické metody fyziky, SNTL,
Praha 1970 ( pfeklad z anglidtiny )

E.M.Purcell: Electricity and Magnetism, Berkeley Physics Course 2;
{rusky pfreklad: Nauka, Moskva 1971)

F.S.Grawford,Jr: Waves, Berkeley Physics Course 3 (rusky pieklad:
Nauka, Moskva 1974)

E.H.Wichmann: Quantum Physics, Berkeley Physics Course 4 (rusky
pfeklad: Nauka, Moskva 1974)

R.P.Feynman, R.B.Leighton, M.Sands: The Feynman Lectures on Physics
{rusky preklad: Mir, Moskva 1967,sv.3,8,9; slovensky p¥eklad se
piipravuje) .

A. Beiser: Uvod. do moderni fyziky, Academia, Praha 1978 (pifeklad

z anglidtiny; existuje i rusky preklad)

L.N.Cooper: An Introduction to the Meaning and Structure of Physics,
vol.2 (rusky preklad: Fizike dlja vsech,tom 2, Mir,Moskva 1974)
P.T.Matthews: Zdklady kvantové mechaniky, SNTL, Praha 1976 (pieklad
z snglidtiny)

A.S. Davydov: Kvantové mechénika, SPN, Praha 1978 (preklad z rustiny)
L.D.Landau, E.M.Lif8ic: Kvantovaja mechanika,Teoretileskaja fizika
tom 3, Nauka, Moskva 1974

A. Messish: Mécanique quantique, t.I,II (rusky pieklad: Nauka,
Moskva 1979) :

D.Bohm: Quantum Theory (rusky pieklad: GIFML, Moskva 1961)

Ch. Kittel: Thermal Physiecs (rusky p¥eklad: Statistileskaja termo-
dinamika, Nauka, Moskva 1977)

Pi&dt J., Gomol¥sék L.: Uvod do kvantovej mechaniky, Alfa,
Bratislava 1975

E.Fermi: Notes on Quantum Mechanies (rusky pfeklad: Kvantovaja

mechanika, Mir, Moskva 1968)
L.Schwartz: Matematické metody ve fyzice, SNT1l, Praha 1972 (preklad

z francouz3tiny)

Poznémka: n&kterd tituly, napp.[2), [4]-[8], existujf i v nov&jsich

vydénich.




	KM_1_Titul
	KM_I
	KM_II
	KM_III
	KM_IV
	KM_IV001
	KM_IV002

	KM_V
	KM_VI
	KM_Dodatky1
	KM_DodA
	KM_DodB
	KM_DodC
	KM_DodD
	KM_DodE

	KM_Bib1

