Rovnice matematické fyziky — cviceni

Rovnice
matematické fyziky
cviceni

Michael Krbek

Obsah

Opakovdni ze zndmé matematické analy:

Parcidlni diferencidlni rovnice — metoda charakteristik
Okrajovd uloha pro obycejné rovnice, Greenouvy funkce

novd rovnice
[Metoda integrdlnich transformacd

Betod —




Rovnice matematické fyziky — cviceni 2

I. Opakovani ze znamé matematické analyzy

Fourierovy rady. Napred si dovolim hodné stru¢nou rekapitulaci vysledki te-
orie Fourierovych rad funkci. Uvédomme si, Ze kazdou funkci F na jednotkové
kruznici S = {¢!* € C|x € R} 1ze jednozna¢né identifikovat s 27-periodickou funkei
f v R vztahem f(x) = F(e'*). Pro kazdou funkeci f € L%(S!) definujeme jeji Fou-
rierovy koeficienty c, pomoci vzorce

1 [” .
ch=— 1| fx)e™ dx.
21 J-x

Fourierova rada funkce f je rada

posloupnost jejich castecnych soucta je

N
sny(x) = Z cpe'’™.
n=-N

Pro kazdou posloupnost {c,} € ¢9, tj. takovou, Ze ¥ |c, |2 < co existuje funkce f €
L2(S1) takova, Ze ¢, jsou jejimi Fourierovymi koeficienty (Riesz-Fisherova véta)
a tento vztah zachovava skaldrni souéiny na ¢9 a L2(S') (Parsevalova véta). Du-
sledkem je, ze kazda f € L?(S') je L2-limitou posloupnosti ¢asteénych souéttl své
Fourierovy rady.

vvvvvv

kazuje nasledujici vysledek: Je-li 27-periodicka funkce f po castech spojita, pak
soucet jeji Fourierovy rady v bodé x je roven aritmetickému prumeéru (f(x+)+
f(x=))/2, kde f(x+) =1lim;_ .+ f(¢) a obdobné pro f(x—).

1. Trigonometricky polynom je konec¢ny soucet tvaru

N
f(x)=ao+ ) _(ancosnx+b,sinnx), xeR,NeN,

n=1
kde a,, b, jsou obecné komplexni ¢isla. Pomoci Eulerova vztahu e'* = cosx +isinx
prepiste jako
N .
f@)= Y cpe™.
n=—N
Jakou podminku musi splnovat c,, aby vSechna odpovidajici a,,b, byla realna?

(Obecny trigonometricky polynom je tedy komplexni funkei redlné proménné a
ptame se, kdy bude realnou funkci realné proménné.) [# 1]
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2. Je-li f(x) suda (resp. licha) funkce, pak pro cleny jeji Fourierovy rady plati
b, =0 (resp. a, =0). Dokazte to! [#1]

3. Urcete Fourierovu radu funkce f(x) periodické s periodou 2A. [# 1]

Urcete Fourierovy rady nasledujicich funkci periodickych mimo vyznaceny inter-
val.

-1 -1,0
4.f(x)= xe(-m,0] je 2m-periodicka. [# 1]
1 x€e(,n)
1 0
5.f(x)= x€(0,] kde y € (0,7), f(x) je 2m-periodicka a suda. [# 1]
0 xe(y,m),
6. f(x)=¢e", xe(—h,h) je 2h-periodicka. [# 1]
f(x)=sinkx pro x €(0,7), k € N, 2n-periodicka, suda. [#1]

7. Urcete Fourierovu radu 27r-periodického lichého rozsireni funkce dané f(x) =
x(m —x) pro x € (0, 7). Pouzijte vysledek k souctu ciselné rady

1__+___+... [#2]

Obycejné diferencialni rovnice. Pro obycejné diferencialni rovnice mame za-
rucenu existenci a jednoznacnost eseni pro obvyklé hladké funkce, kde vSe plyne
z existence FeSeni pro soustavu y' = f(y), y¥(0) = yg pomoci véty o pevném bodé (pro
diferencialni rovnice se ji rika Picardova véta). Dokonce je v téchto pripadech za-
rucena hladka zavislost feSeni na pocateénich podminkach (to uz se ale vétsinou
nedokazuje). Vime tedy vétSinou, Ze kdyZ nalezneme reSeni, bude urceno jedno-
znacné.

Na reseni obycejnych diferencidalnich rovnic prvniho radu existuje rada metod
zavislych od typu rovnice: separace proménnych, Bernoulliho rovnice, exaktni
rovnice, rovnice s konstantnimi koeficienty. Z rovnic vyssiho radu se probiraji
zpravidla jen rovnice linearni.

Naleznéte obecna reseni diferencialnich rovnic prvniho radu
/ 2. _ .2
8.y —x"y=x", [# 1]

2
9.y + 2 sinx, [# 1]
x

10.y:2xy'—(y')2, y' = Ay(1-7y),y(0) = yp. [# 1]
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11. ResSte obecné diferencialni rovnici

1 1
(—+y—1)dx+(—+x+1)dy20. [# 1]
y X
Obecné reste diferencialni rovnice druhého radu
12.y" +y=e7", [# 1]
13.x%y" +xy +y=0. [# 1]

I1. Parcialni diferencialni rovnice — metoda charakteristik

Obecna parcialni diferencialni rovnice prvniho radu pro dvé nezavislé proménné
x, y a jednu zavislou proménnou « je dana jako

F(x,y,u,p,q)=0,

kde p = ux a g = u,. ReSeni ziskdme zobecnénou metodou charakteristik, tzv.
Lagrange-Charpitovou metodou. ResSime soustavu obycejnych diferencialnich
rovnic

dx_d_y_ du dp dg

FP Fq_pr+qu:_Fx"'pFu:_Fy‘i'un'

14. Reste Cauchyho tlohu
ur+au, =0, xeR,a€eR,t>0
u(0,x) =@(x), xeR. [# 11
15. Reste Cauchyho tlohu
u;+xu,=0, xeR,t>0
u(0,x)=¢p(x), xeR. [# 2]
16. Reste Cauchyho tlohu
u;+uu,=0, x€R,t>0

u(0,x)=¢px), xecR. [# 2]

17. Urcete vSechny diferencovatelné funkce f dvou nezavisle proménnych, jez
jsou invariantni vici linearnim transformacim téchto nezavisle proménnych za-
chovavajicim obsah. [# 3]
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18. Urcete vSechny diferencovatelné funkce f tii nezavisle proménnych, které
jsou invariantni vaci ortogonalnim transformacim téchto nezavisle proménnych.

[# 5]

Preved'te do kanonického tvaru rovnice:
19. y2u,, + 2xYUyy + 2x2uyy +yu,=0.
20.uyy—uUyx,tUuxtuy—u,=0.

21 Upy + 22Uy — 2Uy, +2Uyy +6U,, = 0.

22. Transformujte Laplaceovu rovnici
Uyxt+Uyy =0

do novych soutadnic a = x? — y2, b = 2xy.

23. Zapiste Laplaceovu rovnici
Uyx+Uyy =0

pomoci komplexnich proménnych z=x+iyaz=x-1iy.
Preved’te do kanonického tvaru a reste rovnice

2 2 _
24. x"Uyy — Y Uyy —2yu, =0.

2 2 —
25. X Uy — 2xYUyy + Y Uyy + XU+ YUy = 0.

III. Okrajova uloha pro obycejné rovnice, Greenovy funkce

Reste okrajovou tlohu pro nésledujici obyéejné diferencialni rovnice
26.(xy") =0 x€(1,00), y(1) =y, y je omezenda pro x — oo,

27.y" + %y’ =0 x€(1,00), y(1) =g, lim, .o, y(x) =0,

28.-y" =sinx x€(0,27), y(0) = y(27).

Najdéte vlastni hodnoty a vlastni funkce pro okrajové tulohy.
29.-y" =y, x€(0,2m), y'(0)=y(27)=0.

30. - [(1-x%)y']' = Ay, x € (~1,1), lim,_. .1 y(x) jsou vlastni.

[#1]
[#1]
[# 1]

[#1]

[#1]

[# 2]
[# 2]

[# 1]
[# 1]
[#1]

[# 1]
[# 3]

31. —xy" +(x— 1)y’ = Ay, x € (0,00), pFitemz existuji vlastni limity lim,_.o y(x) a

lim, o y(x).

[# 3]
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Reste okrajové ulohy.
82.-y" -y = x(m - x), y(0) = y(m) = 0. [# 1]
33.—y" —wly=f,x€(0,0), y(0) = y(m) =0. [# 1]

IV. Vlnova rovnice

34. Formulujte okrajovou podminku pro levy konec polonekonec¢né struny, na néjz
je pripevnén krouzek, ktery klouze po tyc¢i kolmé ke struné, v nasledujicich situ-
acich

(a) krouzek je nehmotny a pohybuje se po tyci bez tieni, [# 1]
(b) krouzek ma hmotnost m a pohybuje se bez treni, [# 1]
(c) krouzek ma hmotnost m a tfeni je primo imeérné rychlosti. [# 1]

Reste vinovou rovnici s pocateénimi a okrajovymi podminkami:

85. 1y — g =0, u(0,x)=sinkx, u(0,x)=e " ¢>0,xeR. [#1]
36.us— Uy, =0, u(t,0)=0, u(0,x) =0, u;(0,x) =coskx, t >0, x>0. [# 2]
87wy — Uy, =sinkx, u(0,x)=e %, u,(0,x)=0,¢>0, xcR. [# 2]

38. Odvodte zakon zachovani energie pro polonekonecnou strunu s pevnym kon-
cem. [# 3]

39. Je dan zdroj harmonickych oscilaci o frekvenci w pohybujici se rychlosti v < ¢
po nekonecné struné, tj.
U|y—ps = SINWE.

Popiste oscilace struny napravo a nalevo od zdroje. Podejte fyzikalni vysvétleni
tohoto jevu (Dopplertuv efekt). [# 4]

V. Metoda integralnich transformaci

40. Najdéte reSeni rovnice pro vedeni tepla u; = u,, pro t >0 a x € R vyhovujici
pocatecni podmince

1 xel[-¢,7]
0,x) = #2
u(0,%) {0 jinak. 2l
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41. Najdéte reSeni rovnice pro vedeni tepla u; = u,, pro t >0 a x € R vyhovujici
pocatecni podmince
1

U(O,X) = m

42, Najdéte reseni rovnice pro vedeni tepla u; = uy, pro t >0 a x > 0 vyhovujici
pocatecni podmince u(0,x) = 0 a okrajové podmince u(z,0)=1. [# 2]

43. Najdéte reseni rovnice pro vedeni tepla u; = uy, pro t >0 a x > 0 vyhovujici
pocatecni podmince u(0,x) = 0 a okrajové podmince u(t,0) = 6(¢). [# 2]

VI. Metoda separace proménnych

44. Reste vlnovou rovnici pro konec¢nou strunu, jeZ je upevnéna na koncich, je-
jiz pocatecni vychylka vytvari spolu s nenapjatou polohou struny rovnostranny
trojuhelnik a jejiz pocatecni rychlost je nulova. [# 2]

45. Reste vlnovou rovnici pro koneénou strunu, jez je na jednom konci upevnéna,
na druhém volna, jejiz pocatecni rychlost vytvari spolu s nenapjatou polohou
struny rovnostranny trojihelnik a jejiz poc¢atecni vychylka je nulova. [# 2]

46. Reste rovnici pro vedeni tepla v tenké obruéi tvaru kruznice, po¢ateéni teplota
vzhledem k polarni souradnici ¢ € (-, 7] necht je

1, pe(~a,a)

u(o,p) = { [# 3]

0. jinak.

47. Reste Laplaceovu rovnici uyy + 1y, = 0 na ctverci (0,a) x (0,b) s okrajovymi
podminkami

u(0,y)=Ay(b-y)

u(a,y)=0

u(x,0) = sin
a

u(x,b)=0.

48. Spoctéte obecné, jak bude chladnout homogenni koule za predpokladu, Ze po-
catecni rozlozeni teploty zavisi pouze na vzdalenosti od stiedu koule. [# 2]

49. Reste Laplaceovu rovnici na kruhu se stfedem v po¢atku soustavy soufadnic.
Pro body (x, y) na hraniéni kruznici necht’ plati u(x,y) = 2% — y2. [# 2]
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50. Reste Laplaceovu rovnici na vné&jsku kruhu se stiedem v poéatku soustavy
soufadnic. Pro body na hraniéni kruznici necht plati u(x,y) = e**7. [# 2]

51. Reste pocateéni tlohu pro malé netlumené kmity kruhové membrény o polo-
meéru R, jez je na okrajich upevnéna (buben). Pocatec¢ni rychlost membrany necht
je nulova, pocatecni vychylka v polarnich souradnicich (r, ¢) s pocatkem ve stredu
membrany necht je |<p|(R2 —r?), [# 6]
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