Reseni bonusového piikladu z distanénich pisemek (jaro 2020):

Zadani:

Vypotitejte objem télesa V(z,y,z) : {z € (258, H — /22 +y2) A /22 + 92’z:0 = R}. Vysledek vyjadiete
jako jeden ¢len (tj. nikoli jako soucet vice ruznych ¢lenu) pomoci parametra R a H. Nakreslete zadané téleso.
Jaky je podil objemu zadaného télesa a stejného télesa, kde oviem spodni mez pro z bude rovna nule?

Resent:

Ze zadani vyplyva, ze uvazované téleso V je shora omezené kuzelovou plochou o vysce H rovné poloméru
podstavy R a zespoda rovinnou plochou, kterd je rovnobézna se smérem y, protind osu kuzele v poloviné
jejl vysky a prochazi ,patou” kuzele v bodé x = —R. Zadané téleso je zvyraznéné barevnou plochou na
schematickém obrazku 1.

Obréazek 1: Schematické zobrazeni zadaného télesa v roviné xz. Obrys kuzele o poloméru podstavy R a vysce H = R je
zndzornén cerveng, spodn{ omezujici rovinnd plocha zelené. Vysledné téleso je zvyraznéno okrovou (hnédou) plochou.

Objem télesa vypocitdme integraci, nejlépe ve vélcovém souradném systému, tedy V(z,y,z) — V(r, ¢, z).
Ptimo ze zadani vyplyvaji nasledujici meze integrace:
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Ponékud slozitéjsi to bude s horni mezi integrace pro valcovou radidlni souradnici r, ktera v tomto pfipadé neni
konstantni a je ddna prunikem ,zelené“ rovinné plochy s ,éervenou kuzelovou plochou; porovnéanim rovnic
téchto dvou ploch (tj., z rovnosti horni a spodni meze pro z) vyplyvéa:
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Jedinym integralem, nezavislym na ostatnich souradnicich, je tak integral pres ¢. Explicitni podoba trojného
integrdlu pro objem daného télesa (viz rovnice 7.6 ve skriptech Pocetni praktikum) tedy bude
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kde r v integrandu ,,prostfedniho® integralu (tedy integralu radidlni souradnice, ohrani¢eného hranatou zévorkou),
je jakobidnem valcové soustavy.
Oba ,vnitini“ integrdly (pfes z a r) jsou Fesitelné snadno, dostdvame tak
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Tento integral je fesitelny univerzaln{ substituci tg (¢/2) = t, tedy cos ¢ = (1 —¢2)/(1+2), d¢ = 2dt/(1+2),
pifpadné sin ¢ = 2t/(1 + t2) (v tomto misté bylo také povoleno pouzit vhodny analyticky software, napiiklad



Wolfram Alpha). Po dosazeni bude mit integrand Z rovnice (4), véetné vytknutych konstantnich vyrazu, tvar
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Zasadni krok, vyzadujici jistou ,zbéhlost® ¢i zkuSenost, je ovsem v tomto misté spojen s transformaci inte-
gracnich mezi. Pokud totiz do univerzalni substituce dosadime stavajici meze ¢ = 0 a ¢ = 2w, dostaneme
nulovou horn{ i spodn{ mez pro novou proménnou ¢ (coz souvisi s tim, ze funkce tg (¢/2) v intervalu (0, 27) ob-
sahuje vnitin{ singularitu pfesné uprostied tohoto intervalu, v bodé 7). Podivdme-li se blize na prubéh funkce
(cos ¢ + 2)~2 (zkuste si jej vykreslit), vidime, Ze je periodicka s periodou 27 (s minimy v sudych a maximy v
lichych ndsobcich ) a jeji funkéni hodnoty jsou vzdy kladné. Posuneme-li tedy obé meze soubézné o libovolny
interval, musi byt integrél (plocha pod kfivkou) takové funkce stejny. Pokud zménime meze ¢ = 0, ¢ = 27
v rovnici (4) na ¢ = —m, ¢ = m (v tomto intervalu funkce tg (¢/2) neobsahuje vnitin{ singularitu, singularity
jsou pouze v obou mezich), dostaneme integrél pro novou proménnou t ve tvaru
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Takovy integral lze jiz fesit pomérné snadno. V prvnim kroku jej rozsifime, napiiklad zpusobem
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Prvnf ¢len v integrandu posledni rovnice vyfesime jednoduchou substituci t = v/3u. Pro druhy ¢len se nejlépe
nabizi substituce t = v/3 tgv (a tedy dt = /3 dv/ cos? v), coz povede na nésledujici soucet dvou integralii ve
tvaru
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Po jednoduché integraci a dosazeni dostavame vysledek,
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Objem vyznaceného télesa je tedy (3v/3)~! ndsobkem objemu celého kuzele s parametry zadan.
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