
Řešeńı bonusového př́ıkladu z distančńıch ṕısemek (jaro 2020):

Zadáńı:
Vypoč́ıtejte objem tělesa V(x, y, z) :

{
z ∈ 〈x+R2 , H −

√
x2 + y2〉 ∧

√
x2 + y2

∣∣
z=0

= R
}

. Výsledek vyjádřete
jako jeden člen (tj. nikoli jako součet v́ıce r̊uzných člen̊u) pomoćı parametr̊u R a H. Nakreslete zadané těleso.
Jaký je pod́ıl objemů zadaného tělesa a stejného tělesa, kde ovšem spodńı mez pro z bude rovna nule?

Řešeńı:
Ze zadáńı vyplývá, že uvažované těleso V je shora omezené kuželovou plochou o výšce H rovné poloměru
podstavy R a zespoda rovinnou plochou, která je rovnoběžná se směrem y, prot́ıná osu kužele v polovině
jej́ı výšky a procháźı

”
patou“ kužele v bodě x = −R. Zadané těleso je zvýrazněné barevnou plochou na

schematickém obrázku 1.
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Obrázek 1: Schematické zobrazeńı zadaného tělesa v rovině xz. Obrys kužele o poloměru podstavy R a výšce H ≡ R je
znázorněn červeně, spodńı omezuj́ıćı rovinná plocha zeleně. Výsledné těleso je zvýrazněno okrovou (hnědou) plochou.

Objem tělesa vypoč́ıtáme integraćı, nejlépe ve válcovém souřadném systému, tedy V(x, y, z) → V(r, φ, z).
Př́ımo ze zadáńı vyplývaj́ı následuj́ıćı meze integrace:

φ ∈ 〈0, 2π〉 , z ∈
〈
r cosφ+R

2
, R− r

〉
. (1)

Poněkud složitěǰśı to bude s horńı meźı integrace pro válcovou radiálńı souřadnici r, která v tomto př́ıpadě neńı
konstantńı a je dána pr̊unikem

”
zelené“ rovinné plochy s

”
červenou“ kuželovou plochou; porovnáńım rovnic

těchto dvou ploch (tj., z rovnosti horńı a spodńı meze pro z) vyplývá:

r ∈
〈

0,
R

cosφ+ 2

〉
. (2)

Jediným integrálem, nezávislým na ostatńıch souřadnićıch, je tak integrál přes φ. Explicitńı podoba trojného
integrálu pro objem daného tělesa (viz rovnice 7.6 ve skriptech Početńı praktikum) tedy bude

V =

ˆ 2π

0

[ˆ R
cosφ+2

0

r

(ˆ R−r

r cosφ+R
2

dz

)
dr

]
dφ, (3)

kde r v integrandu
”
prostředńıho“ integrálu (tedy integrálu radiálńı souřadnice, ohraničeného hranatou závorkou),

je jakobiánem válcové soustavy.
Oba

”
vnitřńı“ integrály (přes z a r) jsou řešitelné snadno, dostáváme tak

V =
R3

12

ˆ 2π

0

dφ

(cosφ+ 2)2
. (4)

Tento integrál je řešitelný univerzálńı substitućı tg (φ/2) = t, tedy cosφ = (1− t2)/(1 + t2), dφ = 2 dt/(1 + t2),
př́ıpadně sinφ = 2t/(1 + t2) (v tomto mı́stě bylo také povoleno použ́ıt vhodný analytický software, např́ıklad



Wolfram Alpha). Po dosazeńı bude mı́t integrand I rovnice (4), včetně vytknutých konstantńıch výraz̊u, tvar

I =
R3
(
1 + t2

)
6 (3 + t2)

2 . (5)

Zásadńı krok, vyžaduj́ıćı jistou
”
zběhlost“ či zkušenost, je ovšem v tomto mı́stě spojen s transformaćı inte-

gračńıch meźı. Pokud totiž do univerzálńı substituce dosad́ıme stávaj́ıćı meze φ = 0 a φ = 2π, dostaneme
nulovou horńı i spodńı mez pro novou proměnnou t (což souviśı s t́ım, že funkce tg (φ/2) v intervalu 〈0, 2π〉 ob-
sahuje vnitřńı singularitu přesně uprostřed tohoto intervalu, v bodě π). Pod́ıváme-li se bĺıže na pr̊uběh funkce
(cosφ+ 2)−2 (zkuste si jej vykreslit), vid́ıme, že je periodická s periodou 2π (s minimy v sudých a maximy v
lichých násobćıch π) a jej́ı funkčńı hodnoty jsou vždy kladné. Posuneme-li tedy obě meze souběžně o libovolný
interval, muśı být integrál (plocha pod křivkou) takové funkce stejný. Pokud změńıme meze φ = 0, φ = 2π
v rovnici (4) na φ = −π, φ = π (v tomto intervalu funkce tg (φ/2) neobsahuje vnitřńı singularitu, singularity
jsou pouze v obou meźıch), dostaneme integrál pro novou proměnnou t ve tvaru

V =
R3

6

ˆ ∞
−∞

1 + t2

(3 + t2)
2 dt. (6)

Takový integrál lze již řešit poměrně snadno. V prvńım kroku jej rozš́ı̌ŕıme, např́ıklad zp̊usobem

V =
R3

6

ˆ ∞
−∞

[
3 + t2

(3 + t2)
2 −

2

(3 + t2)
2

]
dt =

R3

6

ˆ ∞
−∞

[
1

3 + t2
− 2

(3 + t2)
2

]
dt. (7)

Prvńı člen v integrandu posledńı rovnice vyřeš́ıme jednoduchou substitućı t =
√

3u. Pro druhý člen se nejlépe
nab́ıźı substituce t =

√
3 tg v (a tedy dt =

√
3 dv/ cos2 v), což povede na následuj́ıćı součet dvou integrál̊u ve

tvaru

V =
R3

6

(
1√
3

ˆ ∞
−∞

du

1 + u2
− 2

3
√

3

ˆ π/2

−π/2
cos2 v dv

)
, (8)

Po jednoduché integraci a dosazeńı dostáváme výsledek,

V =
πR3

9
√

3
≡ πR2H

9
√

3
. (9)

Objem vyznačeného tělesa je tedy (3
√

3)−1 násobkem objemu celého kužele s parametry zadáńı.


