
Početńı praktikum 2

jarńı distančńı zápočtová ṕısemka - 3. července 2020

doba řešeńı - 360 minut

1. Vypoč́ıtejte vektorovou identitu: ~∇ ·
(
~∇× ~A

)
. (2,5 bodu)

Výsledek: 0

2. Vypoč́ıtejte plošný integrál 1. druhu:

¨
S

x2z2dS, kde S =
{
x2 + y2 + z2 = R2, z ≥ 0

}
. (2,5 bodu)

Výsledek:
2

15
πR6

3. Vypoč́ıtejte polohu středu hmotnosti plochy:

S =
{
x2 + y2 − z2 = 0, z ∈ 〈0, H〉

}
,

jej́ıž plošná hustota σ je dána funkćı σ = x2 + z2. (2,5 bodu)

Výsledek: xT = 0, yT = 0, zT =
4H

5

4. Plášt’ vodojemu ve tvaru kužele, stoj́ıćıho
”
špičkou“ dol̊u, o poloměru horńı vodorovné plochy R = 3 m

a výšce H = 4 m je dimenzován tak, aby odolal celkové tlakové śıle 106 N. Je dimenzován dostatečně,
nedostatečně, nebo je přibližně na hranici konstrukčńı odolnosti? Pro vyč́ısleńı uvažujte zaokrouhlené
hodnoty konstant ρ = 1000 kg m−3, g = 10 m s−2, násobky π spoč́ıtejte přibližně. Vliv atmosférického
tlaku zanedbejte. (2,5 bodu)

Výsledek: Fp ≈ 6, 3× 105 N. Plášt’ vodojemu je dimenzován dostatečně.

5. Vypoč́ıtejte plošný integrál 2. druhu:¨
S

(3, z, y)·d~S, kde S je rovinná plocha ve tvaru obdélńıka s vrcholy v bodech (0, 0, 1), (0, 2, 2), (5, 2, 2),

(5, 0, 1), ve směru normály ~ν této plochy jej́ıž složka νy je kladně orientovaná. (2,5 bodu)

Výsledek: −5

2

6. Vypoč́ıtejte tok Φ vektorového pole ~F (x, y, z) = (x2, 0, 0) uzavřenou plochou, tvoř́ıćı povrch tělesa:
V =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 + z ≤ 5, x ≥ 0, y ≤ 0, z ≥ 1
}

. (2,5 bodu)

Výsledek:
56

5

7. Pomoćı Stokesovy věty určete práci śıly ~F = (y2, xz, y2) p̊usob́ıćı po obvodu plochy dané předpisem
S =

{
(x, y, z)

∣∣x2 + y2 ≤ R2, z = 6
}

, po vykonáńı 1 okruhu z bodu (R, 0, 6) do stejného bodu, v
matematicky záporném směru. (2,5 bodu)

Výsledek: 6πR2

8. Napǐste Taylor̊uv polynom 2. stupně funkce f(x, y) =
√

e2x − y2 + 1 v bodě (0, 1). (2,5 bodu)

Výsledek: 2 + x− y +
1

2

[
x2 + 2x(y − 1)− 2(y − 1)2

]



9. Rozviňte zadanou funkci f(x) = sinx cosx, x ∈ 〈−1, 1), do Fourierovy řady. (2,5 bodu)

Výsledek: π sin(2)

∞∑
k=1

k(−1)k

4− k2π2
sin(kπx)

10. Zadané č́ıslo

√
−6 +

6 i√
3

napǐste v goniometrickém i v exponenciálńım tvaru. (2,5 bodu)

Výsledek: ±
(

12√
3

)1/2[
cos

(
5π

12

)
+ i sin

(
5π

12

)]
, ±

(
12√

3

)1/2
ei(

5π
12 ), k = 0, 1.

11. Pomoćı Cauchy-Riemannových podmı́nek ověřte, jestli funkce f(z) = ln

(
z + 1

i

)
, z ∈ C, může být

holomorfńı na otevřených podmnožinách komplexńı roviny C. (2,5 bodu)

Výsledek:
∂u

∂x
=
∂v

∂y
=

x+ 1

(x+ 1)2 + y2
,
∂u

∂y
= −∂v

∂x
=

y

(x+ 1)2 + y2
,

Cauchy-Riemannovy podmı́nky jsou splněny.

12. Tzv. tenzor viskózńıho (střihového) napět́ı σij lze zapsat formou

σij = η

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
+ λ

∂vk
∂xk

δij ,

kde vi jsou složky vektoru rychlosti, η a λ jsou konstanty (koeficient dynamické viskozity, koeficient
dilatačńı viskozity). Napǐste explicitńı podobu prvk̊u σxx a σxy tohoto tenzoru a také divergenci tohoto
tenzoru (v kartézské soustavě) pomoćı Einsteinovy a vektorové symboliky. (2,5 bodu)

Výsledek: σxx = 2η
∂vx
∂x

+ λ~∇ · ~v,

σxy = η

(
∂vx
∂y

+
∂vy
∂x

)
,

∂σij
∂xj

= η

(
∂2vi
∂x2j

+
∂2vj
∂xi∂xj

)
+ λ

∂2vk
∂xi∂xk

(Einsteinova notace),

~∇·σ = η∆~v + (η + λ)~∇(~∇ · v) (vektorový zápis).

Bonusový př́ıklad:

Vypoč́ıtejte objem tělesa V(x, y, z) :
{
z ∈ 〈x+R

2 , H −
√
x2 + y2〉 ∧

√
x2 + y2

∣∣
z=0

= R
}

. Výsledek
vyjádřete jako jeden člen (tj. nikoli jako součet v́ıce r̊uzných člen̊u) pomoćı parametr̊u R a H. Na-
kreslete zadané těleso. Jaký je pod́ıl objemů zadaného tělesa a stejného tělesa, kde ovšem spodńı mez
pro z bude rovna nule? (5 bod̊u)

(Poznámka: pokud vám vyjde záporný výsledek, je to samozřejmě špatně a je třeba se nad řešeńım
lépe zamyslet. Pro integraci složitěǰśıch výraz̊u můžete použ́ıt vhodný analytický volně dostupný soft-
ware, např́ıklad Wolfram Alpha; vyznačte potom ale mı́sto v řešeńı, kde jste ho použili a uved’te, jakou
metodou by se integrál mohl řešit.)


