
Početńı praktikum 1

4. zápočtová ṕısemka
doba řešeńı - 180 minut

1. Vypoč́ıtejte hodnotu derivace f ′(1) funkce f(x) = (axex)
b ln x
x2 , kde a, b jsou kladné konstanty. Určete pr̊unik

definičńıch obor̊u zadané rovnice a výsledné funkce a podmı́nku pro konstantu a. (2,5 bodu)

Výsledek: f ′(1) =
b

x3
(axex)

b ln x
x2 [(1 + x) lnx+ ln(axex) (1− 2 lnx)]

∣∣
1

= b (1 + ln a), x > 0, a > 0.

2. Vypoč́ıtejte určitý integrál

∫ π
4

−π4
(x+ a)

(
sinx

cosx

)2

dx, kde a je konstanta. (2,5 bodu)

Výsledek:

[
x tgx+ ln(cosx)− x2

2
+ a tgx− ax

]π
4

−π4

= 2a
(

1− π

4

)
.

3. Kruhová deska o poloměru R je elektricky nabitá s plošnou hustotou náboje σ = A ln(r2 + B), kde A, B jsou
kladné konstanty a r je vzdálenost od středu desky. Vypoč́ıtejte celkový elektrický náboj Q desky 1 (velikost
náboje by v př́ıpadě konstantńı plošné nábojové hustoty byla dána jej́ım součinem s velikost́ı př́ıslušné plochy,
Q = σS). (2,5 bodu)

Výsledek: Q = πA{(R2 +B)[ln(R2 +B)− 1]−B(lnB − 1)}.

4. Vektor ~a má ve standardńı kartézské bázi E složky (1,−
√

3, 1). Dále jsou zadány dvě báze B a B′, přičemž matice
R přechodu z báze E do báze B′ má tvar

R(E 7−→ B′) =


√
3
2

1
2 0

− 1
2

√
3
2 0

0 0 1

 .

Přechod z báze B′ do báze B je dán vztahy

~e1 = ~e ′1− ~e ′2− 2~e ′3,
~e2 = 2~e ′1− ~e ′2 + ~e ′3,
~e3 = − ~e ′1 + ~e ′2 + 3~e ′3.

Určete matici T přechodu z báze B do báze B′, matici S přechodu z báze B′ do báze B a složky vektoru ~a v
báźıch B a B′. Jsou báze B a B′ ortonormálńı (uved’te d̊uvod)? (2,5 bodu)

T =

−4 1 −3
−7 1 −5

1 0 1

, S =

 1 −1 −2
2 −1 1
−1 1 3

, ~a(B′) = (0,−2, 1), ~a(B) = (15,−2, 11), B′ ano, B ne.

5. Pomoćı vhodné substituce řešte obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu y′ = ey+x2

−2x. Určete pr̊unik definičńıch
obor̊u zadané rovnice a výsledné funkce. (2,5 bodu)

Výsledek: y = ln
[
(C − x)−1

]
− x2, x ∈ (−∞, C).

6. Řešte nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu y′ = 2x3−y+1 se stanovenou počátečńı podmı́nkou
y′(0) = 0. (2,5 bodu)

Výsledek: y = 2x3 − 6x2 − 11 + 12(x+ e−x).

7. Řešte nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu y′′−3y′+2y = (1−2x) ex s okrajovými podmı́nkami
y(0) = 1, y′(0) = 0. (2,5 bodu)

Výsledek: y = 3ex − 2e2x + (x2 + x) ex.

1Ve výsledćıch př́ıklad̊u s fyzikálńımi veličinami nejsou uváděny př́ıslušné jednotky.



8. Řešte nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu y′′ − 2y′ + 2y = ex sinx s okrajovými podmı́nkami
y(0) = 1, y′(0) = 0. (2,5 bodu)

Výsledek: y =
ex

2
[(2− x) cosx− sinx].

9. Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F (x, y) = (−y, x), která p̊usob́ı po následuj́ıćı uzavřené křivce: nejprve po
úsečce z bodu (0, 0) do bodu (2, 1), dále po úsečce do bodu (2, 2) a nakonec po čtvrtkružnici se středem v bodě
(2, 0) v matematicky kladném směru zpět do výchoźıho bodu. Jak by se vykonaná práce změnila, kdyby p̊usob́ıćı

śıla ~F (x, y) = (y, x)? (2,5 bodu)

Výsledek: W = 2(π − 1), konzervativńı śıla - práce by byla nulová.

10. Dokažte, že centrálńı silové pole ~F = −k ~r ln r, definované pro r ≥ 1, je konzervativńı a určete potenciálńı energii
pole v bodě x, y, z = (X0, Y0, Z0), pokud stanov́ıme jej́ı hodnotu v minimálńı definované vzdálenosti od bodu
x, y, z = (0, 0, 0) je jako nulovou. Veličina k je konstanta, ~r je polohový vektor, r je jeho velikost. (2,5 bodu)

Výsledek: Ep(X0, Y0, Z0) =
k

2

[(
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0

)(
ln
√
X2

0 + Y 2
0 + Z2

0 −
1

2

)
+

1

2

]
.

11. Odvod’te moment setrvačnosti Jk duté koule o poloměru R s kulovou koncentrickou dutinou o poloměru H, s
konstantńı hustotou ρ, rotuj́ıćı okolo osy, procházej́ıćı jej́ım středem. Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti
M duté koule, jej́ıho poloměru R a poloměru dutiny H. Pomoćı limitńıho přechodu (př́ıpadně jiným zp̊usobem)
následně odvod’te moment setrvačnosti Js homogenńı kulové slupky o poloměru R. (2,5 bodu)

Výsledek: Jk =
2

5
M
R5 −H5

R3 −H3
, Js = lim

H→R
Jk =

2

3
MR2.

12. Hypotetické centrálńı fyzikálńı pole, definované pro r ≥ 1, je určeno potenciálem φ = −Ar2 ln r2 + B, kde
konstanta A škáluje velikost r polohového vektoru ~r, konstanta B nastavuje hodnotu potenciálu φ v minimálńı
definované vzdálenosti od bodu x, y, z = (0, 0, 0). Určete vektor intenzity ~E tohoto pole a dokažte, že divergence

tohoto pole, tedy ~∇ · ~E = A
(
6 ln r2 + 10

)
. (2,5 bodu)

Výsledek: ~E = 2A~r
(
ln r2 + 1

)
= 2A(x, y, z)

[
ln(x2 + y2 + z2) + 1

]
, ~∇ · ~E = A

(
6 ln r2 + 10

)
.


