Pocetni praktikum 1

4. zapoctova pisemka!
doba feSeni - 180 minut

1. Vypocitejte derivaci f/(x) funkee f(z) = , Urcete prunik definiénich obort zadané rovnice a

xsin(lnz) V1422
xT

vysledné funkce. (2,5 bodu)
: 24+1)[sin (1 Inzcos(Inz) —1
Vysledek: f'(x) = o*n (n0) (*+ 1) [sin (Inz) 4+ In 2 cos (In x)] >0,
22v/1 + 22
%
2. Vypocitejte urcity integral / [(xtgx + a)tga + 1] dz, a je konstanta. (2,5 bodu)
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x? 4 s
Vysledek: {a: tgx + (1 —a)ln(cosz) — 5 + L:| =3

z
4

3. Kruhova deska o poloméru R je elektricky nabita s plosnou hustotou naboje o. Vypocitejte celkovy elektricky
ndboj @ desky (velikost nédboje by v pripadé o = konst. byla ddna jejim souc¢inem s velikosti piislusné plochy,
Q = 0S5), pokud 0 = Aln (3r2 + B) + Ar, kde A, B jsou kladné konstanty a r je vzddlenost od stfedu desky.
(2,5 bodu)

A f .
Vysledel: Q = == [(3R” + B) In (3R + B) - BIn B + 2R® - 3R],

4. Vektor @ ma v ortonormdlni bzi B’ slozky (1,1, 1). Pfechod mezi bdzemi B a B’ je ddn vztahy

&= & -2, 3¢,
&= 28— &— &
G=— &+ &ht &b

Urcete matici T prechodu z baze B do baze B’, matici S prechodu z bdze B’ do baze B a slozky vektoru @ v bazi

B. Je baze B ortonormalni (uved'te ditvod) ? (2,5 bodu)
0 1 1 1 -2 -3
Vysledek: T = 1 2 5|,8S= 2 -1 —1], dm) =(0,2,3), baze B neni ortonormélni.
-1 -1 -3 -1 1 1

5. Pomoci vhodné substituce feste obycejnou diferencidlni rovnici 1. fadu 2*y’ = 2*[y + In(x?)]. Urcete primik
defini¢nich obori zadané rovnice a vysledné funkce. (2,5 bodu)

Vysledek: y = —2 (Injz| + 1) + Cz, x # 0.

. 4 1
6. Reste nehomogenni obyé¢ejnou diferencidlni rovnici 1. fddu 3y = — 5 j_ 1y + = 1 se stanovenou pocatecni
x x
podminkou y(0) = 1. (2,5 bodu)
1, . _
Vysledek: y = 3 (:173 + 3z + 3) (:172 + 1) ’.
7. Reste nehomogenni obyéejnou diferencidlni rovnici 2. Fadu y” + 4y’ + 4y = e~ 2* In’x. (2,5 bodu)

, 22 . 7
Vysledek: y = C1e™ 2% + Coze 2% + %6721 (1112:17 —3lnx + 2) , x> 0.

8. Reste nehomogenni obycejnou diferencidlni rovnici 2. Fadu y” — 2y’ + 2y = e®sinz s okrajovymi podminkami
y(0) =1, y'(0) = 0. (2,5 bodu)

Vysledek: y = % [(2 — 2)cosx — sinz].

Ve vysledcich piikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veliGinami nemusi byt uvedeny pifsluiné jednotky.



10.

11.

12.

Vypocitejte praci, kterou vykond sila ﬁ(x, y) = (z — y,x), kterd pusobi po nésledujic{ uzaviené kiivce: nejprve
po usecce z bodu (1, 1) do bodu (1,2), dile po ¢tvrtkruznici se stiedem v bodé (1,1) v matematicky zdporném
sméru do bodu (2,1) a nakonec po dsecce zpét do vychoziho bodu. Jak by se vykonana price zménila, kdyby

pisobici sila F(z,y) = (z +y,2)? (2,5 bodu)
™

Vysledek: W = —5 konzervativni sila - prace by byla nulova.

Dokazte, ze centréalni silové pole F=—k#ln r, definované pro r > 1, je konzervativni a urcete potencidlni energii

pole v bodé z,y,z = (Xo, Yo, Zo), pokud stanovime jeji hodnotu v miniméalni definované vzdélenosti od bodu
x,y,z = (0,0,0) je jako nulovou. Veli¢ina k je konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost. (2,5 bodu)

k A 1 1
Vysledek: E,(Xo, Yy, Zo) = 5 (X$ + Y5 + Z5) (hm [XZ+YE+ 22 - 2) + 2} :

Ve vhodné zvolené soustavé souradnic vypocitejte polohu stfedu hmotnosti homogenni polokoule o poloméru R.
(2,5 bodu)

Vysledek: zp = 2]?

Hypotetické centralni fyzikalni pole je urceno potencidlem ¢ = —Ar3 + B, kde konstanta A skaluje velikost
r polohového vektoru #, konstanta B nastavuje hodnotu potencidlu ¢ v bodé z,y,z = (0,0,0). Urcete vektor
intenzity E tohoto pole a dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy V - E = 12Ar. (2,5 bodu)

Vysledek: E = 3A7r = 34 (x,y,2)\/ 2%+ y? + 22, V- E = 124r = 124\/22 + y2 + 22.



