Pocetni praktikum 1 4. zadpoctova pisemka

1. Vypocitejte derivaci f’(1) funkce f(z) = (a:cex)balc#, kde a,b jsou konstanty. Urcete prunik
defini¢énich oboru zadané a vysledné funkce a podminku pro konstantu a. (2,5 bodu)
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Vysledek: f'(z) = — (axe"”)liﬁ (14 2)lnz + In(aze”)(1 — 2Inx)] ‘1 =0b(1+1Ina).
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2. Vypocitejte integrél funkce 2r — = 5 dr . (2,5 bodu)
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Vysledek: [tgz | 22 — 3 +2Incosz + 3% =1 1.
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3. Vélcova nadoba o poloméru R a vysce H je zcela vyplnéna plynem, jehoz tlak smérem od osy
Po
)%’

L+ (10)
r je vzdalenost od osy valce. Vypocitejte celkovou silu, kterou plyn pusobi na vSechny stény

nadoby. (2,5 bodu)
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ysledek: 2 ———— +In(l1+—|]|.
Vysledek: 200mpg [100 s + n< —+ 100)}

4. Vektor @ mé v ortonormdlni bazi B’ slozky (1,1,1). Pfechod mezi bazemi B a B’ je dan vztahy

vélce klesa. Pokles tlaku je vyjadien funkci p = kde pg je tlak plynu v ose vélce,

— —/ —/ —/
e| = 61_262_3637
&= 28&\— &h— &b,
€3 =— i+ €4+ eb.

Urcete matici T' pfechodu z baze B do baze B’, matici S prechodu z baze B’ do baze B a slozky

vektoru @ v bdzi B. Je béze B ortonormdlni (uved'te duvod)? (2,5 bodu)
0 1 1 1 -2 -3

T = 1 2 5 , 8 = 2 -1 -1 , g = (0,2,3), baze B neni ortonormalni.
-1 -1 -3 —1 1 1

5. Pomoci vhodné substituce feste obycejnou diferencidlni rovnici (ODR) 1. fadu y' = 1+ (z —y)%.
Urcete prunik definié¢nich oboru zadané rovnice a vysledné funkce. (2,5 bodu)

1
Vysledek: y = x — oL x# —C

6. Reste nehomogenni ODR 1. f4du 3y’ = 2z? —y + 1 s pocétecni podminkou 3(0) = 0. (2,5
bodu)

Vysledek: y = 222 — 4z + 5 (1 — ef"’”).

7. Reste homogenni ODR 2. fadu 3" — 8y + 32y = 0 s okrajovymi podminkami y(3) = 1,
y'(5)=0. (2,5 bodu)

Vysledek: y = ¢! 727 (cos 4z — sin 4x).
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Reste nehomogenni ODR 2. fadu y” + 4y’ + 4y = sin(z)e™?* s okrajovymi podminkami

y(0) = 1, 4/(0) = 0. (2,5 bodu)
Vysledek: y = e 2" + 3ze™ " — sin(z) e *".

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (r —y,x,0), kterd pusobi po nasledujici uzaviené
kiivce (z = 0): nejprve po tsecce z bodu (1,1) do bodu (1,2), déle po ¢tvrtkruznici se stfedem
v bodé (1,1) v matematicky zdporném sméru do bodu (2,1) a nakonec po usecce zpét do

vychoziho bodu. Je toto silové pole konzervativni? (2,5 bodu)
Vysledek: W = —7, pole nenf konzervativni.
Dokazte, 7e dané centralni silové pole F = —k 7 In(r?), definované pro r > 1, je konzervativni

a urcete odpovidajici potencidlni energii v bodé z,y,z = (Xo, Yy, Zp), pokud jeji hodnota v
minimdlni definované vzdalenosti od bodu z,y,z = (0,0,0) je stanovena jako nulové. Veli¢ina
k je konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost. (2,5 bodu)

Vysledek: Ey(Xo, Yo, Zo) = g {(X§+ Y5+ 25) [In (XG + Y5 + Z5) —1] +1}.

Odvod'te moment setrvacnosti J; duté koule o poloméru R s kulovou koncentrickou dutinou o
poloméru H, s konstantni hustotou p, rotujici okolo osy, prochézejici jejim stFfedem. Vysledek
vyjadiete v jednotkdch hmotnosti M duté koule, jejiho poloméru R a poloméru dutiny H.
Pomoci limitniho piechodu (nebo jinym zptusobem) odvodte moment setrva¢nosti Js homogenn{
kulové slupky o poloméru R. (2,5 bodu)
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Vysledek: Jy = c My, Jo = Jim Jp = SMR®.

Hypotetické centralni fyzikdlni pole je uréeno potencidlem ¢ = Ar® + B, kde konstanta A
skaluje velikost r polohového vektoru 7, konstanta B nastavuje hodnotu potencidlu ¢ v bodé
(0,0,0). Urcete vektor intenzity E tohoto pole a dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy

V-E =12422 + 2 + 22 = 124r. (2,5 bodu)
Vysledek: E = 3A7r = 3A(z,y,2)V/22 + 42 + 22, V- E = 12Ar = 12A\/22 + 42 + 22,



