
Početńı praktikum 1

4/0 zápočtová ṕısemka

doba řešeńı - 180 minut

1. Vypoč́ıtejte derivaci funkce f(x) = (ax sinx)
b sin x

x , kde a, b jsou konstanty. (2,5 bodu)

Výsledek: f ′(x) = b (ax sinx)
b sin x

x

[
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2. Vypoč́ıtejte integrál funkce

∫ 3

2

2x− 1

x2 − 4x+ 5
dx . (2,5 bodu)

Výsledek:
[
ln(x2 − 4x+ 5) + 3 arctg(x− 2)

]3
2

= ln 2 +
3π

4
.

3. Válcová nádoba o poloměru R a výšce H je zcela vyplněna plynem, jehož tlak směrem od osy válce

klesá. Pokles tlaku je vyjádřen funkćı p =
p0

1 +
(
r
10

)2 , kde p0 je tlak plynu v ose válce, r je vzdálenost od

osy válce. Vypoč́ıtejte celkovou śılu, kterou plyn p̊usob́ı na všechny stěny nádoby1. (2,5 bodu)

Výsledek: 200πp0
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.

4. Vektor ~a má v ortonormálńı bázi B′ složky (1, 1, 1). Přechod mezi bázemi B a B′ je dán vztahy

~e1 = ~e ′1− 2~e ′2− 3~e ′3,
~e2 = 2~e ′1− ~e ′2− ~e ′3,
~e3 = − ~e ′1 + ~e ′2 + ~e ′3.

Určete matici T přechodu z báze B do báze B′, matici S přechodu z báze B′ do báze B a složky vektoru
~a v bázi B. Je báze B ortonormálńı (uved’te d̊uvod)? (2,5 bodu)

T =

 0 1 1
1 2 5
−1 −1 −3

, S =

 1 −2 −3
2 −1 −1
−1 1 1

, ~a(B) = (0, 2, 3), báze B neńı ortonormálńı.

5. Pomoćı vhodné substituce řešte obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu y′ = 1 + (x− y)2. Určete pr̊unik
definičńıch obor̊u zadané rovnice a výsledné funkce. (2,5 bodu)

Výsledek: y = x− 1

x+ C
, x 6= −C

6. Řešte nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici 1. řádu y′ = 2x2 − y + 1 s počátečńı podmı́nkou
y(0) = 0. (2,5 bodu)

Výsledek: y = 2x2 − 4x+ 5
(
1− e−x

)
.

7. Řešte homogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu y′′ − 8y′ + 32y = 0 s okrajovými podmı́nkami
y(π2 ) = 1, y′(π2 ) = 0. (2,5 bodu)

Výsledek: y = e4x−2π (cos 4x− sin 4x).

1Ve výsledćıch př́ıklad̊u s fyzikálńımi veličinami nejsou uváděny př́ıslušné jednotky.



8. Řešte nehomogenńı obyčejnou diferenciálńı rovnici 2. řádu y′′ + 4y′ + 4y = e−2x sinx s okrajovými
podmı́nkami y(0) = 1, y′(0) = 0. (2,5 bodu)

Výsledek: y = e−2x(3x− sinx+ 1).

9. Vypoč́ıtejte práci, kterou vykoná śıla ~F (x, y) = (x− y, x), která p̊usob́ı po následuj́ıćı uzavřené křivce:
nejprve po úsečce z bodu (1, 1) do bodu (1, 2), dále po čtvrtkružnici se středem v bodě (1, 1) v matema-
ticky záporném směru do bodu (2, 1) a nakonec po úsečce zpět do výchoźıho bodu. Je toto silové pole
konzervativńı? (2,5 bodu)

Výsledek: W = −π2 , pole neńı konzervativńı.

10. Dokažte, že dané centrálńı silové pole ~F = −k ~r ln(r2), definované pro r ≥ 1, je konzervativńı a určete
odpov́ıdaj́ıćı potenciálńı energii v bodě x, y, z = (X0, Y0, Z0), pokud jej́ı hodnota v minimálńı definované
vzdálenosti od bodu x, y, z = (0, 0, 0) je stanovena jako nulová. Veličina k je konstanta, ~r je polohový
vektor, r je jeho velikost. (2,5 bodu)

Výsledek: Ep(X0, Y0, Z0) =
k
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.

11. Určete moment setrvačnosti prázdné uzavřené válcové nádoby, tj. sestávaj́ıćı z pláště a obou podstav,
vytvořené z materiálu zanedbatelné tloušt’ky s konstantńı plošnou hustotou σ, s poloměrem R a výškou
H = R, rotuj́ıćı okolo svoj́ı geometrické osy. Výsledek vyjádřete v jednotkách hmotnosti nádoby a
poloměru. (2,5 bodu)

Výsledek: J =
3

4
MR2.

12. Hypotetické centrálńı fyzikálńı pole je určeno potenciálem φ = −Ar3+B, kde konstanta A škáluje velikost
r polohového vektoru ~r, konstanta B nastavuje hodnotu potenciálu φ v bodě x, y, z = (0, 0, 0). Určete

vektor intenzity ~E tohoto pole a dokažte, že divergence tohoto pole, tedy ~∇ · ~E = 12A
√
x2 + y2 + z2 =

12Ar. (2,5 bodu)

Výsledek: ~E = 3A~r r = 3A(x, y, z)
√
x2 + y2 + z2, ~∇ · ~E = 12Ar = 12A

√
x2 + y2 + z2.


