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Uvod

vvvvvv

fyziky, patfi znalost zakladnich matematickych postupi, uvadénych v této sbirce, k neodmysli-
telné vybavé kazdého, kdo se chce fyzikou hloubéji zabyvat. Souhrnny predmét Pocetni prakti-
kum 1, Pocetni praktikum 2 predstavuje prakticky kurz, ureny studentim bakaléiského stu-
dia, bezprostfedné navazujici na predméty Zakladni matematické metody ve fyzice 1, Zakladni
matematické metody ve fyzice 2. Smysl pocetniho praktika, jak uz samotny nazev napovida,
spociva predevsim v praktickém pocitani a v detailnim procvi¢ovani znalosti, ziskanych ve vyse
uvedenych prednaskach. Predpokladem je zde rovnéz uplné a bezpecéna znalost vSech okruhi
stredoskolské matematiky, které se zde jiz neptripominaji.

Tato sbirka predstavuje souborny studijni material, usnadnujici vybér prikladd, souvisejicich
s danymi tématy. Je ¢lenéna do dvanacti zakladnich kapitol, fazenych pouze zhruba podle c¢a-
sové posloupnosti prednasené problematiky, doplnénych tfemi piilohami, uréenymi zéjemctm
o 8irsi znalost zakladt nékterych dulezitych okruht matematiky, potencidlné vyuzitelnych v
dalsim studiu i ve fyzikalni praxi. Jednotlivé kapitoly jsou vzdy uvedeny struénym teoretickym
shrnutim daného tématu, které si neklade za cil podavat matematicky presny a vycCerpava-
jici vyklad (doplnény vétami, dikazy, atd.), nybrz pokud moZno jednoduchym a piehlednym
zpusobem zrekapitulovat hlavni zasady pro praktické pocitani pfislusného problému. Pokud
je nékde vyklad zjednoduSen do té miry, ze napiiklad opomiji nékteré predpoklady nebo né-
ktera feSeni uvedené rovnice, je to v textu uvedeno. Jadro kazdé kapitoly tvoii potom soubor
prikladi, které v dostate¢ném rozsahu pokryvaji danou problematiku. U kazdého piikladu je
také uvedeny vysledek, ktery podle mého nazoru studentim, ktefi se s danou latkou teprve
seznamuji, umoZni spravnou orientaci pii poc¢itani. Odstavce a priklady, vyuzivajici pokrocilejsi
matematiku, které jsou primérné uréeny pro studenty vyssich ro¢nikt bakalairského studia, jsou
oznacené . Pro jednodussi zachézeni je cela sbirka vybavena modfe zvyraznénymi hypertex-
tovymi odkazy, umoznujicimi v elektronické verzi se kliknutim ihned pfesunout na odkazované
misto a stejné zvyraznénymi odkazy URL, které po kliknuti automaticky oteviou uvedenou
webovou stranku.

Ani sebelepsi studijni material nenahradi vlastni pili a odhodlani téch, ktefi o ziskani znalosti
a dovednosti usiluji, mtze jim pouze vice nebo méné praci usnadnit. Velmi proto uvitdm, pokud
ti, ktefi budou s touto sbirkou pracovat, mné sdéli svoje pripadné nazory, podnéty nebo vyhrady
napi. ke srozumitelnosti vykladu nebo obtiznosti piikladii a zaroven mé kdykoli upozorni na
jakoukoli nepiesnost nebo nedostatek, ktery v prikladech nebo v textu odhali.

Deékuji rovnéz Mgr. Lence Czudkové, Ph.D. a Mgr. Pavlu Ko¢imu, Ph.D. za podnétné rady
a cenné pripominky.

Petr Kurfirst
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Kapitola 1

Diferencialni a integralni pocet:

1.1 Derivace funkci jedné proménné

e Derivace je jednim ze zakladnich pojmu diferencidlniho poc¢tu a matematické analyzy
viibec. Pomoci pfedem definovaného pojmu limita je derivace funkce jedné proménné
definovana jako (viz obréazek 1.1)

@) ) g 10 = 1(2)

dz h—0 h ’

(1.1)

kde h = Az je prirtustek nezavisle proménné z.

f(x+ h)

Obrazek 1.1: Schematické vyobrazeni geometrického vyznamu derivace funkce jedné proménné, ilustrujici
vzorec (1.1). Graf funkce je vyobrazen Gervenou kiivkou. Zelenou barvou je znézornéna seCna této
funkce, prochazejici body [z, f(x)] a [z + h, f(x + h)], jejiz smérnice (tangens Ghlu, ktery tato sefna
svird s vodorovnou osou z) je ddna podilem [f(z + h) — f(z)]/h. Budeme-li h zmengovat, bude se druhy
prisec¢ik sefny s danou funkei pfiblizovat prvnimu, az pro h — 0 se se¢na stane (modfe vyznacenou)
te¢nou, jejiz smérnice (derivace dané funkce f(z) v bodé z) je dana vzorcem (1.1).

Pokud bychom tedy chtéli vyjadiit derivace elementarnich funkei pfimo z definice (1.1),
miuzeme napiiklad v pifipadé mocninné funkce s prirozenym exponentem, y = z', n € N, psat
(x +h)" —a" 2" +na" th+ ... —a" el

I} — 1 = 1.2
L h B h e (1.2)

"Doporucens literatura k této kapitole: Jarnik (1974), Jarnik (1984), Démidovi¢ (2003), Kvasnica (2004),
Bartsch (2008), Rektorys (2009), Zemanek & Hasil (2012).
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Kapitola 1. Diferencidlni a integrdlni pocet 2

kde vyraz s teckami pokryva ¢leny s vys$s§imi mocninami k. Obdobné muZeme derivaci exponen-
cialni funkce y = e* definovat jako

(z+h) _ .z h_1q
y’:hm!:exlime

p— x 1.3
h—0 h h—0 ¢ (1.3)

a derivaci goniometrické funkce y = sinx (s pouzitim relace sin o — sin 8 = 2sin a—g’g cos O‘Tw a

véty o limité soucinu funkei: ligl [f(x)g(x)] = ligl fx) ligl g(z)) jako

i h) — si sin (2 h
y' = lim sin(z +h) - sine = lim 7(2) lim cos ( z + — | = cos . (1.4)
h—0 h h—0 % h—0 2

Derivaci mocninné funkce s redlnym exponentem, y = 2™, n € R, miZeme definovat pomoci
derivace exponencialy (1.3) a pravidla pro derivovani slozené funkce (1.31),

/ n
y = (") = (e"l”> =2"— =na"" L (1.5)
x
Derivace elementarnich inverznich funkci lze snadno definovat pomoci derivaci jejich pu-
vodnich vzorii, naptiklad pro funkci y = Inz plati e¥ = z a tedy €Yy’ = 1, nebo pro funkci
y = arcsin z plati siny = z a tedy cosyy’ = 1. Pro tyto dva piipady tak postupné dostavame
, 1 1 , 1 1 1

(1.6)

Y=o = % y_COSy_\/l—sinzy_vl—l’Q'

Nékterym z uvedenych zptisobi miZeme definovat i derivace ostatnich elementérnich funkci
jedné proménné.

e Nisledujici vycet shrnuje derivace elementarnich funkci jedné proménné:

(Cz™) = Cnz" !, kde C € R je konstanta, n € R je konstanta, (1.7)
(e”) =e”, (1.8)
(a®) = ("M% = ¢®Ina, kde a > 0 je konstanta, (1.9)
1
(Inz)’ = a>0 (1.10)
1
(log, =)’ = % 0, kde a > 0, a # 1 je konstanta, (1.11)
(sinz) = cosz, (1.12)
(cosz) = —sinz, (1.13)
1
(tanz) S x#(2k+1)g, ke, (1.14)
1
(cot x)’ =————, zFkm, k€L, (1.15)
sin® x
1
. ! - - _
(arcsin ) = Ao l<x <, (1.16)
1
, [ — —
(arccos x) =T A 1<z <1, (1.17)
1
' —
(arctan:c) = m, (118)
1
(arccot x)’ = (1.19)

1422



Kapitola 1. Diferencidlni a integrdlni pocet 3

z . —xz\/ T —x
(sinh z)’ = <e 2e ) =° —i—2e = coshz, (1.20)
(coshzx) = sinh z, (1.21)
1
tanh x)’ = —— =1—tanh?z, 1.22
h2
cosh” x
1
(coth ) =L 1 —coth®z, z # 0. (1.23)

Z rovnice (1.20) lze odvodit nasledujici identity pro hyberbolometrické funkce (funkce
inverzni k hyperbolickym funkcim):

1

argsinhz = In (a? + Va2 + 1> a ted argsinhz) = ——, 1.24
g y (argsinhz) Nrmre) (1.24)
1
argcoshx = In (a: +Va? - 1) a ted argcoshz) = ———, x> 1, 1.25
1. [1+w , 1
argtanh x = 3 In ‘ T2 atedy (argtanhz) = T2 —l<zx<1l (1.26)
1 1 1
argcoth z = 3 In ii—l‘ atedy (argcothz) = 12 |z| > 1. (1.27)
e Pravidla pro derivovani souc¢tu, soucinu a podilu funkci jedné proménné:
(af + Bg) = af’ + B4’ pro libovolné funkce f a g a konstanty o a 3, (1.28)
(fg) = f'g+ fg' pro libovolné funkce f a g, (1.29)
/ /
1 ! /
<f> = [f ()} = M pro libovolné funkce f a g, g # 0. (1.30)
g g g

e Pravidlo pro derivovani slozené funkce f (¢(x)), kde f je vn&jsi a ¢ je vnitini funkce
proménné x (tzv. fetézové pravidlo pro derivace):

Cdfde df

WW—@@—M- (1.31)

Dikazy pro uvedena pravidla (1.28) - (1.31) lze provést pomérné jednoduse pomoci defi-
nice derivace (1.1), zajemce o hlubsi porozuméni uvedenym principim odkazuji na nize
uvedenou odbornou literaturu.

e Pro hlubsi prostudovéini nejen diferencialniho a integrélniho poc¢tu, ale 8ir§i matematické
analyzy, pokryvajici vyznamnou ¢ast latky obsazené v tomto skriptu, doporucuji zejména
sbirku Démidovi¢ (2003).

Pro budouci praktické pocitani (a to nejen derivaci, ale viceméné ve vSech oblastech mate-
matiky), pfipadné pro kontrolu spravnosti mechanickych vypoéti, lze vyuzit analytické pro-
gramové balicky, naptiklad Wolfram Alpha: Computational Knowledge Engine https://www.
wolframalpha.com/, jehoz zakladni aplikace jsou volné dostupné, velmi pokrod¢ily je také pro-
gram Sage (SageMath) http://www.sagemath.org/, atd. V zadném piipadé to oviem nenahra-
zuje vlastni dovednosti, pouze je dopliiuje a poméaha rychle a bezchybné zvladat, zjednoduSovat
a kontrolovat i velmi rozsahlé, na mechanické pocitani pracné vyrazy.


https://www.wolframalpha.com/
https://www.wolframalpha.com/
http://www.sagemath.org/

Kapitola 1. Diferencidlni a integrdlni pocet

e Priklady:

Vypocitejte derivace uvedenych funkei a vysledky zjednoduste. V piipadé, Ze Dy je pouze pod-
mnozinou R, urCete prunik defini¢nich obort zadanych i vypocitanych funkci. Vysledek je u

kazdého ptikladu uveden ¢ervenou barvou.

11 (2—2%)(1 —2? +23)

1—=x
1+

1.2

1.3 (5z2 +1)3
1.4 sin(2? + 27)

15 sin x
1 —cosx

1.6 6e2* + 1022 1Inx

X
1.7 _ et
5e37 4+ 1

1.8 In(1 — 7z)3
1.9 3logz[(x? + 1)?]

1.10 In [sin(3x2) 2+ 1

—6x + 622 + 423 — 5zt

2
(1+x)?
30z (5z* 4 1)
cos(x? + 2z)(2x + 2)

1
cosx — 1

12e2® +10z(2Inx + 1)

3(e” —10e'")
(bedr +1)2

21
Tr —1
18z
(24 1)In7
62 cot (372) + in 1

1.11 Soucet dvou neznamych &isel je 12. Naleznéte takova dvé ¢isla

a

a

6; 6
b) 4; 8

aby soucet jejich druhych mocnin byl minimalni,

(a)
(b) aby soudin jednoho &isla s druhou mocninou druhého ¢isla byl maximalni.
(a)
(b)

1.12 Naleznéte takové kladné ¢islo, pro néz je soucet Sestnactinasobku tohoto ¢isla a prevracené
hodnoty druhé mocniny tohoto ¢isla miniméalni.

1
2

1.13 Jak vysoko vyleti barevna svétlice, vystielend ze zemé svisle vzhtiru pocatecni rychlosti
vo = 40ms~! (odpor vzduchu a jiné vedlejii vlivy zanedbejte) ? Za jak dlouho této
maximélni vysky dosdhne ? Pro jednoduchost uvazujte hodnotu gravita¢niho zrychleni
g=10ms2.
80m, 4s

1.14 Jakou pocatecni rychlosti musi byt vystrelené stejné svétlice, pokud mé doséhnout stejné

vysky jako v prikladu 1.13 pii eleva¢nim uhlu vystielu a = 45° 7 Za jak dlouho dosahne
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1.15

1.16

1.17

1.18

1.19

1.20

1.21

1.22

1.23

maximalni vysky v tomto piipadé? Jak daleko od mista vystielu svétlice dopadne na zem?

Uvazujte vodorovny terén a hodnotu gravitaéniho zrychleni g = 10ms =2,

vo ~ 57ms ™!, 45, cca325m

Uréete rozméry bazénu s pozadovanym objemem 972 m? a s pozadovanym pomérem délek
stran a : b =1 : 2 (jeho hloubku oznac¢ime h), pokud chceme minimalizovat plochu obkladu
jeho stén a dna.

a=9m,b=18m, h =6m

Ocelova vélcova nadrz mé objem 64m®. Naleznéte jeji rozméry (polomér podstavy R a
vysku H), pfi nichz bude spotfeba oceli na jeji vyrobu minimalni.

4 8
R=—m H=——m
/2 V2
Farmaf chce oplotit svoje obdélnikové pole tak, Ze je oploti po obvodu a jesté je plotem,
vedoucim rovnobézné s jednou stranou, rozdéli na dvé poloviny. Jakou maximalni plochu
takto oploti, pokud mé k dispozici 1200 m plotového draténého pletiva?

300m x 200 m = 60 000 m?2.

P1i silném kasli se profil pradusnice zazi, aby se docililo vyssi rychlosti exhalovaného
vzduchu. Jaké je optimélni zmenseni poloméru pruadusnice, aby rychlost byla maximélni?
Vzorec, udévajici vztah mezi rychlosti exhalace v a momentalnim polomérem pridusnice
r, ma tvar v = c(rp — r)r?, kde ¢ je kladna konstanta (souvisejici s délkou priiddugnice) a
7o je polomér pridusnice v klidu.

r 2 '

r= 370

Socha Svobody, stojici na Ostrové svobody u New Yorku v USA, je i s podstavcem vysoka
93 m, pficemz vyska vlastni médéné sochy je 46 m. Z jaké vzdélenosti musim monument
fotografovat, pokud chci aby vlastni socha na fotografii zabirala maximalni mozny zorny
tthel (vysku lidského oka, resp. fotoaparatu nad zemi, pfipadné nad moiskou hladinou,
zanedbejte) 7 Jaky bude potom pomér thli pg, ktery bude na fotografii zabirat vlastni
socha a @, ktery bude zabirat cely monument ?

ze vzdalenosti D =~ 66 m, pomér ¢s/par ~ 0,35 (pomér bude rust se vzdéalenosti)

Urcete rozméry (polomér podstavy R a vysku H) kuZele s minimélnim objemem, opsaného
kouli s danym polomérem 7.

R=+2r, H=4r

1—}-1;—1’2 2(1—21,)
1—x+ 22 (1 —z+ 22)?
1 1+=z 1+ zcos2 2sin 2
1 -1 t2 , > v € (—1,1
sin2 1—-z 1-zcos2 (1—;52)(1—1’2(:0822)/11 (=1,1)
1 1

VI+a? (v Vita?) T (@132
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1.24

sin (0052 :L‘) - COS (sin2 :n)

—sin 2z - cos (cos 2x)

1+\/5(2+4\/m)

1.25 x+1/$—|—\/§ ,ZC>0
8Vr\/x + I\ +x + T
1.26 z (sinlnx — coslnz) 2sinlnz, z >0
1 1 2+1
1.27\/1+x2—ln<—+ 1+—2> T L0
x x x
1= 2 .
198 axccosz 1) 1-vI—a2” SR e (—1,1), 2 #£0
x 2 141 —2a? x
1.29 go* " [+ 2" Inz (Inz+1)], 2> 0
1.30 i Y 4 arccot T — T i x ! >0
.30 warcsin ./ —— + arcco —Vx arcsin - , T
1+z r+1 Vr(z+1)
2 sin? x
1.31 ysin’z e ”’< +251nxcosxlnx>, x>0
x
2 2
ot —1 .ozt —1 2z
1.32 z arcsin o arcsin 221 + 221
1 1
1.33 prlogioz 5% In5 (logx + —— |, >0
In 10
2
zv—1
1.34 — > —1
logg r—1 (x+1)In7’ .

1.35

1.36

1.37

1.38

1.39

x —1Inv1+e2* + e ®arctane®

25T 4 In cos/e® + 1

ST <COS rzlnx +
x

sin:r) _ etanyer +1
2v/e* + 1

2e” — (1 + ezx) arctan e”

ez + %

, x>0

zln?(z + V1 +22) — 2v/1+ 22In(x + V1 + 22) + 2z

In? <x ++/1 +:L’2>

1+ 22
3 .
Vatsin® z

% (mz — 2) sinz — Tz (xQ + 1) Ccos T

x
3 . )
Va7 sin® x

f'(27) funkee f(z) = 2%(cos )~ Sn%,
2

sin“ x

'(2) = —sinz ) o 4 42 - 1 : —4 Ak—1,4k+1)2
f'(2m) = (cosx) { T+ [cosx cos T n(cos:r)]} T, x € ( + )2,

2w
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kel
1.40 gn(sinz) x
V1+a?
In(sinz) + zlnxcotz 1

pin(sinz) ,x>0ANx € (Qk,Qk + 1) T, k€L

+ -
V1422 (14 22)3/2

1.41 wsin(lnx) V1+a?
€T

(In2) (:L'2 + 1) [sin(lnz) + Inzcos(Inx)] — 1
224/1 + 22

inbxz — bcos b
1.42 e** cosa DS DY cos :z:’ kde a, b jsou kladné konstanty.

vaz? + b?
asinbxr — bcos bz

Vax? + b2

asinvbx — bcosvVbx
N

\/B CcoSs \/@ arsine | @ sin &
VT B Vb

x > 0. Pro¢ neni nutna podminka = # (2k + 1)%, keZ?

.sin
x

, x>0

(§

axr CosT |:

ar ab cos bx + b2 sin bx:
ax? + b? Vaz2 + b2

<acosx —azrsinx —

1.43 xaxsin:p

, kde a, b jsou kladné konstanty.

bt b
(1+Inx+ xlnxcotx) (atan\/ﬁ_@ + m] 7

2z

sin x

1.44 (axsin x)b =, kde a, b jsou kladné konstanty.

. bsine | SIN T + X COS T . cosr sinx
blarsinz) + | ———5—— +In(azrsinr) - ,
T x T

x>0ANz € (2k2k+ 1)n ke
r<0Az € (2k—1,2k)"

bilnz

1.45 (axe®) =2 | kde a,b jsou kladné konstanty.

blnz

b
—(aze®) »* [(1+2)Inz +In(aze”) (1 —2Inz)], >0
x

1.46 (x ex)ﬁ, kde a je kladna konstanta.

alx + 11’12 xT a(z+Inx)
Qe zlnax R a}>0,$¢1

221n’z

1.2 Neurcité integraly funkci jedné proménné
o Neurcitym integrdlem nazyvame nekonecné velkou mnozinu funkci, tvofenou souc¢tem li-

bovolné realné konstanty C' s tzv. primitioni funkci F(x) k dané pavodni funkei f(z), pro
niz plati F'(x) = f(z). V pripadé funkce jedné proménné lze psat

/f(x) de =F(z)+C. (1.32)
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Integrace je tedy inverznim procesem k derivovani, neurcité integraly (anglicky také anti-
derivatives) nékterych elementarnich funkcei mtizeme vyé¢ist pfimo z rovnic (1.7) - (1.27).

e Nasledujici vycet shrnuje neurcité integraly elementarnich funkci jedné proménné?:
xn+1
/Clx" dz =C 1 + Cy, C1,Co € R, n € R\{—1}, jsou konstanty, (1.33)
n
/er dz =e* + C, C € R je konstanta, (1.34)

al‘

a® dz =a +C, a>0, a#1 je konstanta, (1.35)
na

dz =1In|z| + C1 = In(Cs|x|), x #0, Cy > 0, C; =InCy, (1.36)

/
/
/sinxdx = —cosz + C, (1.37)
/
/

coszdx =sinx + C, (1.38)
1 T
p—p dz = tanz + C, x # (2k + 1)5, ke Z, (1.39)
1
/ ——dx =—cotx+C,x#km, k €Z, (1.40)
sin” z
1
————=dx =arcsinx + (1 = —arccosx + Co, -1 <x <1, 1.41
V1— 22 1 2 ( )
1
/ 2 dz = arctanz + C; = —arccot x + Cs, (1.42)
/sinhxdx =coshz 4+ C, (1.43)
/cosh:vdx =sinhz + C, (1.44)
1
/ 5—dz = tanhz + C, (1.45)
cosh” x
1
/.de = —cothx +C, z #0, (1.46)
sinh® z
1
/ dz =In (1‘ +Vva2+ 1) + C = argsinhz + C, (1.47)
x?+1
1
—dx zln(x+ 22 —1) 4+ C = argcoshz + C, z > 1, 1.48
Je— Vi 1) : (1.48)
1 1
] 51 ‘11L$ +C =argtanhz+C, -1<z<1
/1 sde =47 Jj (1.49)
-z
b ‘+C’ = argcothz + C, |z]| > 1,
2 z—1
1 1 z—1
d =—In 1.
/:c2—1 v 2 33—0—1‘ +C (1.50)

e Soucin dvou funkei u(x) a v'(x) nezavisle proménné x mizeme integrovat metodou per par-

2neurdité integraly jsou vygerpavajicim zpiisobem tabelovany nap¥iklad v Bartsch (2008), Rektorys (2009).
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tes, ktera je integralem rovnice (1.29):
uv = / (uv) dx = / (W'v+uv')dz  a tedy /uv/ dz = uv — /u/v dz. (1.51)

o Substitucni metodou muzeme integrovat slozenou funkei (viz rovnice (1.31)), kdy vnitini
funkci lze nahradit novou proménnou, anebo mutzeme integrovat jednoduchou funkci, kdy
nezavisle proménnou nahrazujeme novou vnitini funkei:

— Substituéni metodu 1. typu lze pouzit pii integraci slozené funkce f[¢p(x)] nezavisle
proménné x ve tvaru

/f[cb(l‘)]cb'(x) dz = /f(Z) dz = F(2) + C = Flo(x)] + C, (1.52)

kde muzeme nahradit (substituovat) vnitini funkci novou proménnou: ¢(z) = z,
¢'(x) dz = dz. Substituéni metodou 1. typu je i univerzalni substituce tan (z/2) = z,
pomoci které lze libovolnou goniometrickou funkci prevést na funkci racionalni.

— Substituéni metodu 2. typu lze pouZit pii integraci jednoduché funkece f(x) nezévisle
proménné x zptsobem

/ fla)da = / FI6()¢ () dz = F(2) + C = Flo~ ()] + C, (1.53)

kde miiZeme nahradit pavodni proménnou novou vnitini funkei nové proménné:
r = ¢(z), dz = ¢/(2)dz a kde vyraz ¢! znamend inverzni funkci k ¢. Typickym
prikladem této metody je substituce & = sin z, pomoci niz lze iracionalni funkce typu
V1 — 22 dx anebo dz/v/1 — 22 v integrandu nahradit v prvnim piipadé goniometric-
kou funkei cos? z dz, ve druhém piipadé pouze dz.

e Racionalni funkci ve tvaru

_ Pp(x)  apma™ + Up12™ 4 -+ arx + ag (154)
CQu(r)  bpa by a4 bzt by '

()

kde P, (z) a Qn(x) jsou polynomy stupné m a n (kdy m > n), lze rozlozit na soucet
polynomu a ryze racionélni funkce (kdy m < n). Racionalni funkci lze vyjadrit bud jako
soucet parcidlnich zlomku, nebo, v pfipadé kdy napt. f(x) = 1/Qa(z), kde Qa(z) je
polynom 2. stupné déle nerozloZitelny v R, provedeme tpravu (tzv. doplnéni na ¢tverec)
box?+b1z+bo = [Vbox + b1/(2v/b2)] ® o —b?/(4by), vedouci na integral ve tvaru rovnice
(1.42).

e Obdobnym zptsobem miZeme fesit integraly iracionalnich funkei typu f(x) = 1/1/Q2(z),
kde Q2(z) je polynom 2. stupné, jehoZ doplnéni na ¢tverec vede na integraly ve tvaru rovnic
(1.41), (1.47) nebo (1.48). Vy€erpavajicim zptisobem jsou metody analytickych vypocti
neur¢itych integralt funkei vSech typu tabelovany napf. ve sbornicich: Bartsch (2008),
Rektorys (2009), atd.

o Priklady:

1.47 / (42 — 627 + 8z — 1) da z(2® 222 +4z—1)+C
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1 1 1
1.48/(96_4—1—:1:_3—1—:1;_2—1—30_1) dz — | ==+ =—+1)+Inz|+C, 2#0
x \ 322  2x
2 2 8
1.49/{(\/5—1) —:c} dz x<13ﬁ+2$>+C,x20
1) 2
1-50/(\/5—1)dx \/5(353—3\/5+6>—ln|x+0,m>0
x
1.51 /(sin2x—3cos2x) dz — (x +sin2z) + C
9 2x
1.52/(4 —e¥) dz s te +C
153 [ ———d ‘@) 4o
) o 5l (@
2 7
154/va7—zﬁdx —3W—afﬂw?+c,uw<vg
dz
1.55 In|lnz|+C, >0,z #1
rlnx

1—1n?
1.56 / # dz, kde a je kladné konstanta

x
2
In(az) 1 In“(ax) VO e
3 3
sin 22 1
1.57 [ (cotz — tanz) dx In 5 +C, x € k,k+§ T, kel
1 1 1
1.58 /—200$—da: —sin—+C, x#0
x x x
1.59 /xzsinxdm (2—352) cosz + 2zsinx + C
72
1.60 /xlnxdx Z(ana:—l)—&-C, x>0
e 3" 2 11
1.61 /(:z3+1) e " da - <x3+x2+3x+9>+0
e2:c
1.62 /e%sinxdm — (2sinz —coszx) + C
Inx 1
1.63 | —-dx ——(hz+1)+C, 2>0
x x

1.64 /cos (Inz) dx g [sin(Inz) + cos(Inz)]+ C, x>0
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4
x
1.65 /a:Q _3d:c

3z —4
1.66 /w2_4d33

2
x
1.67 —dx
/ V1 —26
dx
1.68 ]
V2 + 3z — 222
dx
1.69 _
/ 22+ 3z + 3
1.70 / (—x2 + ) 3% dx

1+2x d
—dx
V1422

1 1
1.72 + d
/<¢2—x2 \/2+w2) !

d
1.73 / o
ST

1.74 / tan 3z dz

1.75 /ﬂ dz
2+sinz

Z

1.76 / Lhcoszy,

sin® x

1.71

1.77/ e

1+sinxz + cosx

1.78 /arctan\/2x—1dx

dx

1.79 —_—
/sin2x005233

1.80 / do

' V(4 —22)3

1.81 /ln (2®+1)dx

1.82 / —31\7_% Az

x3 33
T
3 2

z—/3

+C, x4 13
PRV TV

In[(z+2)°%/z=2]+C, z>2
1 . 3
5 arcsin (%) +C, z € (-1,1)

1 dr — 3 1
\ﬁarcsin <x5> +C, x € (—2,2>

2 2 3
—— arctan <H> +C

V3 V3
z2 x5 3z
——t+—— = C
( 3779 27>e i
\/:c2—|—1—|—1n(x+\/x2—|—1)+0
arcsin —— + argsinh —— + C lz| < V2
el A T

ln’tang‘—i—a r#kr, kel

™

+1In|cosz| + C, x#(2/<:+1)2, kel

2cos? x

r———= arctan

V3

1 Q
In tang—Lsz—i—C, x € (2k,2k+1)m, k€ Z
2 2sin” x

ln‘l—i—tang‘—FC, x;«é(4k+274/€+3)g, kel

<2tan;" +1

73 )—I—C, x # (21{—}—1)5, ke

V2xr —1 1
xrarctany/2x — 1 — xT +C, x> 3

—2cot (2z) + C, :z:;ékg, keZ
T
40, 2| <2
4v/4 — 22 2

zIn (x2 + 1) + 2arctanz — 22 + C

(Vz+ D3 Uyz—3)+C, 2>0

| w
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S — o —1
1.83 / x+ 11 dx 2v/r — 1 — 2¢/2 arctan 5 +C, z>1
z

4
ve—1
1.84 A %
r+1
2(r —1) —2¢/2(x — 1) + A
4Vx —1 —I——l \/ —|—25/4arctan 1— ¢2x—-1)] -
V2 \/Qx—l +23/2(z 1) +2 | (e~ 1]

23/4arctan [1 4+ {/2(x — )|+ C, z>1

T 1. (x—1)2 1 2z + 1
1.85 d —In —— arcte C, x#1
/x3—1 x 6nw2+w+1—|—\/§ar(“m< 73 >+ , T F
dx dx dx
1.86 —_— b
®) / (23 — 1) ( )/sin‘lm’ (©) /cosﬁx
L[ 2*4z4+1 6 2¢ +1 3
— |In ———— + —= arct — = r#1
(a) 5 {n @_1) + \/gfuctan ( 7 ) = 1] +C, x#

cot g2 T

(b) —cotgx <1 + ) +C, x#km, keZ

2tg3;c g5'

(c) tgz + +

+C, . 7A(21e+1) ke

1.3 Urcité integraly funkci jedné proménné

Urcity integral funkce f(x) spojité na intervalu a < x < b, je definovan predpisem

b
/ f(z)dz = F(b) — F(a), (1.55)

kde F(a), F(b) jsou funkéni hodnoty primitivni funkce F'(x) v bodech z = a, x = b. Geomet-
ricky vyznam urc¢itého integralu funkce jedné proménné je dan velikosti celkové plochy v roviné
xy, kde y = f(z), ktera je ohrani¢ené grafem funkce f(x), osou x a p¥imkami x = a, z = b.
Velikosti dil¢ich ploch nad osou z, tj. kde f(x) > 0, prispivaji k velikosti celkové plochy, velikosti
dil¢ich ploch pod osou z, kde f(x) < 0, se od velikosti celkové plochy odeéitaji (viz obrazek
1.2).

Zvlastni pripad predstavuji tzv. nevlastni integraly, jejichZ meze jsou bud tvofeny nevlast-
nimi ¢&isly (—oo a/nebo +00) nebo jsou to integraly funkei, které jsou uvnit¥ intervalu x = a,
x = b, nespojité. V prvnim piipadé plati nasledujici vztahy,

b
/ flx)dx = hm f / f(z)de = aglzloo f(x) dex, (1.56)

pripadné jejich kombinace. Pokud uvedené limity existuji, povazujeme je za hodnoty nevlastniho
integralu. Pro funkci f(z) nespojitou napiiklad v bodé h € (a,b), kdy lim,_,;, f(x) = £oo (mtze
jit o limitu zprava, zleva, nebo oboustrannou), definujeme jeji integral (kde ¢islo € > 0) jako

b h—e b
/f( )dr = lim f(z)dr + lim f(z)dz, (1.57)

e—0t e=0T Jhte
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f(x)

Obréazek 1.2: Schematické vyobrazeni geometrického vyznamu uréitého integralu funkce f(x) jedné pro-
ménné, ilustrujici vzorec (1.55) a predchozi vyklad. Graf funkce f(x) = 1.5sin(x + 2.25) + 0.75, kde

€ (—2.25,5), f(x) € (—1.5,3), je vyobrazen ervenou kiivkou. Dil¢i plochy, které pFispivaji k velikosti
celkové plochy (kde f(z) > 0), dané integralem (1.55), jsou vyznacené okrovou (hnédou) barvou, diléi
plocha, ktera se od velikosti celkové plochy odecte (kde f(z) < 0), je vyznacena Cerveng.

opét s tim, Ze pokud uvedené limity existuji, povazujeme je za hodnoty integralu nespojité funkce
(vypoc¢tu integralu podle vzorce (1.57) se také fika urceni hlavni hodnoty integralu, naptiklad
urc¢ity integral funkce f(z) = 1/z se singularitou v bodé x = 0, v mezich a = —1,b = 1, bude
takto roven nule).

e Priklady:
1.87/ 22+ — )d:z: 0
1
1.88/ sin x cos z dx 2
/2 w/4 -2
1.89 (a)/ sin? z dz, (b)/ sinfzdr  (a) oy (b) u
0 0 4 8

1
1
1.90 —dz
/1 V1—2z2

< 1
1.91 5 dz 7r
oo L+ 2

< g2 ™
1.92 —d -z
/_OO 11267 3
1 2 T \/g
193 [ (J1-Z Tyyve
/0 1 1 dz 6 + 1
2 1 3 1
1.94 (a) / zlnzdz, (b) / zlnzdr (a) In4 — T (b) -
1 0

3 1 26
1.95 (a) / 2?Inzdz, (b) / 2?Inzdz (a) 9In3 — 9 (b) =5
1 0
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1.96 / e 17l dy 9

1.97 (a) / T e g, (b) /0 T g (a) /7, (b)

—00

/3 rdx s s
1.98 —_— r(tanx — cotz) + In(sinzcosx)]i = —
/6 sin?zcos? x = ) ( )]E V3
JT 22 2 2\1V" 1
1.99 / zsin [ — | cos | — | dz [Silﬂ2 <>] = -
0 1 1 1)), 2
32p—1 3m
1.100/ - dz [In(2? — 4z +5) +3arctan (z —2)]3 = In2+ —
, 22— 4z +5 4
1
1.101 / Var? + 1dx
-1
1
1 A2 414 2 422 + 1 | 542
n(\/T—|—+r)+az\/T—|— :M+\/5%2‘96
4 2 2
—1
I 2 i
1102 / [(ztanz + a) tanz + 1] dz, a je kon- |::L‘tanx+ (1 - a) In(cos z) — ;% . i g
stanta. 1
w/4 . 2
1.103 / (x+a) <smx> dz, a je konstanta.
—7/4 COoSx

2 7
x 7
[:p tanz + In(cosx) — 5 +atanz — ax} 2a (1 - 7)

zdx T 5 1/«
1.104 / [f tan (22) + In V/cos(2x } = - < ln2>
0 coszw—sm2x)2 2 (22) (22) o 4\3
1
1.105 / rarctan (z? + 1) da
0
24 ! 1.2
T 11 arctan (22 +1) —Inv2* + 222 + 2| = arctan2 — LRI
2 . § 45

{(w4—1)ln(w2+1) B 4 221t g

G
1 s 4], s

1
1.106 / 2% In (m2 + 1) dx
0

* Integraly v pirikladu (1.97) fesime ,,doplnénim na étverec* v kartézském souradném systému, tj. jejich vy-
nasobenim stejnym integralem podle proménné y, naslednym prevedenim do polarnich souradnic a odmocnénim.
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1.4 Jednoduché geometrické a fyzikalni aplikace integrace funk-
ce jedné proménné?

V naésledujicich pfikladech je vzdy treba sestavit ur¢ity integral funkce jedné proménné. Pokud
je v prikladu zadana spojité proménna tzv. intenzivni fyzikalni veli¢ina (hustota, tlak, hustota
naboje, atd.), pomoci niz se ma na dané oblasti stanovit odpovidajici extenzivni veli¢ina (hmot-
nost, tlakova sila, velikost naboje, ...), vypocet provadime jako integral intenzivni veli¢iny pies
tuto oblast. Napiiklad hmotnost m kruhové desky o poloméru R s plosnou hustotou o = o(r),
kde r je vzdalenost od stfedu desky, uréime pomoci integralu

m:/Sa(r)dsz/ORa(r)mdr. (1.58)

e Priklady:

1.107 Spocitejte velikost plochy, ohrani¢ené ,zespoda“ parabolou y = z? a ,shora® kiivkou
y =
1

3

2 a ,shora® piimkou

1.108 Spocitejte velikost plochy, ohrani¢ené ,zespoda‘ parabolou y = =z
y=u1x/2+5.
243
16

1.109 Rychlost hmotného bodu v jednorozmérném ptipadé je dana vztahem

18
(t+1)

v =3t —

Uréete drahu, kterou projde hmotny bod v ¢asovém intervalu od ¢ = 0 do zastaveni. Bude
hmotny bod v tomto ¢asovém intervalu zrychlovat nebo brzdit (tj. bude se zvySovat nebo
snizovat velikost jeho rychlosti) ?

s =6(1—3In3), hmotny bod bude brzdit, vektor zrychleni ma opa¢ny smér nez vektor
rychlosti.

1.110 Piehradni hraz je tvofena svislou betonovou zdi tvaru obdélniku, jehoz délka je L. Hloubka
vodni nadrze je v celé délce hraze presné H. Jaka je celkova tlakova sila, kterou voda ptisobi
na hraz 7

H
F, = (ng + p0> LH, kde pg je atmosféricky tlak na hladiné.

1.111 Valcova nadoba o poloméru R a vySce H je zcela naplnéna plynem, jehoZ hustota smérem
od osy valce klesé. Pokles hustoty je vyjadien funkei

kde pg je hustota plynu v ose valce, r je vzdalenost od osy vélce.

3Ve vysledcich piikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény p¥isluiné jednotky.
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1.112

1.113

1.114

1.115

(a) Vypocitejte hmotnost plynu v nadobé.

(b) Vypocitejte celkovou tlakovou silu, kterou pusobi plyn na vSechny stény néadoby,
pokud tlak p = a?p, kde a je konstantni (izotermicka) rychlost zvuku.

(c) Jaka bude celkova hmotnost a celkova tlakova sila, pokud by polomér vzrostl ,nade
v8echny meze“ (R — o0) 7

2
(a) m = 10mpoH <1 — e?o)

2
(b) F, =2ma’py [10 te o (RH — 10)]
(c) m = 10mpoH, F, = 20ma®po
Valcova nadoba o poloméru R a vysce H je zcela vyplnéna plynem, jehoz tlak smérem

vzhtru klesé. Pokles tlaku je vyjadiren funkci

h

p=poe %,
kde pg je tlak plynu na dné valce, h je svisla vzdalenost ode dna vélce. Vypocitejte celkovou
silu, kterou plyn pusobi na vSechny stény nadoby.
F, = 40pom R (1 - e*%) + pom R? (1 + ef%)
Valcova nadoba o poloméru R a vySce H je zcela vyplnéna plynem, jehoz tlak smérem od
osy vélce klesa. Pokles tlaku je vyjadien funkci
p= Po
=—,
1+ (15)

kde pg je tlak plynu v ose vélce, r je vzdélenost od osy valce. Vypocitejte celkovou silu,
kterou plyn piisobi na vSechny stény nadoby.

RH R?
F,=200mpo | — 4 In (14 o
P O(”'OLO(HR?+ n< +100)}

Nadoba ve tvaru kvadru o ¢tvercovém pudorysu s délkou strany A a vysSce H je zcela
vyplnéna plynem, jehoZ vertikalni pokles tlaku je vyjadien funkci

Pbo
h )
ﬁ+1

kde pg je tlak plynu na dné nadoby, h je svisld vzdalenost ode dna nadoby. Vypocitejte
celkovou silu, kterou plyn ptsobi na (vSechny) stény nadoby.

H+5 H
40In (== 41
Ht10 On<10+ ﬂ

Kruhovéa deska o poloméru R je elektricky nabita s plosnou hustotou naboje o. Vypocitejte
celkovy elektricky naboj @ desky (velikost naboje by v pfipadé o = konst. byla dana jejim
sou¢inem s velikosti pfislusné plochy, @ = 05), pokud

Fp = poA 2A

(a) o= AeBr,

(b) o = Aln(r? + B),
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1.116

1.117

1.118

1.119

1.120

r2
(¢c) o=Ae 3 + Br,
(d) 0 =Aln (3r* + B) + Ar,

kde A, B jsou kladné konstanty a r je vzdalenost od stfedu desky.

(@) @="2 (PR 1)
(b) Q =7TA{(R?>+ B)[In(R*+ B) — 1] — B(InB — 1)}

2
(c) Q=3rA (1 — e’ﬁ) + ngRfﬁ‘

(d) Q= % [(3R* 4+ B) In(3R* + B) — Bln B + 2R* — 3R?|

Tenké pfima ty¢ (zanedbatelného prifezu) o délce L je kladné nabitd s homogenni dél-
kovou nabojovou hustotou 7. Koncové body ty¢e se nachazeji v bodech [0,0,0], [L,0,0].
Urcete elektrostaticky potencial ¢ buzeny nabojem tyce a vektor intenzity elektrického
pole v bodé P = [-D,0,0], D > 0 (v pfipadé bodového naboje @ je elektrostaticky po-
tencidl ¢ = Q/(4mer) a velikost intenzity elektrického pole je uréena jako E = Q/(4mer?),
kde konstanta € je tzv. permitivita a r je vzdélenost ndboje od daného bodu P). Vysledek
vyjadiete pomoci celkového naboje @ tyce.

. Q L+ D = [ Q
¢47T6L1n< D ) E< 47reD(L+D)’0’0>'

Tenk4 pifima ty¢ (zanedbatelného prifezu) o délce L je kladné nabita s homogenni dél-
kovou nébojovou hustotou 7. Koncové body tyce se nachazeji v bodech [0,0,0], [L,0,0].
Urcete elektrostaticky potencial ¢ buzeny nabojem ty¢e v bodé P = [0, D, 0], D > 0.

Q m<L+¢m+zﬂ>

O = IncL D

Pro stejny pripad tyce z prikladu 1.117 urcete slozky F, a E, vektoru intenzity elektric-
kého pole v bodé P = [0, D, 0], D > 0.

Q ( 1 1 ) Q
E, = - =), E,= .
dmeL \\/I2+ D2 D)’ Y 4neDVIL?+ D?

Pro stejny pfipad tyce z ptrikladu 1.117 urcete elektrostaticky potencial ¢ a slozky E. a
E, vektoru intenzity elektrického pole v bodé P = [L/2,D,0], D > 0.

Q ln<L+\/m>7 5 P Q

¢

— =0 = .
orel 2D Y 9neDVI2 + 4D2

Tenka obloukova ty¢ zanedbatelného prifezu s konstantnim polomérem R je kladné nabité
s homogenni délkovou nabojovou hustotou 7. Koncové body tyce se nachézeji (v polarnich
soufadnicich) v bodech [R, 47/3, 0], [R, 57/3, 0]. Urcete elektrostaticky potencial ¢ a
slozky E, a E, vektoru intenzity elektrického pole buzené nabojem tyce v bodé¢ P =
[0,0,0]. Vysledek vyjadiete pomoci délkové hustoty 7 i pomoci celkového nédboje @ tyce.

T Q T 3Q

= — = E — E, — — .
¢ 12¢  4weR’ » =0, Y AmeR  4m2eR?
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1.121 Piedpokladejme hypotetické homogenni (p = konst.) kulové astronomické téleso o po-
loméru R. Gravitac¢ni potencialni energie libovolné vnitini kulové slupky o poloméru
r € (0,R) je mgr, kde m je hmotnost kulové slupky a g = GM,/r? je velikost gravi-
ta¢éniho zrychleni v misté slupky (G =~ 6,67 x 107! m®kg~! s~2 je gravitacni konstanta).
Veli¢ina M, znaci hmotnost koule o poloméru r. Jak velkd bude celkova gravitacni po-
tencidlni energie homogenni koule o poloméru R ? Vysledek vyjadiete pomoci hmotnosti
celé koule M a jejtho poloméru R.

3 M?

Ev=5C"g



Kapitola 2

Zaklady vektorové a tenzorové algebry:

2.1 Vektory a matice

e Vektorovy pocet:

Zakladni operace s vektory lze (v ortonormalnich béazich - viz odstavec 2.2) stru¢né zapsat
nasledujicim zpusobem:

e Norma (velikost) vektoru @ je definovana (v R3) jako

1/2
lal = (a3 + a3 +a2)"* = (Z ) : (2.1)

kde posledni forma zépisu predpokladé, Zze index ¢ postupné ,bézi* pres v8echny slozky
1,2, 3, respektive x,y, z vektoru d. Tato konvence pro tzv. volné indery umoziuje pod-
statné stru¢néjsi zapis operaci s vektory a maticemi (v této kapitole zatim pro jednodu-
chost nezavadime tzv. kovariantni formu zapisu s hornimi a dolnimi indexy).

e Vektorovy soucet dvou vektort @ a b, jehoZ explicitni forma zapisu (v R?) je
E=a+0b= (a1 +bi,as + ba,az + bz) = (c1, ¢, ¢3), (2.2)
lze pomoci uvedené konvence s pouzitim volného indexu ¢ zapsat jako
C=d+b= a;€; + bié; = ¢;€;, seslozkami a; + b; = ¢; (vektor), (2.3)
kde €; jsou vektory baze (podrobnéji viz odstavec 2.2).

o Skaldrni soucin dvou vektora @ a b ma tvar

a
a- g: aibj&j = aibi = (Skalér), (2.4)
kde indexy i, j opét ,,bézi* pres viechny slozky obou vektort a kde symbol 6;; (tzv. Kro-
neckerovo delta - podrobnéji viz odstavec 2.3) nabyva hodnot d;; =1 pro ¢ =j a §;; =0
pro i # j. Navic je zde zavedena tzv. Finsteinova sc¢itact (sumacni) konvence, ktera ¥ika,
Ze pokud se néktery index v nékterém ¢lenu vektorové rovnice opakuje dvakréat (tzv. sci-
tact index), ¢leny s timto indexem s¢itdme a sumadni symbol > je tak mozné vynechat.
Geometricky vyznam skalarniho soucinu lze zapsat jako

a- b= |alll|b] cos ¢, (2.5)
kde ¢ je thel svirany obéma vektory (0 < ¢ < ).

Doporucens literatura k této kapitole: Proskuryakov (1978), Young (1993), Kvasnica (2004), Arfken & Weber
(2005), Musilova & Musilova (2006).

19
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ol
Il
Wy
X
oL

[13]l[|bl| sin @

3

Obrazek 2.1: Levyj obrdzek: Schematické vyobrazeni geometrického vyznamu vektorového soucinu, ilu-
strujici vzorce (2.6) - (2.7). Vektor &, ktery je vektorovym soucinem vektorti @ a b, je kolmy na rovinu
jimi vymezenou a jeho orientace je dana pravidlem pravé ruky. Barevné zvyraznéna plocha vyznacuje
rovnobé&znik, definovany vektory d a 5, jehoz velikost je rovna velikosti vektoru ¢. Pravy obrdzek: Sche-
matické vyobrazeni geometrického vyznamu smiSeného sou¢inu. Vektory a, 5, ¢ zde tvori pravotoc¢ivou
bazi, jejich smiSeny soucin podle vzorce (2.8) udava kladny objem rovnobé&znosténu, jimi definovaného.
Stejny objem je dan sou¢inem velikosti barevné zvyraznéné plochy (zdkladny) a vysky h. Vektor bx¢
je na tuto zakladnu kolmy a je orientovan smérem vzhiru, jeho velikost ||5 x || odpovida velikosti za-
kladny. Skalarni soucin vektoru @ s vektorem b x & je podle vzorce (2.5) roven ||d@l||[b x &| cos v, kde
oviem ||@|| cosa = h a tedy @- (b x &) = ||b x &]|h.

o Vektorovy soucin dvou vektort d a b je definovan jako
C=axb= €ijkajbr€; = c;€; (vektor), (2.6)

kde indexy i, 7, k oznacuji jednotlivé slozky vektori @, 5, c. Symbol €5, (tzv. Levi- Civitiiv
symbol - podrobnéji viz odstavec 2.3) nabyvéa hodnot €;;, = +1 pro sudé permutace indext
(tj. 123, 231, 312), €45, = —1 pro liché permutace indext (tj. 132, 213, 321) a g, = 0
pokud trojice indext ijk neni permutaci 123 (tj. pokud se néktery z indexii opakuje).
Geometricky vyznam vektorového soucinu (viz levy panel v obrazku 2.1) lze zapsat jako

i x b= ||al||b] sine, (2.7)

kde ¢ je tthel svirany vektory @, b (0 < ¢ < 7) a 7 je jednotkovy vektor (||i7]| = 1) kolmy
k roviné, vymezené vektory da, b (jehoz orientace je v pravoto¢ivé bazi dana pravidlem
pravé ruky). Velikost vektorového soucinu ||@ x b|| = ||@]|||b]| sin ¢ tedy vyjadiuje velikost
plochy rovnobéznika, pfirozené uréeného danymi vektory a, b.

e Smiseny soucin t¥i vektorii @, b a & ma (analogicky k rovnicim (2.4) a (2.6)) tvar

a- (5 X ) = gijkaibjcr = o (skalar), (2.8)

kde indexy i, j, k oznacuji jednotlivé slozky vektora a, I;, ¢. Jeho hodnota vyjadiuje ori-
entovany objem rovnobéznosténu (viz pravy panel v obrazku 2.1), definovaného danymi
tfemi vektory, tj. objem je kladny, tvofi-li vektory &, l_;, ¢ v daném poradi pravotocivou
bézi, netvori-li bazi je nulovy, pro levotocivou bézi a, 5, C je zaporny.
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e Maticovy pocdet:

Zakladni pojmy maticového poctu a zakladni operace s maticemi lze stru¢né zapsat nasledujicim
zpusobem:

e Ndsobeni matice ¢islem: Vynasobime-li matici A typu m x n (m radka a n sloupcit) ¢islem
A € C, vysledkem bude matice B = AA typu m x n, kdy pro kazdy prvek b;; matice B
(prvek na i-tém Fadku a j-tém sloupci) plati

bij = )\ai]’. (29)

e Soucdet matic: Sou¢tem dvou matic A typu m x n a B typu m x n bude matice C typu
m x n, kdy pro kazdy prvek c;; matice C plati

cij = aij + bij. (2.10)

e Ndsobeni matic: Sou¢inem dvou matic A typu m X £ a B typu £ x n bude matice C = AB
typu m x n, kdy pro kazdy prvek c;; matice C plati

¢
Cij = Z @ik = @ikbrj, (2.11)
k=1

kde posledni vyraz je zapsdn pomoci Einsteinovy sumacni konvence. RozepiSeme-li vzorec
(2.11) explicitng, dostavame c11 = a11b11 + a12b91 + a13b31, c12 = a11b12 + a12b22 + a13b32,
atd. Nasobeni matic neni komutativni, obecné tedy plati AB # BA. Maticové nésobeni
v obou smérech lze navic provést pouze tehdy, pokud matice A je typu m x n a matice B
je typu n x m, vysledné matice budou tedy typu m x m pro souéin AB, respektive n x n
pro soucin BA.

e Hodnost matice lze definovat jako pocet linedrné nezavislych fadkda, tj. po¢et nenulovych
fadkt po provedeni tzv. Gaussovy eliminace (Gpravé na schodovity tvar). Je-li hodnost h
¢tvercové matice A (typu n x n) h(A) < n, jde o matici singuldrni, pokud h(A) = n, jde
o matici requldrni.

o Stopu c¢tvercové matice A lze definovat jako soucet prvki na hlavni diagonale matice, tj.
pro kazdy prvek a;; matice A plati

tr(A) = Zaijéij = Zan = Qi (2.12)
inj i

kde posledni vyraz je zapsén pomoci Einsteinovy sumad¢ni konvence. Plati-li navic A =
(ai;) = 0 pro viechna i # j, jde o tzv. diagondini matici, plati-li A = (a;j) = d;;, jedna se
o jednotkovou matici (zna¢ime ji E nebo 1).

e Transponovand matice AT vznikne z matice A vzajemnou vyménou fadki a sloupci, pro
jednotlivé prvky transponované matice plati aiTj = aj;. Pokud plati AT = A, pak matici A
oznacujeme jako symetrickou, kde pro kazdy prvek plati a;; = aj;. Matici A oznacujeme
jako antisymetrickou, pokud pro kazdy jeji prvek plati a;; = —aj;, vSechny prvky na hlavni

diagonale budou proto nulové a tedy také tr(A) = 0.
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o Determinantem Ctvercové matice A typu n x n bude skalar det A, ktery lze obecné ur¢it
napf. pomoci Levi-Civitova symbolu:

det A= Y €ijpegu@ii1js2 - Gy (2.13)

J1,725 -5 Jn

Dostavame tedy det A = a1; pron = 1, pro n = 2 bude det A = aj1a92 — a21a12, pro
n = 3 bude det A = aj1a22a33 + a21a32a13 + a31012a23 — A11032023 — 421012033 — 431022013
(tzv. Sarrusovo pravidlo). Levi-Civitiv symbol miZeme definovat i pro obecné n-rozmérny
prostor, v tom piipadé bude obsahovat n rtznych indexu, pficem# sudé permutace bu-
dou vytvareny sudym poctem ¢&iselnych zdmén, liché permutace lichym pocétem ¢éiselnych
zamén, celkovy pocet permutaci bez opakovani je n! (viz kapitola 12.1). Napiiklad sudé
permutace symbolu €;;; ve Ctyfrozmérném prostorocase budou eg123, €0231, €0312, €1032,
£1320, £1203, €2130, £2301, £2013, £3210, £3102, £3021. Ostatnich 12 permutaci (bez opakovani)
bude lichych. Determinant singuldrni matice det A = 0, determinant reguldrni matice
det A # 0.

o Inverzni matici k regularni ¢tvercové matici A bude matice B = A™!, pokud plati

AB=BA=E. (2.14)

e Hermiteovsky sdruZend matice (znatené obvykle AH v linearni algebie, Al pripadne At
v kvantové mechanice) je oznaceni pro matici komplexné sdruZenou a transponovanou,

Al — (A", (2.15)

Pokud Af = AT | jedna se o matici realnou. Pokud A” = A, mluvime o tzv. Hermiteovské
matici.

e Unitdrni matice U je regularni ¢tvercova matice, jejiz hermiteovsky sdruzena matice je
soufasné matici inverzni, tj. U7 = U™! a tedy

u'u=uUu® =E. (2.16)

Reélna unitarni matice U7 = UT je tzv. matici ortogondlni, kdy jeji Fadky, respektive
sloupce, tvofi ortonormdlni soustavu vektoru (viz kapitola 2.2).

e Cislo A nazyvame viastni hodnotou (vlastnim ¢islem) a nenulovy vektor ¢ nazyvame (pra-
vym) vlastnim vektorem ¢tvercové matice A typu n X n, pokud je splnéna podminka

AG = A7, (2.17)

matice A tedy piisobi na vlastni vektor jako skalar, tj. neméni jeho smér (v ptripadé tzv.
levych vlastnich vektorti bude mit podminka (2.17) podobu ¢A = A\¥). Z rovnice (2.17)
piimo vyplyva relace pro urceni vlastnich hodnot matice A, kdy soustava n linedrnich
rovnic

(A—XE)T=0AT#Q, tedy Z(aij—)\éi-)vjzo pro i=1,2,...,n
j=1
(2.18)
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mé nenulové FeSeni pravé tehdy, pokud je matice této soustavy singularni, tj. pokud
det (A— XE) =0. (2.19)

Vlastni vektory piislusné jednotlivym vlastnim hodnotam potom uréime z rovnice (2.18).
Pravé vlastni vektory budou mit tvar c,(vi,, vy, - ,Um)T, levé vlastni vektory budou
ci(vie, vag, - -+, Une), kde ¢, a ¢y jsou libovolné konstanty.

Submatici matice A obdrzime vynechanim vybranych fadki a/nebo sloupct v matici A.
Determinant regularni ¢tvercové submatice se nazyva subdeterminant nebo také minor.

Pro podrobnéjsi studium problematiky pocitani s vektory a maticemi doporucuji napiiklad
sbirku Proskuryakov (1978); Young (1993); Kvasnica (2004).

e Priklady:

2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

Jsou dany vektory @ = (0, %,4), b = (1_,;’;,5) ac 24(6,1,3)’. Vypocitejte |a], |5|, ],
ax (bx @), (@xb)x¢ (@+b)-(¢—a), (b+¢) x (@—0b), (@ b)?+ (cxa)>
(

V20, /35, /46, (142,16, —8), (14, —6, —26), —8, (4, —1,—3), 1400

Vypotitejte obsah rovnobézniku, jehoz vrcholy tvoii body A = [0,0,0], B =[1,2,3], C a
D = [3,2,1]. Dopo¢itejte souradnice bodu C.

46, C = [4,4,4]

Body A = [2,1,0], B = [2,2,3], C = [0,1 + v/40, 0] tvoii vrcholy trojahelniku. Pomoci
vektorového sou¢inu najdéte jeho obsah.

10

Body A = [4,1,0], B = [4,-2,-3], C = [1,—5,—3] tvoii vrcholy trojthelniku. Urcete

velikosti vnit¥nich thli trojuhelniku a pomoci vektorového soucinu vypocitejte jeho obsah.

T 21 7 9V3

6376 2

Body A = [2,-4,9], B = [-1,—-4,5], C = [6,—4, 6] tvoii vrcholy trojihelniku. Pomoci
vektorového soucinu vypocitejte jeho obsah a urcete velikost thlu a.

25 7

2
3 =5 7 20
Jsou dany matice A = , B = 4 -3 . Vypocitejte AB, BA.
-2 9 4
2 1
—16 55 6
AB = <411§ _g;) BA= | 18 —47 16
4 -1 18
3 20
Jsou dany matice A = 213 , B=1-2 1 2],C= 21 . Vypocitejte
0 1 -7 -1 3
4 -2 1
vechny soudiny riznych matic (v libovolném pofadi a po¢tu) a také vSechny determinanty

a inverzni matice.
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16 -1 5 43 -1 2 13 5
AB‘<—30 15 —5>’CA_<—2 2 —24>’CAB_<—106 46 —20>’

5 =2 4
, 1 1 _
det B =135, det C =7, 13*1:37r 10 3 -6/, c1—7<f ;)

\o 14 7

1 0 -2 5 2 =2

2.8 Vypocitejte inverzni matici k matici A= | -2 1 31. Al=14 2 1

0 1 -2 2 1 -1

312 0 1 1
2.9 Jsou dény matice A = 0 2 1),B= <_1 0 2). Vypoditejte inverzni matici A~*
-1 3 3

a matici D = BA™!.

3 3 -3
1 1

Al=—_1|-1 11 -3|, D=— ! L3
12 12

_ <4
5 _10 6 1 =23 15
2 3 0 4
ey . . 1 2 1 1
2.10 Vypocitejte determinant matice A = 3 4 ] 1 det A=2
1 2 2 -1
2 0 -3 3
e . . 1 4 3 -1
2.11 Vypocitejte determinant matice A = 1 -4 8 0 det A =294
0o 3 -1 2
2 211 1
5 6 3 4 5
2.12 Vypocitejte determinant matice A=| 7 5 3 5 7 det A =120
13 10 3 8 13
7T 211 6
1 2 1
2.13 Vypocitejte hodnost matice A= (0 5 —1]. h(A) =2
2 -1 3
-1 1 2 4
2.14 Vypocitejte hodnost matice A = 0o 1 -1 2]. h(A) =3
2 -1 0 3
1 -1 1 01 2 1 2 3
2.15 Jsou dény matice A = | 0 5 21,B=1-2 9 3],C=11 4 9. Vypoditejte
1 -4 0 10 6 0 1 2 4
matice P=A— BT —3C, Q = (3AT + B)C, R = C?B, S = CBC a determinanty matic

A BacC.
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-2 -5 -18 9 20 38 298 348 60
P=|-4 —-16 -31)], Q=10 68 165|, R=|678 788 136
-4 —-13 -12 25 T4 147 334 391 68
71 216 443
S=|187 556 1121 ), detA=1, detB=—174, detC =2
87 260 527

2.16 Vypocitejte minor submatice B matice A z piikladu 2.14, jestlize submatice B je tvofena:

(a) 1. a 3. fadkem a 1. a 2. sloupcem matice A,

(b) 2. a 3. fadkem a 2. a 4. sloupcem matice A,

(c) 1. a 3. radkem a 2. a 4. sloupcem matice A,
)

(d) v8emi fadky a 1., 3. a 4. sloupcem matice A.

2.2 Baze a jejich transformace

Bazi vektorového prostoru V' dimenze n muZzeme definovat jako uspoirddanou n-tici linearné
nezavislych vektori, které tzv. generuji vektorovy prostor V', tj. kdy kazdy vektor z vektoro-
vého prostoru V' lze vyjadrit jako linearni kombinaci téchto (bazovych) vektorti. Vyznamnou
roli pii praktickych vypoctech hraji baze ortogonalni, resp. ortonormalni. Ortogondlni bdaze je
specidlnim pripadem obecné baze, kdy rizné bazové vektory jsou na sebe kolmé. Pro bazové
vektory Z;, Zj, i # j tedy plati

Z;-@; =0, pripadné v algebraické notaci, (&, &) = 0. (2.20)
Ortonormdlni baze je speciadlnim pripadem ortogonalni baze, kdy v8echny bazové vektory (zna-
¢ime je v tomto piipadé €;, Casto se také pouZiva X;) maji navic jednotkovou velikost,

€; - €5 = 0,5, piipadné, (€;,€;) = 0;. (2.21)
Na pfikladu obrazku 2.2 zkonstruujeme matice prechodu mezi bazemi a ukadZeme princip re-
prezentace vektoru v riznych bazich v R? (v piipadé vyssi dimenze vektorového prostoru bude
postup zcela analogicky). Jsou zavedeny dvé baze £ a F, ¢erné a ¢ervend, s bazovymi vektory
€1, €2 a fl, f;, kdy ¢erna béze je ortonormalni, ervena béze je zcela obecné. Prechod z ¢ervené
baze F do Cerné baze £ je zde dan vztahy (popisujicimi vektorovy soucet)

fi =256 + 0,56,

fo=03é8 + &, (2:22)
Miuzeme tedy ihned napsat matici prechodu S z baze F do béze &:
5 1
S(Fs &) = g 2 (2.23)
0 1

Matici pfechodu ((2.23), i vSechny dalsi) lze zapsat také pomoci sloupcového formalismu, tj.
vektory fi, fo budou zapsany jako sloupcové. V takovém pripadé bude ,,sloupcové” zapsana ma-
tice pfechodu nasobit libovolny, rovnéz sloupcovy vektor (viz rovnice (2.29) v dalsim vykladu),

zapsany za matici. Ostatni dale popsané principy zustanou nezménéné.
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é

Obrazek 2.2: Schéma reprezentace vektoru ¥, vyznaéeného zelenou barvou, ve dvou rtznych bézich
v R?, v &erné vyznacené ortonormalni bazi s bazovymi vektory €, €» a v &ervené vyznatené obecné
béazi s bazovymi vektory fL fé Ptechod z Cervené do Cerné baze je dan vztahy: fi = 25¢é1 + 0,5€5,
ﬁ = 0,3€; + &. V ferné vyznacené bazi ma vektor ¥ slozky o velikosti (2,2), velikost slozek je zde
znazornéna prumétem vektoru v do sméri jednotlivych vektort baze, zvyraznénym cernymi ¢arkovanymi
Carami a znamena pomér velikosti téchto priaméta ku velikosti prislusnych bazovych vektori. Totéz
plati v ¢ervend vyznacené bazi, kde velikost slozek je dana primétem vektoru ¢ do sméru jednotlivych
béazovych vektord, zvyraznénym ¢ervenymi ¢arkovanymi ¢arami. Velikost slozek vektoru ¢ v Cervené

28 80
471 — — | = 2 1,7).
bazi bude (47, 47> (0,65 1,7)

Z rovnic (2.22) snadno odvodime rovnice pro €1, €2, tedy rovnice opa¢ného prechodu z ¢erné
baze £ do Cervené baze F:

. 20 - 10 -

&= —=f1— =f,

47 47

(2.24)
- 6 JF n 50 f

€y = —— — fo.

2Tt T ar?

V maticovém zépisu pijde o zpétnou matici prechodu T, kterd je inverzni vaci matici S, tedy

T=5"

20 10
T (£ F) = 467 gg . (2.25)
4747

Dany (zeleny) vektor ¥ ma vodorovnou a svislou slozku v ¢erné bézi £ znazornénou pramétem
vektoru do vodorovné a svislé osy, tj. do sméri, které odpovidaji bazovym vektorim €}, €s.
Velikosti téchto slozek budou odpovidat poméru délek téchto primétu (vyznacenych ¢arkované
¢erné) a piislusnych bazovych vektorti, mizeme tedy vektor ¢ zapsat jako vektorovy soucet
(v tomto piipadé pfedem zvolenych) nasobki vektori baze £, nebo pouze pomoci slozek:

U=2¢+2¢é, nebo v=(2,2), (2.26)

kdy ve druhém pfipadé implicitné predpokladame, Ze se ,,pohybujeme® v bazi £. Urcen{ slozek
vektoru ¥ v Cervené bazi F bude zcela obdobné. Priuméty vektoru ¢ do smért bazovych vektori
fi, ﬁ jsou znézornéné Carkované Cervené, velikosti slozek budou opét odpovidat poméru délek
téchto pruméti a pfislusnych bazovych vektori. Uvédomime-li si, Ze vektor ¥ je jen jeden a
tedy vektorovy soucet jeho slozek musi byt stejny bez ohledu na to ze které béze se na néj
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,divame*, muzeme pro stanoveni jeho slozek v bazi F napiiklad nejprve analogicky k rovnici
(2.26) obecné napsat

T=afi+bfy =28 +2&. (2.27)
Dosazenim za vektory €1, €5 z rovnice (2.24) dopocitame velikosti slozek a, b:

28 - 80 » 28 80
U= Z?fl + 7f2, nebo U= ( ) ) (228)

47 47747
kdy ve druhém pfipadé opét implicitné predpokladéame, Ze se ,,pohybujeme* v bazi F. Stejny
vysledek dostaneme, vynasobime-li vektor v, zapsany pomoci jeho slozek v ¢erné bézi £, matici
T prechodu z ¢erné baze £ do Cervené baze F:

20 10
B 47 47| _ (28 80
= (2.2 = —,— . 2.2
wn-co| ¥ F|-(53 (2.29)
47 47

Zpétnou transformaci miuZzeme ovefit vynasobenim takto ziskanych slozek (a, b) vektoru ¥ v bazi
F matici S prechodu z ¢ervené baze F do ¢erné béaze &, vysledkem musi byt pivodni slozky

vektoru v v bazi &:
25 50
A7 AT

Obdobnym postupem bychom zjistili, Ze v jiné ,,éervené béazi“ F, dané transformaci

W | Ot

=(2,2). (2.30)

el

10

2= &+ @&, .

(kde baze £ je opét ortonormélni) bude reprezentace obecného vektoru @ = 3é1+1,5¢e; = (3, %)
mit podobu (zkuste sami na¢rtnout piislusny obrazek)

i=fi+fr=(1,1), (2.32)

V piipadé ortonormélnich bazi budou matice prfechodu mezi nimi maticemi pouze rota¢nimi,
tedy ortogonalnimi. Musi tedy platit: T—' = TT a zérovei: det T = det T~! = +1 (pokud
det T = det T™! = —1, jedn4 se o tzv. nepravou (nevlastni) rotaci, tedy rotaci spojenou se
zrcadlenim v roviné kolmé k ose rotace). Dalsi podrobnosti, tykajici se vektorového a maticového
poctu véetné pocitani s bazemi - viz prislusné kursy linearni algebry.

e Priklady:
2.17 Ve vektorovém prostoru R? jsou dany vektory @1 = (1,2,1), vp = (—1,1,1), 73 = (2,1,0).

Tvoii tyto vektory bazi tohoto vektorového prostoru ? ne

2.18 Necht vektory €1, &, €3, €4 tvoif ortonormalni bazi vektorového prostoru R%. Rozhodnéte,
jestli vektory o = 21 +€y+€3—€4, U= €1 —€y+ €3+ €4, W = € —€3— €y, Z = €1+ €+ €3,
tvori také bézi tohoto vektorového prostoru. ano
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2.19 Naleznéte matice pfechodu mezi standardni ortonormélni bazi (kartézské soustavy) a
ortonormalni bazi cylindrické soustavy (transformac¢ni rovnice viz odstavec 4.2).

Er cos¢p sing 0 €x €y cos¢p —sing 0 €y
€p| = | —sing cos¢p 0 €y | €y | = |sing cosp 0 €4
€, 0 0 1 €, €, 0 0 1 €,

2.20 Naleznéte matice prechodu mezi standardni ortonormélni bazi (kartézské soustavy) a
ortonormalni bazi sférické soustavy (transformacni rovnice viz odstavec 4.3).

Er sinfcos¢p sinfsing cosd €y
ég | = | cosbcos¢p cosflsing —sinf €y
€ —sin¢ cos ¢ 0 €,
€ sinfcos¢p cosfcos¢p —sing e
€y | = | sinfsing cosfsing cos¢ €y
€, cos —sin6 0 €

2.21 Naleznéte matici pfechodu pro slozky polohového vektoru pevného bodu pii otoceni kar-
tézké soufadnicové soustavy o thel a okolo osy z (tzv. matici rotace). Polohovy vektor
obecného bodu v otofené soustavé oznacime 7' = (z/,y, 2’), polohovy vektor stejného
bodu v puvodni soustavé bude ¥ = (z,y, 2).

x! cosa sina 0 T
Yy | = | —sina cosa 0 Y
2 0 0 1 z

2.22 Naleznéte matici G Galileovy transformace ¢asoprostoru. Galileova ¢asoprostorova trans-
formace je dana piitazenim (¢,2',y',2")T — (t,z,y,2)7 , kde t/ = t, ' = x — vy,
Yy =y —uytaz =z— v, pficemz vektor ¥ = (v, vy, v;) interpretujeme jako rychlost
a u je obdobny vektor rychlosti v ¢arkované soustavé. Vynasobenim matic dokaZte vztah
G;Gz = Gy, y a vysvétlete pro¢ se tento vztah nazyva klasickym pravidlem skladdn

rychlosti.

1 0 0 O 1 0 0 0
— Vg 1 0 0 —VUg — Uy 1 0 0
—v, 0 1 0 —vy—uy 0 1 0
—v, 0 0 1 —vz—u, 0 0 1

2.23 Vektor @ ma v ortonormdlni bazi B v R? slozky (11/2, —1). Pfechod mezi bazemi B a B’
je dan vztahy

51/ =4de; + éo,
52/ = —€1 — 262.
Urcete matici T prechodu z baze B do baze B’, matici S piechodu z baze B’ do baze B a

slozky vektoru @ v bazi B'. Je baze B’ ortonormélni (uved'te divod) ? Nakreslete obréazek,
znazornujici velikost a smér v8ech uvedenych vektort, tj. vektori obou bazi i vektoru d.

4 2
19 19 4 1
T = 3 g | S=13 o) dy = (1,1), baze B’ nenf ortonormalni.
2

19 19
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2.24

2.25

2.26

2.27

Vektor @ mé v ortonormdlni béazi B slozky (1,0, —2). Pfechod mezi bazemi B a B’ je dan
vztahy

€ =—¢e +é — és,

e = ¢éf + 2¢é4,

€3 el +é + 2¢éj.

Urcete matici T prechodu z baze B do baze B’, matici S pfechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazi B'. Je baze B’ ortonormalni (uvedte diivod) ?

-1 1 -1 -2 -3 2
T = 10 2|,8= 0 -1 1|, dpy = (=3,—1,-5), baze B’ neni ortonor-
11 2 1 2 -1
malni.
Vektor @ ma v ortonormdlni bazi B’ slozky (1,2, —1). Pfechod mezi bazemi B a B’ je dan
vztahy
e = éy — e,
ey = € + 2¢éy,
é3 =€/ + € + 2é,.

Uréete matici T prechodu z baze B do baze B’, matici S prechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazi B. Je baze B ortonorméalni (uved'te divod) ?

01 -1 2 3 =2
T=110 2|, S= 0 —1 1|, dgy = (3,2,—1), baze B neni ortonormalni.
1 1 2 -1 -1 1

Vektor @ ma v ortonormdlni bazi B’ slozky (1,1,1). Pfechod mezi bazemi B a B’ je dan
vztahy

51 - gll - 2 52/ - 3 é‘a’ 3
g2 =2 gl/ - 62/ - 5 3’ 5

Urcete matici T prechodu z baze B do baze B’, matici S pfechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazi B. Je baze B ortonormalni (uvedte divod) ?

1 -2 -3 0 1 1
T = 2 -1 -1}, §= 1 2 5], dp)=(0,2,3), baze B nenf ortonormalni.
-1 1 1 -1 -1 -3

Vektor @ ma ve standardni kartézské bazi £ slozky (1, —v/3, 1). Déle jsou zadany dvé béaze
B a B, pricemz matice R™! prechodu z baze B’ do baze £ ma tvar
V3 1
2 3 0
R(B +— &)= -1 @ 0
0 01
Piechod mezi bazemi B a B’ je dan vztahy
51 — é‘{ - 52/ - 253/7
62: 251/_52/+ 53/,
gg = _gl/ + 82/ + 353/
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2.28

2.29

Urcete matici T prechodu z baze B do baze B’, matici S piechodu z baze B’ do baze B a
slozky vektoru @ v bazich B a B'. Jsou baze B a B’ ortonormalni (uved'te diivod) ?

1 -1 -2 —4 1 -3
T=| 2 -1 1|,8=(-7 1 —5], @m) =(0,-2,1), G = (15, -2,11),
-1 1 3 10 1

B’ ano, B ne.

Vektor @ ma ve standardni kartézské bazi £ slozky (1,1,1). Dale jsou zadany dvé baze B
a B, pii¢emz matice R™! prechodu z baze B’ do baze £ ma tvar
1 1 1
) 3 035 10 =3
R ' (B +— &)= 01 0 R=10 1 0
-1 0 1 10 3
Piechod mezi bazemi B a B’ je dan vztahy
€] = ey + éy,
62 — 261/ + é"g’,
53 == —51, + 521

Urcete matici R pfechodu z baze £ do baze B’, matici T piechodu z baze £ do baze B,
matici S prechodu z baze B do baze £ a slozky vektoru @ v bazich B a B’. Jsou baze B a
B’ ortonorméalni (uvedte divod) ?

-2 3 2 -1 1 1
T=|-11 2|, 8= 0 0 2|, dpy=(2,1,0),d3) = (-3,3,4),
0o 1 o L1 1
2 2 2
B’ ne, B ne.

Vektor @ ma ve standardni kartézské bazi € slozky (1,1,1). Dale jsou zadany dvé baze B
a B', pii¢emz matice R™! prechodu z baze B’ do baze £ méa tvar

0 -1 0
RYB+—&=[1 0 0
0 0 -1
Piechod mezi bazemi B a B’ je dan vztahy
gl — 62, + 63,,
é’Q == 251’ + 53/,
63 = _61/ + 52,

Uréete matici T prechodu z baze £ do béaze B, matici S prechodu z baze B do baze £ a
slozky vektoru @ v bazich B a B’. Jsou baze B a B’ ortonormélni (uvedte davod) ?

—1 1 2 1 0 —1
T — 1 —1 —1 3 5 — 0 —2 —1 5 d(B’) - (—1, 1, —1), J(B) — (—2 1,3),
-2 1 2 1 1 0

B’ ano, B ne.
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2.30 Vektor @ ma ve standardni kartézské bazi £ slozky (1,1,2). Dale jsou zadany dvé baze B
a B', pficemz matice R™! prechodu z baze B’ do béaze £ ma tvar

1 1 0
R'\B+—&=|-110
0 01
Piechod mezi bazemi B a B’ je dan vztahy
e = —éy — 2€5,
> L, 3, >/
€2 =561 — 56 + €3,

Uréete matici T prechodu z baze £ do béze B, matici S prechodu z béze B do baze & a
slozky vektoru @ v bazich B a B'. Jsou baze B a B’ ortonormalni (uvedte divod)? Je baze
B’ ortogonalni (prokazte) ?

-4 1 -3 1 -1 -2
T=(-71 —5|,8=| 2 -1 1], dg=(-92-6),dm) =(1,0,2),
10 1 -1 1 3

B’ ne, B ne. Ano.

2.3 Uvod do tenzorového poétu

vvvvvv

Kromé skalari a vektori (tj. tenzori nultého a prvniho Fadu) existuji slozitéjsi algebraické struk-
tury, tedy tenzory vyssich fadt. Z nich nejbéznéjsi a nejjednodussi jsou tzv. tenzory druhého
fadu, které obvykle popisuji fyzikalni pole s tzv. smykovymi u¢inky (reprezentovanymi nediago-
nalnimi prvky v pfislusném tenzoru) v mechanice kontinua, napiiklad tenzor deformace, tenzor
napéti, atd. Kartézskym tenzorem druhého fadu nazveme matici T = (Tj;), i,j = 1,2,...,n,
transformuji-li se jeji prvky Tj; pii ortogondlni transformaci souiadnic (rotaci v n-rozmérném
sprostoru“) x = a;jz; (viz piiklad 2.21, a;; jsou prvky ortogonalni matice) podle vztahu

Tz,] = aikalekl. (2.33)
Tak jako kazdy obecny vektor ¥/ je tvofen n skalarnimi slozkami (vq, ve, ..., v,), je obecny tenzor
druhého fadu T tvofen n ,vektorovymi“ slozkami (77, Ts,...,T,), které lze obecné zapsat,
- 1>,
=1, (2.34)
Ty

kde kazdy z vektort T} je zapsan pomoci n sloZek. ZapiSeme-li obecné n-rozmérny tenzor dru-
hého Fadu formou explicitniho maticového zapisu, bude obsahovat n? prvki,

T T2 - Tin
To1 Top -+ oy

T = (Ty) = , (2.35)

Tnl Tn2 Tnn
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Jo

Zapiseme-li tedy 3-rozmérny (nejbéznéjsi) tenzor druhého fadu formou explicitniho maticového

Zapisu,
Ty T2 Ti3
T=(T;)=|Ta1 T T3 |, (2.36)
T31 132 33

je kazdy ze ti1 vektori T; reprezentovan jednim sloupcem matice (2.36). V tomto odstavci opét
pro jednoduchost zatim nezavidime pocitani s hornimi a dolnimi indexy a déle se zde také
budeme ,,pohybovat® pouze v kartézské ortonormalni bazi.

Geometricky vyznam tenzoru druhého fadu z rovnice (2.36) si miZzeme piiblizit na piikladu
tenzoru napéti. Na téleso kone¢nych rozmért muize, na rozdil od hmotného bodu, ptisobit sila
(sily) takovym zptisobem, Ze v riiznych bodech tohoto télesa méa vektor sily (vyslednice sil) riz-
nou velikost a smér. Predstavme si, Ze toto téleso se skldda z jednotlivych malych objemovych
elementt, ohrani¢enych plosnymi elementy (pro jednoduchost si predstavujme malé krychlicky
s hranami rovnobé&znymi s jednotlivymi kartézskymi osami). Ptsobeni sily na kaZdou takovou
plogku vybrané krychlicky miZzeme rozlozit na tii nezavislé sméry: kolmo (norméalové) a rovno-
bézné (tangecialné) ve sméru dvou zbyvajicich os. Protoze plosky jsou orientovany také ve tfech
ruznych smérech, oznac¢ime vzdy prvnim indexem orientaci kazdé plosky podle sméru jeji nor-
maly a druhym indexem vzdy jeden ze tif jednotlivych smért rozlozené sily ptisobici na plosku.
Potfebujeme tedy obecné celkem 9 slozek.

e Symetrické a antisymetrické tenzory:

Tenzory druhého fadu (analogicky k symetrickym, respektive antisymetrickym maticim) lze
rozlozit na soucet symetrického a antisymetrického tenzoru druhého fadu. Pro kazdy prvek
Tij, 4,5 = 1,...,n plati

1

1
5 (T +Tji) + 5

Tij:2

(Tij — Tji) = Sij + Qij, (2.37)

kde (Sj;) je n-rozmérny symetricky tenzor druhého fadu, uréeny n(n + 1)/2 prvky, (Qij) je
n-rozmérny antisymetricky tenzor druhého fadu, uréeny n(n — 1)/2 prvky. U tenzoru vyssich
radua se symetrie nebo antisymetrie vztahuje vzdy pouze k uréité vybrané dvojici indext.

e Scitani tenzoru:

V nasledujicich pojednéanich implicitné predpokladéame, zZe se jedna vzdy o tenzory v ,,prostoru‘
stejné dimenze n. S¢itdme (analogicky ke s¢itani matic) jednotlivé prvky se stejnymi indexy
(zalezi na jejich poradi), s¢itat tedy miZzeme pouze tenzory stejného fadu, napiiklad

Riji = aPyji, + BQijk, (2.38)

kde a a ( jsou skalary.

e Kontrakce tenzoru:

Kontrakei (izenim) tenzort rozumime soucet pies kazdou dvojici dvou stejnych indexii v tenzoru
Tijk... (kdy nyni budeme samotné tenzory v souladu s obvyklou konvenci zapisovat bez zavorky,
tedy pomoci jeho prvki). Kontrakei tenzoru druhého fadu Tjj, kdy polozime ¢ = j, tak bude
(Einsteinova sumacni konvence) Tj; = Th1 + Tag + T33 = tr( T) = «, tedy skalar (stopa tenzoru
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druhého fadu). Kontrakef tenzoru tietiho fadu T;j, kdy polozime napiiklad j = &, bude Tj;; =
Ti + Tioe + Tizs = BT;, tedy vektor, kontrakei tenzoru ctvrtého fadu Tjji, kdy polozime
napiiklad k = [, bude T}, = Tij11 + T o2 +Tij33 = 135, tedy tenzor druhého fadu, atd. Kazda
kontrakce (tzeni) tenzoru Tjj.. libovolného fadu (nejméné oviem druhého fadu se dvéma
indexy) snizuje fad tohoto tenzoru o dva.

e Nasobeni tenzori:

Analogicky ke zptisobu zapisu vektoru pomoci slozky a jednotkového bazového vektoru (v Ein-
steinové notaci) ¥ = v;€; mizeme tenzor druhého fadu zapsat jako

T =T;;¢;€; nebo T =T,;¢; ® €. (2.39)

Rovnice (2.39) vyjadiuje tzv. tenzorovy soucin kartézskych bazovych vektori, tedy tenzorovy
sou¢in dvou vektori stejné dimenze, kdy prvni z nich je sloupcovy a druhy radkovy. Tento
specialni pripad tenzorového sou¢inu se také nazyva dyadicky sou¢in (dyadic product). Jednéa
se tedy o soucin matic typun x 1 a 1 X n s vyslednou matici typu n x n, na rozdil od skaldrnfho
soucinu, ktery muzeme obdobné vyjadrit jako soucin fadkové a sloupcové matice typu 1 x n
an X 1 s vyslednou matici typu 1 x 1, tedy skalarem. Jednotlivé tzv. bdzové tenzory druhého
fadu (dyady) €;€; v rovnici (2.39) mizeme v kartézské soustavé (kdy n = 3) explicitné vyjadrit
nasledujicim maticovym zéapisem,

100 010 00 1
ger=100 0|, @aé&=00 0|, @ée=(0 0 0],
000 000 000
000 000 00 0
Ber=11 00|, &ék=[01 0], és=[(00 1], (2.40)
000 000 000
000 000 00 0
&Ba=100 0|, @&ea=(00 0], &&=[0 0 0
100 010 00 1

Z rovnice (2.39) zaroven vyplyva, ze kazdy prvek Tj; tenzoru druhého fadu mizeme urcit (ob-
dobné jako slozku v; vektoru ¢ lze uréit skalarnim soucinem, v; = ¥ - €;) pomoci dvojitého
soucinu

Tij=¢-T-é&, (2.41)

kde jednotlivé skalarni souciny reprezentuji v tomto pfipadé maticové nasobeni, tj, vektor €;
bude fadkovy a vektor €; bude sloupcovy. Tenzorovym soucinem dvou vektor ¥ a W je tedy
tenzor druhého radu, pro jehoz kazdy prvek T;; plati

Tij = Viwy. (2.42)
Pro dyadicky soucin také plati nasledujici identity,
(U ®7) - = (V- W), - (V@) = (u-0)d, (2.43)

kdy skalarni sou¢in opét reprezentuje maticové nasobeni.
Vysledkem tenzorového soucinu tenzort obecnych fadt bude vzdy tenzor Fadu, odpovidaji-
ctho souc¢tu fadu puvodnich tenzori (jehoz dimenze bude odpovidat jejich souc¢inu). Napiiklad
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tenzorovym soucinem tenzoru druhého fadu P s prvky Pj; a tenzoru prvnfho fadu (vektoru) ¢
se slozkami ¢ bude tenzor tfetiho fadu R s prvky R;jx, tenzorovym soucinem tenzoru druhého
fadu P s prvky P;; a tenzoru druhého fadu Q s prvky @ bude tenzor ¢tvrtého fadu R s prvky
R;j1, atd. Tenzorovy soucin obecnych tenzort P, Q, R (libovolného fadu) mé nasledujici vlast-
nosti:

e PQ#Q®P, (2.44)
e PR(Q®R)=(P2Q)®R, (2.45)
e PR(aQ+PBR)=aP2Q+BP®R, (aP+BR)®R=aP®R+BQ®R, (2.46)

kdy rovnice (2.44) vyjadifuje obecnou nekomutativitu tenzorového soucinu (ve specialnich pii-
padech, napfiklad pro tenzory nultého fadu nebo pokud P = Q platit nemusi) a kde rovnice
(2.45) a (2.46) vyjadiuji asociativitu a linearitu tenzorového soucinu.

e Kroneckerovo delta:

Tzv. Kroneckerovo delta je matematickd funkce, znacenad symbolem &;;, ur¢ena nasledujicim
zplsobem:

~_J1, pokud i=j,
0 = {O, pokud i # j. (2:47)
Neékteré dulezité vlastnosti funkce Kroneckerovo delta:

e Ortonormalitu vektori €;, €; mizZeme vyjadiit jako e;e;d;;.

o 5“ =3.

Kroneckerovo delta d;; zaménuje indexy slozek vektort nebo prvki tenzori, napiiklad

Ui(sij = Uj, nebo obecné Tij k. zdkl = Tz’j oz (2.48)

Kontrakce (tizenf) sou¢inu dvou funkei ;04 s jednim spoleénym indexem j na vyslednou
funkeci d;, UZeni soucinu dvou funkei se dvéma spoleénymi indexy 4, j na vyslednou funkci

(51'3'(5@']' =, = 3.

e Kroneckerovo delta d;; redukuje sumaci (tj. odstraiuje jednu sumu), kdy napiiklad
DD Aisi =) Ag, SO Akt = Ajidi = Aij. (2.49)
i g 7 j k J

e Antisymetricky (permuta¢ni nebo také Levi-Civitiv) symbol:

Tzv. antisymetricky (nebo také Levi-Civitiv - viz oddil 2.1) symbol, znaeny &;j, je definovan
v R3 zpisobem

+1, pokud ijk jsou sudé permutace, tedy ijk = 123,231, 312,
gijk = § —1, pokud ijk jsou liché permutace, tedy ijk = 132,213,321, (2.50)
0, pokud se nékteré dva indexy opakuji, tedy pokud i =jVvj=kVk=1.

Nekteré dilezité vlastnosti Levi-Civitova symbolu e
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e Umoznuje stanovit vyraz pro determinant obecné ¢tvercové reguldrni matice A libovolné
dimenze (je popsan v rovnici (2.13)). Napiiklad pro matici A dimenze 3 x 3 potom dosta-
vame

det A= Zgijk Ail Ajg Akg. (251)

i7j7k

e Velmi uziteéna pii vypoctech (napiiklad vektorovych identit nebo pisobeni diferenciélnich
operatoril) je také souvislost mezi Levi-Civitovym symbolem ¢;;;, a Kroneckerovou funkei
dij. 7 definice Levi-Civitova symbolu (2.50) jasné vyplyvé, Ze spoleénym ptisobenim dvou
symbolil ;5 & €,y dostdvame identitu

EijkElmn = 0il0jmOkn + OimOinOrl + 0indji0km — 0i10jn0km — Oim0ji0kn — Oindjmor, (2.52)

kterou mizeme kompaktnim zplisobem zapsat pomoci maticového formalismu ve tvaru

Oit im0
EijkElmn = det (Sj (Sj (5]' . (2.53)
Okl Okm Okn

e 7 rovnice (2.53) a ze zuzeni sou¢inu Kroneckerovych funkei delta se spoletnymi indexy
déale vyplyvé, Ze ptlisobeni dvou Levi-Civitovych symboli €1k, s jednim spolecnym
indexem k zjednodusi rovnici (2.52) do podoby

€ijkEkim = 0i10jm — dimdji, (2.54)
e V piipadé dvou, pripadné vSech t¥i spoleénych indexti dostaneme
EijkEjkl = 2041, €ijkEijk = 6. (2.55)

e Levi-Civituv symbol miZzeme definovat i v R™ (popsano také v kapitole 2.1), sudé per-
mutace budou vytvafeny sudym poctem ¢&iselnych zamén pro n riznych indext, liché
permutace lichym poc¢tem ¢&iselnych zamén. Napriklad sudé permutace symbolu 19234 bu-

dou €0123, €0231, €0312, €1032; €1320, €1203, £2130, 2301, £2013, €3210, £3102, €3021. Ostatnich
12 permutaci (bez opakovani) bude lichych.

e Gradient a divergence tenzoru:

e Derivovani skalarnich funkci popisuje kapitola 1.1. Vyznam operatora gradientu, diver-
gence a rotace a jejich nékterd pusobeni na tenzory nultého a prvniho fadu je podrobné
vysvétlen v kapitole 5.3.

e Gradient (viz odstavec 5.3) tenzoru zvySuje tzv. fad tenzoru o jednicku, tj. napiiklad
z vektoru (tenzoru prvniho Fadu) vytvoii tenzor druhého fadu, z tenzoru druhého Fadu
tenzor tietiho fadu, atd. Napiiklad gradient tenzoru T druhého faddu mizeme v kartézské
souradné soustavé obecné zapsat,

0Ty,

VT = o = Rijt, (2.56)

s odpovidajici reprezentaci pomoci matice s 27 prvky. Ve vysledném tenzoru (tfetiho fadu,
tyka se ale obecné jakéhokoli fadu) v rovnici (2.56) upozoriujeme na poradi indext, kdy
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prvni index oznaCuje proménnou, podle niz se derivuje, dalsi indexy oznacuji prislusny
prvek tenzoru.

Napigeme-li tedy explicitng gradient vektoru (v kartézské souradné soustavé v R?), dosta-
vame

0A, 0A, OA,

oA ox ox ox
VA=Y kdeTy = | 2 94y OA: (2.57)

0x; oy Oy oy

0A, 0A, O0A,

0z 0z 0z

e Divergenci tenzoru miizeme chéapat jako kontrakci gradientu, kdy napfiklad v rovnici
(2.56) polozime i = k, dostaneme tak namisto tenzoru tietiho fadu tenzor prvniho fadu
(vektor) se slozkami A; = 0Tj;/0x). Divergence (viz také odstavec 5.3) tenzoru tedy
snizuje rad tenzoru, tj. napfiklad z tenzoru druhého radu vytvoii vektor, z vektoru skalar,
atd. Divergenci tenzoru T druhého fadu mizeme v kartézské soufadné soustavé v R3
obecné zapsat,

0T, S
L& =A (2.58)

_'-T: :
v 8.1:j

Explicitné rozepsany vysledny vektor bude mit tvar

- oT. oT, oT,, OT, oT, oT,, JT oT. oT.
A= Tx Ty xz Yy Yy yz 2T 2y 2\ 9
< Ox + oy + 0z = Ox + oy + 0z = Oz + Oy * 0z > (2:59)

Rovnici (2.58) mtizeme také zapsat formou maticového nasobeni vektoru gradientu s ten-

zorem T,
T
. o o o wa Txy Tmz
V.T = 52 B B2 Tye Ty Ty | - (2.60)
4 T Ty T

kde vysledny vektor je dan rovnici (2.59).

e Priklady (uvazujeme vzdy kartézskou ortonormalni bazi daného vektorového prostoru) :

2.31 NapiSte explicitni podobu skalarniho souinu « - ¥ s obecnym parametrem a a potom
tenzorovy (dyadicky) soudin @ ® ¥ a ¥ ® @ vektora @ = (1,5,—-5,2) a ¥ = (2,—1,a,4)
v R%, kdy oba vektory budou vzajemné kolmé. Provedte kontrakei vyslednych tenzori
druhého Fadu.

2 -1 1 4 2 10 -10 4

- L 10 =5 5 20 L -1 =5 h —2
U-v=51—-a), U= 10 5 —5 _9o| T®U= 1 5 -5 9
4 -2 2 8 4 20 =20 8

Kontrakei obou tenzort druhého fadu ziskdme (shodny) skalarni soucin obou vektori,
pokud 4 L ¥, potom @ - ¥ =0
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2.32

2.33

2.34

2.35

2.36

Napiste explicitni podobu tenzorového sou¢inu tenzoru druhého fadu T a vektoru ¥ v R3,

11 -1
T,=12 1 2|, 7=(422),
31 1

a poté provedte jeho kontrakci polozenim indexu, oznacujiciho slozky vektoru, rovnym j.

Ri11 Rii2 Rz Rion Rize Rioz Rizi Riza Riss
Tij @ur = Sijr = | Ron1 Ro12 Roiz Roo1 Roge Rooz Razi Roga Ross | =
R311 R312 R313 R3a1 Rzzo R3oz R331 R3zza Rass

422 422 —4 —2 -2
=8 44422 8 4 4|, S=(4,14,16)
12 6 6 4 2 2 4 2 2

Napiste explicitni podobu tenzorového soucinu dvou tenzort druhého fadu P a Q v R?,

2 2 1 -1 o .
Py = < ) , Qu = ( ) , a poté provedte jeho kontrakci pomoci [ = k.

1 3 1 2
Ri111 Rtz Rioin Ri2iz 2 -2 2 =2
—p | Bu2r Ruoz Rigor Risoa | _ |2 4 2 4 (66
Fij©Qu = Riju = Roi11 Rotiz Rooni Rooi2| |1 -1 3 =3’ Hij = (3 9>
Ro121 Rot22 Rogo1 Ragoo 1 2 3 6

Slozky y; vektoru ¥ jsou dany rovnici y; = b;;2;, kde slozky z; vektoru 2 jsou dany rovnici
zi = ai;xj, 1,7 = 1,2,3. Napiste explicitné i pomoci Einsteinovy notace transformacni
rovnice slozek vektoru ¢ pifimo pomoci slozek vektoru .

y1 = (bria11 +bigagr +bizasi )z + (bi1ai2 +bi2ass +bisasa) 22+ (bi1a13 +bi2a3 +bizass) 23,
y2 = (barai1 +baoagy +bazasi)z1 + (baraia +baoags +bazasa) zo + (baraiz + basass +bazass) 23,
y3 = (bs1a11 +bs2a1 +bszasz1)z1 + (bs1a12 + bszass +bszaszz) 22 + (bs1a1s + bgass + bzass) 23

Yi = bim@m;Z;
Upravte nasledujici vyrazy (i,j,...=1,2,3):

(a) 03i0kk, (b) 0ij0ikdji, (c) 0i10j10mmIqjOgk, (d) di10520k3, (€) 03100k — Okjdjnda

(a) 9, (b) 6k'l7 (C) 35Lk (d) 1, (e) 6(5il

Dokazte, ze:

)

)
(€) €ijrt €ijrr = 4!
(d)

)

00 O 0010 -10
(a)-(d) pomoci rovnic (2.52) a (2.53), (e)eyr=(0 0 =1 0 0 0 1 0 O
0 1 0O -1 000 0O
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2.37

2.38

2.39

2.40

2.41

242

2.43

2.44

2.45

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovéite vektoro-
vou identitu A x B = —B x A.

Pomoci identit e;,A;Br€; = —einjAjBré; = —einjBrA;€; = —eij1,Bj A€, pii prechodu
ze tretiho ke ¢tvrtému ¢lenu zaménime indexy j a k.

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovéite identitu
pro smiSeny souéin A- (BxC)=B-(Cx A)=C-(Ax B).

Pomoci tpravy vyrazu (A;€;) - (€;j1B;Cr€;) a naslednych sudych permutaci.

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovéite identitu
pro smisSeny sou¢in A - (B x A) = 0.

Analogicky k prikladu 2.38 dostdvame A;e;,B; A, = BicijrAj AL = B- (ff X /I) =0.
Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovéite vektoro-
vou identitu A x (Bx C)=(A-C)B—-(A-B)C.

Pomoci vyrazu (A;€;) X (€ximBiCm€k) = €ijkAjckim BiCm€; a dale pomoci rovnice (2.54).
Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovéite vektoro-
vou identitu (A x B)-(C x D)= (A-C)(B-D)— (A-D)(B-C).

Pomoci vyrazu (g;j1A;B€;) - (€itmC1Dm€;) a dale pomoci rovnice (2.54).

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu v Einsteinové notaci ovéite vektoro-
vou identitu (A x B) x (C x D)=C[D-(Ax B)] — D[C- (A x B)].

Pomoci dalsich tuprav vyrazu 51-.,-;{(/_1» X é)](é x D)€ s pouzitim rovnic (2.6) a (2.54).
Pomoci Einsteinovy a vektorové symboliky rozepiste vektorovou identitu V- (ff : ﬁ) B.

0 0B;  0A; 0B
jaﬁj 6% 8:1}2 8:1:]-

= (/Yﬁ) (ﬁ-é) +tr<ﬁffﬁ§)
Jednotlivé ¢leny tzv. Cauchyho tenzoru deformace E;; (popisujiciho malé deformace) lze

pomoci indexi zapsat jako
1 (0v; Ovj
Eij = Uy 2 ;
2 8$j 8xz

kde ¢,7 = 1,2,3 a v;,v; jsou slozky vektoru rychlosti. V Einsteinové notaci napiste vyraz
pro divergenci tohoto tenzoru, napiste také explicitni vyraz pro prvni vektorovou slozku
této divergence.

Avw—i-2 (ﬁﬁ)}

8Eij 1 82”07; (92/Uj 8ETT (9Eiy 6ETZ 1
- ’ + o ) ox

dr; 2 8.%? dx;0x; Ox oy 0z 2

Jednotlivé ¢leny tzv. Greenova-Lagrangeova tenzoru deformace E;; (popisujiciho libovolné
velké deformace) lze pomoci indexu zapsat jako

1 /0v; Ov; Ov Ou
E;; == J 7R
2 <8$j + (9.%'1 + 8:L'j 8.%'1 ’
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kde ¢,7,k = 1,2,3 a v;,v;, v, jsou slozky vektoru rychlosti. V Einsteinové notaci napiste
vyraz pro divergenci tohoto tenzoru.

OF;; 1 [ 0%v; 9%v; v, 02y Ovr 0%v
ij < ) j + k k + k k

gz; 2\ 022 " Oxidx; = Ow; Ordx;  O; O

2.46 Tzv. tenzor napéti T;; l1ze zapsat napiiklad formou

81}1' 4 0’Uj
81’j &%, ’

Tij = —pdij +n <

kde i,j = 1,2,3 a wv;,v; jsou slozky vektoru rychlosti, p je skalarni veli¢ina (skalarni
tlak) a n je konstanta (koeficient dynamické viskozity). Pomoci Einsteinovy a vektorové
symboliky napiste vyraz pro divergenci tohoto tenzoru.

8Tij 8p ({)21}1' 8%]- = = (=
= — y = — y 1 A/_'» . U
z; 0z T (axg T omor, | T VP 27+ (V7))

2.47 Tzv. tenzor viskézniho (stfihového) napéti o;; lze zapsat napiiklad formou

([ 0v;  Ov; v,
035 =1 <81E] + 6:31) +)\87xk(51]a

kde 7,7,k = 1,2,3, v;,vj, v, jsou slozky vektoru rychlosti a i A jsou konstanty (koefici-
ent dynamické viskozity, koeficient dilata¢ni viskozity). Pomoci Einsteinovy a vektorové
symboliky napiSte vyraz pro divergenci tohoto tenzoru.

OUij — (821)7; 021/']‘

Ox; 81,? N O0x;0x;

0?vy, . S (o
> + Aawi&l;k =nAv+ (n+\)V (V : 1))

2.4 Kovariantni a kontravariantni transformace: %

Pusobenim metrického tenzoru dané soustavy (viz napiiklad rovnice (B.4), (B.3), (B.36) a
(B.63) v priloze B) transformujeme slozky vektorovych a tenzorovych veli¢in mezi tzv. ko-
variantni a kontravariantni bazi, které rozlisuji kvantitativni chovini dané geometrické nebo
fyzikalni entity pfi zméné béaze. Abychom zachovali velikost vektoru jako takovou, musi byt
slozky vektori (napiiklad polohy nebo rychlosti), jejichZ rozmér je pfimo umérny méfitku baze,
kontra-variantni vici bazovym vektortim, zapisujeme je V =Vig. Naopak, slozky tzv. dudlnich
vektori, nazyvanych také kovektory (naptiklad vektor gradientu, ktery ma rozmér prevracené
hodnoty vzdalenosti), musi byt ko-variantni vici zméné béaze, zapisujeme je V =V V z4
pisu se tedy formalné odliSuji spodni nebo horni polohou indext. V ortogonalnich souradnych
soustavach ma tzv. kovariantni metricky tenzor m prvky g¢;; pouze na hlavni diagonéle (viz
tzv. Laméovy koeficienty, rovnice (B.11)). Pro tzv. kontravariantni metricky tenzor n' s prvky
g vzdy plati nn’ = E, tedy n’ = n~!, pro jejich prvky vzdy plati (Einsteinova sumaéni kon-
vence) gijgij = dim V, tedy dimenze piislusného vektorového prostoru V. Metricky tenzor je
vzdy symetricky, plati tedy gi; = gji, g7 = ¢7". Obecné a explicitni vyjadfeni transformace
vektoru V; z kovariantni do kontravariantni baze lze tedy zapsat zpusobem (viz Einsteinova
sumacni konvence):

VI = i = gV + 2V, + gV, (261)

% jsou oznaceny odstavce a piiklady, uréené primérné studenttim vyssich ro¢niki bakalarského studia
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Transformaci kovariantniho tenzoru druhého fddu 7;; do kontravariantni baze zapiSeme nasle-
dovné:

Tij = ¢* Ty = ¢V Ty + ¢ Ty + ¢T3 (smiSeny ko- a kontravariantni tenzor),  (2.62)

TV = g g " T = g ¢ 11 + " ¢ Tha + ¢ g7 Tiz + 929 T + ... + 99 Ts3. (2.63)
Analogickym zptisobem probéhne transformace tenzort libovolného vyssiho fadu. SmiSeny me-
tricky tenzor s prvky ¢} = gj- je vzdy reprezentovan jednotkovou matici.

V trojrozmérném prostoru jsou rozliSovany tzv. azidini vektory (pseudovektory), které se
nezrcadli spolu se souradnou soustavou (na rozdil od tzv. poldrnich neboli pravich vektori,
které se zrcadli) a které muZzeme definovat jako pseudotenzor V; dudlni k antisymetrickému
tenzoru Ty,

1 .,
=5 Tk = Ty) =T (kde i # j # k), (2.64)
kde jednotlivé prvky tenzoru T}, jsou definovany jako Ty, = A;j By, — ApBj, v R3 je tedy muizeme

1
Vi = 5¢ijelie, tedy Vi

povaZovat za odpovidajici slozky vektorového soucinu AxB. Obdobnym zpiisobem definujeme
v plochém Etyirozmérném prostorocase, jehoz metricky (Minkowskiho) tenzor mé tvar

1 0 0 0
0 —1 0 0

uv = g‘“’ = 0 0 -1 ol (2.65)
0 0 0 -1

antisymetricky pseudotenzor druhého fadu (tzv. Hodgeova dualita, znac¢ime * T ), ktery je dualni
s antisymetrickym tenzorem druhého fadu a antisymetricky pseudotenzor tfetiho radu, ktery
je duélni s vektorem

1
* Y §€quanm XUV — WO (2.66)

Pro vychozi permutaci Levi-Civitova symbolu v kovariantni bazi (v ramci zde zavedené kon-
vence, srovnej také napiiklad Lenc (2001)) plati 9123 = 1. Pro vychozi permutaci v kontravari-

antni bazi pak musi platit 2123 = g%0¢1¢22¢33¢(193, kde g"¥ jsou nenulové prvky Minkowskiho

metrického tenzoru z rovnice (2.65), a tedy €123 = —1 (stejnym zptisobem lze s pouzitim
rovnice (B.4) ovodit, Ze v plochém trojrozmérném prostoru plati e193 = £'2® = 1). Pro podrob-
néjsi studium tenzorové algebry doporucuji napiiklad Young (1993); Kvasnica (2004); Arfken

& Weber (2005).

e Priklady (uvazujeme vzdy kartézskou ortonormélni bazi daného vektorového prostoru) :

2.48 % Kovariantni metricky tenzor g;; valcové soufadné soustavy v poradi souradnicovych
sméru r, ¢, z, je vyjadren matici (viz rovnice (B.36))

10 0
9ij = 0 7’2 0
0 0 1

Obdobny kovariantni metricky tenzor kulové soufadné soustavy v poradi souradnicovych
sméru r, 0, ¢, je vyjadien matici (viz rovnice (B.63))
1 0 0
9i5 = 0 7’2 0
0 0 r%sin?@

Urcete:
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(a) vSechny nenulové tzv. Christoffelovy symboly I'f,, vélcové soustavy (urcujici kivost
dané metriky), které jsou obecné definovany ptredpisem (na rozdil od rovnice (B.12)
musime v ¢asoprostoru rozliSovat kovariantni a kontravariantni baze polohového vek-
toru, z, = (ct,—7) a ot = (ct,T))

1 Ogvx | Ogur  Oguw
r == PA BA [
<8:c“ T T 0 )

w9
(b) v8echny nenulové Christoffelovy symboly kulové soustavy, definované rovnéz predpi-

sem (B.12),

(c) explicitni tvar vektoru rotace vektoru A ve valcové soustave, obecné dany predpisem
(viz také rovnice (B.20))

L 1[0
A=cy 2 (eAw)| &,
V X €ijk h]hk |:85L‘]( k k):| €

(d) explicitni tvar vektoru rotace vektoru A v kulové soustavé, obecné dany stejnym

predpisem.
c I, = —r F(b o F(b - 1
(d) CC - or T Tro T ;7
, - | |
(b) Tjy = —r, Tf, = [l = T3, = [¥, = — T}, = —rsin?6, [, = —sinfcosd, [T, =

F?@ = cot 0,
(c) viz relace (B.45) v piiloze B,
(d) viz relace (B.71) v pfiloze B.
2.49 % Jsou zadany kovariantni tenzor A;; a kovariantni metricky tenzor g;; dané souradné
soustavy, v poradi soufadnicovych sméru r, 0, ¢, ve tvaru

ailp; ai2 a3 1 0 0
2
Aij = a2 a2 a3, gij =10 r 0
a3l az2 ass 0 O 7“2 Sin2 0
Urcete:
(a) smiSeny metricky tenzor g% a smiSeny tenzor A’
J J

(b) kontravariantni tenzor A¥.

1 0 0 ai a12 a3
. . . ag a9e as:
() gi=|0 1 0|=0, Ai=| 3 o =
0 0 1 asi as32 ass
r2sin?20 r2sin?0  r2sin?6
ar &22 7(1.13
r r2sin? 6
(b) A= | 2 -
r r r4sin” 0
asi a3z ass
r2sin?0 r4sin?6 rtsint6
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2.50 % Ve ¢tyfrozmérném prostoru (prostorocase) jsou zadany kovariantni tenzor A,, a ko-
variantni metricky tenzor g,s dané souradné soustavy, v poradi souradnicovych sméri
t,u,v,w, ve tvaru

app apr ap2 aps —1 0 0 0

A — |®@0 aun az ais - 01 0 w
wy asop a1 a2 a93 ’ gaﬁ o 0 0 u2 0
azp as1 as2 ass 0w 0 u?

Urcete:

(a) kontravariantni metricky tenzor ¢g®° a smiSeny metricky tenzor 95
(b) smiSeny tenzor Al

(c) kontravariantni tenzor AHY.

-1 0 0 0
) 1 0 0 O
0 U 0 w
O 1 0 0
(a) af _ u? — w? w? — u? o _E_sa
a g - 1 9 gﬁ - - - ﬁ‘/
0 0 i 0 O 0 1 0
u2
w 1 0O 0 0 1
0 2 2 0 2 2
w* — U U —w
—apo —ap1 —ap2 —ap3
2 - 2 . 2 _ 2 _
u- alo waspg u”all wasy uTal2 wasy u”als w ass
(b) Ak — u? — w? u? —w? u? — w? u? —w?
B a0 a2y a2 a23 ’
u2 u2 u2 u2
w a1p0 — asp waylp — asl wa12 — as2 w a3 — ass
w? — u? w? — u? w2 — y? w? — u?
2
a u~aip —wasp a20 waio — aso
00 - 9 9 -~ 5 5 9
w? — u? u2 w2 — w?
1L2(1,01 — W aps u4a11 + w2a33 - u2w S u2a21 — W ag3 u2a31 + w2a13 —wT
(c) AW w2 — u? (w? — u?)? u?(u? — w?) (u? — w?)?
C fr—
2
02 u a2 — was2 a2 az2 — W a2
u? u?(u? — w?) u? u?(u? — w?)
w apr — aps u2a13 + w2a31 —wT a3 — W a2y ass + w2a11 —wS
u? — w? (u? — w?)? u?(u? — w?) (w? — u?)?

kde T = u2a11 +asz3 aS =aiz+as.

2.51 Y Kovariantni tenzor elektromagnetického pole F),, je definovan,

94, 0A,
Ozt Oz’

F, =

kde tzv. ctyrpotencidl (¢tyivektor elektromagnetického potencialu) A, = <¢, —/T)
c

Slozka Ay = ¢ vyjadiuje Skdlovany skalarni potencial elektrického pole a slozky A1, As, Ag
c
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tvori tzv. vektorovy (magneticky) potencial. Kovariantni ¢tyivektor soufadnic udalosti
zapiSeme jako x, = (ct, —7). Metricky tenzor (Minkowskiho) plochého ¢tyfprostoru (pro-
storocasu) je dan rovnici (2.65) a formalismus Levi-Civitova symbolu € je popsan ve
vysvétlujicim textu této podkapitoly. Vektory elektrické intenzity a magnetické indukce
jsou definovany jako

. . A LS L
E——ng—aat, B=VxA

Napiste:

54
~—

explicitni podobu tenzoru F),, a tenzoru F*¥,

e
=3

dualni tenzor *F),, a dualni tenzor *F*,

tzv. invarianty elektromagnetického pole F),, F'* a F,, *F*,

N~
o o
— N

pomoci ,étyfrozmérné* divergence

OF,y * Ry
P :8 =0

chvpo
ox? ox?

odvod'te prvni par Maxwellovych rovnic,

(e) pomoci ,¢tyfrozmérné* divergence

OFH .
o~ Mo g,

kde j* je kontravariantni ¢tyivektor proudové hustoty j# = (cp,f), odvodte druhy
par Maxwellovych rovnic.

o B = 0o L= _Ey _E
& c c c - B
_& 0 _Bz By —_— 0 _Bz By
(a) F,uz/ = E(" Frv — E(:
r E
-— -B, B, 0 B: 5 p g
‘ C
0 —Bs _By —B. 0 B, By B,
E L, E E
B, 0 2y B oo BB
(b) “Fov = E ‘ 55 . YFHr = P ¢ CE
B, —= 0 _Zz _p, . 2
c c . ;
C C - B
E? BB
(c) FFrm = -2 (02 32) | F " Fr =4 .
6*F0” - ﬂ a*Fizx ag B
(d) a :vB_(), 8 __VXE—7:O’7:172 3
iid v
8F0” - - aFLl/ OF - = .
(©) T = ~VE = 1 G = mee g =V xB =~ i = 1,23, ¢ = (noco) /%
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2.52 % Kontravariantni tenzor energie-hybnosti 7% pro makroskopickou idealni tekutinu je
definovan

T = (e + p) u™u” — pg*”,

kde € = pc? je hustota energie (p je hustota hmoty), p je skalarni tlak a u# je tzv. ctyrrych-
lost (etytvektor rychlosti), definovana zde jako te¢na k tzv. svétocdre s, tedy u* = dz# /ds,
kde s = c¢7. Tzv. vlastni ¢as T v soustavé spojené s pohybujicim se télesem je pomoci
tzv. soufadnicového Casu t (tj. ,normalniho“ Casu pozorovatele) definovan jako t = 7,
kde tzv. Lorentzitv faktor v = (1 — v%/c?)~'/? (viz také priklad 9.8). Ctyivektor udalosti
z# a metricky tenzor Minkowskiho prostorocasu ¢g"” lze odvodit pomoci jejich definice v
prikladu 2.51 a v rovnici (2.65). Napiste:

(a) explicitni podobu tenzoru T a tenzoru T, B
(b) explicitni podobu téchto tenzori v soustavé (0), spojené s pohybujici se tekutinou.

(¢) pomoci ,étyfrozmérné divergence tenzoru energie-hybnosti 7% pro ,,prach®, tj. sou-
bor ¢astic, které na sebe vzajemné nepiisobi,

oT*B
B 0

odvod'te rovnice kontinuity a hybnosti ,bezsrazkové* tekutiny.

2

2
Pomoci vyrazt: W = ~?2 <E—|— UQp)7 St = 52 (e +p) vl o = %
c c

(e +p) viv! + péY,
2
oij = Zj (e+p) v;vj + p d;;, mizeme zapsat,

R S TR w S Sy e
C C C C C C
Sy Sz
3 i Oz Oxy Ozxz — Ogxx Ogy Ogxz
WTo= | T.o— | ¢ ,
Sy Sy
. e Oyy Oy e Fyz Tyy yz
K .
- Ozx Ozy Ozz - Ozx Ozy Ozz
kde S; = —S" a 0;; = 0 proi,j =1,2,3,
15 0 0 0
o 0 0 0
(b) T*"(0) = Top(0) = :
0 0 p 0
0 0 0 P
© T _0 g m-0 I OV LS. (5o t) =0
C = — . V) = — = — . v V) = s
08~ ot P00 b |, ot g

kde , bezsrazkovost® predpoklada p = 0, hustota p = v2p, odpovidajici soustavé kde
¥ # 0, je dana podilem hmotnosti m = ym (srovnej piiklad 9.8) a objemu V =V /v
(veli¢iny p, m a V odpovidaji soustave, kde v = 0).
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e Tenzory v zakriveném prostorocase

V obecné relativité (GR) zavadime a pouzivime metrické tenzory zakiiveného prostorocasu.
Zmama Schwarzschildova metrika popisuje geometrii prostorocasu ve velmi silném gravitacnim
poli, napriklad v blizkosti (sféricky symetrické, nerotujici) ¢erné diry. V souladu s jiz dfive
zvolenou konvenci + — ——, metricky tenzor Schwarzschildovy metriky (v poradi soufadnic
t,r,0,¢) mé kanonicky tvar

1— 2GMe 0 0 0
-1
0 (-2 o o
— , 2.67
Inw 0 0 2 0 (2:67)
0 0 0 —r?sin’@

kde M, je hmotnost sférického gravitujiciho objektu (zdroje gravitace), G je gravita¢ni kon-
stanta a c¢ je rychlost svétla (¢asto pouzivané vyrazy 1 — QJXI' v takzvaném “systému prirozenych
jednotek” pokladaji hodnoty konstant G a ¢ rovny jedné). Kontravariantni tvar metrického

tenzoru g"¥ bude vyjadien pomoci pfevracenych hodnot vyrazt na hlavni diagonale.

Christoffelovy symboly TI', Schwarzschildovy metriky (popisujici kiivost prostorocasu),
které jsou obecné vyjadreny jako (viz také rovnice (B.12), zde ovSem rozlisime kovariantni
a kontravariantni ¢tyivektory polohy z,, = (ct,—7) a z# = (ct,T))

1 Ogun . Ogun  Oguw
re, =g L2 2k 2.
=g (G + S-S0, 269

budou (zapiseme pouze nenulové ¢leny)

ot _ GM, . GM, (027' — QGM.) o GM,
T e (2 — 2G ML) cird T (c2r — 2GM)’
.2
o r—% , __(CQT—QGM.)SIDQFQ _ 0 o _F¢’_1
60 = 2 ) L= 2 e =40 = Ler = hrp T
Fg)¢ = —sinfcosd, Fﬁg = Fg’(ﬁ = cot . (2.69)

Muzeme rovnéz zkonstruovat Christoffelovy symboly se spodnimi indexy (nékdy v literatufe
nazyvané Christoffelovy symboly prvniho typu, zatimco vySe uvedené se nazyvaji Christoffelovy
symboly druhého typu), kdy sniZeni indext provedeme pomoci I',, = gp,\F’\

pvs
GM, GM, GM,c? .
Tor =Tyt = 22 it = T2 Lrpr = (2 2GM. Lrgp =1, Trgg = 7sin” 0,
Fggr = Fgrg = -, F¢¢T = F¢T¢ = —-T Sin2 9, F9¢¢ = T2 sin 6 cos 9,
F¢>¢9 = P¢9¢ = —7’2 sin 6 cos . (2.70)

Pomoci Christoffelovych indext mtzeme zkonstruovat Riemanniv (kiwostni) tenzor ¢tvrtého
radu RO‘M v jako zasadni matematicky nastroj v GR teorii, ktery reprezentuje slapové sily, které
spocituje Castice (téleso), pohybujici se po geodetice (nejkratsi spojnici dvou bodt v libovolné
zakfiveném prostoru). Jeho obecny vyraz je Ro‘uﬁy = agf‘gy — GVFZ‘B + Fg)\l“ﬁy - FIOJ‘AI‘;\Lﬂ, (kde
zjednoduseny vyraz d, nadale znamena 8%) zahrnujici prvni dva linearni ¢leny (parcialni deri-
vace) a posledni dva ¢leny jako nelinearni sou¢iny Christoffelovych symbolii. Pomoci substituce
26;# = ry (takzvany Schwarzschildiv polomér nebo také polomeér horizontu uddlosti), nenulové
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¢leny Riemannova tenzoru Schwarzschildovy metriky budou

t _opl _opb _ _pt _ o  _ o _ T's
Ry = 28009 = 2R,y = — Ry = 2R, = 2R, = r2(r—rg)’
T,
2R'9y, = 2R'yg, = Riyyg = —2R'yg = —2R\ppg = —Riyp, = —,
102

t _pb t . g Tssin®0

2R o = 2R g4y = Rigop = —2R gy = =244 = —Rgyp = — —,
0 9 oTs (r—5)

Ry = 2Ry, = 23% =Ry = 2Ry = _2R¢;t¢ =¢ 570743- (2.71)

Pomoci kontrakce R?,,, Riemannova tenzoru zkonstruujeme symetricky Ricciho (krivostni)
tenzor Ry, = R,,, ktery odrézi miru lokdlni deformace daného metrického tenzoru ve srov-
nani s Eukleidovskym (nebo pseudo-Eukleidovskym) prostorem. Z definice tenzorové kontrakce
miiZzeme zkonstruovat Ricciho tenzor piimo pouzitim Christoffelovych symboli jako R, =
0L — 0T, + I‘ﬁ/\I‘ﬁy — FZ)\F;\p. V pripadé Schwarzchildovy metriky bude Ricciho tenzor
R, =0.

Kazdému bodu Riemannovské variety (libovolné zakiiveného topologického prostoru, na
kterém je mozné méfit vzdalenosti bodu a ahly teénych vektorti) muZzeme piiradit jedno realné
¢islo, dané geometrii metriky v okoli tohoto bodu, takzvany Ricciho skaldr R, definovany jako
R = ¢g"R,,. VySe popsany matematicky formalismus ndm nyni umozni sestavit kompletni
Einsteinovy rovnice pole (pro jednoduchost zde vynechame kosmologickou konstantu A)

R, — %gWR = 87CT—4GTW, (2.72)
kde cela levé strana je Casto oznacovana jako Einsteiniv tenzor G, a kde T}, je tenzor energie-
hybnosti (viz pfiklad 2.52). ,Ru¢ni“ poé¢itani takto rozsahlych tenzora byva velmi pracné a na-
chylné k chybam ¢i opomenutim, v soucasnosti existuje fada programt, umoznujicich analytické
i numerické poc¢itani s tenzory v libovolné metrice (napiiklad MATHEMATICA, Pythonovské
aplikace a podobné).
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Obycejné diferencialni rovnice:

3.1 Obycejné diferencialni rovnice 1. radu

Obycejné diferencidlni rovnice obsahuji derivace funkce jedné nezavislé proménné (zpravidla
znafime x, zévisle proménnou obvykle zna¢ime y(x)). Obycejnou diferencialni rovnici n-tého
Ffadu muzeme obecné zapsat ve tvaru

Fy™, .y Yy, ) =0, (3.1)

kde y*) znaci k-tou derivaci funkce y(z). Oby¢ejnymi linedrnimi diferencidlnimi rovnicemi
nazyvame rovnice v obecném tvaru

Y™ a1 (@) L ar(@)y + ao(z)y = f(x). (3.2)

Pokud oby¢ejnou diferencialni rovnici nelze zapsat ve tvaru (3.2), jedna se o nelinedrni obycej-
nou diferencialni rovnici. Cleny ax(x) v rovnici (3.2) jsou koeficienty, které mohou byt funkcemi
proménné x, pokud jsou konstantni, mluvime o diferencialni rovnici s konstantnimi koeficienty,
a funkce f(x) predstavuje pravou stranu diferencialni rovnice. Pokud f(x) = 0, potom se jedna
o homogenni diferencidlni rovnici (rovnici bez pravé strany). Diferencialni rovnice s derivacemi
funkci vice nezavislych proménnych nazyvame parcidlni diferencialni rovnice. Rdd diferencialni
rovnice je dan nejvyssim Fadem derivace zavisle proménné y(x), ktery se v rovnici vyskytuje,
v pifpadé rovnic 1. fadu pijde o 1. derivaci ' = dy/dz.

3.1.1 Rovnice separovatelné a homogenni

Pokud lze diferencialni rovnici 1. fadu vyjadrit v jednoduchém tvaru y' = f(x), FeSime ji piimou
integraci, tj.

y:/f(x) dz. (3.3)

Pokud lze diferencialni rovnici 1. fadu vyjadrit ve tvaru v’ = f(z)g(y), kde g(y) # 0, Fesime ji
rozdélenim funkci s nezavisle proménnou x a se zavisle proménnou y na rizné strany rovnice

(separact proménnyjch), tedy
dy /
— = z)dz. 3.4
/ 9(y) i) (34)

'Navody k FeSeni riznych typa diferencialnich rovnic je mozné nalézt v literatuie, nap¥. v publikacich: Te-
nenbaum & Pollard (1985), Rab (1989), Plch (2002), Bartsch (2008), Rektorys (2009).

47
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Funkci f(x,y) nazyvame homogenn, n-tého stupné, pokud pro vSechna x, y a pro vSechna z > 0,
kde z je libovolny parametr, plati f(zx, zy) = 2" f(x,y). ObyCejna diferencialni rovnice 1. fadu

M(z,y)dz + N(z,y)dy =0 (3.5)

je homogenni, pokud M (z,y) a N(z,y) jsou homogenni funkce stejného stupné. Pokud je ho-
mogenni rovnice zapsana v obecném tvaru (3.5), resp. ve tvaru

Yy
v =r(2). (3.6)
x
feSime ji vhodnou substituci, napiiklad y = zx a prevedeme na separovatelnou rovnici. Obdobné
rovnici ve tvaru

v = flax +by+c), (3.7)

kde a, b, ¢, jsou konstanty, pfevedeme na rovnici se separovatelnymi proménnymi pomoci sub-
stituce z = ax + by + ¢. Rovnice ve tvaru racionalni funkce (kde A, B, C, jsou rovnéz konstanty),

, ar+by+c

_ 3.8
YT Az 1Byt (38)

pokud vyrazy ax + by, Az + By nejsou linearné zavislé, fesime eliminaci absolutnich ¢lent ¢, C
pomoci substituce u = x —xg, v = y—yg, kde g, yo jsou koreny soustavy rovnic ax+by+c = 0,
Az + By+C = 0 a naslednym pfevedenim na tvar rovnice (3.6). Pokud vyrazy ax+by, Az+ By
jsou linearné zavislé (soustava nemd FeSeni), soustavu feSime pomoci substituce ax + by = z
(nebo Ax + By = z), kterd umozni jeji nasledné prevedeni na tvar rovnice (3.6).

Regen{ diferencidlnich rovnic 1. fadu obsahuji vdy jednu nezavislou (integracni) konstantu.
Jeji hodnotu ziskame z tzv. pocdtecni (Cauchyho) podminky, kdy y(xp) = yp.

e Priklady:

31 ¢y +2y=0 y=Ce 2% y=0

! —3x 7
32y +3y—7=0 y=Ce +§

! an 2 3 3 2
3.4 yzy*=Inzx Yy :§1n z+C, z>0

T 1

35y =y +1, y(0)=1 y—ta11<x—|—4),w7é<k+4>7r,k€

Z
3.6 y' =ye¥, y(0) =1 y = (713

y+1 _
Z’).?y’:acg/2 y=Ce2NT 1, 2>0
1—e”

38 y' = (y*— 1)z, y(0)=0 y
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3.9

3.10

3.11

3.12

3.13

3.14

3.15

y’=2%7 y(1) =2 y=22% y=0, x#0
/_y _ 2
y—;%—x,y(l)—o y=x°—x, v#0

MnozZstvi bakterii n v bakterialnim kmeni roste s ¢asem piimo tmérné jejich celkovému
poctu (An/At « n). Pokud je v nékterém okamziku jejich pocet n = 10% a o dvé hodiny
pozdéji n = 4 x 10%, najdéte funkci popisujici zavislost po¢tu baktérii na ase.

n=10%e'"2 kde t je ¢as v hodinach

Radioaktivni prvek se rozpada s polo¢asem rozpadu 100 let. Pokud je v n€kterém okamziku
hmotnost tohoto prvku ve vzorku latky m = 2kg, najdéte funkci popisujici zavislost
hmotnosti tohoto prvku ve vzorku latky na ¢ase. Za jak dlouho od vychoziho okamziku
bude ve vzorku zbyvat pouze 0,1 kg tohoto radioaktivniho prvku?

m = 2etn2)/10 ke kde t je as v letech; po cca 432letech

Rovnice hydrostatické rovnovahy pro tekutinu (kapalinu, plyn) v homogennim gravitaénim
poli ma tvar dP(z)/dz = —p(z)g, kde P(z) je tlak, z je vyska nad n&jakou pevné zvolenou
referen¢ni urovni zp, p(z) je hustota a g je konstantni gravitaéni zrychleni. V pfipadé
idealniho plynu je jeho stavova rovnice P = pRT /M, kde R je molarni plynova konstanta,
T je teplota a M je konstantni tzv. molarni hmotnost daného plynu. Najdéte funkce
popisujici zavislost tlaku a hustoty idealnfho plynu na vysce, budeme-li pro jednoduchost
uvazovat konstantni teplotu a oznacime-li P(zg) = Py a p(z0) = po (tzv. barometrickou
rovnici).

P =P C—MQZ/(RT)v p=po o—Mgz/(RT)

Téleso o hmotnosti 5kg pada z klidu volnym pédem, pricemz sila vyvolana odporem
vzduchu je pfimo tmérné okamzité rychlosti padu. Urcete konstantu tmérnosti b odporové
sily, pokud byla naméfena kone¢na rychlost padu ve = 100ms~'. Pro jednoduchost

uvazujte velikost gravitacniho zrychleni g = 10ms~2.

b=0,5kgs!

Té¢leso o libovolné hmotnosti pada z klidu volnym padem, pficemz sfla vyvolana odporem
vzduchu je

(a) pfimo umérna okamzité rychlosti padu,

(b) pfimo tmérna druhé mocniné okamzité rychlosti padu.
V obou piipadech byla naméfena konedné rychlost padu v o velikosti 100ms™!. Za
jak dlouho dosédhne toto téleso okamzité rychlosti rovné poloviné konecné rychlosti v, 7
Pro jednoduchost uvazujte velikost gravitaéniho zrychleni ¢ = 10ms~2. Za jak dlouho

doséhne toto téleso okamZité rychlosti rovné 90% konecné rychlosti vo, ? Pro porovnani
jesté stanovte Casy, za které by téleso dosahlo stejnych rychlosti ve vakuu.

(a) 0,5v5 dosédhne za 10In2s ~ 6,935, 0,9 vy, dosdhne za 10In10s = 23's

(b) 0,5v00 dosdhne za 5In3s ~ 5,495, 0,9 v dosédhne za 51ln19s ~ 14,72s

Jak to, Ze pfi tomto zadani jsou ¢asy dosazené v piipadé (b) kratsi nez v piipadé (a), kdyz
odporova sila by méla byt vétsi (je pfimo umérna druhé mocniné okamzité rychlosti) ?
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/

Yy x
3.16 + =0 Vity2=C—V1+2a2?
V1i+y?  V1+a? Y
1
317 (22 —1)y3 — ey =0 y:O\/ﬁ—(m—i—l)Qc’x:C’,y#O
y
logs (5 — 3 -3% 1.7
318 y' =332, y(0) =1 y=- g3(925 )»93<310g36

3.19 22(y3 +5)da + (23 +5)y?dy =0, y(0) =1  (y*+5)(2® +5) = 30

3.20 v = cos(z —y), y(0) =

ol 3

y = x + 2arccot (x + 1)
1
3.21 22 (y'—ﬁ)zxy y=xIn(C|lnz|), x >0,C >0,z #1

322 ¢y =\2x+y-—3, y(0)=3
2(V2c+y—3+2)—4In(22+y—3+2)=2—(4ln2—-4), 2x+y—-3>0

+
3.23 (z+y)*y =4, y(0) =2 y = 2arctan <1:2y>_72r+2
3.24 y’=g<1+lng> y=zc, L0
x x x
3.25 ¢ = Yy tan?
x x
.y s
y:O\/smf:Cm,x#O,y#(2k+1)§x,k€Z
x
2lnx +1
3.26 2%y =2y +Inz y:—%+0w,m>0
3.27 xy’zy—l—% y=Cxe V/o"Vvy=0 2+#0
3.28 23y = 2%[y + In(z?)] y=—-2(nlz|+1)+Cz, 2 #0
/ 2 1
329 y =1+ (z—vy) y:w—erC,w#—
330 ¥ =(y+z)In(y+x) —1 y=¢e"" —z z€R
3.31 /_e(xﬂj)z 1 =+,/In ! -z, z € (—00,C/2)
Y= e B C—2x ' ' '
3.32 yl = ey+x2 — 2 y=In [(C — {L’)_l] — 332, S (*OO,C).
2y —
3.33 y/:H—y? r4+y—5=Cx—3)% xv+#3

z—3
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1492 —3

2% —y+3 ‘
335y%:;i2313 24y —oy+3c—3y=C, 2 #+3
3.36 y’z% y=+VCF 2% —z, 22+ C >0

3.1.2 Linearni nehomogenni rovnice

Nehomogenn linearni diferencialni rovnici 1. fadu (nazyvanou také ,,rovnice s pravou stranou*),
zapsanou v obecném tvaru

y + Pz)y = Q(x), (3.9)
kde Q(x) # 0, fesime metodou variace konstanty nebo metodou integracniho faktoru. V prvnim
pripadé (variace konstanty) nejprve fesime homogenni rovnici ve tvaru ' 4+ P(z)y = 0, kdy jeji
integracni konstantou C' bude obecné funkce nezavisle proménné C(z), obecné feSeni tedy bude

y=C(z)e /P@dr, (3.10)
Funkci C(x) nalezneme dosazenim rovnice (3.10) do rovnice (3.9)), jeji tvar bude

C(z) = /Q(:E) o/ P@dr qp 4 K, (3.11)

kde K je konstanta. Takto ziskany vyraz pro funkci C(z) dosadime do rovnice (3.10), vysledné
partikuldrnd feSeni bude

Y= (/Q(m)efp(‘”)d‘”dx—i—K) e~/ Pl@)de, (3.12)

Metodou integrac¢niho faktoru nazyvame vynéasobeni celé rovnice vyrazem el P@)dz roymice
(3.9) tedy prejde do tvaru

y/efP(:z:)d:c + P(x)yefP(:z:)d:c _ Q(az) efP(z)dx. (3.13)

Leva strana rovnice (3.13) ov8em predstavuje derivaci soucinu, celou rovnici tedy muzeme pie-
psat do tvaru

(yefP(x)dx>,:Q(l,) of Pl@)dr (3.14)
jejiz pfimou integraci opét ziskavame FeSeni ve tvaru rovnice (3.12).
e Priklady:
3.37 o/ + 22y = we " sinz, y(0) =1 y=(sinz —zcosz+1)e
3.38 ¢/ +ycosx = cosw y=Ce sn% 41

3.39 (14 22)y — 2zy = (1 + 2%)? y = (v +C)(1+2?)
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3.40 o — 62y = 4z e3®”, y(0) =1 y=(22"+1) 37’
! 3z 3 3 3z 3 —x
sinz — 1
342 zy' +y=asinz, y(5) =0 y:%—cosm_ﬁc;&o
8 2x
343 ¥y =24+ 3y+2, y(0)=0 y:§(e3‘”—l)—§
1 . 4 8
344y =42® +3y — 1, y(0) =0 y =57 (1—e) —ga® — oo
345 ¢ =222 —y+1,y(0) =0 y=2x>—4r+5(1—e®)
346 y =22° —y+1,4(0) =0 y =223 — 622 — 11+ 12(z + e~ %)
4z 1 1, . -2
347 o — — 0) = 1 v (234304 3) (224 1
V=¥t oy v y=3 (27 +32+3) (2" +1)

3.48 Kovova mince je zahfata na teplotu 1200° C, poté volné chladne. Po 2 minutach jeji teplota
klesne na 900° C, pricemz stéala teplota okolnfho prostiedi je 20° C. Za jakou dobu bude
mozné minci vzit do ruky (tj. kdy jeji teplota klesne pod 50° C) ? Uvazujte ¢asovou zménu
teploty mince jako piimo imérnou rozdilu jeji teploty a stalé teploty okolnfho prostiedi.

za cca 25 minut

3.49 Tésto mé teplotu okolniho prostiedi 20° C a je vlozeno do pecici trouby, kde je vnitini
teplota 200° C. Po dvou hodinéach, kdy je jeho teplota 90° C, je vytaZeno a neché se 30
minut volné chladnout. Jakou bude mit vyslednou teplotu ? UvaZzujte stejny koeficient

tepelné vodivosti a dalsi fyzikalni parametry uvnitf i vné trouby. Postupujte obdobné
jako v piikladu 3.48.

cca 82°C

3.1.3 Bernoulliova rovnice

Bernoulliovou rovnici nazyvame diferencidlni rovnici 1. fadu s n-tou mocninou zavisle proménné
y(x) ve tvaru

v +p(x)y+q(z)y" =0, kde n € R, (3.15)

ktera ma i pfes svoji nelinearitu analytické feSeni. Pokud n = 0, pfejde Bernoulliova rovnice
na nehomogenni linearni rovnici (3.9), pro n = 1 pfejde na jednodusSe separovatelnou homogenni
linearni rovnici (3.4). Pomoci substituce

2=y pron #0,1 (3.16)
dostaneme nehomogenni linearni diferenciélni rovnici 1. fadu typu (3.9) ve tvaru

2+ (1 —n)p(x)z+ (1 —n)q(z) =0. (3.17)
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e Priklady:

— 2,3 22 P 3
3.51 zy —y = —xy? y:i,yzoq 2 # —C
22+ C’ ’
3.52 y’—i—éy:x?’gf ’l/:—1 y=0, x#0
T ‘ 24 (C —In|x])” ° ’
3.53 ’+9—\f—0 Y= g—&-g 2 y=0, x>0, 22 > —3C
. y T y_ J* 3 ﬁ 7y* ) ) s
1 —1
3.54 ¢ +xy = xy?, y2(0):§ 92:<6L2+1> , y=0
1
/ _ .2 _ I 0
3.55 2y +y=vy*Inz, y(1) = -1 Y R ry— y=0, >0
3.56 2zyy’ —y? =22 y(1) =0 P2t =2
2 3
357 222y +ayP =1, y(—-2) = -1 y3::lf3+ﬂ, x#0

3.1.4 Diferencialni rovnice exaktni

Rovnici ve tvaru (3.5) nazyvame exaktni, pokud vyraz na jeji levé strané je totalnim diferenci-
alem néjaké skalarni (tzv. kmenové) funkce F(z,y), tedy (podrobnéji v kapitole 5.2)

dF(z,y) = o oy

Funkce M(z,y), N(z,y) z rovnice (3.5) odpovidaji jednotlivym parcidlnim derivacim (tj. sloz-
kam gradientu - viz kapitola 5.1) skalarni funkce funkce F'(x,y) v pofadi podle rovnice (3.18).
Pokud jsou obé& funkce M (z,y), N(z,y) spojité diferencovatelné, musi podle Schwarzovy véty
o rovnosti smiSenych derivaci platit,

OM (z,vy) _ ON (z,y)

. 1
dy Ox (3.19)

K vyfeSeni rovnice (3.5) je tfeba najit kmenovou funkci F'(x,y), jejiz obecné feSeni zpravidla
zapiSeme ve tvaru F'(x,y) = C. Pokud rovnice (3.19) neplati, rovnice (3.5) neni rovnici exaktni.
Pokud v8ak nalezneme funkci R(x,y) (tzv. integracni faktor) takovou, ze plati

0 0
R(l‘,y) [M(x,y) d:E—i—N(LL‘,y) dy] =0, ai?/ [R(:c,y)M(a:,y)] = 8? [R(xvy)N<x7y)] ) (320)
rovnice (3.20) bude rovnici exaktni. Pro spojité diferencovatelné funkce M(x,y) # 0, N(z,y) #
0 takovy integra¢ni faktor R(z,y) existuje.
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e Priklady:

3.58 20y — 9z% + (2y + 2%+ 1)y =0 v+ (22 +1)y—323=C
3.59 (2zy + 6x)dx + (22 +4y®)dy =0 2y + 322 +yt=C
1 .
3.60 (8y—x2y) Y +x—ay’?=0 5:1:2 (1 —yQ) +4y? =C
1
3.61 (e* + 2xy?) dz + (cosy + 22%y) dy =0 et 4 2292 4+ siny =C
4
3.62 (3;1:2 + g cos x) dz + (sina: - 4y3) dy=20 23 +ysine —y* =C
2 2
3.63 zarctanydx + m dy=0 5 arctany = C
3,3
3.64 (2:6 + x2y3) dx + (m3y2 + 4y3) dy =0 2+ ’ ?;U +yt=0C
x? 3 yt
3.65 (23:3 — 3x2y + y3) y' = 223 — 622y + 3xy? 5 ~ 23y + 51'2;1/2 - = C

3.66 (yQCOSCC fsinaz) dz + (2ysinz + 2)dy =0 y?sinx + cosz + 2y = C

3.67 2xy®dx + (39323/ + 4) dy=0 22y + 22 =C
3.68 (2y + 4x2y2) dz + (x + 2ny’3) dy =0 22y +a2ty? =C
9 9 w2 1
3.69 2zydz + (y? — 3z%) dy =0 ;—-=C
Y Yy

3.1.5 Riccatiova (Riccatiho) rovnice %

I kdyZ se jedna o rovnici 1. fadu, v obecném piipadé ke svému feSeni vyzaduje znalost postupi,
uvedenych v odstavci 3.2.2. Nelinearni diferencialni rovnici 1. fadu ve tvaru

y' = ao(z) + a1 (x)y + az(x)y?, (3.21)

kde ag(z) # 0 a az(z) # 0, ktera obsahuje kvadratickou funkci zévisle proménné y(z), nazyvame
Riccattiho rovnici (tento pojem ma i 8irsi vyznam, ktery zde dale neuvadim). Pokud ag(x) = 0,
rovnice prejde na Bernoulliovu diferencialni rovnici (odstavec 3.1.3), pokud az(x) = 0, rovnice
se stava oby¢ejnou linearni diferencialni rovnici 1. fadu (viz odstavec 3.1.2).

Rovnici (3.21) Fe§ime pomoci substituce u = az(x)y. V tom pifpadé v’ = ahy+azy’ a rovnice
(3.21) piejde do tvaru

!
v = apas + (a1 + a2> u 4 u?. (3.22)
as

Pomoci dalsf substituce u = —v’/v dostavame v’ = —v” /v + (v'/v)?, rovnice (3.22) tak prejde
do tvaru homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu (s nekonstantnimi koeficienty),

/
v — <a1 + az) v + agagv = 0. (3.23)
a2

% jsou oznaceny odstavce a priklady, uréené primarné studenttim vyssich ro¢niki bakalafského studia
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Rovnici dale fesime pomoci principt, uvedenych v odstavci 3.2.2, puvodné hledanou funkci y
potom nalezneme jako y = —v'/(agv).

Pokud ov8em zname nebo né&jakym zptisobem uhodneme jedno feseni ptvodni rovnice (3.21)
(oznacime je napiiklad ), potom pomoci substituce y = y1 + u prejde Riccatiova rovnice na
rovnici Bernoulliovu. Dosazenim uvedené substituce do rovnice (3.21) dostavame

vy +u' =ap+ary + agy% + aju + a9 (2y1u + u2) ) (3.24)

Protoze y; je také Fesenim rovnice (3.21), plati i} = ag + a1y1 + a2y?, a tedy

/

u' = (a1 + 2a9y1) u + agu?, (3.25)

coz uz je ale Bernoulliova rovnice pro n = 2 s neznamou funkci u.

3.2 Linearni obycejné diferenciilni rovnice 2. fadu

3.2.1 Rovnice s konstantnimi koeficienty

Linearni oby¢ejnou diferencialni rovnici 2. fadu (tj. obsahujici 2. derivaci zavisle proménné
y(x)) s konstantnimi koeficienty p, g fesime v prvnim kroku jako rovnici homogenni, kdy rovnici
ve tvaru

v +py' +qy =0, (3.26)

fegime pomoci tzv. charakteristické rovnice A +pA+q = 0. Pro kofeny charakteristické rovnice
A1, A2 € R bude mit rovnice (3.26) FeSeni ve tvaru

y = Cp eMT 4 Cye2® pro Ay # o, (3.27)

y = C1eMT 4 Cyze® pro A1 = Xo. (3.28)

Pro kofeny charakteristické rovnice A\j, A\ = a+ 1 € C bude mit rovnice (3.26) feSeni ve tvaru
y=Cpel@ Pz 4 0 elath)e — A6 o5 Bz + Be™ sin Bz. (3.29)

Uvedené feSeni 1ze zobecnit i pro diferencidln{ rovnice vyssich fadt: pro kazdy kofen charakte-
ristické rovnice n-tého fadu A1, A2, ..., A\, € R s nasobnosti IT bude mit rovnice (3.26) II feSeni
ve tvaru

y=Ch M 4+ Cyze™® + oo 4 Cpatletn® (3.30)

a pro kazdou dvojici kofent charakteristické rovnice n-tého rfddu Ay, Ao = a = 31 € C s nasob-
nosti II bude mit rovnice (3.26) II feSeni ve tvaru

y = e cos fx (A1 + Aoz + -+ Anajn_l) + e“ sin fx (B1 + Box 4+ -+ + BHI'H_I) . (3.31)

Posloupnost linearné nezavislych ¢lent y; (), ..., yn(x) v FeSeni homogenni rovnice predstavuje
tzv. fundamentdlni systém.

Analogicky ke zpusobu, popsanému v odstavci 3.1.2, muZzeme hledat partikularni feSeni
nehomogenni rovnice (rovnice s pravou stranou) ve tvaru

v +py + qu = R(z) (3.32)
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metodou variace konstant, kdy rovnice (3.27), (3.28), resp. (3.29) napiSeme jako obecné feSeni
diferencialni rovnice, tedy

y=Cq (.CL‘) eAlx + Cg(x) e’\” = Cruq + Cous. (3.33)

Funkce Cy(x), Co(x), eM?®, 2%, které pro jednoduchost budeme dale psat jako Cy, Co, uy, us,
opét nalezneme dosazenim rovnice (3.33) do rovnice (3.32). Dostaneme tak jednu rovnici pro
dvé neznamé funkce Cq, Co,

R(:L‘) = (Clul + CQUQ)// +p (C’lul + CQUQ)/ +q (Clul + C2u2) (3.34)
= C1 (uf + pul + qu1) + Cs (ufy + puh + qua) + (Cur + 2CTu] + CHug + 2CHus)
+ D (C{ul + CQUQ) s

kde prvni dva zavorkované ¢leny (nésobené nederivovanymi funkcemi Cy, C3) pfedstavuji ho-
mogenni rovnice (3.26), rovnaji se tedy souhrnné nule. Dostavame tedy jednu rovnici pro dvé
neznamé funkce Cf a CY, kdy tieti zavorka plus ¢tvrta zavorka (nasobené koeficientem p) z
rovnice (3.34) se rovnaji pravé strané R(x). PoloZime-li vyraz ve ¢tvrté zavorce, Cluy + Chua,
roven zcela libovolné funkci f(x), kterou muzeme vzdy chépat jako obecnou podmnozinu celko-
vého FeSeni pravé strany, potom Cuy 4+ Clu) + Cyug + Cyusy, = f'(x) a rovnici (3.34) lze zapsat
jako Cluy + Chuby+p- f(z)+ f'(x) = R(x). Jestlize oviem funkci f(z) lze zvolit zcela libovolné,
potom jeji nejjednodussi volba bude f(z) = 0 a tedy:

C’{ul + Cé’UQ =0. (3.35)

Protoze funkce f’(z) musi byt také nulova, dosazenim do rovnice (3.34) dostavame vysledny
systém dvou rovnic pro dvé neznamé funkce C7, CY,

C{ul + Cé’U/Q =0,
Ciu) + Chub, = R(x). (3.36)

ZapiSeme-li systém rovnic (3.36) pomoci tzv. Wronského matice, tj. ve tvaru

IO
up ubh ) \CY R(z)

jejiz determinant ujufy — ugu) (tzv. wronskidn) zna¢ime W, snadno nalezneme feseni systému
rovnic (3.36), zapsané napftiklad jako

Cy = —/7“‘23/(”3)@, Cy :/mﬁfm)dx. (3.38)

Dosazenim rovnice (3.38) do obecného feSeni (3.33) dostaneme partikularni feSeni obycejné
diferencialni rovnice 2. fadu. V piipadé oby¢ejné diferencialni rovnice obecného (n-tého) fadu
prejde rovnice (3.37) do podoby:

Uy Uz e Uy o 0
= . (3.39)
ugn—l) ugn—l) o u7(’bn—1) 01/1 R(LE)
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V piipadé, Ze prava strana R(x) nehomogenni rovnice bude mit formu (tzv. specidlni prava
strana) obecné zapsanou jako

R(z) = [Py(x) cos Bz + Qn(x) sin fx] e**, (3.40)

kde P, a @, jsou polynomy nejvyse n-tého stupné (n je rovno vyssimu stupni obou polynomi
P, Q), byva ¢asto jednodussi nalézt feseni diferencialni rovnice tzv. metodou neurcitych koefi-
cienti. Pri hledani partikularniho feSeni vyjdeme (bez ohledu na hodnoty koeficienti « a f3,
které mohou byt i nulové, pfipadné bez ohledu na to, jestli jeden z polynomu P,, @, je nulovy)
z rovnice

y = [(Apz™ + Bpa" ' + ... 4+ Cp) cos B + (Agz" + Bez" ' + ... + Cy) sin Bz] 2" e, (3.41)

kde IT je nasobnost kofene A = « + i charakteristické rovnice (kde opét «, S mohou byt
nulové). Rovnici (3.40) dosadime do rovnice (3.32) a obecné koeficienty Ay, ...,Cy, Aq,...,Cy
porovname s koeficienty funkce R(z), danymi rovnici (3.40).

Obecna Feseni diferencidlnich rovnic 2. fadu obsahuji vzdy dvé nezavislé konstanty. Jejich
hodnoty ziskdme FeSenim tzv. okrajové tlohy, zadané formou okrajovijch podminek, kdy pro dvé
riaznd 1,z plati y(z1) = y1, y(xe) = yo (Dirichletovy okrajové podminky) nebo y'(z1) =
y1, ¥ (x2) = y2 (Neumannovy okrajové podminky), pfipadné jejich rizné kombinace, napiiklad
y(z1) = y1, ¥ (1) = ay1 nebo y(x1) = y1, ¥ (x2) = y2, kde a # 0 je konstanta, atd. Podrobny
vycet typu okrajovych podminek a jejich klasifikaci uvadi napiiklad (Arfken & Weber, 2005;
Francii, 2011; Pospisil, 2006).

o Priiklady:

T

3.70 y" — 2y +y = ef’ y(1) =0, /(1) =0 y=e"+ze’(Injz|-1), x#0
x
" / 3z 4z 5
371 ' =Ty +12y =5 y=0C1e"+Che Jrﬁ
3x

372 ¢ =3y +2y=——
AR A T

1
y = Cpe® + Cye®® — 5 ¢®In (1 + e**) 4 ¢** arctan (e”)

3.73 " = =1, ¢y (%) =0
y oy = y(3) =19 (3)
Yy = (g —:1:> cosx +sinz (1 +In|sinz|), z # kr, k€ Z
3
3.74 y"—2y/:;];2—gj y:01+0262x_%
375 4" o/ = — . y(0) =1, /(0) = 0 y=1+a+(1+e")n—
1—|—e$’ ’ 1+eZL‘
"y = — Iy =14 " oS T 4 s r
3.76 y" +y=cosz, y(0) =1, y(2)_1+4 y = cosx +sinx 1+2

. 1 ,
377 y' — 2y + 5y =e"coszx, y(0) ==, ¥y¥(0)=— y= <cos 2z + sin 2z + 3 cos :1:) e’

Q| =~
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3.78 oy — 6y + 9y =4xecosz, y(0) =1, ¥ (0)=0 y=(1— Tz +8sinz —4zcosz) **

379 ' +y — 6y = 1222 + 2z + 1 y=Cre 3+ (Che®® — 222 —x — 1
31 4, , 6 x 8
380 ' +y —6y =122 — 2z + 1, y(0) =1, 4/(0) =0 ?J:ge_?‘”ge%”ﬁ*g*g

3.81 4/ +4y + 4y =e >Inzx
2
y=C1e 2 4+ Core 2 4 % e 2(2lnx —3), >0
3.82 ¢y +4y +4y=e*In’z

2
. . ; 7
y=Cre 2 4+ Coxe 2" 4 T—C’QI <ln2:n3lna7+ > , x>0

2 2
3.83 vy — 4y +5y =0, y(0)=1,4(0) =0 y = e** (cosx — 2sin )
1
3.84 y' =2y +5y=0,y50)=1,4(0)=0 y =e” (cos 2r — 3 sin 2.1;)
385y =8y +32y=0,y(3) =19 (5)=0 y = ¥ 27 (cos 4x — sin 4x)

3.86 y — 3y +2y = (2t +1)e®

5
y = <01 — % — a2t —4a3 — 1222 — 251’) e + Oy e?®

3.87 y" — 4y + 5y = (2% + 22) e** cos

2 .3 2
y:e2”" KClJrZJra;)Costr(C’er%ngZ)sinx}

388 ¢y =3y +2y=(1-22)e”, y(0) =1,/ (0) =0 y=3e" —2e* + (2? + z)e"
3 22
389 ¢ — 2y +y=(x+1)e*, y(0) =1, 4 (0) =0 y=e" <+—;L'+1>

3.90 ¢y + 4y +4y = (6 +2)e 2 y(0) =1,y (0) =0 y=e 2 (2° + 2> + 2z + 1)
391 ¢ + 4y +4y =e *sinz, y(0) =1, % (0) =0 y=e 23z —sinx + 1)

X
3.92 y' — 2y 4+ 2y =esinzx, y(0) =1, y/(0) =0 y= % [(2 — x)cosx — sin ]

3.93 v — 2y +2y =2® +x +e%sinz, y(0) =2,y (0) =3

=e” [(17 f) cos‘x+s‘inr} +x—2+3—$+1
Y= 5 s sin 5 5
3.94 Na nehmotné pruziné je zavéSeno téleso o hmotnosti 3 kg. Pisobeni sily 5,4 N na téleso
prodlouzi pruzinu o 0,2 m. Poté je pruzina i s télesem uvolnéna a ponechana volnému
kmitani s nulovou poc¢atecni rychlosti. Najdéte (jednorozmérné) rovnice zavislosti polohy
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3.95

3.96

3.97

3.98

a rychlosti kmitajiciho télesa na Case, kdy soufadnici rovnovazné polohy oznacime jako
xg = 0 (vyjdeme z Hookova zékona F' = —kZ, kde F' = ma = md, rychlost kmitani o
miZeme vyjadrit jako v = ).

1 3
x(t) = 5 €S 3t, o(t) = —x sin 3t

Pohybova rovnice matematického kyvadla ma nelinearni tvar
d?0 g .
d7t2 + Z Sln0 = O,

kde @ je tihel jeho vychylky z rovnovazné (svislé) polohy, L je jeho délka (délka zavésu) a g
je velikost gravita¢niho zrychleni. Pro malé vychylky miazeme pouzit linedrn{ aproximaci
sin § ~ 6 a diferencialni rovnice tak bude linearni. Uvazujte matematické kyvadlo s délkou
zaveésu 2,5 m, které je v ¢ase t = 0 vychyleno o (rostouci) thel # = 0,1rad a velikost jeho
pocatedni thlové rychlosti je 8 = 0,25 rad s ™! (uvazujte pro jednoduchost g = 10 m s72) :

(a) Najdéte rovnice zavislosti polohy 6 a uhlové rychlosti w kyvadla na ¢ase, kdy sou-
fadnici rovnovézné polohy oznacime jako 8y = 0.
(b) Jaka bude velikost maximalni vychylky kyvadla ?

(c) V jakém case dospéje poprvé kyvadlo do rovnovazné polohy a jaka zde bude velikost
jeho obvodové rychlosti ?

1 1 1 1
(a) O(t) = 1 ©° 2t + gsin 2t, w(t)= 5 sin 2t + 7 608 2t

(b) Omax ~ 0,160 rad
(c) t(6p) ~1,233s, v(fp) ~0,8ms~"

Predpokladejme, ze kmity pruziny z piikladu 3.94 jsou tlumené, kdy tlumici sila je piimo
amérnéa rychlosti (velikost) a pusobi proti sméru pohybu, s konstantou tmérnosti ¢ =
1 kg s~! (dostavame tak rovnici m# + ct + kx = 0). Najdéte rovnici zéavislosti polohy x(t)
na Case v tomto pfipadé. Jaké omezeni plati pro konstantu dmérnosti ¢ utlumu, aby se
vibec jednalo o kmitani (viz obrazek 3.1) 7

1 V323 1 V323
x(t) = e 6! | Zeos [ o2t ) + sin —t]]|, ¢<18
5 6 5v/323 6

Predpokladejme, Ze netlumené kmity pruziny s parametry z piikladu 3.94 jsou buzené
harmonickou budici silou F, = Fjsin(2t), kde amplituda budici sily Fy = 21 N. Dostavame
tak rovnici mz +kx = Fjsin(2t). Najdéte rovnice zavislosti polohy a rychlosti kmitajiciho
télesa na case v tomto pripadé.

21sin2t — 14sin 3t + 3 cos 3t 14 (cos 2t — cos 3t) — 3sin 3t
#(t) = = o) = :

Predpokladejme, ze tlumené kmity pruziny s tuhosti k, se zavéSenym télesem o hmotnosti
m a s konstantou utlumu ¢, jsou buzené harmonickou budici silou F, = Fj sin(2t). Najdéte
obecnou rovnici zavislosti polohy kmitajiciho télesa na ¢ase s podminkou pro konstantu
Gmérnosti ttlumu.

_ Fy[(k —4m)sin 2t — 2ccos 2t]

(t) V2 —akm V2 —4k,m,t
= 4c? + (k — 4m)?

+eiﬁt (Cl e 2m ¢ + CQ e 2m >7 CZ < 4km




Kapitola 3. Obycejné diferencidlni rovnice 60

—0.2+

-0.2+

Obrézek 3.1: Levy obrdzek: Graf tlumenych kmiti podle vysledku pifikladu 3.96 s konstantou amérnosti
tlumici sily ¢ = 1 (podkritické tlumeni, ¢> < 4km), vykresleny v ¢asovém intervalu od ¢t = 0 do
t = 20. Pferusovana ¢ara, obalujici graf tlumenych kmita (vyznaeny silnou zelenou ¢arou), predstavuje
funkei z(t) = %e’“/ m — %e’t/ 6. Pravy obrdzek: Vyse¢ stejného grafu podle piikladu 3.96, vykreslena
v Gasovém intervalu od ¢t = 0 do ¢ = 2. Modra &ara zobrazuje tzv. kritické tlumeni (c? = 4km), dané
v tomto piipadé funkei z(t) = %e_?’t, kdy oscilator jiz nevykonava kmity, nybrz se za nejkratsi moznou
dobu ustali v rovnovazné poloze. Cervena cara zobrazuje tzv. nadkritické tlumeni (¢2 > 4km), dané
v tomto pifpadé funkei z(t) = e~(9 — e=8%)/40, kdy se opét jedna o neperiodicky pohyb, p¥i kterém
se oscilator vraci do své rovnovazné polohy pomaleji.

3.2.2 Rovnice s nekonstantnimi koeficienty %

Obycejné diferencialni rovnice 2. fadu typu rovnice (3.32), kde koeficient p = p(x) a kde koefi-
cient ¢ = ¢(x) = 0, miZeme fesit jejich pfevedenim na rovnice 1. fadu zavisle proménné z = y'.
Rovnice typu

Y +p(x)y + q(z)y = R(z), (3.42)

fesime tak, Ze hledame né&jakou funkci I(z) (integraéni faktor) takovou, Ze pro z = I(x)y rovnice
(3.42) prejde do podoby rovnice s konstantnimi koeficienty

2" +p2' + qz = R(z). (3.43)
Obycejné diferencialni rovnice 2. fadu typu
v +p)"y" + qy” = R(x)y”, (3.44)

kde m, n,r, s jsou konstanty, lze fesit nalezenim takového z = f(y), pro které opét plati rovnice
(3.43).

e Priklady: %

2y’ 11 2 2?

399 //—7:2 = —— / = Yy = — 7_7_1/1 O

Yy - z? 41, y(1) 127y<1) Yy 4 + 3 2 T #
1

3.100 zy" + (z+2)y +y =0 y=—(C1+Cye ™), y=0, x#0
xr
1

3.101 29" — 3z —2)y' + 2z —3)y =0 y=—(Cre® +Cre*), y=0, z#0
X

% jsou oznaceny odstavce a priklady, uréené primarné studenttim vyssich ro¢niki bakalafského studia
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3.102 2%y —2z(x +2)y + (22 + 42+ 6)y =0 y=c" (Cia* + Coz®), y =0

e 2

3 3
3103 2%y’ +x(z +4)y + (2 + 22 +2)y=0 y= .~ (Cl cos \gm + Cysin {x) ,y=0

zlnz 1

3.104 2%y —day +4y=x+1 y = Crx + Cyx* — 3 +Zl’m>0
3.105 22y —ay/ +y =22 —4 y=Cix+Corlnz+zlnzr -4, 2>0
3 1 2

3106y — (-2 — — )y +Z2y=2

y (\/5 Qx)y+xy VT

: 9x  21y/x 45
y:CleQﬁ+Cge4ﬁ+x%+£+ E;ﬁ+32,x>0
2 — 6 8 o/ .

3.107 y” + o y+9y:o y=Cre 2" 4 Coe ™% y=0, 2#0

Lo 1 Ly 4 422 2 da? 4 2 O
3.108 YV ——=—=+- )y +4dy=42"+1 y=C1e™ + Cox“e™ 42" +2°+ -, v #0

1622 1623 =z 8

2 ‘ 8 5, ad 1

3.109 o — "= 92(2x — 1)2 — O 4O (2 =)+ —ah St -

Y= 5V x(2x — 1) Yy 1+ Co(x 1)+15x 7 +3,x752
3.110 2yy” + 2y (v — 4y) + 4> ==

1

yz:l:i\/CleQ"”#—ngezw—&—:I;—l—l:\/5, D>0

vy 3y . . .
3.111 5 o 4——1—1 =2—-e"/y y=e ¥ (Cicosz+ Cosinx+1)"", y>0

Yy Yy Y

3.3 ResSeni linearnich obycejnych diferencialnich rovnic druhého
a vyssich rada prevodem na soustavu linearnich obycejnych
diferencialnich rovnic prvniho radu

Podobné jako ,,béZné* rovnice, mohou i obycejné (linearni) diferencialni rovnice tvofit soustavu.

Uvazujme systém linearnich diferencialnich rovnic pouze 1. fadu (rovnice vyssiho fadu lze na

takovy systém vzdy jednoduse pievést, napiiklad rovnici 2. fadu y” + a1y’ + agy = f zapiSeme
jako dvé rovnice 1. fadu: 3 = 2, 2/ = —a12 — apy + f)

vy = an(2)y1 + an2(2)y2 + - - - + arn(T)yn + fr(2),
Yy = ag1(2)y1 + a2 (2)y2 + - - - + agn(T)yn + fo(z), (3.45)

Yr, = an1(@)y1 + an2(x)y2 + - + ann (@) Yn + fu(x).
Systém rovnic (3.45) zapiSeme vektorové jako

iy = Aj+ f (nebo, pokud f(a:) = 0, jako homogenni systém ' = A7), (3.46)
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kde matice

ain(z) ap(z) - ap(x)
A(z) = azlz(x) am:(x) aan(m) (3.47)
an1(z) apa(z) -+ apn(x)

akde i, ja f jsou sloupcové vektory. Regenf soustav rovnic s nekonstantnimi koeficienty A(x)
miZze byt v praxi znacné komplikované a predstavuje samostatnou disciplinu, vymykajici se
rozsahu téchto skript, v nésledujicich odstavcich se proto zaméiime pouze na systémy rovnic
s konstantnimi koeficienty A(z) = A.

3.3.1 Homogenni soustavy s konstantnimi koeficienty

V piipadé homogenniho systému dle rovnice (3.46) s konstantnimi koeficienty a;j, kdy matice
A (typu n X n) ma n rizngch redlngch vlastnich hodnot A;, ¢ = 1...n (viz rovnice (2.17)),
miizeme zapsat feSeni v obecném vektorovém tvaru

y(z) = C1 eMTY + Cy 220y 4 - - - + O 77, (3.48)
kde v; jsou jednotlivé vlastni vektory dle rovnic (2.17) a (2.18), prislusejici vlastnim hodnotam
Ai (k rovnici (3.48) bychom dospéli i naptiklad postupnym dosazovanim, tedy nahradou n rovnic
1. fadu jednou rovnici n-tého fadu, zejména v piipadé vyssiho n je to ovSem zpisob znacné
obtizny a pracny). Jako jednoduchy piiklad uvedeme systém dvou homogennich rovnic

(@ N G g) @;) ' (3.49)

Vlastni hodnoty matice A budou A1, Ao = —1,4, piislugné vlastni vektory budou #; = (—3,1)7
a vy = (2,1)T. Z kapitoly 2.1 je zfejmé, ze vlastnimi vektory jsou i viechny vektory oy, v,
nasobené libovolnou konstantou (v nasledujicim textu budeme uvadét pouze jeho zakladni tvar).
Vysledné feSeni systému rovnic, v piipadé Ze nejsou zadény dalsi podminky, miZzeme zapsat
jako

ylz) =Ch (_‘D e+ Cy G) et (3.50)

Pokud jsou vlastni hodnoty matice A reprezentovany také dvojicemi (komplexné sdruzenych)
komplexnich ¢isel, budeme feSeni hledat obdobnym zptisobem jako v pripadé redlnych vlastnich
hodnot. Jako jednoduchy piiklad uvedeme systém dvou homogennich rovnic

(‘Zi) N G 3) @’;) : (3.51)

Vlastni hodnoty matice A v tomto piipadé budou A1, Ay = =i, piislusné vlastn{ vektory budou
= (2-i,1)T avh=(24+1,1)T. Vysledné feseni systému rovnic bude

oy ) i 5 i 5cosx 5sinz
ylz) = (2—1) e+ <2+i> © =4 <2cos:c+sinx> +B (2sin:v—cos:n) , (3.52)

kde vztah mezi exponencialni a goniometrickou formou rovnice (3.52) je dan Eulerovou identitou
eti? = cosz +isinz a kde koeficienty A = Cy + Cy, B =1 (Cy — Cy).

Pokud je néktera redlnd vlastni hodnota matice A vicendsobnd, zpusob FeSeni bude déle
zélezet na poctu ji odpovidajicich vlastnich vektort, kdy existuji v zédsadé 2 moznosti:
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(a) Vicenasobné (k-nasobné) vlastni hodnoté p odpovida k linearné nezavislych vlastnich
vektorl, potom Cést obecného feSeni, tykajici se této vlastni hodnoty, bude mit tvar

—

Up(x) = C1eP" 0y + Coe? Uy + - - - 4 Cre’ v, (3.53)

Jednoduchym piikladem muZze byt napiiklad nasledujici systém,

(2) B (g g) (}ﬁ) (3.54)

s dvojnasobnou vlastni hodnotou p = 3 a se dvéma linearné nezavislymi vlastnimi vektory
= (1,0)T a i = (0,1)T. Vysledné feseni systému ve smyslu rovnice (3.53) bude

Yp(x) = Ch <(1)> e + Cy <(1)> e, (3.55)

(b) Vicenasobné (k-nasobné) vlastni hodnoté p odpovida j linearné nezavislych vlastnich vek-
tort, kdy 1 < j < k, tedy s = k 4+ 1 — 5 vlastnim hodnotdm p odpovidé jediny linearné
nezavisly vlastni vektor u. Takova matice se nazyva defekini a neni diagonalizovatelnd,
tj. prevoditelnd na diagonalni matici po vynasobeni zleva matici fadkovych levych vlast-
nich vektort a zprava matici sloupcovych pravych vlastnich vektorta. Potom ¢ast obecného
FeSeni, tykajici se tohoto vlastniho vektoru @, bude mit tvar

Up(x) = CLue’” + Co (Wh + xtl) e’ + - - - (3.56)
. . $2 . $S_2 . .735_1 ~
w4+ Cy <ws_1 + xWs_o + Ews_;), 4+ -+ (5= 2)!w1 + = 1)!u> e, (3.57)

kde vektor w; odpovida libovolnému FeSeni algebraickych rovnic
Nésledujici priklad ilustruje popsany princip FeSeni: uvazujme systém
/
Y1 3 =1\ (mn
= 3.59
(-G )G 639

s dvojnasobnou vlastni hodnotou p = 2, které ovSem odpovida pouze jeden linearné
nezavisly vlastni vektor @ = (1,1)7. Vektor @ uréime z rovnice (3.58),

b)) =) = (2)-6) s

Vysledné feSeni systému ve smyslu rovnice (3.56) bude

Up(z) = Ch G) e* + Cy Ké) + Gﬂ e?. (3.61)

Reseni systémil s vice nez dvéma linedrnimi rovnicemi 1. fadu je analogické k uvedenym jed-
noduchym prikladim se dvéma rovnicemi, nékteré principy vice oziejmi nasledujici priklady,
zahrnujici i systémy tii rovnic.
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e Priklady:

4 10 5 2
= e y g 6x —
3.112 4 _<1 1>y y=0C1 <1>e +Cs (1>e
7 13
) —
3.113 ¢y = <_1 1>y

13 : 13 .
= _ (4+2i)z (4—2i)x _
y=0a (—3+21>e + (—3—21)6
A

N 13 cos 2z B 13 sin 2z odo
o —3cos 2z — 2sin 2z 2 cos 2z — 3sin 2z
1 -1 0 1 1 1
3114 ' = -1 2 —1 |7 G=C1 (1] +Co| O)e®+C5|—2]e?
0 -1 1 1 -1 1
5 8 16 -2 -1 -2
3115 /= 4 1 8 |7 G=C1[—-1]e*+ |Co| 1] +C3| 0f]e3
—4 —4 —11 1 0 1
-2 0 0
3.116 ' = 1 -3 -1y
-1 1 -1
0 2 0 0
y=<C 21 +C5 (0] +C5 -1+ 2 e 2@
-2 2 -1 -2
1 0 0
317 4'=10 3 2|7
2 —2 -1
0 0 0 1 0 20
g: & 41 4+ Cy O +=z 4 + C4 41 +x 10 —‘r? 4 e”
—4 2 —4 —4 2 —4
-1 1 0
3118 ' = | —2 -3 1 |%
1 1 -2
1 1 1 0 1 21
g=C |-1|+Co|[O0)+az|[-1||+C5||1]|+2]|0 +5 -1 e 2"
1 1 1 1 1

3.3.2 Nehomogenni soustavy s konstantnimi koeficienty

Reseni linearnich soustav s pravou stranou bude v principu analogické metodédm feSeni obycej-
nych diferencialnich rovnic 2. fadu (viz odstavec 3.2.1), tj. metodam variace konstant a neur-
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citych koeficienti. Metodu variace konstant mizeme aplikovat nasledujicim zptisobem: pfedpo-
kladejme partikularni feseni nehomogenni rovnice (3.46), ve tvaru

Jo = Y (2)t(z), (3.62)

kde Y (x) je matice, jejiz sloupce tvoii jednotliva linearné nezéavisla feseni prislusné homogenni
rovnice (3.46), pfepsané nyni do tvaru Y’ = AY, f(x) je hledany, obecné zapsany sloupcovy
vektor. ProtoZe rovnice (3.46) musi platit také pro partikularni feSeni, tedy g’p’ = Ayp + f, prvni
derivace partikularniho feSeni v takovém piipadé bude

Gl=Y'T+ Yl = AYT'+ f=Y'T+ [, tedy Y =7F. (3.63)

Hledany vektor ¢ ziskime integraci rovnice (3.63),
f= / Y~ 'fdz, §,= Y/ Y 'fda. (3.64)

Uvedenou metodu ilustruje nasledujici feSeny pfiklad: pouzijeme homogenni systém z fese-
ného piikladu (viz rovnice (3.49)) s pfidanou pravou stranou,

(2/;) - G g) (53) * @ z. (3.65)

Z rovnice (3.50) ihned vidime, ze matice Y (x) bude

—3eT et _ 1 /—e* 2%
Y = < e—a: e41‘> ) VA tOhO Y ! = g <e—4:p 3e—4z> . (366)

Podle rovnice (3.64) tak dostavame partikularni feSeni pomoci integrace (kdy kazdou slozku
vektoru ¢, integrujeme zvlast)

s (0 ) [ (5 ) () a= [ ) e

Uplné fegeni tedy bude souctem rovnic (3.50) a (3.67). Ve vysledku rovnice (3.67) neuvadime
integra¢ni konstantu, pfedpokladame, Ze je jiz ,,skrytéd” v konstantach homogenniho feseni v rov-
nici (3.50).

Metoda neurcitych koeficientd pro systém rovnic je zcela analogické jiz uvedenému feSeni pro
rovnice 2. fadu, jediny rozdil spoc¢iva v tom, Ze koeficienty nyni budou vektory. Pokud naptiklad
v odstavci 3.2.1 byla prava strana rovnice polynomem 1. stupné, obecny zapis partikularntho
feSeni mél tvar y, = Az + B, nyni to bude ¥, = Az + B. Metodu ukaZeme na stejném TeSeném
prikladé: predpokladejme uvedenou obecnou formu partikuldrniho fesSeni, tedy

Up = (j;) x+ (g;) , cozdava g, = A= (ﬁ;) . (3.68)

Rovnice (3.46) musf opét platit i pro partikularni feseni, §; = Ag, + f.tedy A= A(Az+B)+f.
Piepiseme-li (vektorovy) polynom 1. stupné do nasledujiciho explicitniho tvaru

() Q)] a(z) - () = 59
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dostavame pro linearni i absolutni ¢len (oba musi byt nulové) nasledujici rovnice:

1 6\ (A 3 1 6\ (B Aq
(o) @)=-0) (2)GE)-G) 61
Nyni jiz snadno dopocitame jednotlivé neurcité koeficienty, dostavame A; = 0, Ay = —1/2,
By = —=3/4, By = 1/8, coz po dosazeni a upravé dava shodny vysledek s rovnici (3.67).
Ponékud slozitéjsi je pripad, kdy se soucet koeficientii v + 5i na pravé strané rovnice (viz
podobnost s rovnici (3.41)) rovna nékterému z vlastnich hodnot soustavy rovnic. V tom pfi-
padé opét ndsobime obecny vektor pravé strany faktorem z”, kde p je stupen degenerace vlastni
hodnoty (analogie k nasobnosti kofene charakteristické rovnice), musime ovSem obecny vektor
“prodlouzit” i o nizs§i mocniny obecného polynomu (abychom zahrnuli i jeho pfipadné nenu-
lové ¢leny ve vyssich derivacich), zpravidla az po absolutni ¢len. Tento postup si ukadzeme na
nasledujicim piikladé (ktery zahrnuje vice takovych eventualit z pifedchoziho vykladu):

n

y" +3y" =2+ +1. (3.71)
Rovnici ¢tvrtého fadu mtizeme pojmout jako soustavu ¢ty rovnic prvnfho Ffadu ¢ty promén-
nych, kdy v homogenni rovnici ¢} = y2, ¥4 = y3, y5 = ya a yj, = —3ys. Explicitni maticovy
zapis homogenni soustavy bude mit podobu

Yi -3 0 0 0\ [ya
/
g — y3 _ 1 O 0 0 y3 — —
y' = w7 010 0] lwl|® Ay (3.72)
yi 0010 Y1
a jeji feseni bude
Y4 —27 0 0 0 0 0 0
ys | 9| s, 0 0 0 1 ol , =*fo
i = _3 e + Oy 0 + C3 1 +x 0 + Cy 1 +x 1 + 510 (3.73)
Y1 1 1 1 1 1 1 1

Protoze vlastni hodnota A3 34 = 0 je trojnasobna a odpovida parametru « pravé strany zadané
rovnice, je tieba obecnou rovnici pravé strany nasobit 3. Tato obecné rovnice, vzhledem k vyge
feCenému, v tomto piipadé bude

Jp = Az® + Ba* + Ca® + Da® + Ex + F (3.74)

a cely maticovy zépis obecného feSeni pravé strany bude

o = Ag, + (2 +2+1). (3.75)

o O O =

Z obecného feSeni pravé strany vyplyva (viz rovnice (3.41)), Ze rovnice pro y,1 bude obsaho-
vat pouze koeficienty A;, By a C1, tedy Dy =0, E; =0, F} = 0 (&islovano ,,odspoda nahoru“,
souhlasné s homogennim systémem). Déle, z vyjadieni vektorové rovnice pro koeficienty paté
mocniny proménné x vyplyva Ao = 0, A3 =0, A4 =0, A; = Ay. Porovnanim v8ech ostatnich
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koeficienti u shodnych mocnin dostdvame jednoznacné feSeni pravé strany,

0 1 1
0 8 1 3 9 8
0 . 9 1 3 27

o= 0 |2+ = [2*+| 1 |22+ |18+ |52+ ] O (3.76)

36 = 4 27 0

1 1 54 = 0
180 — 4 27 0 0

216 31 0

Toto lze snadno ovéfit tak, Ze spodni fadek nastavime jako FeSeni dané rovnice (3.71), kde
ztotoznime y, s puvodnim y (totéz plati pro homogenni feseni). Vyssi fadky pak postupné
odpovidaji prvni, druhé a treti derivaci y.

e Priklady:

2 —1 -1 2
3121 /=10 -1 0|7+ |1]a?
0o 2 1 1
0 1 1 —2 4 —4
G=C1| 1]e*4+Cy|0]e*+Cs|0)e>+ | 1|a2—|2)2x+]| 2
-1 1 0 -3 2 —6
1 -3 3 1
3122 ' =3 -5 3|g+ | O] (z+1)e*
6 —6 4 -1
1 1 1 1/4 3/16
g=Ci|1]|e 2 +Co[ O)e 403 (1]e*+ 0 |z+ 0 e2®
0 -1 2 —1/4 —3/16
1 31 1
3123 /=10 0 1]|y+| 022
010 -1
1 1 1 1 —4 10 16
g=C1|-1]e®+Co |0 e +Cs | 1/4] +x|Ofe*+ [ 1]2®2~| 02— |2
1 0 1/4 0 0 -2 0
3.124 Naleznéte feSeni obycejné diferencidlni rovnice 3. fadu
y///+y//_y/_y:$2_’_1 (377)

pomoci jeji transformace na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu. Vysledek
ovéfte pomoci nékteré z metod, uvedenych v odstavci 3.2.1.

y==Cie "4+ Coxe ™ + (Cze” — 2242 -5
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3.125

3.126

3.127

Naleznéte feSeni obycejné diferencialni rovnice 3. fadu
y" +3y" — Ty’ — 9y =sinx (3.78)

pomoci jeji transformace na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu. Vysledek
ovérte pomoci nékteré z metod, uvedenych v odstavci 3.2.1.

0) » .. 1 3
y=Cie ™" 4+ 0y e(me)l + O3 ef(Hm)l + % CcosS T — ) sin
9]

Naleznéte TeSeni obycejné diferencidlni rovnice 4. fadu
y"" — Ay 4+ 3y" + 4y’ — 4y = zt 4 cosx (3.79)

pomoci jeji transformace na soustavu obycejnych diferencidlnich rovnic 1. fadu. Vysledek
ovérte pomoci nékteré z metod, uvedenych v odstavci 3.2.1.

. . 1 . . 3 2
y = C1e?*+Crx e®*+C3e"+Cye " —— (2.7;4 + 8x3 + 4222 + 72z + 99) ——cosT+—sinx
8 50 25

Naleznéte feSeni obycejné diferencialni rovnice 3. radu

"

y" vy +y +y=(2>+1)e " (3.80)

pomoci jeji transformace na soustavu obycejnych diferencialnich rovnic 1. fadu. Vysledek
ovéite pomoci nékteré z metod, uvedenych v odstavci 3.2.1.

x> x?
y=Crcosx + Cosinx + (6+2+x+03> e *



Kapitola 4

Uvod do kfivocarych souradnic:

Vétsina jevi v piirodé (a tedy i fyzikalnich d&ju) neprobiha piisné pravothle a neni vhodné
a Casto ani schiidné je jednoduse popisovat pomoci kartézskych souradnic. V tom piipadé je
vyhodné zvolit takovou soufadnou soustavu (zpravidla kiivoc¢arou), ktera co nejlépe odpovida
geometrii popisovaného déje. Nejcastéji pouzivanymi kiivocarymi souradnymi soustavami jsou
soustava vdlcovd (cylindrickd) a soustava kulovd (sférickd). Déle existuje Fada specialnich kii-
vocarych sourfadnych soustav, napf. eliptickd, parabolicka, kénicka, atd.

4.1 Kartézské souradnice

I kdyz kartézska soustava nepatii mezi kfivocaré soustavy, uvadime ji zde jako nejjednodussi
ortogonalni souradnou soustavu, v niz zavedeme zakladni pojmy, které v ramci kiivocarych
soufadnych soustav analogicky upfesnime a aplikujeme (v celé kapitole nadale implicitné pied-
poklddame, Ze se ,,pohybujeme* v R3). Vektory ortonormalni kartézskeé baze, &, = (1,0,0), &, =
(0,1,0), €&, = (0,0, 1), jsou konstantni (maji stale stejnou velikost a stéle stejny smér), derivace
téchto bazovych vektori jsou tedy nulové.

Pokud pfi pohledu z libovolného bodu kladné poloosy +z prejde kladné poloosa +x pooto-
¢enim o thel /2 v kladném smyslu (proti sméru hodinovych ruci¢ek) v kladnou poloosu +y,
jedna se o soustavu pravotocivou (kladné orientovanou), v opacném piipadé se jedné o soustavu
levotocivou (zaporné orientovanou). Kiivky (v tomto pfipadé pfimky) vytvorené body, jejichz
dvé souradnice jsou konstantni a pouze jedna se spojité méni, jsou tzv. soufadnicové krivky.
Plochy vytvofené body, jejichz jedna soufadnice je konstantni, jsou tzv. souradnicové plochy.

Pro druhou mocninu vzdélenosti dvou bodu v kartézské soustavé plati (Pythagorova véta
v diferencidlnim tvaru, na kterou se lze také divat jako na druhou mocninu délky télesové
thlopficky elementarniho ,kvadru“ o hranach dz, dy,dz)

ds? = dz? + dy? + dz?, (4.1)

zaroven samoziejmé plati, Ze vzdalenost ds musi byt pro vSechny soutadnicové soustavy stejné.
Faktory, které skaluji délky jednotlivych hran elementarniho kvadru (délky, nikoli jejich druhé
mocniny) se nazyvaji Laméovy koeficienty, znaci se h;. V kartézské soustavé budou tedy Laméovy
koeficienty (nezaménovat se stejnojmennymi koeficienty, pouzivanymi v mechanice kontinua)
hy = 1,hy = 1,h, = 1. Z definice kartézského systému vyplyva, ze tzv. ploiné elementy (kde
dolni index znamené konstantni soufadnici) dS, = dydz, dS, = dzdz, dS, = dz dy a objemovy
element dV = dx dy dz, maji konstantni velikost.

Doporuéena literatura k této kapitole: Kvasnica (2004), Arfken & Weber (2005).

69
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e Priklady:

4.1 Urcete velikost |||l = u vektoru @ = 12€, — 3€,, + 7€, a dale vektor @, jednotkovy vektor
U ve sméru u a vektor w o velikosti 7 ve sméru —u.
1 7
u=+v202, u,=12¢,, U= -——==(12€, — 3€,+ 7€ W= 12¢, — 3¢, +7¢,
' \/202( 2 202 7303 Y )

4.2 Jsou dany 3 body v prostoru, A = [12, [7,—5,8] a C' = [4,11,—2]. Napiste
vektorovy soucet vektoru @ = AB, v = , W= Cﬁ a urcete jeho velikost. Provérte
jestli dané 3 body nelezi v jedné piimce a pokud ne, napiste obecnou rovnici jimi uréené
roviny o.

U+ T+w = —10€, —12¢€,+22¢,, |u+T+w] =2v182, o : 116x+83y+982—1181 =0
4.3 Urcete vzdalenost d pocatku soufadnicového systému, tj. bodu O = [0, 0, 0], od roviny o,
dané predchozim ptikladem 4.2.
d =~ 6,82
4.4 Napiste kartézskou rovnici kulové plochy se stiedem v bodé z,y, z = [2,1, 7] a s polomérem

r = 3, jako funkci z = f(x,y). Urcete soufadnice priise¢iki P; a P» této plochy s pfimkou,
prochazejici bodem z,y, z = [1, 1, 1], jejiz smérovy vektor @ = (0,0, 1).

=T+ A—z(z—4)—yly—2), Pi=[1,1,7+2V2], P=[1,1,7-2V2]

4.5 V kartézské soustavé ma polohovy vektor podobu 7 = (z,y, z). Uvazujme zcela obecnou
neortogonalni soufadnou soustavu se sourfadnicemi «, 3,7, s konstantnimi vektory baze
(srovnej s obrazkem 2.2 a jeho doprovodnym vykladem), v niz by stejny polohovy vektor
(,,vidéno* z kartézské soustavy) mél podobu ¥ = (a, o + 38,7 — a — 23). Jak by potom
vypadaly bazové vektory €y, €3, €y, ,vidéno* z kartézské soustavy 7 (podobu béazovych
vektort ortogonalnich soustav muzeme ziskat pomoci vztahu h;€; = 0x;/0q;, kde ¢; jsou
nové soutadnice).

€a = (1/ L, _1)7 55 - (0737 _2)7 (’_/:’/ - (0707 1)

4.2 Valcové (cylindrické) souradnice

Valcova soustava je vhodna pro popis osové symetrickych (rota¢nich) jevi. Soufadnicové sméry

Obrézek 4.1: Schéma vzajemné transformace jednotkovych bazovych vektoru kartézské a véalcové sou-
fadné soustavy (viz rovnice (4.4)). Osa z je pro obé& soustavy shodna a mi¥i z po¢atku smérem k nam.

jsou: p - vzdalenost od osy valcové symetrie, ¢ - azimutélni thel, z - vyska (pokud bychom
uvazovali pouze soustavu v R?, kde z = 0, potom se jedna o soustavu, b&Zné nazyvanou jako
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poldarni), kde p € (0,00), » € (0,27), z € (—00,00). Valcova soustava je tedy ortogonalni.
Ptevod mezi valcovou a kartézskou soustavou je dan vztahy?

T =pcosep, y=psing, z=z. (4.2)

Pro zpétnou transformaci plati

p=\Vz2+y% ¢ =arccos

¢ = arctan Y, (4.3)
x

——, ¢ = arcsin )
21,2 2

2+ y 2 +y

Jednotkové vektory valcové baze budou mit v kartézské soustavé tvar (viz obrazek 4.1)

—

€p = €y COS P + €ysing, €y = —e,sinp+€,cos¢, €, =e¢.. (4.4)

Jedinym konstantnim bazovym vektorem bude vektor €,, ostatni bazové vektory méni smér
v zévislosti na thlu ¢.
Souradnicovymi kiivkami ve vélcové soustavé budou:

e polopiimky s, s pocatkem na ose z, lezici v roviné kolmé k ose z (¢ = konst., z = konst.),
e kruZnice sy se stfedem na ose z, lezici v roviné kolmé k ose z (p = konst., z = konst., p =
0 dava bod na ose z),

e pifmky s, rovnobézné s osou z (p = konst., ¢ = konst., p = 0 dava osu z).

Souradnicovymi plochami ve valcové soustavé budou:

e rotacni valcové plochy S, s osou rotace v ose z (p = konst.; p = 0 davé osu z),
e poloroviny S, prochazejici osou z (¢ = konst.),

e roviny S, rovnob&Zzné s rovinou p-¢ (z = konst.).
Yy Oz P

Pro druhou mocninu vzdélenosti dvou bodi v diferencialnim tvaru (dosazenim rovnice (4.2)
do rovnice (4.1)) ve valcové soustavé plati

ds? = dp? + p? d¢? + d2?, (4.5)

coz muzeme opét povazovat za druhou mocninu délky télesové uhlopficky elementérniho , kvadru®,
respektive ,klinku“ o hranach ds, = dp, dsy = pd¢, ds, = dz. Ve valcové soustavé dostavame
tedy Laméovy koeficienty h, = 1,hy = p, h, = 1. Z infinitesimalnich, vzdjemné kolmych hra-
novych tsecek respektive obloucki, zkonstruujeme plosné elementy

dS, =dsgds, = pdepdz, dS,=ds.ds, =dzdp, dS,=ds,dsg=pdpdeo (4.6)

a také objemovy element valcové soustavy
dV =ds,dsyds, = pdpdedz. (4.7)
Na rozdil od kartézské soustavy nejsou vSechny tyto elementy konstantni, jejich velikost (s vy-

jimkou plodného elementu dSy) evidentné roste piimo tmeérné vzdalenosti p od osy z.
Podrobny popis vilcového souradnicového systému je rozveden v odstavci B.2 v priloze B.

2y dalsim popisu budeme rozliSovat p pro radialni valcovou soufadnici, r pro radialni kulovou soufadnici.
V piipadé jednotkovych bazovych vektort budeme rozliovat €, pro valcovou a €, pro kulovou soustavu.
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e Priklady:

4.6 Napiste valcové soufadnice bodu A, jehoz kartézské soufadnice jsou .y, z = [6, —2v/3, 3].

11
A: p7¢7Z: |:4\/§767T/3:|

5
4.7 Napiste kartézské soutradnice bodu B, jehoz valcové soutadnice jsou p, ¢, z = [4, %, —2] .

B:xyz= [2,—2[./ —2}

4.8 Napiste rovnici plochy z = 5 — 2y/x2 + 92, 2 > 0, ve valcovych souradnicich. Nakreslete
uvedenou plochu.

z="5—2p, z € (0,5); ¢ast rotacni kuzelové plochy, jejiZ osu rotace tvoii osa z spoleéna
obéma systémtm, s polomérem p = 5/2 v roviné z = 0 a s vrcholem v bodé [0,0,5].

4.9 Napiste rovnici plochy z — \/ 22+ 9?2 — 4w — 2y +5 =0, 2z < 4, ve valcovych souradnicich.
Nakreslete uvedenou plochu.
z = p, z € (0,4); ¢ast rotacni kuzelové plochy s osou rotace prochazejici poc¢atkem vélco-
vého systému v bodé O : x,y, z = [2, 1, 0] se smérovym vektorem z' = (0,0, 1), s polomérem
p =4 vrovin€ z =4 a s vrcholem v bodé O.

4.10 Napiste rovnici plochy 2z — 22 — 4% = 0, z < 8, ve valcovych soufadnicich. Nakreslete
uvedenou plochu.
z = p2/2, z € (0,8); cast rotacniho paraboloidu, jehoZ osu rotace tvoii osa z spole¢na
obéma systémum, s polomérem p =4 v rovin€ z = 8 a s vrcholem ve spolecném pocatku.

4.11 Napiste rovnici plochy & — y? — 22 + 8y + 22 — 17 = 0, = < 4, ve valcovych soufadnicich.
Nakreslete uvedenou plochu.
x = p?, x € (0,4); ¢ast rotaéniho paraboloidu s osou rotace prochazejici pocatkem valco-
vého systému v bodé O : x,y, z = [0, 4, 1] se smérovym vektorem & = (1,0,0), s polomérem
p =2 vroviné x =4 a s vrcholem v bodé O.

4.3 Kulové (sférické) souradnice

Kulova soustava je vhodna pro popis bodové (centralné) symetrickych jevii. Soufadnicové sméry
jsou: r - vzdélenost od centralniho bodu - pocatku soustavy, 6 - polarni thel, ¢ - azimutéilni
thel (v tomto pofadi souradnicovych sméru je soustava pravotoCivéa - znazornéni jednotlivych
sméru a bazovych vektoru je na obrazku 4.2), kde r € (0,00), 6 € (0,7), ¢ € (0,27). Kulova
soustava je tedy opét ortogonalni. Pfevod mezi kulovou a kartézskou soustavou je dan vztahy

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, z=rcosb. (4.8)

Pro zpétnou transformaci dostavame

r=/22+y2+ 22,

z

f = arccos ——, (4.9)
/1‘2 + y2 + 22
x . Y Y
¢ = arccos , @ = arcsin ——, ¢ = arctan =.
1'2 + y2 /.%'2 + y2 €T
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Obrazek 4.2: Schéma vzajemné transformace jednotkovych bazovych vektori kartézské a kulové souradné
soustavy (viz rovnice (4.8)). Béazové vektory ortonormélni kartézské béze jsou vyznaleny silné erné,
béazové vektory ortonormalni kulové baze jsou vyznaceny silné ¢ervené. Obecny bod P je urcen svym
polohovym vektorem 7, smér bazového vektoru €, je totozny se smérem vektoru 7. Carkovang cervensd
je znazornéna ast poloroviny Sy prochézejici osou z s konstantni soufadnici ¢ (rostouci od osy x
k poloroving Sy), bazovy vektor €; je k této poloroviné kolmy a je (v pravoto¢ivé soustavé) vadi ni
kladné orientovan. Bazovy vektor €y je k obéma piedchozim bazovym vektorim rovnéz kolmy a je
orientovan ve sméru nariistu soufadnice 6 (rostouci od osy z k vektoru ), tedy tak aby bazové vektory
kulové soustavy v pofadi podle rovnice (4.10) tvofily pravotoivou soustavu.

Jednotkové vektory kulové baze budou mit v kartézské soustavé tvar (viz obrazek 4.2)

€r = €z sinf cos ¢ + €, sin fsin ¢ + €, cos f,
€p = € cosfcos ¢ + €, cosBfsing — €, sinb, (4.10)

€y = —€z sin ¢ + €, cos ¢.

V kulové soustavé neni tedy zadny z bazovych vektort konstantni.
Souradnicovymi k¥ivkami v kulové soustavé budou:

e polopiimky s, vychéazejici libovolnym smérem z pocatku soustavy (0 = konst., ¢ =
konst.),

e polokruZnice sy se stfedem v pocatku soustavy, lezici v poloroviné prochéazejici osou z
(r = konst., ¢ = konst., obdoba geografickych polednik),

e kruznice sy se stfedem na ose z, lezici v roviné kolmé k ose z (r = konst., § = konst.,
obdoba geografickych rovnobézek).

Soufadnicovymi plochami v kulové soustavé budou:

e kulové plochy S, se stfedem v poc¢atku soustavy (r = konst.),

e rota¢ni kuZelové (respektive polokuZelové) plochy Sy s vrcholem v pocatku soustavy a s
osou rotace v ose z (f = konst.),

e poloroviny S, prochazejici osou z (¢ = konst.).

Pro druhou mocninu vzdélenosti dvou bodua v diferencialnim tvaru (dosazenim rovnice (4.8)
do rovnice (4.1)) v kulové soustavé plati

ds? = dr? + 2 d#? + r?sin® 0 d¢?, (4.11)
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coz muzeme opét povazovat za druhou mocninu délky télesové tthlopticky elementarniho , kvadru®,
respektive ,sférického klinku® o hranéach ds, = dr, dsp = rdf, dsy = rsinfd¢. V kulové sou-
stavé tak dostdvame Laméovy koeficienty h, = 1,hy = r,hy = rsinf. Z infinitesimalnich,
vzajemné kolmych hranovych tsecek respektive obloucki, zkonstruujeme plosné elementy

dS, = dsgdsy = r?sinfdfdeg, dSy = dsgds, =rsinfdedr, dSy =ds,dsp =rdrdf (4.12)
a také objemovy element kulové soustavy
dV = ds, dspdsy = r*sin 6 dr d6 d¢. (4.13)

Zédny z téchto elementti neni konstantni, jejich velikost roste pfimo tmérné druhé (dS,, dV)
anebo prvni (dSp, dS,) mocniné vzdalenosti  od pocatku soustavy a také (s vyjimkou plosného
elementu dSy) piimo tmérné sinu polarniho thlu 6.

Podrobny popis kulového souradnicového systému je rozveden v odstavci B.3 v ptiloze B.

e Priklady:

4.12 Napiste sférické souradnice bodu A, jehoZ kartézské souradnice jsou z,y,z = [1,1,1].

1 =
A:r0,¢= |3, arccos —, —
V3 4
T T
4.13 Napiste kartézské souradnice bodu B, jehoz sférické souradnice jsou r, 0, ¢ = [12, 7 —E} .
B:x,y,z=[9,-3V3,60]
4.14 Napiste rovnici plochy z = 4+1/25 — 22 — 2 ve sférickych souradnicich. Nakreslete uve-
denou plochu.
r = 5; kulova plocha se stfedem ve spole¢ném pocatku obou systémi
4.15 Napiste rovnici plochy z? + y? + 22 — 142 — 6y — 10z = 61 ve sférickych soufadnicich.
Nakreslete uvedenou plochu.
r = 12; kulova plocha se stfedem v pocatku sférického systému, ktery se nachazi v bodé
[7,3,5] kartézského systému
4.16 Napiste vektor i, zadany v kartézské ortonormalni bazi ve tvaru « = 2¢; + €, + €., pomoci
bézovych vektort ortonormélni kulové baze.
4 = (2sinf cos ¢ + sinfsin ¢ + cos ) €, + (2cosh cos ¢ + cosfsin ¢ — sinf) €y + (cos P —
2sin ¢) €
4.17 Slozky vektoru @ (vyrazy v zavorkach) ve vysledku predchoziho piikladu 4.16 napiste
pomoci kartézskych soufadnic.
2r+y+z 2(2r+y) — 2% —y* r—2y

— €, €p e
/J;2+y2+zz \/:1;2+y2\/;r;2+y2+z2 /1;2_,_y2 @

4.18 Podle rovnice (4.13) odvodte vzorec pro vypocet objemu V koule o poloméru R.

ﬁ:

4



Kapitola 5

Skalarni a vektorové funkce vice
proménnych: 2

5.1 Parcialni a smérové derivace, aplny diferencial

Parcidlni derivace funkce dvou a vice nezavislych proménnych f(xy,z9,...,x,) je derivace této
funkce podle jedné z téchto proménnych, tj. danou funkci derivujeme jako funkci pouze jediné
proménné, vzhledem ke které pocitame derivaci. Ostatni nezavisle proménné maji konstantni
hodnotu (chovaji se jako konstanty). Prostorovou pfedstavu (viz obrazek 5.1) si mizeme udélat
na piikladu funkce dvou proménnych f(x,y), jejiz geometricky vyznam muZeme popsat jako
plochu, danou predpisem z = f(x,y). Parcialni derivace této funkce napiiklad podle proménné
x, kterou zapisujeme

9f(z,y) nebo pouze 9/ nebo take  fz, (5.1)

Ox Ox

vyjadfuje smérnici teény této plochy, kterd lezi v roviné rovnobézné s rovinou zz a ktera je
orientovana v kladném smyslu osy x. Hodnota druhé nezévisle proménné y je tedy pro celou
tuto te¢nu konstantni. Zcela obdobné to plati i pro parcialni derivace podle ostatnich nezavislych
proménnych.

Parcialni derivace mitiZzeme samoziejmé zobecnit pro zcela libovolny smér, ne pouze pro
smeéry souradnicovych os, které reprezentuji smér nartstu vzdy jen jedné urcité nezavisle pro-
ménné. V tom piipadé je nazyvame smérové derivace (nebo derivace v daném sméru). Zvoleny
smér muZe byt definovany napiiklad vektorem @ = (uy,usa,...,uy), jehoZ velikost oznafme
|lZ|| = w. Smérova derivace potom v piipadé funkce dvou proménnych, analogicky k piikladu
popsanému v piredchozim odstavci, vyjadiuje smérnici te¢ny této plochy, ktera lezi v roviné
rovnobézné s rovinou vymezenou timto vektorem a osou z a ktera je orientovana ve sméru zvo-
leného vektoru. Smérovou derivaci spojité diferencovatelné skalarni funkce ve sméru vektoru o
miuzeme obecné definovat jako

df($1,$27 s ,.Tn)

- U
=Vf(x1,29,...,2,)  —, 5.2
Tu [z, 22 n) o (5.2)
kde symbol (tzv. Nabla operdtor) V= (8%1, 8%2, cee %) znadi v tomto piipadé vektor parci-
alnich derivaci podle vSech nezavisle proménnych. Rovnici (5.2) 1ze tedy explicitné rozepsat,
df(x1,z9,...,2x of u of u of u
S, @2 n) _ 0w, Ofua , OF un (5.3)
du oxr1 v Org u Oox, u

e vysledcich pitkladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény piislusné jednotky.
2Doporucen literatura k této kapitole: Démidovi¢ (2003), Kvasnica (2004), Bartsch (2008), Rektorys (2009).

75
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Obrazek 5.1: Geometricky vyznam parcidlni derivace funkce dvou proménnych z = f(z,y) v bodé
[0, yo]- Vysek funkce f(x,y) je na obrazku zvyraznén barevnou plochou. Parcialni derivace (v tomto
piipadé podle z) funkce dvou proménnych f(z,y) udava smérnici teény ke kiivee, kterd odpovida fezu
grafem (plochou) funkce f(z,y) rovinou rovnobéZnou s pfislusnou osou, v tomto p¥ipadé rovinou rov-
nobé&znou s rovinou xz, prochazejici bodem [zg, yo]. Kfivka fezu pFislusnou rovinou je na obrazku zna-
zornéna silnou Gernou Garou, prochazejici barevnou plochou, jeji tefna v bodé [zg,yo] je znazornéna
Gervend. Parcialni derivace df/0x bude v tomto pripadé odpovidat tgy, kde p = —¢’. Geometricky
vyznam parcidlnich derivaci podle jinych proménnych, pfipadné smérovych derivaci, je analogicky.

Uplnym (totalnim) diferencidlem obecné skalarni funkce f(%) = f(z1, 22, ...,7,) vice nezdvis-
lych proménnych nazyvame funkci
of of of S
df = —d —d coit+ ——da, = - da. 5.4
f 11 z1 + D Tot+...+ B, xp = V(&) dZ (5.4)

Pokud totalni diferencial funkce f(Z) existuje v ur¢itém daném bodé, fikame, ze funkce f(Z) je
v tomto bodé diferencovatelna. Pokud totalni diferencial funkce f(Z) existuje ve vSech bodech
této funkee, fikame, Ze funkce f(¥) je spojité diferencovatelna (hladka). Pokud totalni diferencial
funkce f(Z) existuje v ur¢itych oblastech této funkce, fikdme, ze funkce f(Z) je po ¢astech
diferencovatelné.

Totalnim diferencidlem vyssiho (n-tého) fadu funkee f(x,y) dvou nezdvislych proménnych
x,1y bude funkce, dana obecnym pfedpisem

d"f(z,y) = i <Z> _o dz® dy™ ", (5.5)

k 9qn—Fk
— oz oyn

kde vyraz v zévorce za sumou je tzv. kombinaéni ¢islo (viz rovnice (12.1)). Totalnim diferen-
cidlem vyssiho (n-tého) fadu funkce f(x1,x9,x3, ..., Tm—1,Tm) obecného poctu m nezéavislych
proménnych x1,z9, ..., Ty, bude funkce, dané predpisem

n "f ky .k K
d"f(21, 22, Tm) = Z ( > F1o K — day! doy?. dage, (5.6)
1 +kot.. +km=n ki, k2, ... km 0x1'0x5°...0T"

kde vyraz v zavorce za sumou je tzv. multinomicky koeficient (viz rovnice (12.6)) a kde smysl
a uziti vSech ostatnich vyrazi a symbolt odpovida tzv. multinomické vété (12.7).

e Priklady:
of

0
5.1 Vypocitejte parcialni derivace 8—f, 30 skalarni funkce f(x,y) = 22+ — .
T 0y
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5.2

9.3

0.4

9.5

5.6

0.7

5.8

2.9

5.10

5.11

20 +1, —1

0%f 9*f

Vypocditejte parcidlni derivace —=5, —=

skalarni funkce f(x,y) = zlny + 2¥.

(’yz — y) ¥ 2, —— +a¥ In%z
Y

3
Vypocitejte smisenou parcialni derivaci 920D skalarni funkce f(x,y, 2) = zyz+a? sin(zy)+
T z
Yz. y
1
oy o~ c1os . . 84f Loy 2.3
Vypoéitejte smiSenou parcidlni derivaci ————— skalarni funkce f(z,y,2) = zy°z° +
Ox Oy 022

2?sin?(z2) +yz +x+y+ 2
12yz

Dokazte, ze ze stavové rovnice idedlntho plynu pV = nRT, kde p je tlak, V je objem, T je

termodynamické teplota, n je latkové mnozstvi, R je molarni plynova konstanta, vyplyva:
Op oV oT

oV oT op
o 1 _(@=b)? ) . - )
Ukazte, ze funkce u = ——=e¢ 4.2t | kde a,b jsou konstanty, vyhovuje rovnici vedeni
2av/ 7t
ten ou ,0%u
epla — =a*—.
LT Ox?

1
Ukaite, ze funkce u = —, kde r = \/(x — a)2 + (y — b)2 + (2 — ¢)2, kde a, b, ¢ jsou kon-
r

stanty, vyhovuje Laplaceové rovnici Au = 0 pro r # 0.

Priklady 5.5, 5.6, 5.7 - pomoci parcialnich derivaci funkci.

Vypocitejte derivaci funkce f(x,y) = L ¥ bods [4, —1] ve sméru vektoru 4 = (-2, 3).
Y

10

V13

Vypoditejte derivaci funkce f(z,y, z) = cos(zy) + In2? v bodé [r,1,1] ve sméru vektoru
@=(1,1,1).

2

V3
Vypoditejte derivaci funkce f(x,y) = 22 — 3? v bodé [1,1] ve sméru vektoru @ = (1, —1).

2V2

Vypocitejte derivaci funkce f(z,y) = x + 2y v bodé [2,1] ve sméru vektoru @ = (1,2).

V5
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5.12 Vypocitejte derivaci funkce f(z,y,2) = = + y%> + 2% v bodé [0,1,2] ve sméru vektoru
= (1,0,1).

13

V2
5.13 Vypocitejte derivaci funkce f(x,y) = 2% — y* + 2zy v bodé [2,3] ve sméru vektoru @ =
(—3,2).
58
V13
5.14 Naleznéte hodnotu derivace funkce f(z,y) =z
[17 _3]

5v2

2 _zy—y? ve sméru nejvétsiho ristu v bodé

5.15 Naleznéte prvni a druhy diferencial funkce f(z) = x cosz, vycislete v bodé 7 /4.

1 T 1 s
— (1= 7) dr, ——— (2 + 7) da?
\@( 4 V2 4

5.16 Naleznéte prvni a druhy diferencial funkce f(z,y) = (x + y3)2, vycislete v bodé [2, 3].
58 dz + 1566 dy, 2dx? + 108 dx dy + 2502 dy?

5.17 Naleznéte prvni a druhy diferencial funkce f(z,y) = xy + x cosy + y*, vycislete v bodé
[1,e].

(2e + cose)dx + (2 — sine) dy, edz? + (6 — 2sine) dz dy — (cose) dy?

5.18 Naleznéte prvni a druhy diferencial funkce f(z,y) =In (:c + yg), vycislete v bodé [1,1].
! dz +d ! dz? —dxd
5 dz +dy, -7 do? —dwdy

5.19 Uzitim prvniho diferencialu pfiblizné vypocitejte hodnotu ¢isla 1,03 x 1,98 a porovnejte
s hodnotou urcéenou kalkulackou.
2,04 (kalkulackou 2,0394)

3,96
2,01

3
5.20 Uzitim prvnfho diferencialu piiblizné vypocitejte hodnotu é&isla < > a porovnejte
s hodnotou urcenou kalkulackou.

7,64 (kalkulackou 7,64711...)

)

1
5.21 Uzitim prvniho diferencialu pfiblizné vypocitejte hodnotu ¢isla arctan < ) a porov-

0,98
nejte s hodnotou uréenou kalkulackou.

Z +0,015 ~ 0,8004 (kalkulackou 0,80047...)
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5.2 Kmenova funkce

S kmenovou funkci jsme se jiz de facto setkali v souvislosti s diferencialnimi rovnicemi exaktnimi
v oddile 3.1.4. Pojem kmenova funkce tizce souvisi s pojmy totalniho diferencidlu a konzerva-
tivniho vektorového pole. O obecném vektorovém poli ff(:f’) ffkame Ze je konzervativni, pokud
existuje takova skalarni funkce p(Z), ze plati

A(Z) =Veo(Z), resp.  do(f) = A(F) - dZ. (5.7)
Vyraz (uvazujeme trojrozmérny piipad) Vi = (g—i, g—‘yp, g—f) v levé casti rovnice (5.7) znamena
gradient funkce ¢ (viz také oddil 5.3), vyraz de v pravé ¢asti rovnice (5.7) je totalnim dife-
rencidlem funkce ¢. Pokud rovnice (5.7) plati, funkei ¢ nazyvame kmenovou funkei (zapornym
skalarnim potencidlem, kdy skalarni potencial ¢ = —¢p) konzervativniho vektorového pole A
Intenzita E obecného konzervativniho pole potom bude E = —6(;5 a odpovidajici silové pole
F= —ﬁEP, kde E), je potencialni energie. O tom, jestli zadané vektorové pole je konzervativni,

se presvédcime na zakladé Schwarzovy véty, tedy postupem uvedenym v rovnici (3.19). Postup
mizeme zobecnit na libovolny pocet proménnych, tedy

0Aj (w1, 22, .., Tjy oo Tpy oo Tn)  OAR(T1, 22,0 Ty Ty, )

oxy, ox;j ’ (5:8)

kde A;, A znac¢i j—tou a k—tou slozku vektoru /Y, volné indexy j, k nabyvaji postupné vSech
hodnot od 1 do n. Kmenovou funkeci potom najdeme (napiiklad ve trojrozmérném piipadé)
pomoci integralu

z

Ay(xo,t,z)dt+/ A, (g, yo,t) dt. (5.9)

20

x Yy
o(z,y, 2) —/ Aac<t7y7z)dt+/

0 Yo
V piipadé jiného po¢tu dimenzi bude predpis (5.9) analogickym zptusobem zkracen nebo rozsi-
fen.
e Priklady:

Rozhodnéte, zda dany vyraz je totalnim diferencidlem, v kladném piipadé urcete odpovidajici
kmenovou funkei:

5.22 (sinz +y)dz + (x2 + cos y) dy Vyraz neni totalnim diferencidlem.
3 Y3 3 Y3
5.23 ($2+y)dx+(az+y2)dy 3+:L‘y+é<30+m0y0+'jgo>
2,2 3 2,2 3
5.24 zy?dz + (y* + 22y +4) dy 9321/+%+4y—<x02y° + %0 +4y0>
2 . 2
5.25 (z + 2zy)dx + (cosy + x2) dy ?—&—:L*Zy—i—sin y— <2 + 22 yo + sin y0>

Inx 1 Inz 2
526 | — —y | =—, y(1) =2 9_ 7 _
Y <y2 y) 2y’ y(1) " B
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5.27 (3$2—2$y+) — <x2+m2+3> v, y(0)=1 :p3—:1:2y—|—£+—2—1
Y Yy Yy y oy

5.28

59.29 —

5.31

1

3 . 372

(62%y” + 32%) dw + (3zy + cosy) dy, y(1) = g 5oly? + 2’ siny — o =2
2x 2y
21y dx — 21y dy, y(1) =1 In2 —In (3;2 + ;I/Q)
1 2z x
dx+<——|—ey)dy,y0 =1 —te(ev -1
yg yg ( ) yz ( )

322 392

o % — 31 .3
5 x3+y3dx+2mdy, y(l) =2 Vad +y3 £ 3

Dokazte, Ze dané silové pole je konzervativni, a uréete odpovidajici potencialni energii V' (k je
konstanta, Q1 a Q2 jsou konstantni elektrické naboje):

5.32

5.33

5.34

5.35

5.36

5.37

_ kr?  k . .
F = —k7 (pruzna sila) V= 5 T3 (% + 9> + 2°)
F = lesz' (elektrostaticka sila) V= kQ]QQ =k {Q1Q(2
7-3 r /:L.Z +y2 + 22

Naleznéte potencial vektorového pole A= (ny,xQ). Je tento potencial urceny jedno-
znacné 7
¢=—a’y+C

. Al L - x T
Intenzita fyzikalniho pole je uréena vektorem A = [ln(w —y)+ ,— ,0(. Lze pro

x—y x-—

toto pole stanovit prislusny potencial ? Pokud ano, naleznéte jej. Bude tento potencial
urcen jednoznacné ?

¢p=—xln(z—y)+C

Dokazte, ze dané centralni silové pole F=—kir je konzervativni a urcete odpovidajici
potencialni energii V' v bodé z,y,z = [Xo, Yo, Zo], pokud jeji hodnota v bodé z,y,z =
[0,0,0] je rovna Vj. Veli¢ina k je konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost.

3/2

V(Xo, Yo, Zo) = 3 (XG+YE+Z3)""+ W

—

) - k7 ) .
Dokazte, ze dané centrélni silové pole F = —— definované pro r > 1, je konzervativni a

r
urcete odpovidajici potencialni energii V' v bodé z,y, z = [Xo, Yo, Zo], pokud jeji hodnota
v miniméalni definované vzdalenosti od bodu z,y,z = [0,0,0] je rovna Vj. Veli¢ina k je
konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost.

V(X0,0,20) =k (VX FYG+ 23 = 1) + Vo
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—

- T
5.38 Dokazte, Ze dané silové pole F = —k—, definované pro r > 1, je konzervativni a urcete

odpovidajici potencialni energii V' v bodé z,y,z = [2,2,1], pokud hodnotu potencialni
energie ve vzdélenosti r = 1 od bodu z,y,z = [0,0,0] stanovime jako Ey = 0. Veli¢ina
k = 1,5 je obecna konstanta, r je velikost polohového vektoru ¥ = (z,y, 2).

1
V(2,2,1)=k([1- Y Ey=1
s ( W+W+%> )

5.39 Dokazte, Ze centralni silové pole F , definované pro r > 1, je konzervativni a urcete potenci-
alni energii V pole v bodé x,y, z = [Xo, Yy, Zo], pokud stanovime jeji hodnotu v minimalni
definované vzdalenosti od bodu x,y, z = [0, 0, 0] je jako nulovou:

Veli¢ina k je konstanta, 7 je polohovy vektor, r je jeho velikost.

5 1 1
(a) V(Xo0,Y0,%Z0) = = |(XE + Y +ZO)<ln X§+Y02+Zg2>+2}

(b) V(Xo, Y0, Z0) = 5 {(X§ +YF + Z5) [In (X5 + Y5+ Z5) —1] +1}

w\w l\D\?T l\')\k

(¢) V(Xo, Yo, Z0) =

{
2 2 2 3 31,3
(XG+ Y7+ Z8) |In (X + Y +ZO)2—5 +3

5.40 Dokaizte, ze dané silové pole F = —k (z,y, z) In7—2, definované pro r > 1, je konzervativnf
a urcete odpovidajici potencialni energii V' v bodé z, y, z = [Xo, Yo, Zo], pokud potencialni
energie ve vzdalenosti r = 1 od bodu z,y, z = [0, 0, 0] je rovna Ejy. Veli¢ina k je konstanta,
r je velikost polohového vektoru ¥ = (z,y, 2).

k
V(Xo0, Y0, Zo) = =5 {(X§ + Y7 + 23) [In (XG + Y5 + 25) — 1] + 1} + Eo

5.41 Dokazte, ze dané centralni silové pole F = —ke je konzervativni a urcete odpovidajici
potencialni energii V' v bodé z,y,z = [Xo, Yo, Zo], pokud hodnota potencialni energie
v bodé z,y,z = [0,0,0] je rovha —Vy = —k. Veli¢ina k je konstanta, 7 je polohovy vektor,

r je jeho velikost.

V(XQ,Y(),Z()) = Voe\/m ( Xg _|_)/02 +Z§ . 1)
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5.3 Diferencialni operatory

Diferencialni operéatory uréuji ptusobeni operatoru nabla (viz také oddily 5.1 a 5.2) na skalarni
nebo vektorové pole nékterym z nésledujicich zptisobt:

e gradient skalarni funkce f: grad f = v 1, vysledkem je vektor (5.10)
e divergence vektorového pole A divA=V- A: vysledkem je skalér (5.11)

e rotace vektorového pole A (pouze v R?): rot A =V x A,  vysledkem je vektor  (5.12)

- =

e Laplaceuv operator (Laplacidn): A =V -V, neméni ptvodni pole  (5.13)

Laplacetiv operator tzv. neméni fad tenzoru, tj. pokud ptsobi na skalar, vysledkem je skalar,
pokud pusobi na vektor, vysledkem zistava vektor, atd. (viz pfiloha B). Variantni forma zapisu
diferencialnich operatorti pomoci volnych indext (v Einsteinové konvenci) muze v kartézském
soufadnicovém systému vypadat nasledovné (vyznam symboli d;; a €51, je vysvétlen v odstavci
2.3):

e gradient skalarni funkce f: grad f = é’igj, (5.14)
. ) PO 0
e divergence vektorového pole A: div A = a—Aj 0ij = a—Ai, (5.15)
€Iy €Ty
e rotace vektorového pole A:rot A = Eijk aaaAk, (5.16)
L
. ) g 0 o0 -, 0 0
e Laplacetuv operator (Laplacidin): Af = 9 87f’ AA= ei(?T@TAi' (5.17)
i Oy g YLy

Gradient skalarni funkce reprezentuje vektorové pole, udavajici velikost a smér nejvétsiho na-
rustu dané skalarni funkce. Divergenci vektoru miZeme interpretovat napiiklad jako ,miru ex-
panze“ (,intenzitu vytékani“) dané vektorové veli¢iny, pfipadné jako jeji ,zFidlovost®, tj. miru
toho, jak mnoho se dané vektorové pole chova jako ,,vychazejici ze zdroje“. Napiiklad, pokud
vektorové pole zaroven ,vznika“ (zdroj) i ,,zanikd* (propad), je jeho divergence nulova (ptipad
magnetické indukce), rovnéz homogenni vektorové pole (konstantni vektor) musi mit z definice
nulovou divergenci, atd. Rotace vektorového pole (jak vyplyva z nazvu) popisuje infinitesimalni
rotaci daného pole v obecném bodé v prostoru; pokud je rotace nulova, mluvime o ,nevirovém*
toku dané vektorové veli¢iny. Rotace vektorového pole je definovana pouze ve trojrozmérném
pripadé.

Podrobny popis odvozeni jednotlivych diferencidlnich operatort v hlavnich soufadnicovych
soustavéich véetné souvisejici matematiky je uveden v piiloze B. Zde je uveden pouze zakladni
prehled explicitnich tvara diferencialnich operatori v kartézské, valcové a kulové soustavé v R3
(ve valcové soustavé opét zavadime pro odliseni p namisto r), kdy operator Laplacianu mize
pisobit bud na skalarni funkci, anebo na jednotlivé slozky vektoru:
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Obrazek 5.2: Levy obrdzek: Dvourozmérné znazornéni vektorového pole f(w,y,z) = a(z,y,0), kde je
zavedena Skédlovaci konstanta a = 1/6 kvili grafické piehlednosti. Divergence tohoto pole, divF = 2a,
rotace tohoto pole je nulova. V tomto piipadé (divergence je konstantni) vidime, Ze velikost vektoru
(délka sipek) se zvétSuje piimo umérné se vzdalenosti od pocatku avsak vektor se vzdalenosti neméni
smér. Pokud by divergence byla funkci nékteré ze souradnic, ménil by se néjakym zpisobem v zavislosti
na vzdalenosti od pocatku i smér vektoru. Pravy obrdzek: Dvourozmérné znazornéni vektorového pole

F(z,y,z) = a(xr —y,z + y,0), kde je zavedena stejna skalovaci konstanta a = 1/6. Divergence tohoto
pole je opét 2a, oviem rotace tohoto pole je nyni také nenulova, rot F'|| = 2a.

o Kartézska soufadna soustava (1, 2, 3 = x,y, 2):

grad f = (gi, gjyc, Zi) ; (5.18)
deE:%%-%%?-%%?, (5.19)
) 520)
ap=2 ng§+22§ (5.21)
AA = (5?;%—gz;%—éi;)(Am,Ay,Az): (5.22)

PA,  PA PA PA, DA, PA, PA PA DA,
0x2 Oy? 0227 Ox? Oy 022" Oz Oy 022 )
(5.23)
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e Vilcova soufadna soustava (x1, xo, 3 = p, P, 2):

grad f = <g£, ;gf;, gﬁ) ; (5.24)
div A = ;;(i4)4-1iij+-aA (5.25)
A TR
2 2
1= (05y) * g + o 520
AA = [;aap (p;p) + 12 66;2 + > } (A,, Ay, A,). (5.28)
o Kulova soufadna soustava (a1, 22, 3 = 7, 0, ¢):

divA = 2; (r*A;) + 7;%;0 (sin@Ag) + rsilnGaaf(lb(z)’ (5.30)

rot A = {7“511n9 [(;99 (sin6 Ag) - 68110] i[sulqeaai 087"( A"ﬁ]} : [aar (’"AH)_%;T]}’
(5.31)
Af::]égi<}2g£>_Fr2;n980<$neg£>_+r2¥;293227 (5:32)

r
2 [10(,0 19 ) 1o
e Priklady:

5.42 Dokazte nasledujici vztahy (vechny piiklady v tomto odstavei uvazujeme v R?), kde 7 je
polohovy vektor, r=||7|| je jeho velikost, A je konstantni vektor, B je libovolny vektor, E
je jednotkova matice a n € R je konstanta :

(a) divF =3,

(b) rot7 =0,

(c) A7=0,

(d) gradr = ;,

(e) grad (A-7) = A,

(f) grad (r") = nr" 27,

(g) grad 7 = E v kartézské soustavé
(h) grad (B -7) = B+ (VB)

Pomoci vektorovych identit v kartézskych soutradnicich.

5.43 Spocitejte: div rot ﬁ, F= [:cyz Y (x -z ) ,xy + zx + yz]. 0
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5.44

5.45

5.46

0.47

Spocitejte: div rot ﬁ, F= (x2y7y2, 22 ) 0
Spoditejte: grad f, f(z,y, 2) = 2zyz + 22y + y?2 + 2.

grad f = (2yz + 22y + 22, 2wz + 2% + 2yz, 2xy + y? + 222)
Spoéitejte: grad f, f(z,y, z) = 2%y + x cosh(yz).

grad f = [Qxy + cosh(yz), #? 4+ wzsinh(yz), zy sinh(yzﬂ

Ukaizte, 7e div F = (z — y,y°22,3¢¥"%) je kladn4. div F = 14 5y2? + 3y2 v’

Pro skalarni funkce f, g a vektory ff, B dokaite :

5.48

5.49

5.50

5.51

5.52

5.53

5.54

5.55

5.56

5.57

5.58

V(fg)=(Vf)g+ fVg

V- fA=A-Vf+[V-A

v (A’xé):é (6></Y)—/T (ﬁxé)
ﬁx(ﬁ’xé):fi’(ﬁ B)—é(ﬁ-ﬁ)Jr(é ﬁ)/f—(fi’ ﬁ)é
VxfA=(Vf)x A+ fVx A

Dokazte platnost vektorové identity V x (6 X [f) =V (6 . ff) — AA.

T ooy -
Dokazte platnost vektorové identity A x (V X A) = §VA2 — (A : V) A.

Priklady 5.48 - 5.56 - pomoci vektorovych identit v kartézskych souradnicich.

, kde 7 je polohovy

s 7
Stfedové symetrické (izotropni) fyzikalni pole je uréeno vektorem A = —
r

7
. . e = o 2
vektor, r je jeho velikost. Dokazte, Zze divergence tohoto pole, tedy V- A = —.
r

Va2 + 2% Va2t 2+ 22

F_r__ (zy2) S A— 2 2
.

A
Hypotetické centralni fyzikalni pole je urceno potencidlem ¢ = In < + B, kde A je
r

kladna konstanta, r je velikost polohového vektoru 7. Konstanta B nastavuje hodnotu
potencialu ¢ ve vzdélenosti A od bodu z,y, z = [0, 0, 0]. Urcete vektor intenzity E tohoto

pole a dokazte, Ze divergence tohoto pole, tedy V-E= —-
r
1 1

:L.Z_‘_yQ_;'_ZZ’ 7.2 iL'2+y2+22
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5.59

5.60

5.61

5.62

5.63

5.64

Hypotetické centralni fyzikalni pole je uréeno potencialem ¢ = —Ar® + B, kde konstanta
A gkaluje velikost r polohového vektoru 7, konstanta B nastavuje hodnotu potencialu ¢
v bodé x,y,z = [0,0,0]. Urcete vektor intenzity E tohoto pole a dokazte, Ze divergence

tohoto pole, tedy V - E' = 12A\/22 + y2 + 22 = 12Ar.

E =3AFr = 3A (x,y,2)\/22 + 12 + 22, V- E = 124r = 124/22 + % + 22

Hypotetické centralni fyzikalni pole, definované pro vzdélenost r > 1, je urceno poten-
cidlem ¢ = —Ar?Inr? 4+ B, kde konstanta A gkaluje velikost r polohového vektoru 7,
konstanta B nastavuje hodnotu potencidlu ¢ v miniméalni definované vzdalenosti od bodu
x,y,z = [0,0,0]. Urcete vektor intenzity E tohoto pole a dokazte, Ze divergence tohoto
pole, tedy V - E = A (61n72 + 10).

E = 247 (Inr? + 1) = 24 (z,y,2) [In(z? + y* + 2%) + 1], V-E= A (6Inr? +10)

Ax
Hypotetické fyzikalni pole je uréeno nesymetrickym potencidlem ¢ = —, kde A je kladna
r

konstanta a r je velikost polohového vektoru 7. Urcete vektor intenzity E tohoto pole a

L 2

dokazte, ze divergence tohoto pole, tedy V-E= —-
r

—A(y? + 2?), Ay, Axz S B 2Azx _ 2Ax

E =
(:1:2 +y2 + 22)3/2 r3

3

Hypotetické centralni fyzikalni pole je urdeno potencidlem ¢ = Ae™", kde A je kladna
konstanta, r je velikost polohového vektoru 7. Urcete vektor intenzity E tohoto pole a

- 2
dokaizte, ze divergence tohoto pole, tedy V- E = Ae™" < — 1).
r

E = Ae—rf — Ao VaZty2+z? ;(x7y’{z) : ’ﬁE' — Ao~ Vrity?+22 : 2 : _ 1
r /372+y2+22 /x2+yz+zz

Hypotetické centralni fyzikalni pole je uréeno potencidlem ¢ = A" kde A je kladna
konstanta, r je velikost polohového vektoru 7. Urcete vektor intenzity E tohoto pole a

- o 2
dokaite, ze divergence tohoto pole, tedy V- E = A""In A ( —1In A).
r

. P - : 2
E=A"ImA”, V~E:A_\/"”2+y2+221nA<lnA>
T

Va?+y? + 22

Pomoci Kroneckerova delta a Levi-Civitova symbolu ovéite vektorové identity z priklada
(5.48)-(5.56) v Einsteinové notaci.

Pomoci rovnic (2.54) a (5.14)-(5.17).



Kapitola 6

Kriivkovy integral: :

6.1 Krivkovy integral 1. druhu

Kfivkovym integralem 1. druhu nazyvame integral /fds, kde (v R3) f(z,y, 2) je hladki (po
C

¢astech hladka®) skalarni funkce podél kifivky C a ds je délkovy element kiivky: ds? = da?+dy?+
dz? (Pythagorova véta v diferencialnim tvaru). Je-li kiivka C uzavrend, vyznaéime to krouzkem
pres integra¢ni znak, tedy ¢. Stanovime-li napiiklad soufadnici x jako nezavisle proménnou a
y(z), z(x) jako zavisle proménné, muzeme psat

/fds—/mf(m 21+ dy 2_|_ dz de (6.1)
c Ja 4 dz dz ’ '
Nalezneme-li vhodny parametr ¢, potom bude parametrizovana rovnice (6.1) s funkcemi f(t) =
Fle(t),y(t), 20, s(t) = s [a(t), y(2), (1)), mit tvar

fiy W g - th(t) dr 2+ dy 2+ LA (6.2)
[roa= oy (5) (&) (&)

Pomoci kfivkového integralu 1. druhu lze uréit n&které geometrické a fyzikalni charakteristiky
dané kiivky. Polozime-li f = 1, vysledkem bude délka kiivky C. Polozime-li f = 7 (délkova
hustota kfivky), dostavame 7ds = dm, tedy hmotnost elementu kfivky, vysledkem integrace

bude hmotnost kiivky C,
m:/dm:/Tds. (6.3)
C C

Pokud polozime napiiklad f = z7, dostavame tzv. staticky moment .S, kiivky vzhledem k ose z,
jeho vydélenim hmotnosti dostavame z-ovou soufadnici stfedu hmotnosti zp kiivky C (obdobné
pro ostatni soufadnicové sméry), tedy

1 1 1 1
T = /.ﬁUdm — /.ﬁL’TdS, yr = /ydm7 r = — / zdm. (64)
m Je m Jc m Je mJjc

Polozime-li f = 27, kde r je vzdalenost obecného bodu kiivky od zvolené piimky v prostoru
(osy 0), dostavame moment setrvac¢nosti J, kiivky C vzhledem k této ose. Momenty setrvacnosti

Ve vysledcich pfikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény p¥isluiné jednotky.
2Doporuden4 literatura k této kapitole: Démidovié (2003), Kvasnica (2004), Bartsch (2008), Rektorys (2009).
3Po castech hladka kfivka se sklada z konedného poétu hladkych kiivek. Totéz plati pro plochy, funkce, atd.

87
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kfivky C napft. vzhledem k jednotlivym kartézskym soutradnicovym osam potom budou

Jm:/(y2+22)dm:/(y2+22)7ds, J :/(22+5L‘2)dm, JZ:/(x2+y2)dm.
C C C C

(6.5)

e Priklady:

6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

V kartézskych soutradnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte délku kruznice
s polomérem R.

s =2mR

Vypocitejte délku kiivky s = / (:Jc2 + y2) ds, kde C je kiivka s parametrizaci x = asint,
C
y=acost, t € (0,7).

S =Ta

Vypocitejte délku kiivky s = / (a:2 + y2) ds, kde C je kiivka s parametrizaci © = a(cost+
C
tsint), y = a(sint — tcost), t € (0, 2m).

s =a’ (27T2 + 4774)

Vypoéitejte délku jednoho oblouku cykloidy x = a(t — sint), y = a(1 — cost), t € (0, 27).
s = 8a
Vypocitejte délku tiseku paraboly y = 22, ohrani¢eného body [—2,4] a [2,4].

s=2V17T+1Inv4+ V17 ~ 9,2936

Kolikrat delsi bude skute¢na trajektorie s sikmého vrhu (s po¢ateénim a koncovym bodem
ve stejné vysce)

s maximalnim moznym doletem D,

(a
(b
(c

(d) pokud eleva¢ni thel bude takovy aby maximalni vyska trajektorie se rovnala doletu,

pokud pocatecni (elevacéni) uhel oo = 30°,
pokud eleva¢ni thel o = 60°,

)
)
)
)

] s
— 00, arovnéz ze pro a =0, — — 1.

T
nez piislusny dolet? DokaZte, Ze pro o« = —, —
p y ) p 2D D

1 1 1+ sinaw
s = — [ +1n <+bma) cot(x} D

COS COS &

1 1 3In+v/3
(a) s = <\/§—|—ln\/1—¢—\/§> D ~1,15D, (b) s= <+W> D ~1,05D,

(c) 5= <1+ln\/2+\/§

D~138D, (d) s=
55 s,
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6.7 Primym vypoCtem v kartézskych souradnicich a také pomoci vhodné parametrizace vy-

6.8

6.9

6.10

6.11

6.12

poéitejte hmotnost astroidy 22/3 4+ y%/3 = a?/3 s délkovou hustotou 7 = z*/3 4 ¢*/3 (viz
obréazek 6.1). Parametrizace astroidy muZe byt napiiklad: x = acos®t, y = asin®¢t, kde ¢
neznadi ¢as, nybrz dhlovy parametr.

m = 4a"/3

Obréazek 6.1: Astroida. Geometricky vyznam konstanty a je vyznacen zelenou barvou.

Pomoci parametrizace z = acost, y = asint, z = bt, vypocitejte hmotnost jednoho
2

wzavitu® valcové Sroubovice s délkovou hustotou 7= ———.

T4 +y

873 [b)> 59
m=—|—] va*+b
3 \a
Pomoci vhodné parametrizace a s pouzitim obecnych koeficientd vypocitejte hmotnost
1
jednoho ,zavitu“ valcové Sroubovice s délkovou hustotou 7 =

va? + b? 2mh

m = ———— arctan —
a

ab

.’E2+y2+22.

Pomoci parametrizace x = atcost, y = atsint, z = bt, vypocitejte hmotnost jednoho
Lzavitu“ kuZelové sroubovice s délkovou hustotou 7 = 24/22 + 32 — 2.

2a —b 2 4 12 2,23 2 4 p2)3
m= (a? 4+ b% + 4nw2a?)” — \/(a® + b?)

®2 -
DokaZte vztah s = / \/ f2+ f2d¢, kde s je délka hladké kiivky, vyjadrené v polarnich
1

soufadnicich r = f(¢), a kde f = df/d¢.

z transformacnich vztaha pro polarni soufadnice a z definice krivkového integralu

0 :

Dokaite vatah s — / \/ 242 ( F2sin2 0 + f2) 0, kde s je délka hladké kiivky, vyja-
0, .

dfené v kulovych soutadnicich r = f(¢), ¢ = g(0), a kde f = df/d¢, g = dg/db.

z transformacnich vztaht pro kulové soufadnice a z definice kiivkového integralu
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Obrézek 6.2: Bernoulliova lemniskata. Geometricky vyznam konstanty a je vyznacen zelenou barvou.

6.13

6.14

6.15

6.16

Pomoci vhodné transformace soufadnic vypoditejte hmotnost Bernoulliovy lemniskéty
(obrazek 6.2) s kartézskou rovnici (22 + 32)? = a?(2? — y?), s délkovou hustotou 7 =
ly|. Vyjdéte z principu uvedeného v piikladu 6.11 nebo pouzijte transformaé¢ni rovnice:
x =acost/(1+sin?t), y = asintcost/(1 +sin?t), kde ¢t = arcsin(tan ¢) je tihlovy para-
metr (rozvazte vzdy spravné integrani meze pro zvoleny parametr v ramci prislusného
kvadrantu).

m:2a2(2—\/§)

Pfimym vypoctem v kartézskych soutadnicich a také pomoci vhodné transformace sourad-
nic vypocitejte hmotnost nehomogenni kifivky s délkovou hustotou 7 = x+y, ktera vznikne
prinikem ploch 22 + 32 + 22 = a?, x = y, v 1. oktantu.

m = v/2a?

2,2
Vypocitejte hmotnost oblouku elipsy %—i—yz = 1 v 1. kvadrantu. Délkova hustota 7 = zy.
38
m=—
5
y

Obrazek 6.3: Kardioida. Geometricky vyznam konstanty a je vyznacen zelenou barvou.

Vypocitejte celkovou délku s a hmotnost m kardioidy (obrazek 6.3) s polarni rovnici
r =a (1 —sing), s délkovou hustotou 7 = |z|.

32 a2
9

s=8a, m=
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My

6.17 Urcete souradnice tézisté T pulkruznice (prochéazejici 1. a 2. kvadrantem) a ¢tvrtkruznice
(prochéazejici 1. kvadrantem), oboji s délkovou hustotou 7 = y. Urcete jejich momenty
setrvac¢nosti, pokud se budou otacet okolo svych geometrickych os.

_ [ Ta _[a ma 9,4 T _ 4
T_[O,A,T [2,4},,] 24, J=a

vy

hustotou 7(z,y) = 1.

T = {Wa, 40}
3

6.19 Drat ma tvar kruznice 2 + 4% = a®. Vypocitejte jeho moment setrvacnosti J, pokud se
drat otaci okolo svého priméru. Jeho délkova hustota 7 = |z| + |y|.

J = 4a*

- -
N N

Obréazek 6.4: ,Dva zavity“ spirdly s polarnim thlem ¢ € (0, 47). Vlevo: Archimedova spirala, vpravo:
logaritmicka spirala.

6.20 Vypocitejte délku ¢ ,,dvou zaviti“ (viz obrazek 6.4) a moment setrva¢nosti J néasledujicich
kiivek s konstantni délkovou hustotou 7, rotujicich okolo osy z (prochézejici pocatkem,
kolmo k vyobrazené roviné):

(a) Archimédovy spirdly, dané v polarnich soufadnicich pfedpisem r = «a¢, kde «a je
kladné konstanta a polarni thel ¢ € (0, 47),

(b) logaritmické spiraly, dané v polarnich soufadnicich piedpisem r = ae®?, kde o a 3
jsou kladné konstanty a kde polarni ahel ¢ € (0, 47).

(c) jak se zméni uloha (b), pokud pocatek spiraly bude v bodé [0, 0]?

Vysledek také vyjadiete jako funkci hmotnosti kfivky m = 7£ a nejvétsi vzdalenosti kiivky
od osy rotace R = rpax-

(a) £ = % [47r\/167r2 T 1+ (47r V1672 1 1)} 7
3
J = T [am (3202 +1) VIGT? +1 — In (47 + VI6r” +1)] ~ 0,492mR?,

3 2
(b) (= %\/m (e4ﬂ'ﬁ — 1) J = %\/m <6127r5 o 1) _ (1 + e,47r[5 + eigﬂﬁ) %7
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2
BT o276 — mR

(c) L= g\//32+104”8 J = T’
B Y 3

6.2 Krivkovy integral 2. druhu

Kfivkovym integralem 2. druhu nazyvame integral / F'- d3 obecného vektorového pole F (z,y,2)

c
podél kiivky C, kde d§ je tetny vektor elementu ds dané kiivky (viz odstavec 6.1). Explicitni
zapis integralu 2. druhu v kartézské soufadné soustavé (v R?) bude mit tvar

T2 Y2 z2
/ F,dx —l—/ F,dy —I—/ F,dz, (6.6)
1 Y1 21

kde F,, F,, F, jsou jednotlivé slozky vektoru F. Analogicky k rovnici (6.2) bude mit paramet-
rizovany kiivkovy integral 2. druhu tvar

/1t ’ [Fx(t) dzgf) 4 Fy(t)chig) o digq dt. (6.7)

Typickym prikladem integralu 2. druhu je vypocet vykonané préace jako integralu vektoru sily
F podél orientované kiivky C.

e Priklady:

6.21 Pfimym vypoctem v kartézskych soufadnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte
kfivkovy integral druhého druhu yﬁmdaj + ydy, kde C je kladné orientovana kruznice

C
s polomérem a.

0

6.22 Pfimym vypoctem v kartézskych soufadnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte
kfivkovy integral druhého druhu / z?dz + y?dy, kde kiivka C je kladné orientovana
pulkruznice s polomérem a v 1. a 2.Ckvadrantu.

2 a3
3

6.23 Prfimym vypoctem v kartézskych souradnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte

kfivkovy integral druhého druhu / (x 4+ 1)dy + y dzx, kde kiivka C je kladné orientovana

¢tvrtkruznice s polomérem a v 1. kvadrantu.

a

6.24 Vypoditejte kiivkovy integral druhého druhu / xdx+ydy + (zz —y) dz, kde kiivka C je
C
dand parametricky z = t2, y = 2t, 2 = 43, t € (0, 1).

DO Ot
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6.25

6.26

6.27

6.28

6.29

6.30

6.31

6.32

6.33

Vypoditejte kiivkovy integral druhého druhu 55 (2 —y)dx + (1 + x) dy, kde kiivka C je
C
obvod trojihelnika ve sméru vrcholi A = [0,0], B =[1,1], C =0, 2].

2
Vypoditejte praci, kterou vykona sila F = (y, z,x), pusobici po kladné orientované uza-
viené kiivee, kterd je dana priinikem ploch z = zy a 22 + y? = 1.
W=—x
Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (y,x>, ptisobici po kfivce xy = 1 od bodu
x
[3, %} do bodu [%,2}.
5
W =In6— -
3
Vypocitejte préci, kterou vykoné sila F = (r — y,x + y), pusobici po draze y = 22,
x € (0,2).
38
W =—
3
Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (y, —x, z), pusobici po obvodé trojuhelnika,

jehoz vrcholy jsou tvoreny pruseéiky roviny 3z + 2y + 62 = 6 se sourfadnicovymi osami
v poradi z,y, z.

W= -6

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (yz,zy,yz), pusobici po obvodé trojihelnika,
jehoz vrcholy jsou tvofeny pruseciky roviny 2x + 3y + 4z = 12 se soufadnicovymi osami
v poradi z,y, z.

W =22

Vypocitejte praci, kterou vykoné sila F= (2 +y, 3y%,0), ktera piisobi po uzaviené kiivce,
sestavajici z kladné orientované pulkruznice o poloméru a v 1. a 2. kvadrantu a tsecky
(praméru).

2

Ta
W=——
2
Vypocitejte praci, kterou by vykonalo tithové pole pfi jizdé toboganem s presné tiemi

otackami, pokud by tihové pole vypadalo E, = —mg(0,0, z). Tobogan si lze predstavit
jako valcovou Sroubovici, pouzijte obecné koeficienty.

W = 1872b*mg

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (m2 + vy, 3y2,0), ktera pusobi v matematicky
kladném sméru po ptilkruznici o poloméru a. Ptulkruznice ma stied v poc¢atku souradného
systému a prochéazi 2. a 3. kvadrantem roviny xy kartézské soutfadné soustavy. Je toto
silové pole konzervativni ?

7T(L2

W = 5 - 2a3, pole neni konzervativni.
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6.34

6.35

6.36

6.37

6.38

6.39

6.40

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (332, -1, z) pusobici v matematicky kladném
sméru po kiivce dané predpisem (x — 1)2 +4? = 1, z = 2, z poc¢ateéniho bodu [1, -1, 2]
do koncového bodu [0, 0, 2]. Je toto silové pole konzervativni 7

1
W = 6’ pole je konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykoné sila F = (2x2 — y,x,z), ktera plisobi v matematicky
zaporném sméru po poloviné zavitu valcové Sroubovice o poloméru R s osou (0,0, 2),
prochézejici poc¢atkem souradnicového systému. Pocateéni bod drahy ptisobici sily ma
soufadnice [O, R, %b], koncovy bod mé souradnice [0, —R, —%b]. Je toto silové pole kon-
zervativni 7

W = —mR?, pole neni konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykona sila F = (3z — y,x, z), ktera ptlisobi v matematicky
kladném sméru po draze jednoho zéavitu valcové Sroubovice o poloméru R s osou (0,0, 2),
prochéazejici pocatkem soutadnicového systému. Pocatecni bod drahy piisobici sily ma
soufadnice [0, —R, —%b], koncovy bod mé souiadnice [0, —R, 37”1’], transformad¢ni rovnice
Sroubovice jsou: x = Rcost, y = Rsint, z = bt. Je toto silové pole konzervativni ?

W=mr (QRQ + 7rb2), pole neni konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykon4 sila F= (x?’, Y, 23), které ptisobi nejprve v matematicky
kladném sméru po kfivce, dané predpisem 22+ (y —3)% = 4, z = 5, z bodu [0,1,5] do bodu
[2,3,5] a potom po tsecce do bodu [3,1,5]. Je toto silové pole konzervativni 7

81
W = R pole je konzervativni.

Vypoéitejte préaci, kterou vykona sila F (z,y) = (z —y,x), kterad pusobi po nasledujici
uzaviené kiivce: nejprve po usecce z bodu [1,1] do bodu [1,2], déle po étvrtkruznici se
stfedem v bodé [1,1] v matematicky zaporném sméru do bodu |2, 1] a nakonec po tsecce
zpét do vychoziho bodu. Je toto silové pole konzervativni 7

T o
W = —3 pole neni konzervativni.

Vypocitejte praci, kterou vykoné sila ﬁ(x, y) = (—y, z), ktera pusobi po nasledujici uza-
viené kiivce: nejprve po useéce z bodu |0,0] do bodu [2,1], dale po tse¢ce do bodu [2,2]
a nakonec po ¢tvrtkruznici se stfedem v bodé [2,0] v matematicky kladném sméru zpét
do vychoziho bodu. Jak se vykonana prace zméni, pokud pisobici sila ﬁ($, y) = (y,x) 7

W =2(m — 1), prace konzervativni sily po uzaviené kiivce by byla nulova.
Vypoéitejte praci, kterou vykona sfla F (z,y) = (—y, z), ktera pusobi po nésledujici uza-
viené kiivce: nejprve po usefce z bodu |0,0] do bodu [1,0], dale po tise¢ce do bodu |[1,1]

a nakonec po ¢tvrtkruznici se stfedem v bodé [1,0] v matematicky kladném sméru zpét
do vychoziho bodu. Jak se vykonané prace zméni, pokud pusobici sila F(z,y) = (y,z) 7

ﬂ- . ’ 7 P 2’
W = > konzervativni sila - prace by byla nulové.
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Dvojny a trojny integral:

Na integral funkce f(z,y) dvou proménnych z,y (dvojny integral), ktera je spojita na dvouroz-
mérné oblasti S = (a,b) X (¢,d), kde a < x < b ac <y <d, je mozné aplikovat tzv. Fubiniho
(Fubiniovu) vétu o vypoltu n-rozmérnych integrala pomoci n vypocti jednoduchych integrala,

//Sf(:v,y) dedy = /ab [/Cdf(x,y) dy] de = /cd [/abf(g;,y) dx] dy.3 (7.1)

Plati-li v tomto ptipadé f(z,y) = g(z) - h(y), zjednodusi se rovnice (7.1) do vyrazu

//Sf(a:,y) dzdy = /abg(x) dx-/cdh(y) dy. (7.2)

Definujme nyni jinou oblast S, ktera jiz neni obdélnikem a je ohrani¢ena p¥imkami z = a, = b,
kde a < z < b, a grafy funkci ¢1(z), ¢2(z), spojitych na intervalu (a,b), tedy S = (a,b) x
[p1(x), p2(z)]. Integral funkce f(x,y), spojité na oblasti S, je potom definovan jako

//Sf(x,y) dxdy:/ab M‘j’j:) fla,y) dy] dz. (7.3)

Pokud v pfipadé (7.3) na intervalu (a,b), nebo na jeho ¢asti, plati ¢1(z) < y < ¢2(z), potom
tato oblast piispiva kladné k celkovému integralu, v opaéném piipadé [¢p2(z) < y < ¢1(x)]
se jedné o zaporny piispévek k celkovému integralu (viz obrazek 7.1). Toto muzeme porovnat
také s integralem funkce jedné proménné na obrazku 1.2, ktery lze takto pojmout jako dvojny
integral kartézského plosného elementu dx dy na oblasti S = (a,b) x [0, f(x)].

Zcela obdobné zasady plati i na t¥irozmérné oblasti V = (a, b) x (a,b) X (e, f), kde a < z < b,
c<y<d, e<z< f.Zde je integral spojité funkce f(x,y,z) tii proménnych (trojny integral)

definovén jako
//Vf(z:,y,z)dxdydz = /ab {/Cd [/ef f(x,y,z)dz] dy} da, (7.4)

Ve vysledcich pfikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény piisluiné jednotky.

2Doporuden4 literatura k této kapitole: Démidovié (2003), Kvasnica (2004), Bartsch (2008), Rektorys (2009),
Plch et al. (2012).

3Rovnice (7.1) neplati v piipadé, kdy integral absolutni hodnoty funkce v integrandu diverguje, tj.
ﬁs |f(z,y)|dedy — £oo. Podrobnosti o takovych piipadech jdou nad ramec téchto skript, zajemciim dopo-
rucuji uvedenou literaturu.

95
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kde lze opét pofadi integrovani zaménit analogicky k rovnici (7.1). Plati-li v tomto piipadé
f(z,y,2) = g(x) - h(y) - k(z), zjednodusi se rovnice (7.4) do soucinu

//v f(”«’v%z)dffdydz:/abg(w) dx-/cdh(y) dy-/efk(z) dz. (7.5)

Obdobné jako v rovnici (7.3) je na tfirozmérné oblasti V, ktera neni pravouhlym kvadrem a je
tedy ohraniCena zptisobem V = (a,b) X [¢p1(x), p2(z)] X [Y1(z,y), Y2(x,y)], kde a < z < b a
kde funkce ¢1(x), ¢2(x) jsou spojité na intervalu (a,b) a funkce ¥1(x,y), ¥2(x,y) jsou spojité
na oblasti S = (a,b) x [¢1(x), p2(x)], integral funkce f(z,y,z) spojité na oblasti V definovan

jako
b ¢2(z)
| s arayaz= [ ]
v a ¢1(x)

¢2($7y)
/ f(z,y,z)dz | dy| dz. (7.6)
¢1($1y)

$1(x)

Obrazek 7.1: Grafické znazornéni oblasti integrace S = (a,b) X [¢1(x), p2(x)] spojité funkce f(z,y),
ilustrujici vzorec (7.3). Graf funkce ¢;(x) je vyobrazen Gervenou kiivkou, graf funkce ¢ (z) je vyobrazen
zelenou kiivkou. Diléf oblast, ktera kladné piispiva k velikosti celkového integralu (kde ¢o(z) > é1(x)), je
vyznadena okrovou (hnédou) barvou, dil¢éi oblast, ktera prispiva k velikosti celkového integralu zaporné
(kde ¢2(x) < ¢1(x)), je vyznaend Cervend.

Transformaci souradnic dvojného integralu lze definovat (viz obréazek 7.2) pomoci vzajemné
jednozna¢ného zobrazeni ®, zadaného transforma¢nimi rovnicemi =z = &(u,v), y = n(u,v).
Pokud A C R?(z,y) a B C R%(u,v) jsou uzaviené oblasti (vyznacené v obrazku 7.2 barevnymi
plochami) a funkce f(z,y) je spojita na oblasti A = ®(B), potom plati

//Af(%y) dxdy://Bf[f(u,v),n(u, v)] J(u,v) dudo. (7.7)

Vyraz
o0 0
_ ou Ov
J(u,v) = |det| ay oy | (7.8)
ou Ov

v rovnici (7.7) je Jakobidn dvourozmérné soufadnicové transformace. Trojny integral funkce
f(x,y, z) lze transformovat pomoci vzajemné jednoznaéného zobrazeni ¥ s transformacnimi
rovnicemi z = £(u,v,w), y = n(u,v,w), 2 = ((u,v,w) s obdobné uzavienymi oblastmi A C
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R3(z,y,2), B € R3(u,v,w), kdy funkce f(x,y,2) je spojita na oblasti A = ®(B). Potom
analogicky k rovnici (7.7) plati,

//A [y, 2) dzdydz = //BfW“?vvw)vn(“v%w)aC(U,U,w)] J(u,v,w)dudvdw.  (7.9)

Vyraz
ou Ov Ow
J(u,0,w) = |det| | ¥ 0¥ 9y (7.10)
ou Ov Ow
ou Ov Ow

v rovnici (7.9) je Jakobian trojrozmérné soufadnicové transformace. Vyznamné a ¢asto pouziva-
né jsou Jakobidny soufadnicovych transformaci z kartézské do valcové souradné soustavy, kdy
(u,v,w) = (p, ¢, z), s transformaénimi rovnicemi x = pcos ¢, y = psing, z = z, kde J = p, a
z kartézské do kulové souradné soustavy, kdy (u,v,w) = (1,0, ¢), s transforma¢nimi rovnicemi
x =rsinfcos ¢,y =rsinfsing, z =rcosf, kde J = r?sin § (srovnej s plosnymi a objemovymi
elementy jednotlivych soufadnicovych soustav, odvozenymi v kapitole 4).

7.1 PlosSny integral 1. druhu

Plosnym integralem 1. druhu (analogicky ke kfivkovému integralu 1. druhu v odstavci 6.1) na-
zyvame integral skalarni funkce // f(x,y, z)dS, ktera je spojita na hladké (po ¢astech hladkeé)

plose S, kde dS je plosny element plochy S. Stanovime-li napiiklad soufadnice x a y jako ne-
zévisle proménné a souradnici z = (z,y) jako zavisle proménnou, mizeme te¢né vektory to, t_;,,
k plose S ve smérech souradnicovych os x, y uréit jako parcialni derivace vsech proménnych (viz
odstavec 5.1) podle prislusnych nezavislych proménnych, tedy

~ [0z 9y Op(z,y) dp ~ [0z Oy Op(z,y) Iy
= |3 9.7 a. | — 17 s | =\l o |~ >177 . A1
t [830 ox Oox 0 ox by dy’ dy y 0 dy (7.11)

Vektor ¥ normaly plochy S (tj. vektor kolmy k plose S) uré¢ime jako vektorovy souéin tecnych
vektort £, X t_;, (jejichz poradi ve vektorovém sou¢inu zavisi na pozadované orientaci normaly),
jeho? velikost (viz rovnice (2.1)) bude ||7]| = ||tz x t,]|, tedy

L. oo 0 . L. oo\ [0p\?
7=ixt, = (52521, uuu—utxxtyu—\/w(g;) H(5). @

Samotny plosny element je vektorem, orientovanym ve sméru normalového vektoru 7, kde veli-
kost plosného elementu je uréena maximalni moznou velikosti normélového vektoru ||7||max, to
znamené takového, ktery je zkonstruovan jako vektorovy soucin dvou vzajemné kolmych tec-
nych vektort (v ortogonalnich souradnicovych systémech toto spliuji parcidlni derivace podle
dvou vybranych souradnicovych sméri). Ve zvolené kartézské parametrizaci tedy muZzeme psat

5 dp Oy . dp 2 Oy 2
dS =vdzdy = ——x,——y,l dedy, dS=|V|dedy=1/1+ 9 + ay dz dy.
(7.13)
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Obrazek 7.2: Schéma transformace obecnych soufadnic v R?, popsané rovnici (7.7), kde ® symbolizuje
vzajemné jednozna¢né zobrazeni. C1, Co jsou souradnicové k¥ivky, pro které plati C1: z = z(u,v0),y =
y(u,v0), Co: & = z(ug,v),y = y(uo, v), ¢arkované ¢ary, ohrani¢ujici zvyraznénou plochu, miaZeme oznagit

jako: Cif (u, vo + Av), Cy (u,v9 — Av), Cf (ug + Au,v), Cy (ug — Au,v). Teéné vektory k souradnicovym
kiivkam Cy,Co v bodé [ug, vo] milZzeme stanovit jako t, |u o = (%, %)uomo’ g”’uo,vo = (%, %)uomo.
Zjevné tedy plati dS = —d9 =i dS , kde 7 je jednotkovy normaéalovy vektor. Explicitni zapis

| HH
plogného integralu 1. druhu v ortonormalni kartézské béazi na oblasti S = (a, b) X [¢1(x), p2(x)]
a z = ¢(x,y), tedy bude (srovnej rovnice (7.1), (7.3)) :

//f ,y,¢)dS = / /@(z (x y,cp)\/l—l— <g§> + (%;)2dxdy. (7.14)

Nalezneme-li vhodné parametry u, v (napf. €, ¢ na kulové ploSe), miuZzeme funkci f i plochu
S parametrizovat pomoci transformacnich rovnic x = £(u,v), y = n(u,v), z = ((u,v) (viz
rovnice (7.9)). Teéné vektory t, t, k dané plose S v soufadnicovych smérech u, v (viz obrazek
5.1) stanovime jako parcialni derivace funkce dané plochy (viz odstavec 5.1) podle piislusnych
sméri, tedy

. 0¢ on ¢ - 9§ On 0¢
ty = ty = 7.15
“ <3u ou’ du v A’ v’ dv (7.15)
Normélovy vektor 77/ (ktery nebude totoZny s vektorem o/ z rovnice (7.12), bude mit sice stejny
smér ale riiznou delku) uréime opét jako vektorovy soucin te¢nych vektorit 7/ = &y, X ty, jeho
velikost ||7'|| = ||ty X t||. Analogicky k rovnici (7.13) dostavame:
dS = 7' dudv, dS = ||7'||dudv = ||, x &,|| dudo. (7.16)

Plosny integral 1. druhu v parametrickém vyjadieni bude mit explicitn{ tvar

9¢ o ac 0§ on 8<
—, =, — . 1
/ / fﬁnc”(@u ou’ “\av’ v’ dudv (7.17)
Vzéajemna souvislost mezi rovnicemi (7.13) a (7.16) je dana rovnici (7.7), z niz vyplyva: /dz dy =
V' J(u,v)dudv a zaroven ||V||dxdy = ||7'||J(u,v) dudv, kde J(u,v) je Jakobian soufadnicové

transformace, dany rovnici (7.8).
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Napfiklad pro kulovou plochu o poloméru R se stfedem v pocatku soufadnic, s kartézskou
rovnici z(x,y) = \/m , 8 vn&jsi normalou, bude mit rovnice (7.13) podobu

B dzd
as = < , Y 1) dedy, ds = Rdrdy (7.18)
VRZ— 22 — 2 JR2 — 22 — 2 RZ 22 42

jejim zintegrovanim v mezich x € (—R, R), y € <—\/R2 — 22,/R?2 — x2> dostavame S = 2w R?,
coz je obsah ¢asti kulové plochy nad rovinou z = 0. Parametrizované rovnice (7.16) bude mit
podobu

ds = (R2 sin? @ cos ¢, R%sin? 0 sin ¢, R? sin 6 cos 9) dod¢, dS = R%sin6dode, (7.19)

jeji integraci podle proménnych 6 € (0, 7) a ¢ € (0,27) dostavame S = 47 R%. Vzhledem k tomu,
7e Jakobian, odpovidajici rovnici (7.8) bude v tomto piipadé R?sin @ cos 6, snadno se z rovnic
(7.18), (7.19) presvédéime o platnosti vztahu [|7]| dzdy = ||7']|J (6, ¢) A0 do.

Pomoci plosného integrilu 1. druhu lze ur¢it nékteré geometrické a fyzikalni charakteristiky
dané plochy: Polozime-li f = 1, vysledkem bude celkova velikost plochy S. Polozime-li f = o
(plosna hustota), dostavame o dS = dm, tedy hmotnost elementu plochy S, vysledkem integrace
bude celkovad hmotnost m dané plochy,

m://sdm://sads. (7.20)

Pokud polozime napiiklad f = zo, dostavame tzv. staticky moment .S, dané plochy vzhledem
k ose z, jeho vydélenim hmotnosti dostavame z-ovou soufadnici stfedu hmotnosti zp plochy
(obdobné pro ostatni souradnicové sméry), tedy

1 1 1 1
xTZ//xdm://xodS, yT://ydm, ZTI//de' (7.21)
m JJs m JJs m JJs mJJs

Polozime-li f = r?c, kde r je vzdalenost obecného bodu plochy od zvolené piimky v pro-
storu (osy o), dostavame moment setrvacnosti J, dané plochy vzhledem k této ose. Momenty
setrvacnosti plochy S napt. vzhledem k jednotlivym kartézskym souradnicovym osam potom
budou

Jx://S(y2+z2)dm://s(y2+z2)ad5, Jy://s(zQ—F:cz)dm, Jz://g(x2+y2)dm.
(

7.22)

e Priklady:

V kartézskych soutadnicich i pomoci vhodné parametrizace vypoéitejte obsah plochy S € R2,
ohranicené nésledujicimi kiivkami:

1 4
Tly=a?y=er?y==,y=— 1
X X
24/2 16
72y=:c2,y=16962,y—\72[,24—f2 8
X X
3 _
T 1 e (C 1)1113
73y:x3’y_?’y:§7y:; f
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T4y=1y=e y=e"22 y=ell" 2.5

7.5 Vypocditejte plosny integral 1. druhu // zyzdS, kde S je kartézskd soutadnicova plocha
S
S, (viz kapitola 4), z =3, z € (0,1), y € (2,3).

15

4
7.6 Vypocitejte plosny integral 1. druhu // dS, kde S je vilcova souradnicova plocha S,,
S

p=2 z€0,5).
207

7.7 Vypocitejte plosny integral 1. druhu // (z —y)dS, kde S je kulova souradnicova plocha
S

S¢,q§:%,r§2.
0

V kartézskych soufadnicich i pomoci vhodné parametrizace vypocitejte plogné integraly 1. druhu:

7.8 //S:vzz dS, kde S= {:U2 +2+22=R? 2> O}. Wfs

7.9 //S\/ix%ds, kde S={a*+y*—2*=0,2€(0,H)}. 2”?,3:}1
7.10 //S (22 +9%)dS, kde S={2?+y’+2*=R*2>0}. gwR‘l
7.11 //Sx2y2 dS, kde S= {x2 +y?+22=R? 2> 0}. %ﬂ'RG
7.12 //Sx222 dS, kde S= {x2 +y?+22=R? 2> O}. %TI’RG

H 3
7.13 //y2d5, kde S:{z:H—R\/:c2+y2,z€<0,H>}. % RZ+ H?
S

1
7.14 //zdS, kde S={rx4+y+2=1,2€{0,1),ye (0,1 —x)}. ——
; {z+y (0,1), y € ( AW

7.15 //1dS kde S={a*+y*+z=H, »>0}. [+ am)E - 1]
sty +z 7 T 6H

Pomoci vhodné parametrizace, pripadné v kartézskych souradnicich, vypocitejte obsah plochy
S € R3:

716 S={22+y?+22=R% 2?41 < a?, z > 0, a < R} (kulovy vrchlik) 271 [R _ VR = aﬂ

717 S= {2+ 22 =d% 2> 0}
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7.18

7.19

7.20

7.21

7.22

7.23

7.24

(a) |z| <[yl <a 2a2(m — 2)

(b) [z > Jy| 4a?
S:{x2+22:a2,m2+y2§a2,220} 4a?

Prostorova kiivka, dand prinikem kulové plochy S = {a:2 +y? 22 = RZ} a valcové

plochy S' = {(z —a)? +y* = a*}, kde a = R/2, vymezuje na povrchu kulové plochy
uzavienou plochu (tzv. Vivianiho okno). Vypo¢itejte obsah této plochy.

2R? (1 — 2)

Vypocitejte obsah ¢asti zemského povrchu, ohrani¢eného v jednom sméru dvéma soused-
nimi poledniky (napiiklad 15. a 16.) a ve druhém sméru dvéma sousednimi rovnobézkami:

(a) 0. (rovnikem) a 1.,
(b) 49. a 50.,
(c) 89.a90. (polem).

Obsahy jednotlivych ploch udejte v km?. Polomér Zemé, R = 6371km, povazujte za
konstantu.

(a) cca 12364 km?
(b) cca 8030 km?
(c) cca 108 km?

R2
Vypocitejte hmotnost kulového vrchliku S = {x2 +y2+ 22 =R? 22+ 9% < T > O}

s plosnou hustotou o(x,y, z) = |z| + |y| + |z|.
2 (11
R — 3

Vypocitejte polohu stfedu hmotnosti plochy S = {xz +y2+22=R? 2> 0}, jejiz plosné

hustota o je dana funkci o = 22 + 22.

IR

wT:O,yT:O,zT:TG

Vypocitejte polohu stfedu hmotnosti plochy S = {1:2 +1y2—22=0, z € <O,H>}, jejiz
plosna hustota o je dana funkci o = z2 + 22.
4H

wT:O,yT:O,zT:?

Spirdlova plocha s konstantni plosnou hustotou o je zadana parametricky ve tvaru x =
ucosv, y =usinv, z =v, u € (0,a), v € (0,2m). Vypocitejte:

(a) hmotnost této plochy,

vy

(c) moment setrvacnosti vzhledem k jeji geometrické ose.
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(a) mo [am+ In (a + m)}
(b) (0,0,7)
(©) [ +a) Vit —mn(o+ Vit a)]

7.25 Vypocitejte nésledujici parametry plochy z piikladu 7.13, pokud jeji plosna hustota bude
o=12%z:
(a) hmotnost této plochy,
(b) polohu jejiho té7isté,

(¢) moment setrvac¢nosti vzhledem k jeji geometrické ose.

(a) —HR3VR? 1 H2

20
H
(b) zp = 5
@)%Hm¢m+ﬂz

7.26 Vypocitejte néasledujici parametry plochy z prikladu 7.14, pokud jeji plosna hustota bude
2 2
o=x"+y:

(a) hmotnost této plochy,

Myt

1
(a) 27\/3

2 21
I 2z Z
o (23.3)
7.27 Vypoéitejte hmotnost plochy z piikladu 7.15, pokud jeji plosna hustota bude o = z2:

7T . 3.4 . 2 2
— (4R +1)2 (-R?*— — )| + —
16 [( + ) <5 15> v 15}
7.28 Vypocitejte celkovou tlakovou silu, kterou piisobi kapalina o konstantni hustoté p na vSech-

ny stény uzaviené nadoby, tvorené plochou z piikladu 7.13 a odpovidajici podstavou
(atmostéricky tlak zanedbejte).

2 g ‘
wpgH <3R\/R2 + H? + R2>

7.29 Vypocitejte celkovou tlakovou silu, kterou piisobi kapalina o konstantn{ hustoté p na vSech-
ny stény uzaviené nadoby, tvorené plochou z piikladu 7.15 a odpovidajici podstavou
(atmosféricky tlak zanedbejte).

s 3 (4 2 2
o 4 2 12 (= 2 2 = 4
319 {( R*+1) <5R 15) + 15} + mpgR
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7.30 Plast vodojemu ve tvaru kuzele, stojiciho ,spickou” doli, o poloméru horni vodorovné
plochy R = 3m a vyice H = 4m je dimenzovan tak, aby odolal celkové tlakové sile 106 N.
Je dimenzovan dostatetné, nedostatecné, nebo je pfiblizné na hranici konstrukéni odol-
nosti ? Uvazujte hodnoty konstant p = 1000kgm™3, ¢ = 9,81 ms~2. Vliv atmosférického
tlaku zanedbejte.

F,~6,3 x 10° N. Plast vodojemu je dimenzovan dostatecné.

7.31 Nadoba ve tvaru kuzele stojiciho ,Spickou” doli je naplnéna specialni kapalinou, v niz
tlak roste s hloubkou jako p = pogh?, kde py je hustota kapaliny na hladiné a h je
hloubka daného mista v nadobé. Polomér horni vodorovné plochy nadoby R = 0,5m a
vyska nddoby H = 1 m. Urcete tlakovou silu, které musi nddoba odolat. Uvazujte hodnoty

konstant pg = 1000kgm~2, g = 9,81 ms~2. Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.
F, ~ 3000 N.

7.32 Plast kulového vodojemu o poloméru R = 2m je dimenzovan tak, aby odolal celkové
tlakové sile 106N. Je dimenzovan dostateéné, nedostatecné, nebo je zhruba na hranici
konstrukéni odolnosti ? Uvazujte hodnoty konstant p = 1000kgm™3, g = 9,81 ms?2

Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

F, ~ 105 N. Plast vodojemu je dimenzovan zhruba na hranici konstrukéni odolnosti.

7.33

Misa ve tvaru polokoule o polomeru R = 1m je naplnéna specialni kapalinou, v niz tlak
roste s hloubkou jako p = pogh2 kde pg je hustota kapaliny na hladiné a h je hloubka
daného mista v nddobé. Urcete tlakovou silu, které musi nddoba odolat. Uvazujte hodnoty
konstant pg = 1000kgm—2, g = 9,81 ms~2. Vliv atmosférického tlaku zanedbejte.

F, ~ 25000 N.

7.2 PlosSny integral 2. druhu

Plosnym integrélem 2. druhu nazyvame integral // F.dS = // F-i1dS obecného vektorového
S S

pole F (z,vy, z), definovaného na po ¢astech hladké plose S, jejiz orientace je uréena jednotkovym
normalovym vektorem 7 = (ng,ny,n;). Explicitni zapis plosného integralu 2. druhu na po
castech hladké plose, tvorené soufadnicovymi plochami kartézské soustavy, bude mit tvar

//deydz +//Fydzdm) —l—//FZd:Edy
yJz r=konst. 2 Jz y=Kkonst. zJy

kde F,, Fy, I, jsou jednotlivé slozky vektoru F. Analogicky k rovnici (7.17) bude parametrizo-

, (7.23)

z=Kkonst.

vany plosny integral 2. druhu, kde z = £(u,

v), ¥y =n(u,v), z = ((u,v), mit tvar

o 9¢ oc %€
ou JOu ou Ou
/ / Fa(eon¢) det | 3 G | 4 Ry aen | G |+
ov Ov Jv Ov
o€ on
ou Ou

dudv. (7.24)

ov Ov
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Potadi parametrii u a v ve vektorovych sou¢inech je déno pozadovanou orientaci normély plochy.
Typickou fyzikalni aplikaci plosného integralu 2. druhu je vypocet toku ® vektorového pole F
danou plochou S.

e Priklady:

7.34

7.35

7.36

7.37

7.38

7.39

7.40

7.41

7.42

Urcete tok vektorového pole F = (1,1, 1) kartézskou soufadnicovou plochou S, (viz kapi-
tola 4), kde z = 3, z € (0,1), y € (2, 3), ve sméru kladné normaély této plochy.

Pr=1

Uréete tok vektorového pole F = (z,zy, zz) kartézskou soufadnicovou plochou S, kde
x =05,y €(0,5), z € (0,5), ve sméru zaporné normaly této plochy.

Pp =125

Uréete tok vektorového pole F = (x,2,3) véalcovou souradnicovou plochou S, kde p = 2,

z € (0,5), ve sméru vnéjsi norméaly této plochy.

(I)F = 207

Pomoci plogného integrélu 2. druhu urcete tok vektorového pole F= (sc2, y2, 22) uzavie-
nou plochou S = {(z,y,2) |z € (A, 2A4), y € (B, 2B), z € (C, 2C)}.

bp =3ABC(A+ B+ C)

Pomoci plogného integrélu 2. druhu urcete tok vektorového pole F= (a;2, Y2, 22) uzavie-
nou plochou S = {(z,y,2)|2* +y*> = R?, 2 € (0, H)}.

(I)F — 7TR2H2

Pomoci plosného integralu 2. druhu urcete tok vektorového pole F= (23,93, 23) plochou,
danou piedpisem S = {(z,y,2)|2? + y* + 2* = R?}.

12 .
Pp=—7R°

5

Je dano silové pole F = (23 — 22, y® — 2, 23 — 2?). Pomoci plogného integralu 2. druhu
vypoditejte jeho tok povrchem télesa V = {(z,y,2)|z,y,2 € (0, R), 2* + y* + 22 < R?*}.

B 3TR*
40

(4R — 5)

Vypocitejte tok vektorového pole F = (22,22,%?) kruhovou plochou o poloméru R se
stfedem v bodé z,y, z = [A, B, C], lezici v roviné z = C, ve sméru jeji kladné normaly.
R4
=Y L+ 1B’R?
4
Pomoci plogného integralu 2. druhu urcete tok vektorového pole F= ({L‘Q, Y2, z2) uzavie-
nou plochou, tvorenou povrchem télesa z prikladu 7.15.

TR2H?

op =g
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7.43

7.44

7.45

7.46

7.47

7.48

7.49

7.50

Pomoci plosného integralu 2. druhu uréete tok vektorového pole F= (ZL‘3 — 3,23 + 3, z)

2
povrchem télesa V = {(az,y,z) |2 € (0, H), 22 +y? < %(H - 2)2}.

TR*H
Pp =55 (9R? +10)

Pomoci plogného integralu 2. druhu vypocitejte tok vektorového pole F= (z,y,2) povr-
chem télesa z pirikladu 8.42. Pro¢ je vyslednad hodnota trojnasobkem vysledné hodnoty
z uvedeného piikladu 7

3m2a3
dp = 1

Pomoci plosného integralu 2. druhu vypodcitejte tok vektorového pole F = (23,93, 23)
uzavienou plochou, tvofenou povrchem télesa z piikladu 8.42.

Vypocitejte tok vektorového pole F= (y, z, ) rovinnou plochou ve tvaru obdélnika s vr-
choly v bodech [1,0,0], [3,0,1], [3,2,1], [1,2,0], ve sméru normdly 7 této plochy jejiZ
slozka v, je kladné orientovana.

—6

Vypocitejte tok vektorového pole F = (3, z,y) rovinnou plochou ve tvaru obdélnika s vr-
choly v bodech [0,0,1], [0,1,3], [2,1,3], [2,0,1], ve sméru normaly # této plochy jejiz
slozka vy je kladné orientovana.

7

Vypocitejte tok vektorového pole F = (3,2,y), rovinnou plochou ve tvaru obdélnika
s vrcholy v bodech [0,0,1], [0,2,2], [5,2,2], [5,0,1], ve sméru norméaly # této plochy
jejiz slozka v, je kladné orientovana.

5

2

Vypoditejte tok vektorového pole F = (y, z,x) rovinnou plochou ve tvaru lichobéznika
s vrcholy v bodech [1,1,1], [1,3,3], [2,4,5], [2,1, 2], ve sméru normaly ¥ této plochy jejiz
slozka vy je kladné orientovana.

@

6

Vypocitejte tok vektorového pole F = (x, z,y) rovinnou plochou ve tvaru trojihelnika
s vrcholy v bodech [3,0,2], [1,2,0], [0,0,7], ve sméru normély 7 této plochy jejiz slozka
vy je kladné orientovana.

98

3
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7.3 Objemovy integral

Objemovym integralem oznacujeme trojny integral skalarni funkce f(x,y, z) pres oblast (téleso)
T € R3 s objemem V:

//V flz,y,2)dV = //V f(,y,2) dzdy dz. (7.25)

Pomoci objemového integralu lze uréit nékteré geometrické a fyzikdlni charakteristiky téles:
Polozime-li f = 1, vysledkem bude velikost objemu V' télesa T. Polozime-li f = p (objemova
hustota hmoty), dostavame pdV = dm, tedy hmotnost elementu télesa T, vysledkem integrace

bude celkova hmotnost M télesa,
M:/// dm:/// pdV. (7.26)
T 1%

Pokud polozime napiiklad f = zp, dostavime tzv. staticky moment S, télesa vzhledem k ose
z, jeho vydélenim hmotnosti dostavame z-ovou soufadnici stfedu hmotnosti 27 télesa (obdobné
pro ostatni souradnicové sméry), tedy

mT:AI/[///T:Udm:;J///prdV, yT:]\Z///Tydm, ZT:]\;///Tzdm. (7.27)

Polozime-li f = r2p, kde r je vzdalenost obecného bodu télesa od zvolené pifmky v prostoru
(osy 0), dostavame moment setrvacnosti J, télesa T vzhledem k této ose. Momenty setrvacnosti
télesa T napf. vzhledem k jednotlivym kartézskym soufadnicovym osdém potom budou

JxZ///F(y2+22)dm:///‘/(y2+22)pd‘/',J :///T(22+x2)dm, JZ:///T(:I:Q—i-yQ)dm.
(

7.28)

Priklady k problematice objemového integréilu jsou soucasti nasledujiciho odstavce 7.4.

7.4 Geometrické a fyzikalni charakteristiky tatvart

e Vypoditejte objem:

4
7.51 elipsoidu o poloosach a, b, c, V= gﬂabc
5 5 N TR’H
7.52 kuZele o poloméru podstavy R a vysce H, V= 3
. 2 _ .2 2 TR°H
7.53 télesa A= {(x,y,2) |z € (0, H—2z*—y*)}, kde H = R*, V= 5

R2
7.54 télesa A = {(x,y,2)|z € (0, H—2?—9?)}, 2> + 4> < R?, H > R%, V = 7R? (H — 2)

7.55 anuloidu (toroidu) o poloméru osy toru R a poloméru trubice a,! V = 212 Ra’?

1 Podrobny popis anuloidu - viz odstavec B.6 v p¥iloze B.
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2 2 3
R
7.56 télesa A = {(m,y,z)|z € < ? —?i)-y ./ R%— a2 —y2>}, V= %
. R 5 3
7.57 télesa A=< (z,y,2) |z € PY VR2—122—9y2)5s, V:ﬂwR
7.58 télesa A, jehoZ povrch vznikne rotaci asteroidy z prikladu 6.7 okolo osy v,
32 .
V= 3
105
7.59 télesa A, jehoZ povrch vznikne rotaci kardioidy z p¥ikladu 6.16 okolo osy .
8 .
V= §7TG/J
e Vypocditejte velikost plochy:
7.60 kulové slupky o poloméru R, S = 4w R?
7.61 plasté kuzele o poloméru podstavy R a vysce H, S=nRVR?+ H?
7.62 plaste télesa z prikladu 7.53, S = g (1+4R?)3 —1
7.63 celého povrchu télesa z piikladu 7.54,
S = g (1+4R?)3 — 1| + 2rR(H — R?) + nR?
i i x - V3 )
7.64 plasté télesa z pitkladu 7.56, S = > +1|7R
7.65 celého povrchu télesa z piikladu 7.57, S = ZT&'R?
7.66 plagté anuloidu (toroidu) o poloméru osy toru R a poloméru trubice a,
S = 47’ Ra
3
7.67 ohrani¢ené asteroidou z piikladu 6.7, S = gwaQ
- , . g 12,
7.68 ktera vznikne rotaci asteroidy z piikladu 6.7 okolo osy y, S = gﬁa
7.69 ohranicené kardioidou z prikladu 6.16, S = gwaz
. . . . » 32
7.70 ktera vznikne rotaci kardioidy z piikladu 6.16 okolo osy v, S=—_ma
J
7.71 hyperbolického paraboloidu, daného piedpisem z = x? — 32, 22 + 3% < 4,

S = % (17% . 1) ~ 36,18
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7.72 hyperbolického paraboloidu, daného piedpisem z = xy, 2 + y? < 4. Jaky by musel byt
polomér p valce, jehoz plastém je hyperbolicky paraboloid ohrani¢en, aby jeho plocha byla
stejna jako v prikladu 7.717

2

2 : 17:
521(53—1>%21,32,p: ( 72+3> —1| =244

(NI

3 4

e Ve vhodné zvolené soustavé souradnic vypocitejte polohu stfedu hmotnosti:

ool w

7.73 homogenni polokoule o poloméru R, zr=-R

s

7.74 homogenniho kuZele o poloméru podstavy R a vysce H, zp =

7.75 homogenniho symetrického jehlanu o hrané podstavy A a vySce H,

H
2r = —
™
H
7.76 homogenniho télesa z ptikladu 7.53, Zr = 3
3H? —3HR?> + R*
7.77 homogenniho télesa z prikladu 7.54, Zr = 320 — R;;
) . . 9
7.78 homogenniho télesa z piikladu 7.56, 2r = ER

7.79 homogenni plochy z piikladu 7.70 a homogenntho télesa z prikladu 7.59,

25 4
yr = — 33 a, Yyr = — 5 a

7.80 homogenniho télesa, ohrani¢eného ,seshora® plochou z? + y? + 22 = R? a ,zespoda“
plochou z = /22 + 32,
3R

= ~064R
T 8(2—\/§> )

N

27
7.81 télesa z prikladu 7.57, zp = ER

7.82 poloviny homogenniho elipsoidu o poloosach a, b, ¢, s rovinou podstavy, vymezenou po-
loosami a, b.

ZT — —C

8
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e Vypoclitejte moment setrvac¢nosti vzhledem k ose symetrie:

7.83

7.84

7.85

7.86

7.87

7.88

7.89

7.90

7.91

7.92

7.93

7.94

7.95

2
homogenni koule o hmotnosti M a poloméru R, J=_-M R?
5
. . . " MR?
homogenniho vélce o hmotnosti M a poloméru R, J = 5

homogenniho kuzele o hmotnosti M, poloméru podstavy R a vysce H,

J = iM R?
10
MR?
homogenniho télesa z prikladu 7.53, J = 3
3H —2R*
h iho téles fikladu 7.54 J="——"MR?
omogenniho télesa z prikladu , GH — a2
M R?
homogenniho télesa z prikladu 7.56. J = 1
» e 93 o
télesa z prikladu 7.57, J = MR
200

homogenniho elipsoidu o hmotnosti M a polooséach a, b, ¢, rotujiciho okolo poloosy c,
M

<] ?((lz + b2)
9

homogenniho télesa, jehoz povrch vznikne rotaci asteroidy z piikladu 6.7 okolo osy v,

64
= — Ma?
J= 1M

homogenniho télesa, jehoz povrch vznikne rotaci kardioidy z piikladu 6.16 okolo osy y,

24
_ o)
homogenniho télesa, ohrani¢eného seshora plochou z = H —2 (.CE2 + y2) a zespoda plochou
z = 0. Vysledek vyjadiete jako funkci hmotnosti dané¢ho télesa a délky R = /22 + y2 =
VH/2 v roving z =0,
_ MR?

J
3

prazdné uzaviené vélcové nadoby, tj. sestavajici z plasté a obou podstav, vytvorené z
materialu zanedbatelné tloustky s konstantni ploSnou hustotou o, s polomérem R a vyskou
H = R. Vysledek vyjadiete v jednotkach celkové hmotnosti nadoby M a poloméru R,

3
= " MR?
J 1 R

prazdné uzaviené kuzelové nadoby, tj. sestavajici z plasté a podstavy, vytvorené z mate-
ridlu zanedbatelné tloustky s konstantni plosnou hustotou o, s polomérem R a vyskou H.
Vysledek vyjadiete v jednotkach celkové hmotnosti nadoby M a poloméru R,
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7.96

7.97

7.98

7.99

7.100

_ MR?

7=

prazdné uzaviené nadoby, tvofené celym plastém télesa (tj. sestavajici z vlastniho plasté
i podstavy) z prikladu 7.53, vytvofené z materidlu zanedbatelné tloustky s konstantni
plosnou hustotou o. Vysledek vyjadiete v jednotkich celkové hmotnosti nadoby M a
poloméru podstavy R,

‘ 3, 1Y) 1
(1+4R?)*? <5R2 - 10) TRELS

J=M :
(1+4R2)*? -1+ 6R?

prazdné uzaviené nadoby, tvofené celym plastém télesa (tj. sestavajici z vlastniho plasté
i podstavy) z prikladu 7.56, vytvofené z materidlu zanedbatelné tloustky s konstantni
plosnou hustotou o. Vysledek vyjadiete v jednotkich celkové hmotnosti nadoby M a
poloméru podstavy R.

~ (9v3+20) MR?
(V3+2)24

Odvodte moment setrva¢nosti homogenni polokruhové desky zanedbatelné tloustky s po-
lomérem R, rotujici

(a) okolo osy, prochéazejici jejim stfedem, kolmé k roviné desky,
(b) okolo osy, lezici v roviné desky, prochézejici jeji zakladnou (pramérem),
(c) okolo osy, lezici v roviné desky, prochazejici jejim stfedem hmotnosti rovnobézné

s jeji zakladnou.

Vysledek vyjadiete v jednotkach hmotnosti desky M a poloméru R.

M R?
(a) J = 5

M R?
(b) ="~

4 MR? AN T
(¢) pomoci Steinerovy véty: zp = S—WR, J = 1 <377> MR? ~ EZ\/IRZ

Odvodte moment setrva¢nosti homogenni desky zanedbatelné tloustky, jejiz okraj ma tvar
asteroidy z piikladu 6.7, rotujici okolo osy prochézejici jejim stfedem kolmo k jeji roviné.
Vysledek vyjadiete v jednotkach hmotnosti desky M a délky poloosy a.

7
J=—Ma?

32
Odvodte moment setrvacnosti Ji duté koule o poloméru R s kulovou koncentrickou du-
tinou o poloméru H, s konstantni hustotou p. Vysledek vyjadiete v jednotkdch hmot-
nosti M duté koule, jejiho poloméru R a poloméru dutiny H. Pomoci limitniho prechodu
(pfipadné jinym zptisobem) nasledné odvod'te moment setrvacnosti Js homogenni kulové
slupky s polomérem R.

2 RS—H° 2

=M= J = -MR?
Te= M ps—gm /s = 3MR
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7.101 Odvodte moment setrvacnosti homogenni krychle o hrang A, rotujici
(a) okolo osy, prochézejici jejim stiedem a stiedy dvou protilehlych stran,

(b) okolo osy, prochazejici jejim stfedem a stfedy dvou protilehlych hran,

(c) okolo osy, prochazejici hranou krychle (vypoéitejte pfimou integraci a ovéite pomoci
Steinerovy véty).

Vysledek vyjadiete v jednotkdch hmotnosti M krychle a délky jeji hrany A.

M A2
c J:
(o) g =2
M A2
() =2

2
(¢) J =3 MA?






Kapitola 8

Integralni véty: :

8.1 Greenova véta

Véta, nazvana podle matematika a fyzika George Greena (1793 - 1841), dava do souvislosti
integral pres oblast D € R? a integral po uzaviené kiivce C, ohrani¢ujici oblast D. Pro vektorové
pole F' = [Fi(z,y), Fa(x,y)], spojité diferencovatelné v D(zx,y), plati nasledujici formulace

Greenovy véty:
// <8F?_8Fl> dxdy_ﬁgﬁ(Fldengdy), (8.1)
oD

kde @D zna¢i matematicky kladné orientovanou uzavienou hranici oblasti D (kiivku C). Stoke-
sova véta (viz odstavec 8.2) je zobecnénim Greenovy véty pro R3.

e Priklady:

8.1 Pomoci Greenovy véty vypoditejte k¥ivkovy integral yg e’ [(1 —cosy)dx — (y —siny) dy],

C
kde C je kladné orientované uzaviené kiivka ohrani¢ujici oblast D: 0 < z < m, 0 < y <
sin .

La—em

9)

8.2 Pomoci Greenovy véty vypoditejte kiivkovy integral ¢y2 dz + 2% dy, kde C je kladné
C
orientované uzaviena kiivka ohranicujici oblast D: 0 <z < 3,0 <y <2 — gaz

2

8.3 Pomoci Greenovy véty vypoditejte obsah kruhu o poloméru R.

Pomoci identity S = // <8FQ — aFl) ds = {aFQ — @ = 1} = ¢ F. ds, S = mR?
ox oy 05

8.4 Pomoci plosného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah elipsy s poloosami
a, b.

Ve vysledcich pfikladii s geometrickymi nebo fyzikalnimi veli¢inami nejsou uvadény p¥isluiné jednotky.
?Doporudend literatura k této kapitole: Démidovi¢ (2003), Kvasnica (2004), Arfken & Weber (2005), Bartsch
(2008), Rektorys (2009).

113
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Stejnym zpusobem jako v predeslém prikladé, S = wab

8.5 Pomoci plosného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah trojuhelnika s vr-
choly v bodech [0, 0], [2, 1], [1,2].
3

=3

Obrazek 8.1: Geronova (Huygensova) lemniskata, geometricky vyznam konstanty a je vyznaen zelenou
barvou.

8.6 Pomoci plogného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah plochy, uzaviené
kiivkou, danou obecnou rovnici z# — a? (x2 — y2) = 0, kde a je konstanta, tzv. Geronovy
(Huygensovy) lemniskaty (viz obréazek 8.1, viz také piiklad 8.42).

4a*
S=—
3

8.7 Pomoci plogného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah plochy, uzaviené

astroidou z piikladu 6.7.

3T .
S:%Ta2

Obrazek 8.2: Descartuv list. Geometricky vyznam konstanty a je vyznacen zelenou barvou.

8.8 Pomoci plogného integralu i pomoci Greenovy véty vypocitejte obsah plochy, uzaviené
smy¢kou kiivky, dané obecnou rovnici 22 4+ 3® = 3 azy (tzv. Descartova listu, viz obréazek
8.2). Vhodnou parametrizaci je naptiklad: = = z(t), y = tx(t), kde t = tan ¢.

3
S = 5(1/2
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8.2 Stokesova véta (Stokesiv-Kelvinav teorém)

Stokesova véta srovnava tok rotace vektorového pole F plochou S, definovanou v R? a integral
tohoto pole po uzaviené kiivce s, ohranicujici tuto plochu. Matematicky zapis Stokesovy véty
ma tvar

//S(ﬁxﬁ)-ﬁdsz agﬁ-dg, (8.2)

kde F je dané vektorové pole, 7 je jednotkovy normélovy vektor plochy S oS je uzaviend hranice
plochy S (hladka nebo po ¢astech hladk4 hrani¢ni kiivka s, orientovana tefnym vektorem d3
jejiho délkového elementu ds).

e Priklady:

8.9 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily ﬁ(m, y,2) = (2 —

y,x,0) kterd pisobi po celé kruznici o poloméru R se stfedem v bodé [0, 0, 0] v matema-
ticky kladném sméru a jejiz zacatek i konec jsou v bodé [R, 0, 0]. Zméni se velikost prace,
pokud sila bude pisobit v matematicky zaporném sméru ?

W =27 R?, zméni: W = —27 R?

8.10 Pomoci kiivkového integrélu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (z,y,2) = (2% —
y,x,0) kterd ptsobi po obvodu ¢tverce postupné z bodu [0, 0, 3] do bodu [1,0, 3], [1,1, 3],
[0,1,3] a zpét do pocateéniho bodu. Zméni se velikost prace, pokud sila bude pusobit
v opa¢ném sméru ?

W =2, zméni: W = -2

8.11 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F(x,y, z) = (2% —
22,2 —1,0) ktera piisobi po obvodu trojihelnika postupné z bodu [0,0, 1] do bodi [2,0, 1],
[0,1,1] a zpét do pocatetniho bodu. Zméni se velikost prace, pokud sila bude ptisobit
v opa¢ném sméru ?

W =1, zméni: W = —1

8.12 Pomoci kiivkového integréalu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily ﬁ(az, y,2) = (23 —
22,2 —1,0) ktera piisobi po obvodu trojihelnika postupné z bodu [0,0,0] do bodii [2,0, 0],
[0,1,0] a zpét do pocate¢niho bodu. Zméni se velikost prace, pokud sila bude pusobit

v opa¢ném sméru ?

W =1, zméni: W = —1

8.13 Pomoci Stokesovy véty ovéite vypodet price sily z piikladu 6.38.

W=q rotF-ads, rotF =(0,0,2),7=(0,0,-1),S= ", W=—"_
Jov 4 2
8.14 Pomoci Stokesovy véty ovéfte vypocet prace sily z piikladu 6.39.
W =@ rotF-itdS, rot F =(0,0,2),7=(0,0,1),S=m—1, W =2(r—1)

ov
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8.15 Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (x,y,2) =
[v2, (x+y)?, 0], pisobici po obvodé trojihelnika ve sméru vrcholi v bodech [3, 0, 0], [0, 3, 0],
13,3,0].

W = —18

8.16 Pomoci kfivkového integrélu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (x,y,2) =
[y, (x 4 y)?,0], ptsobici v matematicky zaporném sméru po kiivce 22 4+ y? = 1,2 = 0.
W=mn

8.17 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete préci sily F (z,y,2) = (y, —, 2),
pusobici nejprve po kiivce y?> = R? — 22 z bodu [R, 0, 0] do bodu [0, R, 0], dale po kiivce

22 = R? — 42 7z bodu [0, R, 0] do bodu [0, 0, R] a nakonec po kiivce 22 = R? — 2% z bodu
[0,0, R] zpét do vychoziho bodu.

T R?
2

W =

8.18 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily ﬁ(:p, y,2) = (y%, 2%, 22),
ptisobici nejprve po kiivce y? = R? — 22 z bodu [R, 0, 0] do bodu [0, R,0], dale po kiivce
22 = R%2 — 42 z bodu [0, R, 0] do bodu [0,0, R] a nakonec po kiivce 2 = R? — 2% z bodu
[0,0, R] zpét do vychoziho bodu.

W = —2R3

8.19 Pomoci k¥ivkového integralu i pomoci Stokesovy véty uréete praci sily F (x,y,2) = (y, 2z, ),
ptisobici po povrchu télesa z prikladu 7.53

(a) nejprve po kiivce y?> = R? — 2% z bodu [0, —R,0] v matematicky kladném sméru
do bodu [R,0,0], dale po kiivce z = H — 22 z bodu [R,0,0] do bodu [0,0, H] a
nakonec po kfivee z = H — 42 z bodu [0, 0, H] zpét do vychoziho bodu,

(b) nejprve po kiivee y?> = R? — 2% z bodu [R,0,0] v matematicky kladném sméru
do bodu [0, R, 0], dale po kiivce z = H — y? z bodu [0, R,0] do bodu [0,0, H] a
nakonec po kiivee z = H — 22 z bodu [0,0, H] zpét do vychoziho bodu,

(¢) nejprve po kiivce y?> = R? — 22 z bodu [0, — R, 0] v matematicky kladném sméru do
bodu [0, R, 0], dale po kiivce z = H — y? z bodu [0, R, 0] do bodu [0, 0, H] a nakonec
po kiivee z = H — y? z bodu [0,0, H] zpét do vychoziho bodu.

TR?
(a) W=—=1

TR? 4
by W=—-—-—_R3
(b) 1 3

TR? 4 3
() W=-—5-—3R

8.20 Pomoci k¥ivkového integralu i pomoci Stokesovy véty uréete praci sily F (z,y,2) = (y?, 22, 2%),
ptsobici po povrchu télesa z prikladu 7.13
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(a) nejprve po kiivee 42 = R? — 22 z bodu [R,0,0] v matematicky kladném sméru
do bodu [0, R, 0], dale nejkratsim moZnym zptsobem z bodu [0, R, 0] do bodu [0, 0, H]
a nakonec opét nejkrat$im moZnym zptisobem z bodu [0,0, H] zpét do vychoziho

bodu,

(b) nejprve po kiivce y> = R%? — 2% 7z bodu [0, —R, 0] v matematicky kladném sméru
do bodu [0, R, 0], d4le nejkratsim moznym zpusobem z bodu [0, R, 0] do bodu [0, 0, H]
a nakonec opét nejkrats$im moznym zpusobem z bodu [0,0, H] zp&t do vychoziho
bodu.

(a) W= —? (2R? + HR + H?)

2
(b) W=—ZH’R

8.21 Pomoci kfivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily ﬁ(x, y,2) = (y%, —2%,

pusobici po povrchu télesa z piikladu 7.53

(a) nejprve po kiivee y?> = R? — 22 z bodu [0, —R,0] v matematicky kladném sméru
do bodu [R,0,0], dale po kiivce z = H — 2% z bodu [R,0,0] do bodu [0,0, H] a
nakonec po kiivee z = H — 42 z bodu [0, 0, H] zpét do vychoziho bodu,

(b) nejprve po kiivce y> = R? — 22 z bodu [R,0,0] v matematicky kladném sméru
do bodu [0, R,0], dale po kiivece 2z = H — 4? z bodu [0, R,0] do bodu [0,0, H] a
nakonec po kiivee z = H — 22 z bodu [0,0, H] zpé&t do vychoziho bodu.

2 . R* 4 8 R* 2
a) W=<R32H+1)+ — — “Ri = S Rgo 4 2 | 2R3
(2) gRRH+1)+ 5 — ¢ 5 T T

2 . R* 4 8 R* 2 .
b) W=-R2H -1)— — - -—R'= —R>~ — - -R3
(b) 3 e A L L

8.22 Pomoci kfivkového integralu i pomoci Stokesovy véty dokazte, Ze préce sily ﬁ(m, Yy, z) =
(2%, 22,y?) plisobici v matematicky kladném sméru po kiivce dané primikem ploch S; =
{22 +9y? + 22 = R?} a Sy = {x — z = 0}, je nulova.

Ulohu lze fesit jak v kulovém tak v pootoceném valcovém soufadném systému (transfor-
mace bazi).
8.23 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (r,y,2) = (23,22, y)
pusobici po obvodu rovnobéznika z vychoziho bodu [0,0,0] ve sméru bodu [A4,O0, 4],
[A, A, A], [0, A,0] a zpét do vychoziho bodu.
W = A3 — A?
8.24 Pomoci kiivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (z,9,2) = (23,22, y)
pusobici po obvodu trojihelnika z vychoziho bodu [0, 0, 0] ve sméru bodi [A, 0, 0], [0, B, C]
a zpét do vychoziho bodu.
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8.25 Pomoci kiivkového integralu i Stokesovy véty urcete praci sily F"(x,y, 2) = (y?, 22,9°%)
plisobici po obvodu plochy dané pfedpisem S = {(az,y,z)‘x2 +9y? < R? 2z = 6}, po
vykonani 1 okruhu z bodu [R, 0, 6] do stejného bodu, v matematicky zaporném sméru.

— 67 R?

8.26 Pomoci k¥ivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (z,y,2) = (2%, 22%,9?)
piisobici po obvodu plochy dané pfedpisem S = {(x, Y, 2) ‘az2+y2—i— (2—R)?>=R?% z,y,2 €

(0,R>}, ve sméru bodu [0,0,0], [R,0, R], [0, R, R] a zpét do bodu [0, 0, 0].

. (1 m
=92R3 (= - =
W= 2R (3 4)

8.27 Pomoci k¥ivkového integralu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily ﬁ(a:, y,2) = (22,22, 4?)
plisobici po obvodu plochy dané predpisem S = {(w, Y, z)}xQ +y—R?+22=R% 1x¢
(=R,0), y,z € (0,R)}, ve sméru bodt [-R,R,0], [0,R,R], [0,0,0] a zpét do bodu
[—R, R,0].

(1
W—21?:3<+7T>

2

3 4
8.28 Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (x,y,2) =
(22,22, 9?) pusobici po obvodu plochy dané predpisem: S = {(x, Y, 2) ‘xQ +(y+R)?+22 =
R’ z € (—R,0),yc (-R,0),z ¢ (0,R>}, ve sméru boda [-R, —R, 0], [0,—R, R], [0,0,0]
a zpét do bodu [-R, —R,0].

. 1
— 2R3 Tt
w R<4 3)

8.29 Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F'(z,y, z) =
(xz, —yz,0) pusobici po plasti valce o poloméru R, jehoz osa prochéazi bodem [—R,0,0] a
splyva s vektorem (0,0, z). Sila ptisobi po uzaviené trajektorii z po¢ate¢niho bodu [0, 0, 0]
ve sméru bodu [—R, R, 0], [-R, R, H], [0,0, H] a zpét do bodu [0, 0, 0].

W =0

8.30 Pomoci kiivkového integralu 2. druhu i pomoci Stokesovy véty urcete praci sily F (x,y,2) =
(22, 222, y2?) pusobici po povrchu vélce o poloméru R, jeho# osa prochazi bodem [R, 0, 0]
a splyva s vektorem (0,0, z), z € (0, H). Sila ptisobi po uzaviené trajektorii z po¢atetniho
bodu [R, R, H] po hrané plasté valce do bodu [0, 0, H], dale po tse¢ce do bodu [2R, 0, H],
a op&t po hrané plasté valce zpét do bodu [R, R, H].

TR2H?

W=—

8.3 Gaussova (Gaussova-Ostrogradského) vétal

Gaussova véta, nazyvana také Gaussuv teorém nebo teorém divergence, ik, ze tok vektorového
pole uzavirenou plochou S se rovné integralu divergence tohoto pole pies objem V', ohrani¢eny

!Pokud neni uvedeno jinak, mysli se vidy tok ve sméru vnéjsi normaly uvedené uzaviené plochy.
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touto plochou, definovanou v R? (obecné v R™). Matematicky zapis Gaussovy véty mé tvar

// 6-ﬁdv—# F-iids, (8.3)
14 ov

kde F je obecné vektorové pole, 7 je jednotkovy vektor vnéjsi normaly plochy S, dV znaci
hrani¢ni oblast objemu V' (hrani¢ni plochu S).

e Priklady:

8.31

8.32

8.33

8.34

8.35

8.36

8.37

8.38

Pomoci Gaussovy vty odvodte vztah pro vypocet objemu valce o poloméru R a vysce
H.

Pomoci identity V = / div FdV (divF =1) = gé F.iidS,V = 7R?H
74 J OV

Pomoci Gaussovy véty odvodte vztah pro vypocet objemu koule o poloméru R.

4 .
Stejnym zpusobem jako v predeslém prikladé, V = §7TR‘5

Pomoci Gaussovy véty odvodte vztah pro vypocet objemu kuzele o poloméru R a vysce
H.

R’H
v="
3
Pomoci Gaussovy véty odvodte vztah pro vypocet objemu anuloidu (toroidu) o poloméru

osy toru R a poloméru trubice a (viz piiklad 7.55).

V = 212Ra’

Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (:172, Y2, 22) uzavienou plochou,
uréenou predpisem S = {(z,y,2) |z € (4, 2A), y € (B, 2B), z € (C, 2C)}.

op =3ABC(A+B+C)

Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (a:z, Y2, 22) uzavienou plochou,
uréenou piedpisem S = {(z,y,2)|2? + y* = R?, 2 € (0, H)}.

Pp =TR*H?

Pomoci Gaussovy véty uréete tok vektorového pole F = [(:17 —1)2, (y — 1), z2] povrchem
télesa, urceného predpisem V = {(z,y,2) |2? +y* < R* y >0, z € (0, H)}.

4 . RZH?
CRIH+ T

— 27R?H
3 5 TR

Pomoci Gaussovy véty urcCete tok vektorového pole F = (a:2, Y2, z2) uzavienou plochou,
tvofenou povrchem télesa z piikladu 7.53.
TR?>H?
3

bp =
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8.39

8.40

8.41

8.42

8.43

8.44

8.45

8.46

Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (;1;3 — 3 23 493, z) uzavienou

R2
plochou, tvofenou povrchem télesa V = {(x,y, 2) |z € (0, H), 2 +y* < E(H - 2)2}.

TR2H

Pp = 9R* +10
Py REH10)
Pomoci Gaussovy véty urcete tok vektorového pole F = (23,73, 23) plochou, uréenou
predpisem S = {(z,y, 2) | 2? + y* + 2% = R*}.
12
(I)F — ?’R'RE)
5

Je dano silové pole F= (23 — 22, 3 — 12, 23— 2%). Pomoci Gaussovy véty urcete jeho tok

povrchem télesa, uréeného piedpisem V = {(z,y,2)|z,y,z € (0, R), 2% + y* + 2? < R?}.

3rR*
(p g
=710

(4R — 5)

Pomoci Gaussovy véty odvodte vztah pro vypodet objemu osové symetrického télesa M
s osou (0,0,2): M = {(z,y,2) | V2?2 + 3?2 < asinb, z < asinfcosh, § € (0,7)}. Povrch
télesa je vytvoren rotaci rovinné kiivky, tzv. Geronovy (Huygensovy) lemniskaty, okolo
osy lezici v roviné kiivky a prochézejici jejim st¥edem - viz obréazek 8.1 (kde osa y bude
nyni osou z), viz také piiklad 8.6.

a3

4

V=

Pomoci Gaussovy véty ovéite vypocet objemu télesa z piikladu 7.58.

Pomoci Gaussovy véty odvodte vztah pro vypodet objemu osové symetrického télesa M
vytvoreného rotaci uzaviené smycky Descartova listu z pfikladu 8.8 okolo osy y, vyznacené
v obrazku 8.2. Urcete rovnéz maximalni délku L smycky, tj. délku podél primky, pulici
1. kvadrant v uvedeném obréizku a soufadnice horizontalniho i vertikdlnfho maxima, vse
jako funkci konstanty a.

B 42a’ 3

2 1 1 2
V=—+ L=——a, (23a,23a), (23a,23a

Pomoci Gaussovy véty urcete polohu stfedu hmotnosti homogenniho télesa z piikladu
8.44 ve sméru svislé osy, vyznacené v obrazku 8.2.

27V/3
a
167

zZr =

Pomoci Gaussovy véty odvodte moment setrvacnosti homogenniho t&lesa M z prikladu
8.42, rotujiciho okolo osy (0,0, z). Vysledek vyjadiete v jednotkdch hmotnosti télesa M a
poloméru a.

B Ma?
2

J
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8.47

8.48

8.49

8.50

8.51

8.52

8.53

8.54

Pomoci Gaussovy véty odvodte moment setrvacnosti homogenniho télesa A z piikladu
7.58, rotujiciho okolo stejné osy y. Vysledek vyjadiete v jednotkdch hmotnosti télesa M
a poloosy a.

Pomoci Gaussovy véty urcete moment setrvacnosti homogenniho télesa z pirikladu 8.44,
rotujictho okolo svislé osy, vyznacené v obrazku 8.2. Vysledek vyjadiete v jednotkach
hmotnosti télesa M a maximélniho rozméru R smyc¢ky v horizontalnim sméru.

_ 81V3 MR?
T 4d0m 243

Pomoci Gaussovy véty vypoditejte tok vektorového pole F = (z,y,z) uzavienou plo-
chou, tvofenou povrchem télesa z piikladu 8.42. Pro¢ je vysledna hodnota trojnasobkem
vysledné hodnoty z uvedeného ptikladu 7

3m2a3
dp = 1

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok vektorového pole F = (23,93, 23) uzavienou plo-
chou, tvorenou povrchem télesa z prikladu 8.42.

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok ® vektorového pole F (z,y,2

) = (0,0, 22) uzavienou
plochou, tvorici povrch télesa: V = {(x,y, 2) | z2 + y2 <4, 2<0 y>0,

z € (0, |IL‘|>}

(I)]:':ﬂ'

Pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok ® vektorového pole F (x,9,2) = (0,0, 2%) uzavienou

plochou, tvorici povrch télesa: V = {(az,y,z) ’562 +92+22<4,2>0,y<0,2>0,
22 1

— < ,}_

24+ y2+22 7 2

Ppr=m

Pomoci plosného integralu 2. druhu i pomoci Gaussovy véty vypocitejte tok ® vektorového
pole F(xz,y,z) = (0,0, 2%) uzavienou plochou, tvotici povrch télesa:
V= {(m,y,z)!xQ—i—yQ—l—z < 9Nz —32% -3y > 0}.

9 2

Pomoci plosného integralu 2. druhu i pomoci Gaussovy véty vypoditejte tok ® vektorového
pole F(x,y,z) = (22,0,0) uzavienou plochou, tvofici povrch télesa:
V={(z,y,2) ][22 +y*+2<5,2>0,y<0,z>1}.

128
Pr =13
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8.55 Urcete kapacitu valcového kondenzatoru, ktery tvori dvé souosé vodivé vélcové slupky
(elektrody) s poloméry R; a R a délkou H, kde Ry < Rg. Na vnitini elektrodu je pfiveden
naboj +@), na vnégjsi elektrodu naboj —(). Zanedbejte nepravidelnosti elektrického pole
na obou koncich elektrod.

2meg H

¢= In(Rs/Ry)

8.56 Urcete kapacitu kulového kondenzatoru, ktery tvori dvé soustiedné vodivé kulové slupky
(elektrody) s poloméry R; a Ro, kde Ry < Rs. Na vnitini elektrodu je priveden naboj
+@Q, na vnéjsi elektrodu nédboj —@Q.

Ry Ry

C=4reg—=——-
7T€()R2_R1
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Taylortv rozvoj:

Moznost nahrazeni libovolné matematické funkce polynomem byla formulovina pocatkem 18.
stoleti matematiky Jamesem Gregorym a Brookem Taylorem. V pripadé nekonecnékrat dife-
rencovatelné funkce pijde za urcitych, presné definovanych podminek o nekone¢nou mocninnou
rfadu. Rozvoj funkce do fady je jednim z nejpouzivanéjsich nastroju pro vyjadieni priblizné
hodnoty funkci, ktery tvori zaklad mnoha principti numerické matematiky, atd.

9.1 Rozvoj funkce jedné proménné

Obecny zéapis Taylorova rozvoje nekone¢nékrat diferencovatelné funkce jedné proménné, jejiz
vS8echny derivace v obecném bodé x( jsou kone¢né a spojité, lze vyjadrit pomoci nekoneéné rady

of 1 92f 1 83f

_ _ - _ 2 - _ 3
f(.l?) - f(l'(]) + ox o (‘T 'CL‘O) + 21 Ox2 20 ('1: ‘TO) + 31 93 20 (,I l’o)
1 o4f A B Z"O 1 of n
+I @ » (ZL‘—:L'O) + —nzoa w » (:B—$0) ) (91)

kde ¥ad derivace charakterizuje fad Taylorova rozvoje, stupen mocniny urcuje stupen c¢lenu
Taylorova polynomu (v piipadé funkce jedné proménné se oboji shoduje). PoloZime-li 2o = 0,
dostavame tzv. Maclaurinovu fadu (rozvoj) jako specialni piipad Taylorova rozvoje.

e Priklady:

9.1 Napiste Tayloriv rozvoj nasledujicich funkci v uvedenych bodech x:

22 g3 A P
=z = 1 =+ =+
(a) flz) =e", o =0, trt gt ettt
1 5 1 .

(b) f(x) =e" wo=1, e+e(x—1)+§e(x—1)2+ée(x—l)‘“r...

3 5 7
(c) f(x) =sinz, o =0, x7%+1'1/2075'(1)/40+"'

ZL’Q 1'4 IG
d = =0 - =
(d) f(z) = cosz, zo =0, Tl

"Doporucens literatura k této kapitole: Démidovié (2003), Kvasnica (2004), Rektorys (2009), Zemanek &
Hasil (2012).

123
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(e) f(z)=Inz, zg =1, :L'—l—%(x—l)Q—i—é(m—l)?’—%(x—l)‘l—k...

(f) f(z) =sinxzcosz, zg =0, 1:2§+21§);qug+

(g) f(x) = tanz, xo =0, x+§+?§+ 1371:;7—1—..

(h) f(z) = tan?x, x[):%, 1—&—4(1’—%)—&—8(1’—1)24—4?0(:6—%)34—...
9.2 Napiste Taylortv rozvoj nasledujicich funkei v uvedenych bodech z:

(@) fla) =, 70 =1 == )+ = 1P = (= 1P+ =D+

(b) f(z) = % zo =1, 1-2(z—1)+3(x—1)?—4(z—1)34+5(x—1)+. ..

(c) f(x):e*zz,x():O, 1—$2+§—J§+§1—$+...

(d) f(z) =e"sinzx, zg =0, x+w2+f—§—£—g)+...

(e) f(z)=sin?xcos?z, wozg, (m—g)Q—g(x—g)4+%<x—g)6+

9.3 Napiste rozvoj nasledujicich funkei do 4. stupné v bodé z¢p = 0 (Maclauriniv rozvoj):

(a) f(x) =e3, 1+3x+§(x2+1:3)+2§7x4+...
(b) f(x)—xz;i—;l, 1— 32 + 72 — 1423 + 2824 + ..
(¢) f(z) =In(1-sin’z), —x2—i:+...

(d) f(x):(xej)s, ~1— 3z —62% — 923 — 120% 4 ...
() f(x):Sinh (:i2++x21§in4a:)’ 2?4 opt 4

(f) f(x) = +/cos (3x + x3). 1—§x2—£x4+...

9.4 Reste nésledujici neurcité integraly pomoci vhodného rozvoje integrandu do Taylorovy
fady v bodé zg = 0 (Maclaurinova rozvoje)

ex2 00 $2k
Inz C
(a) / —ar, na+ 3 it
sinx ] x2ktl
b d —1)k C
( )/ z OO P TV CT Y
00 2k
(c) /C°S$dx, Iz + Y (~1)F 4 C
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p2ktl & 1

sin z cos >
d) [ ——da. —1)k C
(d) / x v k;Z::o - 2/<?+1mZ::0 m! (2k —m +1)! +

9.5 Pomoci Taylorova rozvoje ur¢ete hodnoty uvedenych limit nasledujicich funkef:

. et —1—x 1
@) I = 5
e’ —sinx —coszx
b) li 1
(b) lim P
1 _ AT
(¢) lim /——— i
z—0 In ($ + 1)
V1—522 + 2% — 1+ 22 9
d 1 Y
(@) ilg(lJ x4 ’ b
©) 1 sin Va2 — Va2 — Incos 1
im
20 xsin ’ 3
GR! In (1 + zarctanz) + 1 — e 4
im .
20 V14221 -1 3
1
cosr — 14+ —zsinzx 1
(&) 1im 2 — 51
z—0 [In (1 + )]
1 1 1
(h) lim - , =
z—0 [In(1+2z) tanz 2
(i) lim — 3(1— z ) m =1, lim = —1
z—0 sin x tan z—0+ z—0~

9.6 Vypoditejte piibliznou hodnotu nésledujicich integralt s chybou nepievysujici 1073
, 2 * —¢2 .
(a) tzv. chybové funkce erfx = T e~ " dt pro horni mez x = 1, 0,842 714 222
T Jo

(b) tzv. integralniho sinu Siz = / Sl% dt pro horni mez x =1, 0,946 082 766
0

[e.e]
t
(c) tzv. integralniho kosinu Ciz = —/ % dt (z > 0) pro spodni mez x = 1. Tento

xT

Tcost—1
integral lze prepsat do tvaru Cix = v+ Inx + / Tdt, kde tzv. Eulerova
0

no1
(Eulerova-Mascheroniho) konstanta v = lim <Z ——1In n> ~ 0,577 215 665,

n—oo \ ;=1 k

0,337 400 849

o0 eft T et
(d) tzv. exponencialniho integralu Eiz = —/ e dt = / 7 dt pro x = —1. Tento

—T — o
e t—1

—X
integrél lze prepsat do tvaru Eiz = v + In|z| + / dt, kde v je stejna
0
Eulerova konstanta jako v prikladu 9.6¢,

—0,219 386 753
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(e) exponencialniho integralu Eix popsaného v piikladé 9.6d, kde hodnota horni meze
x = 1 (tento pfipad ma kone¢né feSeni, protoze integrovani funkce se singularitou
lze za urc¢itych podminek provést prifazenim tzv. hlavni hodnoty uréitého integralu
- viz odstavec 1.3),

1,894 854 554

2

(f) tzv. integralniho logaritmu liz = / g Pro 1= 2 a x5 = 10 (integrovanou funkci
n
a1

1ze rozvinout do vhodné fady pomoci substituce ¢ = e*).

9,073 622 569

9.7 Pomoci Taylorova rozvoje dokazte Eulerovu identitu pro y(z): Cy e +Cye™ @ = Acosx+
Bsin z. Jaky je vztah mezi jednotlivymi koeficienty a ¢emu se budou rovnat, pokud y(0) =
Ly0)=17

1—i 141

A:Cl+C’2,B:i(Cl—Cg),C’1:?,Cz— 5

L A=1,B=1

9.8 Ovérte platnost klasického vztahu pro kinetickou energii T = %mv2 pro malé rychlosti,
v < c. Uplné relativistické vyjadfeni kinetické energie ma tvar T = E — FEy, kde E
piedstavuje celkovou energii E = mc?, Ey je tzv. klidova energie, Fy = mgc?. Veli¢iny m
a myg, tedy relativistickda a klidova hmotnost, jsou svazany vztahem m = vmg, kde tzv.
Lorentzitv faktor v = (1 — v2/c?)~1/2.

Pomoci Taylorova rozvoje relativistického vyjadieni do druhého radu.

Ax

m, kde A, B jsou konstanty, do tietiho

9.9 Napiste Tayloriv rozvoj funkce f(z) =

radu. Dale napiste:
(a) Tayloruv polynom tfetiho stupné funkce f(z) v okoli bodu zg = 0,

(b) Tteti stupen tohoto polynomu v okoli bodu zy = 1.

A 3A .
(2) T3(2)]yym = —g2 — —52°
B2 2B2
A(3B2—-24B +8 .
(o) @), = ~ A S -1y

2(B+1)?

9.10 Ukazte, ze

(a) Planckiiv zakon B,(T') pro malé frekvence v prejde na Rayleighiv-Jeansuv zakon,
zndmy v radiové fyzice,

(b) Pfevedte Planckiv zdkon ve formé B,(T) na tvar B)(T) a dokazte pfechod na
Rayleightiv-Jeansiiv zakon pro velké vinové délky .

2h3 1 202
(&) B.I)=—%5—7— = —5

A ort 1 c

kT
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o) B =2e_ L%

9.2 Rozvoj funkce vice proménnych

V pripadé nekonecnékrat diferencovatelné funkce dvou proménnych x,y, spliiujici v obecném
bodé |zg,yo| podminku koneénosti a spojitosti v8ech derivaci podle obou proménnych, lze
obecny tvar Taylorova rozvoje zapsat jako

0

0
fe) = flow) + 50| -zt o (s w)
x x0,Y0 Z0,Y0
O f o, 20%f *f 2
T s (x —x0)* + (x —20)(y —y0) + 75 (y — o)
2‘ ax2 x0,Y0 ax 8y Z0,Y0 a 2 Z0,Y0
1|03 303
+ 31 7@ (x — z0)° + 972 afy (z — 20)*(y — wo)
x0,Y0 Z0,Y0
30°f s, Of 3
02 0,2 ( —20)(y —yo)” + 905 (Y—vo)’| + ..., (92)
x0,Yo Z0,Y0

kde 1ad derivace opét charakterizuje fad Taylorova rozvoje, stupeit mocniny urc¢uje stupen ¢lenu
Taylorova polynomu. Obecné lze tedy Tayloriv rozvoj funkce vice proménnych zapsat:

ot +nkf

e S5 ()

n1=0mn2=0 ng

(x1 —201)™ - -+ (21 — o)™
nl'nk‘ .

Z01,--+sT0k

(9.3)

e Priklady:

9.11 Spocitejte viechny nenulové ¢leny Taylorova rozvoje funkce f(z,y) = 2%y a pro jednotlivé
fady rozvoje vy¢cislete vzdy hodnotu f (2,1; 2,9). Vysledky porovnejte s hodnotou, udanou
kalkulackou.

To=12,T1 = 12,8, Ty = 12,79, T3 = 12,789 (kalkulackou 12,789)
9.12 Pomoci Taylorova rozvoje funkce f(x,y) = /1 + 422 + y? do prvniho, druhého a t¥etiho

fadu vydcislete vzdy pfibliznou hodnotu f (1,1; 2,05). Vysledky porovnejte s hodnotou,
udanou kalkulackou.

Ty = 3,166, Ty = 3,169 120, T3 = 3,168 984 (kalkulackou 3,168 990...)
9.13 Spoditejte viechny nenulové ¢leny Taylorova rozvoje funkce f(x,y,2) = o3 + 3> + 23 —

3zyz a pro jednotlivé Fady rozvoje vy¢islete vZdy hodnotu f(0,95; 1,05; 1,1). Vysledky
porovnejte s hodnotou, udanou kalkulackou.

To=0,Ty =0, T, = 0,0525, T5 = 0,054 25 (kalkulackou 0,054 25)

1
9.14 Pomoci Taylorova rozvoje funkce f(z,y,2z) = —— do prvniho, druhého, tfetiho a ¢tvrtého
xyz

fadu vycislete vzdy pribliznou hodnotu f (0,9; 2,1; 3,1). Vysledky porovnejte s hodnotou,
udanou kalkulac¢kou.
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Ty = 0,169444, T, = 0,170602..., T3 = 0,170634..., Ty = 0,170648..., (kalkulackou
0,170678...)

9.15 Vypocitejte Taylortv polynom druhého stupné funkece f(x,y) = e~ (@*+4*) ¥ bodech
(a) Py = [070]7
(b) P =[1,2].

(a) T1(0,0) = 1—a? — y?

(b) Ty(1,2) = e~ ® [x(x + 8y — 20) + y(Ty — 40) + 56]

9.16 Vypoditejte Tayloriv polynom funkce z ptikladu 9.12
(a) tfetiho stupné v bodé [0, 0],

(b) druhého stupné v bodé [1,2].

2
(a) T3(0,0) =1+ 222 + %

(0) To(1,2) = 3 [l +y — 8o — Dy —2) = 5] + o |20 = 17 + 5y — 2

9.17 Vypocitejte Taylorav polynom tietiho stupné funkce z piikladu 9.14 v bodé [1, 1, 1].

T3(1,1,1) = —a® — 93 — 23 — 2%y — 2?2 —ay? — 2% — 22 —y2? —ayz +6(x? +y? + 22 +
xy+xz+yz) —15(x +y + 2) + 20

9.18 Napiste Taylortiv polynom 2. stupné funkce f(x,y) = /22 —y%> — 2 v bodé [2,1].
1
2x—y—2+§ [-3(z =22 +4(z - 2)(y— 1) — 2(y — 1)?]
9.19 Napiste Taylortiv polynom 2. stupné funkce f(x,y) = v/e** —y%2 4+ 1 v bodé [0, 1].

1
2+;U—y+§[w2+2w(y—1)—2(y—1)2]

9.20 Napiste Tayloriv polynom 2. stupné funkce f(z,y) = | /2 _1 v bods [2,1].
Yy

T 1 1
I+ -—y+ 2 (x2)2+(y1)2]

2 2 4
Y2
9.21 Napiste Tayloriav polynom 2. stupné funkce f(z,y) = ————= v bodé [0, 1].
Va2 +1

1+2(y—1)+ % [—2? 4+ 2(y — 1)?]
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1
9.22 Napiste Tayloriiv polynom tfetiho stupné funkce f(z,y,2) = —— v bodé [1,1,1].
x2yz

T3(1,1,1) = —4x3 — 32 — 23 — 322y — 3222 — 2xy? — 2222 — 2y%2 — y2% — 2xyz + 7(322 +
22 4+ 2wy + 222) + 8y? + 9yz — 2(21x + 112) — 23y + 36






Kapitola 10

Fourierovy rady:

Metoda rozkladu obecnych periodickych funkci na soucet nekoneéného poctu sinovych a kosi-
novych viln byla pojmenovéana po francouzském matematiku Jean-Baptiste Josephu Fourierovi
(1768-1830). Fourierovy fady jsou v rizné mife aplikovany ve vét§ing fyzikalnich obort, napf.
v akustice, optice, kvantové fyzice, atd. Princip formulovany nejprve pro Fourierovy fady byl
pozdé&ji zobecnén v tzv. Fourierové analyze. Libovolna periodickd funkce f(z) s periodou T,
integrovatelna v intervalu (zg,xo + 1), muZe byt vyjadiena jako nasledujici nekone¢na suma
(Fourierova rada):

fla) = % +3 " ay cos(kwz) + by sin(kwz), (10.1)
k=1

kde w = 27/T. Fourierovy koeficienty ay, by 1ze stanovit nasledujicim zpusobem:

xo+T
a0 = ;/ f(z)da, (10.2)
ap = ;/IOJFT f(z) cos(kwz) dz, (10.3)
by, = ;/SC:OJFT f(z) sin(kwz) dz. (10.4)

V principu je mozné rozepsat jako Fourierovu fadu i funkci, ktera uvnitt periody 17" obsahuje
singularitu (napiiklad funkce 1/x, x € (—1,1)), s pouzitim rovnice (1.57) v kapitole 1.3. Takové
funkce ale zpravidla vedou na integraly typu Siz, Ciz, Eiz a podobné (viz pfiklad 9.6 v kapitole
9.1), fesitelné pouze numericky, samotna Fourierova fada potom obsahuje v singularnim bodé
rovnéz singularitu, Fourierovy koeficienty mohou byt komplexni vyrazy a navic odpovidajici
rozvoj takové funkce v zasadé nemé fyzikalni vyznam.

Pro vétsi nazornost, obrazek 10.1 ukazuje sloZené grafy Fourierovych fad liché funkce f(z) =
x—1proz e (—1,0), f(xr) =2+ 1prox € (0,1) (horni graf), sudé funkce f(x) = 0 pro z €
(-1,-1)uU(},1), f(z) =1 pro z € (—1,1) (prostredni graf) a obecné funkce f(z) = ® (spodni
graf), kdy u v8ech funkci je zakladni interval z € (—1, 1), pro rtizna n, odliSen4 rtiznymi barvami.
Takto vyznacena n jsou tedy nejvySsi nmax, ktera tvori horni mez sumace v rovnici (10.1),
namisto idealniho co. JednotlivA n ovSem odpovidaji pouze tém k v rovnici (10.1), pro které
jsou Fourierovy koeficienty ajy a/nebo by nenulové, tedy n = k v hornim a spodnim grafu na
obrazku 10.1, kdezto n = 2k — 1 v prostfednim grafu. Grafy nézorné ilustruji, jak pro vyssi n se
Fourierovy fady vice a vice podobaji ptivodni funkci se zadanou periodicitou, kdy pro n ~ 104
je uz prakticky nelze odlisit.

"Doporuéena literatura k této kapitole: Démidovi¢ (2003), Kvasnica (2004), Arfken & Weber (2005).

131
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Obrazek 10.1: Grafy prubéhu Fourierovych ¥ad funkei f(z) = z—1 pro z € (—1,0), f(x) =x+1 pro z €
(0,1) (horni graf), f(z) = 0prox € (—1,—3) U (3,1), f(z) = L prox € (—3%,3) (prostredni graf) a
f(z) = €® (spodni graf), kdy u v8ech funkeci je zakladni interval z € (—1,1). Jednotlivé barvy (viz
legenda v hornim grafu) vyznacuji nejvyssi n, do néhoz jsou jednotlivé Ffady pocitany (vysvétleni indexu
n - viz popis v textu).

Fourierova transformace je zobecnénim komplexnich Fourierovych rad. Nahradime-li dis-
krétni Fourierovy koeficienty ag, by, spojitou funkci F(£)d€, potom za piedpokladu 1/T — ¢
(frekvence) prejde (zaménou sumy za integral) diskrétni Fourierova fada do spojité podoby

FO = [ swer e gw - [ e a (10.5)

Ve fyzice a v technickych aplikacich se Fourierova transformace zapisuje ¢astéji pomoci whlové
frekvence w = 27§. Fourierova transformace F(f) = f (kde f je tzv. Fourieriv obraz funkce f,
tj. vzoru) a zpétna Fourierova transformace F~1(f) = f jsou potom (pii jisté ztraté symetrie)

definovany jako:

Flw) = /_ h fl)e @ dz,  f(z) = % /_ h Flw) e“” dw. (10.6)
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Zavedeme dale pojem konvoluce dvou funkei f(z), g(z) (viz obrazek 10.2), ktera je definovana
jako:

(Fe9)@ = [ " ) gle —y) dy, (10.7)

kde ovSem z a y neznamenaji dva rizné soufadnicové sméry, ale pouze dvé rizné proménné.
Fourieriuv obraz konvoluce funkci f(z), g(x) potom bude:

Fow= [ Gro@e = [ [ fege-yetrid o)
0z 0z
. p—y=2 o oy |1 -
Pomoci transformace{ . },JQ]IZ Jakobian det @ @ = det 0 1|7 1, dosté
or Oy

vame
| [ st agas = [ ey [ gl e = ) ge). (109
Vysledny vztah mtZeme tedy zapsat jednoduchym zpiisobem,
(F+9) =3, (10.10)

Fourieriav obraz konvoluce dvou funkei f(x), g(z) se rovna sou¢inu jejich Fourierovych obrazu.
Priklad konvoluce dvou funkci f * g, které jsou puvodné zadany naptiklad ve tvaru

fz) = { 3678 i 2 g&z’f) (10.11)
0 z€(—00,0)
gle)=4 1 x€/(0,2) (10.12)

0 z€(2,00),

znézoriuje obrazek 10.2. Funkce f, g transformujeme podle rovnice (10.7) nésledujicim zpiiso-
bem:

flx)=3e" — f(y)=3e"Y, (10.13)
glx) = gl@—y) = g(2), (10.14)
kde potom pro funkei g (2) (konvoluéni jadro), plati g(z) = 1, pro z € (0,2) (a tedy y € (z,z —

2)) ag(z) =0proz ¢ (0,2) (atedy y ¢ (r,z — 2)), zaroven také plati dz = —dy. Protoze
f(y) =0 pro y < 0, dostavame tak t¥i oblasti integrace rovnice (10.7):

r—2<0Axz<0 (obrazek 10.2a), (10.15)
r—2<0Ax>0 (obrazek 10.2b), (10.16)
r—2>0Nx>0 (obrazek 10.2c). (10.17)
Integrace rovnice (10.7) bude mit pro tyto tfi oblasti podobu:
(0 pro z € (—00,0)
(f*g)(z) = 3/0 e Ydy =3 (1 — e_x) pro z € (0,2), (10.18)
3/ e Ydy=3e" (62—1) pro z € (2,00).
r—2

Vysledkem konvoluce dvou funkei f(x) a g(x) bude tedy funkce (f * g) (x), jejiz hodnota se pro
kazdé z € (—o0,00) bude rovnat velikosti zvyraznéné plochy na obrazku 10.2.
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f.g f.g f.g
f(y) f(y) fxg fy) fxg
gx—vy) gx—vy) gx—y)
\ \
x—2 X X,y x—2 X X,y x—2 XXy
Obrézek 10.2a Obréazek 10.2b Obrazek 10.2¢

Obrazek 10.2: Schéma konvoluce f * g funkei f(z), g(x), pivodné popsanych rovnicemi (10.11) a (10.12).
V obrazku 10.2a plati, Ze v rovnicich (10.13), (10.14) je € (—00,0), v obrazku 10.2b je = € (0, 2),
v obrazku 10.2¢ je z € (2,00). Tvar vysledné funkce (f * g) (x) je zakreslen modrou barvou, funkce je
popsana v rovnici (10.18), jeji hodnota se pro kazdé a bude rovnat velikosti zvyraznéné plochy.

10.1 Fourierovy rady

e Priklady:

Napiste Fourierovu fadu pro nésledujici periodické funkce s periodou 7'

2 T 4 (1)
10.1 f(w) — xfj T E <_7r’7-(-), T =21 g + — Z ( 2) COS(kZ‘)
s T k=1 k
2 A7 1.
10.2 f(2) = QL z e (0,2m), T =21 3 +4 Z —— cos(kx) % sm(k:z:)}
T’
T 2 (-1)F-1
10.3 f(z) = |z|, z € (—m,7m), T =27 —+—-> 5 cos(kx)
2 T k=1 k
21 & (2 kA (-1)F =2 | [knm
104 f(z) =«z|z|, x € (-L,L), T =2L 3 k; 3 sin (LL>
3 2 X (2-mk)(-1)kF -2
105 f(x) = M, re(-1,1),T=2 — > ( )?E ) sin (kmx)
T T 521 k

0o 1 (_1)k
10.6 f(z) = { ;; , T =2 % Z:: {1(%1) cos(kmx) — ki sin(kwx)}

10.7 f(z) = e™, z € (—m, ), konstanta a # 0, T' = 27

108 f(z)=(e- Dz -3,z €(1,3), T=2 — + 55
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1 8 X k*m? — 6
10.10 f(z) =2, 2 € (~1,1), T = 2 - = 2 (DR cos (k)
5 T k=1 k
. (T
10.11 f(z) = sgn [sm <f)}’ x€(0,2L), T =2L
40 1 . [(2k+Dr
wgozmﬁm[ L x}
-z ze(-1,00 ., 1 4
10.12 f(z) = { r ze(01) T=2 5 3 kz::O (2k: P 5 cos [(2k + 1) 7]
( 1 T € <0, g)
m 2 X 1 T )
1013 f(z)=4{ -1 =€ <—§, 0), T=2m N {1—(;05 {(4k—2)§}}sm[(4k—2)x]
77
| 0 kle(gm)
( 1
11
10.14 f(x) =< cos3mx x € 373 ) T=2
1
-1
0 T E 3 )
_ 1 Bcos@ma) | cos(3rz) 6% 1 cos b COb(k’Tl’:L’) kde k=2k—4
3 51 2 T k2—9 2
1 ze(-1,0)
< [(-1)kF—1 1
10.15 f(z) = % z=0 ,T'=2 2 21 [(kng cos(kmz) — yo= sin(kmx)
x x€(0,1)
4 m
e x€<0’*> 8 = cos[2(2k—1)z
1016 fz) =4 7 2 T=r1-5 % [2;_12) |
——x xE€ <—— 0) T k=1 )
7'(' 2’
z(l—z) x€(0,1)
10.17 f(z) = T =2
0 x € (—1,0)
1 1= (1 . 2 .
T kgl {kQ [1+ (=1)%] cos(krz) — = [1— (=1)F] sm(knrx)}
10.18 f(z) = [sinal, @ € (—m,7), T =2 225 L cos(aa)
. x) = |sinz|, x m,m), T =27 - Wk:1(4k’2—1)COb x
10.19 f(z) = |cosa, z € (—m,7), T =2 2 48 D" ok
. x) = x|, x m,m), T =27 - 77/@:1(47432*1)%5 x
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: oy 2 k(=DE
10.20 f(x) =sinzcoszx, x € (—1,1) 7sin(2) 1;::1 12 sin(kmz)
10.21 f(z) = ||+ a, x € (—L, L), kde a je konstanta.
L 4L = 1 (2k — )7
SR e L
- € (—L,0 )
10.22 f(x) = { i+z i . 207 L) ) , kde a je konstanta.
2 X a— L)(—1)k k
- > a=(a+D)(=1) sin (Wr>
T k=1 k
5 1 =1 .
10.23 (a) f(z) ==, z € (2,3) — — — Y —sin(2knz)
2 T k=1 k
xz, € (—3,-2)
x, x € (2,3)

OE[EDE 2 k) L k] b
) 3 Yl et sin (-

10.2 Fourierova analyza %

Zajimaji nas veskeré ,signaly“, definované pro vSechna t (zde - ¢asova nezavisla proménna):
Fourierova transformace signalu f je definovana funkci

flw) = /Oo flt) et at. (10.19)

~

Hodnota funkce f(w) (Casto oznafované také F'(w)) je, obecné, komplexni &islo

flw) = /_00 f(t) coswt dt — i/_oo f(t) sinwt dt, (10.20)

~ ~

kdy |f(w)| je amplitudové spektrum funkce f a Zf(w) byva oznafovano jako fdazové spektrum

funkce f.
Fourierova a Laplaceova transformace (viz pfiloha A) funkce f jsou definovany velmi po-

dobné, se dvéma rozdily:

e integracni rozsah Laplaceovy transformace je 0 < t < oo; integracni rozsah Fourierovy
transformace je —oo < t < oo,

e Laplaceova transformace: s mize byt libovolné komplexni ¢islo v oblasti konvergence (ROC
- region of convergence); Fourierova transformace: iw lezi na imagindrni ose,

tedy,

% jsou oznaceny odstavce a priklady, uréené primarné studenttim vyssich ro¢niki bakalafského studia
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e pokud f(t)=0V¢<O:

~

— pokud imaginarni osa lezi uvniti ROC Laplaceovy transformace, pak f(w) = F(iw)
(kde F' zna¢i Laplacetuv obraz - viz piiloha A), tj. Fourierova transformace je totozna
s Laplaceovou transformaci omezenou pouze na imaginarni osu,

— pokud imaginarni osa nelezi uvniti ROC Laplaceovy transformace, potom Fourierova
transformace neexistuje (ale Laplaceova ano, alespon pro vSechna s uvnit¥ ROC)

e pokud f(t) # 0V t < 0, pak Fourierovy a Laplaceovy obrazy mohou byt velmi rizné.

Vlastnosti Fourierovy transformace:

~

e linearita: af(t) + bg(t) —  af(w)+bg(w) (10.21)
e Casova Skala: f(at) — Mi| A(%) (10.22)
e Casovy posun: f&=1T) — e_inf(w) (10.23)
o derivace: 4/ (1) = (iw)ff(w) (10.24)
' dtk '
. ~
e integrovani: / f(r)dr — fl(::}) + Wf(O)é(w) (10.25)
Lo
e nésobeni ¢: 10 oo d":f,i" ) (10.26)
e konvoluce: h fOgt—7dr = flw)gw) (10.27)
e nasobeni: f(t)g(t) — % h f(@) J(w—w)dw. (10.28)

o Tlustrujici feSené priklady na Fourierovu transformaci: %

0 t<0
et t>0
piipadé rovna F'(s) = 1/(s + 1) a tedy ROC {s|Res > —1}, imaginarni osa tedy lezi
uvnit¥ ROC Laplaceovy transformace a Fourierova transformace tudiz existuje:

e Jednostranna® klesajici exponenciala f(t) = . Laplacetiv obraz se v tomto

o (o]
- ) . 1
= tye Wdt = ~(HW)t gy = = F(iw). 10.29
fo)= [ e | e = Fliv) (10.29)
0 t<0
e Jednostranna® stoupajici exponenciala f(t) = of £>0 Laplacetiv obraz se v tomto

ptipadé rovna F(s) = 1/(s—1) a tedy ROC {s|Res > 1}, imaginarni osa tedy lezi mimo
ROC Laplaceovy transformace, Fourierova transformace v tomto piipadé neexistuje.

e Oboustranné ,klesajici“ exponenciala ve tvaru f(t) = e~® (konstanta o > 0),

N 0o ) 0 ) o] . 2
flw) = / e ltlg—iwt qp — / ela=iw)t gy 4 / e-lotilt gy — _£Y _(10.30)
—00 0

42 2°
oo o t+w
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1 -T<t<T
0 |¢>T ’

Pravouhly pulz f(t) = {

~ r -1, ; 2sinwT
flw) = / e Wt = — (e_“"T — e“"T) — SAmes (10.31)
7 iw

1 1-T<t<1+T

e Posunuty pravouhly pulz f(t) = { 0 b <1—T nebo t> 14T "

14T .
]?(OJ) _ / e Wt 4 — ;1 |:e—iw(1+T) _ e—iw(l—T)i| _ Me—iw‘ (10.32)
1—-T 1w W

e Pulz ve formé ¢ funkce: f(t) = d(¢),

/ S(t)e what =1. (10.33)

e Konstantni signaly: f(t) = C,

:C’/ et dt. (10.34)

Dany integral nekonverguje v horni ani spodni mezi (pozor, nezaménovat s funkei realného
exponentu, ktera by v horni mezi konvergovala k nule a ve spodni mezi divergovala), feSeni
Ize ale snadno najit pomoci inverzni Fourierovy transformace,

= % /_‘X’ f(w) e“'dw  a tedy f(w) =21C6(w). (10.35)

-1 t<0
1 t>0

Laplaceovy transformace, nachéazi se vsak ,limitné“ blizko, 1ze tedy najit feSeni pomoci
limitniho pfechodu f(t) = lin%] e M sgn(t):
a—r

e Funkce sgn(t): f(t) = . Imaginarni osa v tomto piipadé nelezi uvnitt ROC

r 0 00
f(w) = lim —/ ela—ivw) t—i—/ ~(atiw)t } = (10.36)
a—0 L —50 0
B o0 oo
= lim |— / (a—iw) / —(atiw)t dt] (10.37)
a—0 L 0 0
[ -1 1 2
= lim — + } = — (10.38)
a=0 |a—iw  a+iw iw

0 t<o0
1 t>0
uvnit¥ ROC Laplaceovy transformace, nachazi se v8ak ,limitné“ blizko, feSeni lze najit
kombinaci konstantniho signalu C = 1 a funkce sgn(t): f(t) =  [1 4 sgn(t)),

e Heavisideova funkce: f(t) = . Imaginarni osa v tomto p¥ipadé opét nelezi

flw) = m(w) + Ly (10.39)

1w
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e Sinusoidalni signal s konstantni frekvenci: f(t) = sin (wot) = (&0 — e~“0t) /(2i).
Obdobné jako v nékterych piedeslych pripadech mtuzeme nalézt Fourieriv obraz pomoci
inverzni transformace, kdy

. 1 [ . .
elwot — 271’/ frwe ™ dw atedy fi(w)=216(w —wp), (10.40)
—00
1 [~

e iwot — 2/ fo(w)e “dw atedy fo(w)=2m0(w+ wp). (10.41)
T J—oco

Cely Fouriertv obraz bude

~

Flw) = % (Fiw) = F(@)) = —imb(w — wo) + imd(w + wo). (10.42)

e Kosinusoidalni signal s konstantn{ frekvenct: f(t) = cos (wot) = (ei“0f 4 e7iw0t) /2.
Stejnym zptisobem jako v piipadé pfedchoziho sinusoidalniho signalu dospéjeme k Fou-
rierovu obrazu

(f+ (w) + [ (w)) = 70(w — wo) + 18w + wo). (10.43)

e Priklady:

Urcete konvoluci funkei (f * g)(z):

] 0 x € (—00,0)
10.24 f(z) = { 2 z€(0,00) fagm 0 z€(—,0)
fo z € (—00,0) THEI=9 9 x € (0,00)
9(x) = 1 z€(0,00)
_ 0 x € (—00,0)
10.25 f(x) = { e 3 (0,00) frgm 0 z€(—,0)
_ 0 z€(-00,0) Tl er-em we(0,00)
9(x) = e 1z e (0,00)
0 x € (—00,0)
10.26 f(x) = { ez e (0,00) 0 z€(—00,0)
(2) = 0 z€&(—00,0) f*g = % (e7® +sinx —cosz)  z € (0,00)
T =Y sinz  xe (0, 00)
10.27 f(x):{ 0 xE(;oo,O) g 0 z€(—00,0)
SHLL z € (0, 00) J= 1—cosz x € (0,00)
g(x) =1
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10.30 f(x) = {

0 € (—o00,0
1028 f(z)=1{ @ € (=00,0)
sinz  x € (0,00) 0 € (—0,0)
0  z€(-00,0) fxg= 1—cosx J;€<O,g>
={ 1 T € <0 z> S 5 T
g(x) = 777 5 sinz —cosz  x € (5,00)
0 € (—o00,0
1029 f(z)=1{ v € (=00,0) 0 z€(—00,0)
sinx x € (0,00) f*xg = 1 . .
\ T [asinx — sin(az)] = € (0,00)
g(x) = sin(ax), a > 0 a
0 z€(—00,0)
sine  x € (0,00) 0  z€(-0,0)
r € (—00,0) frg=1{ 1— —z+ =sinr—cosx x€<,—>
) T 5 T s - 2
g9(x) = 1_;33 33€<0,§> —(sinz +cosz) —cosx T € (—,oo)
7 s 2

10.31 Urcete Fouriertiv obraz funkce:

@ fla)=1proz e (=55 ). fa) =0proa ¢ (-5,

(b) f(x) =e ™ pro x € (0,00), f(z) =0 pro x € (—00,0), b > 0 = konst.,

(c) f(z) =e " pro x € (—o0,00),

(d) f(x)=e"" prox € (=00,00),

(e) f(z) =1+ proz € (~1,0), f(z) =1 -z pro z € (0,1), f(x) = 0 pro |z| > 1,

(f) f(x) = 2% pro x € (—1,1), f(x) =0 pro |z| > 1.

w 2
() Jw) = 5=
© Flw) = oy
@ fl)= [T %
(€) Flw) = 5 (1 — cosw)
(f) Flw) = 2 [(@? — 2)sinw + 2w cosw]
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10.32 Urcete Fourieruv obraz funkce:

. ~ iw (1 —e™2mw)
(a) f(xz) =sinz pro z € (0,27), f(x) =0 pro = ¢ (0, 2m), flw) = —
-~ —2miw
(b) f(z) =cosz pro x € (0,2m), f(x) =0 pro x ¢ (0,27), Flw) = 1 w;_ :
~ _ C*Qﬂ'iw
(€) () = sinzcosz pro € (0,2m), f(x) =0 proa ¢ (0.27), () = — 5
02 2 ~ 2i (1 _ e—27r'1w)
(d) (@) = sin®zcos w prow € {0,2m), f(x) = 0prow ¢ (0,2m), f(w) = —— 55"
R o fiwAB
(e) f(x) = AB* pro z € (0,1), f(z) =0 pro = ¢ (0,1). flw) = ilw—em

10.33 Na prikladech 10.24, 10.25, 10.26 a 10.27 ovéite platnost rovnice (10.10):

(a) (10.24): f(w) = —%, glw) = —i (F *9)w) = *%

. 1 N 1 — 1
(b) (10.25): f(w) = 570 9(W) = 700 (F*9)(W) = 555
(¢) (10.26): f(w) = 1+11w’ gw) = ﬁ (F*9)w) = (1 -|-iw)1(1 — w?)

(d) (10.27): Flw) = — LN !

1-w2 Y iw T iw(l — w?)






Kapitola 11

Uvod do komplexni analyzy:

11.1 Komplexni cisla
Algebraicky zdpis komplexniho &isla (komplexni proménné) z € C mé tvar
z =z +1y, (11.1)

kde x = Re z je redind ¢ast komplexniho ¢isla a y = Im z je imagindrné ¢ast komplexniho ¢isla.
Tzv. imagindrni jednotka i je definovana jako

i=+v-1, (11.2)

pro libovolné k € Z tedy plati nésledujici periodicky se opakujici identity,

i4k — 1, i4k‘+1 — i,

T R (11.3)
Cislo 2* (znadi se také z) nazyvame Cislem komplexné sdruZenym k Cislu z, kdy 2* = = — iy.
Pro soucet, souc¢in a podil dvou komplexnich ¢isel z1 = x1 4+ iy1, 22 = x2 + iy2, plati nasledujici
(snadno odvoditelna) pravidla

21+ 20 = (21 + 22) +i(v1 + v2), (11.4)

2120 = (X122 — y1y2) + i(z1y2 + 2201), (11.5)

a_Aaz <$1x§ i y;”) +i (”yé — x;”) : (11.6)
29 Z2 Zy x5+ Y5 x5 + Y5

kde vzdy prvni zdvorka vyjadiuje redlnou ¢ast a druha zavorka vyjadfuje imaginarni ¢ast vysled-
ného komplexniho ¢isla. Ostatni operace (pfevracend hodnota, mocniny, atd.) miZzeme odvodit
analogickym zptisobem.

Zapis komplexniho ¢isla lze provést v goniometrickém, pfipadné exponencidglnim tvaru,

z=r(cosp +ising) = re?, (11.7)
kde r = |z| = /a2 +y? je absolutni hodnota komplexniho ¢isla (norma, modul) a oriento-

vany thel ¢ = arccos(z/r) = arcsin(y/r) = arctan (y/x) je argument (faze) komplezniho éisla.
(jmenovatel rovnice (11.6) demonstruje dilezity vztah zz* = |2|?). Exponencialni, respektive

'"Doporuéena literatura k této kapitole: Jefgafrov et al. (1976), Kvasnica (2004), Arfken & Weber (2005).
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goniometricky tvar komplexniho ¢isla umoziuje také snadné nasobeni, déleni a zejména umoc-
novani a odmociiovani (viz Eulerova identita v piikladu 9.7). NapiSeme-li dvé rtizna komplexni
Cisla jako z1 = r1e'Pt, z9 = r9€'?2, budou jejich soucin a podil

2120 = r1ra @ P19 = iy [cos(py + 2) + isin(pr + ¢2)] (11.8)
a_n ellp1—92) [t [cos(p1 — @2) +isin(p1 — p2)]. (11.9)
z2 ] T2

Uvedené pravidla lze snadno zobecnit i na libovolny pocet komplexnich ¢isel. Pro libovolnou
racionalni mocninu komplexntho ¢isla 2™/™, kde m € Z, n € N, n # 0, tedy také plati (tzv. zo-
becnény Moivreidv vzorec)

(CC + ly)m/n — rm/n ei(mLer?kﬂ')/n — (1110)
_m/n [COS (M> +isin <m“0+2’”)] , (11.11)
n n

kde k=0,1,..., n—1.

e Priklady:

11.1 Zadana komplexni ¢isla napiste vzdy v ostatnich tvarech (algebraickém, goniometrickém
nebo exponencialnim):

() 5v/3 + 5i 10 (cos T +isin %) 10e%
(b) 3v2 + 3v/2i 6 (cos% +isin Z) 6ot
i 5 5 5mi
(c) —12 (1 - \;§> 8v/3 <c0s g +isin g) 8v3es
61 12 o o 12 5mi
d) -6+ — — | cos — +isin — —=e 6
IRV AlmGrm)
4 4 i
(e) —2(1+V/3i) 4 (cos g +isin ;) 4e5
5 5 3 . 5mi
(f) 3(COSZ+iSinZ> —\ﬁ(lJrl) 3e 1
(g) 12 (cos% —isin %) 63 — 6i 12¢~%
(h) —2 (cos% + isin%) - (V3+i) 2e76
5 5mi
(i) 3 (cosg +icos 67T> g (1—V/3i) 2e3
3 3 = i
G4) 97/10 (sin % +1icos 22;) (1+ 1)7/0 97/10 o 55t

: 3 4 .. 4
09 3¢ 21+ v 3 (con s )
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. ‘ 7/3
(1) V2o (1+1)7/3 ﬂ(cosg—i—isin %)
11.2 Napiste soucet, soucin a podil nasledujicich komplexnich ¢isel:
11 4 23i
(0) 21 =243, 2a=T—1 2142=09+2  zz—174+10i L— 112
Z9 50
2 14i
(b) 21:12+i, 22:6—3i 21+Z2:18—2i 2122:75—30i ﬂ: S '
Z9 15
2 + 5i
(€) 21 =T+3i, 2=3—3 2 +2 =10 2120 = 30 — 120 ?: +3 !
2
—1 1i
Q) 5 =2412, =51 2 +om=T+1l zzp—22458 L— L0l
13
z2
. . 8 — 3i
() m=1—1i, 25 =11451 2 +20=12—6i 22 =6— 16 S '
Z9 73
2 2
(f) =1 :2(cosg-|-ising>, 22:3(cos?ﬂ+isin§)
Zl+22:7_1+5\/§i z179 = —6 ﬂ:l—\/ﬁ
2 Z9 3
5 5
(g) =1 :3<cos%—isin%>, 29 =2 (cos?ﬂ-—isin?ﬂ)
3V3 3\ . . — (24 3v3)i
21+22:\2/+1+(\/§2>1 2129 = 3(v/3 +1) zl—\[ (8+ V3)i
2

11.3 Napiste nésledujici mocniny (odmocniny) komplexnich ¢isel:

(a) (1+1)7

(b) (~vB+i)f
(©) V1

(@) ¢729

() v=2¥

() ¥/1+V3i

151

(2) f”5—\/g

8(1—1)

128(—1 + /3i)

1 —%(1 + /3i)

+3, ig(l + /31)

V8 {cos (387T+k:7r> +isin <3;T +k7r>], k=0,1

i P 2
2 {Cos<g+5k‘ﬂ> +isin<17r5+5k7r)} k=0,1,2,3,4

2
J10 [cos <5€;T+k

. /100

3

18 3

2
ik

7| +isin g
9
2 2

|:COS <57r+ k7r> +isin (57( + ]{7T>:|,

18 3

3

w)] k=0,1,2

k=0,1,2
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) 61 12 \\/2 E r
(i) /—6+ 7 (\/§> |:COS (TQT —|—l<:7r> +isin (TQT —|—k:7r>}, k=0,1

11.2 Funkce komplexni proménné

Predpokladejme funkci jedné komplexni proménné f(z) = u(x,y) + iv(z,y) definovanou na
oblasti G : z1 < x < z9, y1 < y < ya, piipadné v polarnich souradnicich f(z) = u(r,¢) +
w(r,e), kdy G : m1 <r < rg9, p1 < ¢ < pa. Derivaci funkce jedné komplexni proménné f/(z)
definujeme potom na této oblasti jako limitu

i Afz) L fa+Az) - f(2)
Fe) = dz Al,lzrgo Az
Azﬁo y

Rozvineme-li tento vyraz zvlast pro obé proménné x, y (predpokladame, ze funkce f(z) je
diferencovatelna ve smérech obou os, realné i imaginéarni, kde zvlast polozime Ay = 0 a Az = 0)
zpusobem popsanym v rovnicich (1.1) a (5.4), dostavame

df_@u COv df_ COu Ov

dz = 8{1} +1 aa’/" dz = —lai/y + ai’y (1113)

Porovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti obou rovnic dostavame tzv. Cauchyho-Riemannovy
podminky existence derivace komplexni funkce f(z),

dr Oy y oz
Funkce f(z) komplexni proménné definovana na oblasti G méa tedy derivaci v bodé z = = + iy,
pokud pro realné diferencovatelné funkce u(z,y) a v(z,y) plati podminka (11.14). Takovou
funkci potom nazyvame reguldrni v bodé z. Funkei f(z) kterd ma vsude na oblasti G derivaci,
nazyvame analytickou neboli holomorfni na oblasti G. Body oblasti G, v nichZ jednozna¢na
funkce f(z) (tj. takova, kdy pro kaZdé z € Dy bude mnozina f(z) jednoprvkova) neni regularni,
nazyvame singuldrnimi body nebo singularitami funkce f(z). Provedeme-li také druhé derivace
rovnic (11.14), dostaneme pro obé funkce w, v tzv. Laplaceovu rovnici (viz rovnice (5.21) pro
dvé proménné) Au = Av = 0.

Pomoci rovnic (11.13) a (11.14) 1ze odvodit tzv. Cauchyiv teorém (dikaz a dalsi podrobnosti
viz napf. Kvasnica (2004)) pro libovolnou po éastech hladkou uzavienou kiivku C a holomorfni
funkei f(z) na oblasti G,

jgf(z) dz=0 (11.15)
C

a také tzv. Cauchyovu formuli, op&t pro libovolnou po ¢astech hladkou uzavienou kiivku C a
holomorfni funkei f(z) uvniti této kiivky a na této kiivce, kde ¢ je libovolny bod wwnitr této
kiivky,

f(Q) = L f2)dz

= . 11.1
2mi Jo z—¢( (11.16)

Cauchyova formule vyjadiuje tedy hodnotu funkce f(z) (holomorfni uvnit¥ i na uzaviené kiivce
C) v libovolném bodé ¢ uvniti kiivky C pomoci integralu zavislého pouze na hodnotéach f(z)
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v bodech leZicich na k¥ivce C. Lze prokazat, ze derivace libovolného fadu funkece f(z) holomorfni
v oblasti G jsou také holomorfnimi funkcemi v této oblasti. Plati tedy, ze méa-li funkce komplexni
proménné prvni derivaci ve vSech bodech oblasti G, pak mé tato funkce také vSechny derivace
libovolného Tadu ve vSech bodech této oblasti - tato vlastnost nemé obdobu v pfipadé funkci
realné proménné (Kvasnica, 2004).

Jednoduchy dikaz rovnice (11.15) lze provést nasledovné: pokud je cel4 oblast na i uvnitf
uzaviené, spojité nebo po ¢astech spojité kiivky C analyticka (holomorfni), potom lze psat

;Ié [u(z,y) +iv(z,y)] (dz +idy) = yé (udr —vdy) + iyg (vdz +udy) . (11.17)

Dostéavame tak dva kiivkové integraly po uzavienych kiivkach, které lze pomoci Stokesovy véty
(kapitola 8.2) prepsat jako

//s <_g:: N g;;) dS“//S (gz - gz> ds, (11.18)

kde vyrazy v zévorkach odpovidaji Cauchy-Riemannovym podminkam (11.14), rovnaji se tedy
nule. Dtkaz rovnice (11.16) muzeme provést napiiklad nasledovné; zavedeme analytickou funkci

f(z) = ()
9(z) = P (11.19)
kdy, protoze Eﬁc g(z)dz = 0, musi platit
f(z)dz dz
9% - ro ¢ 2 (11.20)

Integrujeme-li posledni integral v rovnici (11.20) nejprve pomoci substituce z — £ = t a posléze
po jednotkové kruznici okolo izolovaného poélu ¢t = 0, miiZzeme psat

2 5 i
yﬁ % = / = dg =2mi (11.21)
c o ¢

Po dosazeni rovnice (11.21) do (11.20) a jednoduché tpravé dostavame rovnici (11.16).

Funkce f(z) ma v bodé z = ( tzv. izolovanou singularitu (izolovany pol), pokud plati Ze
funkce f(z) neni holomorfni v bodé ¢ a zaroven vude v , komplexnim* okoli bodu ¢ (tj. ve vSech
bodech komplexni roviny které ,,obklopuji“ bod ¢) holomorfni je. Izolovany pol je m-tého Fadu
pravé tehdy, pokud funkci f(z) v okoli bodu z = { muzeme vyjadfit ve tvaru

A_m a_—1

fz)=—F—+...+ + g(2), 11.22

(2) = T et T 0(e) (11.22)

kde a_y,, ..., a_1 jsou koeficienty a g(z) je jednozna¢na holomorfni funkce v okoli bodu z = ¢

i v bodé (. Koeficient a_; = Res je tzv. reziduum funkce f(z) v bodé z = (. Funkce f(z) miize

mit razné izolované poly v bodech (i, (2, ..., {,, v tom piipadé muzeme funkci f(z) napsat
ve tvaru

Res; Reso Res)
z)=g9(z) + + + ...+ + ..., 11.23
FE) =g+ o e (11.23)

kde Res; je reziduum funkce f(z) v bodé (; a g(z) je jednoznaénéa holomorfni funkce uvnitf
uzaviené kfivky C a na ni.



Kapitola 11. Uvod do komplexni analyjzy 148

7 téchto vztaht vyplyva dulezita tzv. reziduovd véta: mame-li uzavienou kiivku C v oblasti,
kde f(z) je jednozna¢nou holomorfni funkei s vyjimkou izolovanych poéla této funkce, potom
integral z funkce f(z) po takové kiivce je roven

ygf(z) dZZQﬂ'iZReSi, (11.24)
¢ i

hodnota integralu je tedy zcela uréena koeficienty u izolovaného po6lu prvniho radu funkce f(z2).
Vypocet rezidua pro izolovany pél m-tého rfadu v bodé z = { je dan vztahem

1 ] dm—l -
Res = (m =11 l;rré {dzm—1 [(z—=¢) f(z)]} . (11.25)
V pfipadé Ze funkce f(z) je podilem dvou komplexnich polynomdt, f(z) = P(z)/Q(z), kdy P(z)
je vsude uvnitt kiivky C i na této kiivce holomorfni funkei a @Q(z) méa v bodé z = ¢ jednoduchy
kofen, prejde vztah (11.25) do podstatné jednodussi podoby

_ P
Q)

e Elementarni pouziti reziduové véty si muzeme ukazat na jednoduchém prikladu,

9§j(z)dz::95521zdz, (11.27)

kde C znag¢i uzavienou kiivku, obsahujici v8echny singularity dané funkce f(z). Dana
funkce méa ovem jedinou singularitu v nulovém bodé komplexni roviny, o jejimz fadu (viz
rovnice (11.22)) se presvédéime rozvojem funkce f(z) do tzv. Laurentovy fady (rozsifeni
Taylorova rozvoje pro komplexni ¢isla), jejiz obecny predpis ma tvar

Res

. (11.26)

[e.e]

Z an (z — 20)" =

n=-—oo
a—2 a—1 2

=...+ + +ap+a1(z—20) +as(z—20)" +..., 11.28

IR e (= = 20) + a2 (2 — =) (11.28)

kde a,, zyp € C (oba koeficienty mohou tedy byt i nulové!). Cast Laurentovy rady, kde
n > 0, odpovida holomorfni (analytické) funkci g(z) v rovnici (11.22). Laurentiv rozvoj
funkce f(z) bude

1 23 25 0 1 0 1 z
— (o 02 40+ )= o 0 L, (1129
z4< LR TR ) P R T , (11.29)

singularita dané funkce je tedy 4. fadu. Z uvedeného rozvoje 1ze rovnou vycist reziduum
funkce f(z) v bodé nula, dané koeficientem a_; = —1/6.

Stejného vysledku bychom docilili pomoci vzorce (11.25), tedy

1 d3 (sin 2) 1
= - lim ——~ — = 11.
Res =5 M — 15 6’ (11.30)
z rovnice (11.24) pak dostavame
sin 2 i
Ay = ™ 11.31
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e Jako dalsi ptiklad aplikace reziduové véty lze uvést napt. néasledujici jednoduchy integral
realné funkce f(x), kterd nemé zadné singularity (izolované poly) na realné ose:

o0 dl’ dz )
/ At+a2p 7% 1+ 229 kde (1,¢ = +i. (11.32)
o +

Budeme-li integrovat podél uzaviené kiivky C, obsahujici ¢ast redlné osy a napf. kladny
izolovany pol (v tomto piipadé diky jeho tfeti mocniné jde o pol tfetiho fadu), bude podle
vztahu (11.25) jeho reziduum

1 d? P M 12 3i
Res 2zl—>mi{dz2 [(zi)(zHJ } 20z +i)p 16 (11.33)
a dosazenim do rovnice (11.24) dostavame
o dzx 3m
—_— = . 11.34
/OO (1+22)3 8 (11.34)

% Priklad vypoctu integralu holomorfni (analytické) funkce komplexni proménné

2q
?5 =T 0 (11.35)
C

e —1

po uzaviené, po ¢astech hladké kiivee C (tzv. Jordanova kfivka), bez pouziti reziduové
véty (viz Cauchytv teorém, rovnice (11.15)), uvnitf uzaviené kiivky se tedy nenachazeji
zadné singularity. Je zfejmé, Ze dané funkce bude mit singularity v bodech (x,y), kde
e* = e = 1, coz spliwji viechny body (0,2k7), kde k € Z (viz Eulerova identita
v piikladu 9.7). Pro FeSeni tohoto integralu uvazujme obdélnik s vrcholy (zapsanymi ve
tvaru komplexnich ¢isel v algebraickém tvaru) 0, R, R + 27i a 27i. Protoze v prvnim
a poslednim z téchto vrcholi se nachéazeji singularity zadané funkce, musime se témto
bodim vyhnout pomoci ,malych® ¢tvrtkruznic s polomérem e (viz obrazek 11.1). Tento
polomér e muZeme povazovat za absolutni hodnotu prvki komplexni funkce (¢isel) na
téchto kruznicich (vzhledem ke stfediim téchto kruznic).

Komplexni funkce muZe byt tedy v tomto pripadé zapsana jako z = x + iy na piimych
¢astech (tseckach) a z = eel® + xg + iyo na Gtvrtkruznicich (kde xq + iyo jsou stiedy
pifslusnych étvrtkruznic), a tedy dz = dz +idy, dz = ieel? d¢, mizeme tak celou rovnici
(11.35) pro uzavienou kiivku rozepsat jako

R 2 2m 102 € \2
x (R+iy)” (z + 27i)
T2 (el 4 2mi)? . < (iy)? 0 (eei®)? .
= ¢d . Yy id / Aeer) ld)d —o.
+/0 ccaot2m _ 1 €°© ¢+/2ﬂ€ely—1l y+ ﬂ/2e66'¢—1lee o

Déle piejdeme v mezich R a e k limitnim hodnotdam R — 400 a € — 0T, druhy a
posledni integral v rovnici (11.36) tak budou rovny nule a &tvrty integral bude roven 2in3.
Dostavame tak

oo g2 22 4 Arix — 472 e y?
dz — dz + 2ir3 . idy = 0. 11.37
/0 e /0 ] x + 2im —i—/ﬂ v 1 W ( )
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. y R 2 .
27TI“/ < + 2mi
€
A4 N
N .
0 - R X

Obrézek 11.1: Schéma pribéhu kiivky C pro feSeni rovnice (11.35). Prvni dvé singularity (k =0, k = 1)
jsou vyznacené Cervenymi body.

Posledni integral v rovnici (11.37) rozdélime na realnou a imaginarni ¢ast pomoci jeho
prevedeni na goniometricky tvar a rozsifeni vyrazem, komplexné sdruzenym k jeho jme-

novateli,
2 2 2 2 & : 2
Y . 1 y“siny 1 9
- dy = = —dy — - dy. 11.38
/0 ov —1 Y 2/0 1—-cosy Y 2/0 v ( )

Protoze se vzajemné zrusi i prvni integral v rovnici (11.37) s prvnim ¢lenem ve druhém
integralu, mtzeme rovnici (11.37) po dosazeni rovnice (11.38) pfepsat do tvaru

*© dx 1 (7 y%siny
47 = ————d
7r/0 e$—1+2/0 1 —-cosy yt

) 3 00 T 1 27 )
—|—1<27T —47r/0 e$_1dx—2/0 ydy>:0. (11.39)

Aby byla splnéna rovnice (11.35), musi se rovnat nule jak jeji realna, tak imaginarni
Cast. Z této podminky pro imaginarni ¢ast rovnice (11.39) tak miZzeme napiiklad snadno
vyjadrit hodnotu integralu

00 2
/ T de=T. (11.40)
0 et —1 6
Analogickym zptsobem bychom napiiklad pomoci takto provedeného integralu funkce
komplexni proménné
4d
55 =, (11.41)
C e —1
s vyuZitim FeSeni integralu v rovnici (11.40), ziskali hodnotu integralu
oo 3 4
/ T de=ZT. (11.42)
0 et —1 15

Integraly tohoto typu maji zvlastni vyznam v termodynamice a statistické fyzice, napii-
klad pfi feSeni Planckovy funkce, vypoctech termodynamickych potenciali, atd.

Problematika funkce komplexni proménné je samoziejmé oblasti nesmirné rozsihlou, zde se
jedna pouze o jeji zcela elementérni a maximéalné struény ,nastin®. Pro dalsi studium doporucuji
uvedenou literaturu a pfislusné kurzy s timto tématem souvisejici.
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e Priklady:

11.4 Oveéfte, jestli mohou byt nésledujici komplexni funkce f(z) = f(x+iy) holomorfni na ote-
virenych podmnozindch komplexni roviny:

(a) 3y — 3ai ano
(b) 322 + 3y + 6xyi ne
() 224 Inz+1 ano
(d) 23 +5z—sinz ano
(e) 22 +y] ne
0
z
(8) Vz+1+i ano
(h) exp (—iz?) ano
1 2
(i) exp [(z—{;)] ano

0w (<) ano

11.5 Naleznéte holomorfni funkce komplexni proménné f(z), pokud je zadana pouze Re f(z) =
u(x,y) nebo pouze Im f(z) = v(z,y):

(2) u— 2o holomorfnf funkee f(z) neexistuje
(b) u=2?+3x -y + 5y f(z) =22 4+32 - 5iz+C
(¢) u=e"(cosy + 2siny) f)=0=-20)e*+C
(d) u = sin(2z) cosh(2y) f(z) =sin2z+C
(e) u= 2% — y? + sin(x) cosh(y) f(z) =22 +sinz+C
(f) u= 23— 3zy* +1n|z| f(z)=22+Inz+C, 2#0
z 1
(&) u=r— 9 fle)=2-—-+C,z#0
(h) v =y — sin(z) sinh(y) f(z) =2z+cosz+C
(i) v =2 + sinh(z) sin(y) f(z) =iz + cos(iz) + C

11.6 Pomoci reziduové véty vypocitejte nasledujici integraly (kde C znadi uzavienou kiivku
obsahujici v8echny singularity dané funkce f(z), C4 znaci uzavienou kiivku obsahujici
pouze jednu libovolnou singularitu dané funkce):
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(a) 92222_ 1 dz
o
(©) ;é ;jnjs dz
o gt

* dr
(© /003324—1

© sin x
——d
(®) /_oo;v2+2:z—|—2 v

0 Cos T
© | eyl
oo 625 4+ 6243

o0 dz L
(h) N anr v (viz priklad 1.69)

*  4dzx

® /_oo @+ 4t

11.7 Y Pomoci reziduové véty nebo integraci po uzaviené kiivce vypoéitejte nasledujici kom-
plexni nebo realné integraly (C je jednotkové kruznice se stfedem v bodé (0,0) komplexni
roviny, orientované v matematicky kladném sméru, C4 je jednotkova piilkruznice v kladné
poloroviné komplexni roviny, kde ¢ € (0, ), rovnéz se stfedem v bodé (0,0) komplexni
roviny, orientovana v matematicky kladném sméru):

0 ¢

dz
222 —7iz — 3

21 do
() / — a > 1 je konstanta
o a-+cosd

T

o0 2
h .
<>/mx4+1dx

27

i

_sinh /5
7l
V5

2risin(1)

27
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Kapitola 12

Kombinatorika, pocet
pravdépodobnosti a zaklady statistiky:

12.1 Kombinatorika

Kombinatorika je jednou z nejstarsich matematickych disciplin, ktera se zabyva vnitini struk-
turou tzv. konfiguraci diskrétnich prvka (naptiklad ¢isel nebo jinych objekti), jejich existenci,
hledanim poctu riznych typu téchto prvkia v zévislosti na danych podminkach, atd. Typickymi
priklady takovych konfiguraci jsou kombinace, permutace a variace. Kombinatorické principy
tvori matematicky zéklad definice tzv. statistickyjch rozdélend, pouzivanych k popisu chovani
fyzikalnich systémii naptiklad v kvantové mechanice, statistické fyzice, atd.

e Kombinace bez opakovani:

Pocet k-clennych kombinaci (kombinaci k-té t¥idy) bez opakovani z n prvka (k,n € N UDO0),
tj. kazdy prvek se v dané kombinaci miize vyskytovat pouze jednou, je dan vztahem

C(k,n) = k;v(:'—k;)' = (Z) : (12.1)

kdy posledni vyraz v zavorce, tzv. kombinacni ¢islo, ¢teme ,n nad k. Kombinacni ¢islo je také
urcujicim faktorem v tzv. binomické véte,

(z+y)" = Zn: (Z) 2Ry, (12.2)

k=0

pomoci niz lze n-tou mocninu dvojélenu x + y rozlozit na soucet n + 1 ¢lenil.

Kombinace bez opakovani je matematickym zakladem tzv. Fermiho-Diracovy statistiky, po-
pisujici systémy slozené z tzv. fermioni, tedy ze vzadjemné nerozlisitelnych kvantovych Castic
s antisymetrickou vinovou funkci a poloc¢iselngm spinem (naptiklad protonii, neutront, elek-
tront, neutrin, atd.). Typickym jednoduchym piikladem muZe byt pocet riznych dvojic, které
lze vytvorit z celkového poctu 30 lidi, kde podminka ,,bez opakovani“ vyplyva z faktu, ze kazdy
urc¢ity jedinec se v kazdé dvojici muze vyskytovat pouze jednou. Zéroven lze na kombinaci po-
hlizet jako na variaci kdy tzv. nezdleZi na pofadi prvki, tj. dvojice A-B je totozna s dvojici
B-A. Vysledkem je é&islo 435.

"Doporucens literatura k této kapitole: Kvasnica (2004), Musilova & Musilova (2006).

155
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e Kombinace s opakovanim:

Pocet k-¢lennych kombinaci s opakovanim z n prvkd, tj. dany prvek se v dané kombinaci miize
vyskytovat vicekrat (pfi¢emz opét nezalezi na potadi prvkil), je dan vztahem

C’(k,n) = w = (n +Z - 1) . (12.3)

Kombinace s opakovanim je matematickym zakladem tzv. Boseho-Einsteinovy statistiky, po-
pisujici systémy slozené z tzv. bosoni, tedy ze vzajemné nerozliSitelnych kvantovych c¢éstic
se symetrickou vinovou funkci a celoc¢iselnym spinem (napiiklad fotonii, mezoni, gluond, jader
“He, atd.).

Typickym piikladem mtze byt pocet riznych zpisobi, kterymi lze koupit sadu osmi sazenic
salatu, pokud maji v obchodé (v dostateéném mnozstvi) 6 riznych druhi sazenic (v kazdé sadé
se muze kterykoli z Sesti druhu sazenic vyskytovat v libovolném poctu od 1 do 8). Vysledkem
je ¢islo 1287.

e Permutace bez opakovani:

Obecné definujeme permutaci jako usporddanou n-tici prvki, kdy celkovy pocet prvki vybérové
mnoziny je rovnéz n. Pokud se tyto prvky v kazdé takové usporadané n-tici nemohou opakovat,
pocet riznych takovych n-tic (permutaci bez opakovani) je dan vztahem

P(n) = n! (12.4)

Priklad: kolik rtiznych usporadani, obsahujicich vzdy vSechna pismena, existuje pro pétici pis-
men a, b, ¢, d, e? Pocet takovych usporadanych pétic (n = 5) bez opakovani je dan vztahem
P(5) = 5!, celkovy pocet takovych usporadani (permutaci) je tedy 120.

e Permutace s opakovanim:

Pokud je mezi n prvky vybérové mnoziny k skupin, které maji postupné ny, ne, ..., ni stejnych
prvki, potom je pocet tzv. permutaci s opakovanim dan vztahem

k
|
, n!
Pnl,nz,...,nk(n) - nil-ngl - ... ’nk!7 kdy n= E n;. (125)
=1

Priklad: kolik riiznych permutaci existuje pro sedmiprvkovou mnozinu ¢ty pismen s moznym
opakovanim a, a, a, b, b, ¢, d, kdy prvni pismeno se zde vyskytuje ti¥ikrat a druhé pismeno
dvakrat? Celkovy pocet takovych permutaci bude 7!/(3!-2!- 1! 1!) = 420.

Vyraz (12.5) tvoii rovnéz matematicky zaklad zobecnéné binomické véty (12.2) pro libovolny
pocet ¢lend x1 + X2 + ... + Xy, kdy pro tzv. multinomicky koeficient

n n!
<k1’k27 7km> B m (12'6)

musi pro vSechna m € N a k;,n € NUO opét platit k; + ko + ... + k,,, = n. Takto rozsifenou
binomickou vétu (12.2) potom zapiSeme jako tzv. multinomickou vétu ve formé

n
fey byt = L7 20 e om

kde sou¢in m prvki x’fl xé” xkm 1ze zapsat pomoci symbolu pro nasobeni jako I, xfl
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e Variace bez opakovani:

Variaci definujeme obecné jako uspofadanou k-tici (tj. k-tici, ve které tzv. zdleZi na pofadi
prvki), vybranou ze sady, obsahujici n prvki. Pokud se tyto prvky v kazdé takové usporadané
k-tici nemohou opakovat, pocet riznych takovych k-tic, k < n (variaci bez opakovani), je dan
vztahem

n!

Vik,n)= ORI

(12.8)

Typickym piikladem mtze byt nasledujici tloha: kolik barevnych trikolér 1ze vytvorit z celkem
Sesti barev? Variace bez opakovani v tomto ptipadé vyplyva z definice trikolory (pokud by se né-
ktera ze tii barev opakovala, neptjde o trikoloru). Zaroven zélezi na poradi jednotlivych prvki,
tj. napriklad trikoléra s poradim barev cervend-modrd-zelend je jiné trikoléra neZz trikolora s
pofadim barev zelend-modrd-cervend. Celkovy pocet trikolor tedy bude 6!/3! = 120.

e Variace s opakovanim:
Pocet uspofadanych k-tic (kdy opét zalezi na poradi prvki) s opakovanim z n prvka, tj. kdy se
dany prvek v dané k-tici muze vyskytovat vicekrét, je dan vztahem

V'(k,n) =n*. (12.9)

Typicky priklad: kolik dvojcifernych ¢éisel lze vytvorit z &islic 1, 2, 3, 4, 57 Opét zde zalezi na
poradi jednotlivych prvki, tj. napiiklad ¢islo 21 je jiné ¢islo nez ¢islo 12, zaroven ovSem musime
zahrnout i ¢isla 11, 22, atd., kde se ¢islice opakuji. Celkovy pocet takovych dvojcifernych ¢isel
bude 5% = 25.

e Priklady:

12.1 Kolik kruznic je definovino 12 body, lezicimi v jedné roviné, pokud zadné 3 body nelezi
v jedné piimce?

220

12.2 Urcete, kolika zptisoby lze ze sedmi muzii a ¢tyt Zen vybrat Sesti¢lennou skupinu, v niz
jsou pravé dvé Zeny.
210

12.3 V bedné je 54 vyrobki, z nichz 21 je prvni jakosti, 27 je druhé jakosti a zbytek je vadnych.

Kolika zptisoby lze vybrat skupinu 6 vyrobkt tak, aby obsahovala 3 vyrobky prvni jakosti,
2 druhé jakosti a jeden vadny vyrobek?

147420

12.4 Hokejové muzstvo mé celkem 24 hraci: 13 utocéniki, 8 obranct a 3 brankate. Kolik riiznych
sestav miiZe trenér vytvorit, jestlize sestava ma mit 3 uto¢niky, 2 obrance a 1 brankate?
6552

12.5 Kolik prvka budeme potiebovat, abychom vytvorili Sestkrat vice kombinaci ¢tvrté t¥idy
(bez opakovani prvkii) nez kombinaci druhé tfidy?

11
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12.6 Trenér curlingu ma k dispozici sedm hraca: Alese, Bedficha, Cyrila, Davida, Emila, Filipa
a Gustava. M4 sestavit ¢tyicélenné druzstvo.

(a) kolik druzstev mize sestavit,
(b) kolik druzstev muze sestavit, pokud z trojice Ales, Bedfich a Cyril hraje jen jeden,

(¢) kolik druzstev muze sestavit, pokud z trojice Ales, Bedfich a Cyril hraji nejvyse dva
a z dvojice David a Emil jeden nehraje,

(d) kolik druzstev muze sestavit, pokud z trojice Ales, Bedrich a Cyril hraji nejvyse dva
a nehraje soucasné Filip a Gustav.

(a) 35
(b) 12
)

)

(c) 18
(d) 21

12.7 Kolik existuje péticifernych ¢isel?
90 000

12.8 Kolik ¢isel 1ze vytvorit ze sady neopakujicich se ¢islic 7, 3, 5, 2, 4, 8, 1, 9 tak, aby ¢isla
obsahovala letopocet objeveni Ameriky?
1680

12.9 Na Kypru se poznéavaci znacky na autech skladaji z bloku 3 pismen, za kterym néasleduje

Ctyfciferné Cislo. Prvni ¢ast se vybira pouze ze ¢trnéacti pismen A, B, E, H, I, J, K, M, N,

P, T, XY, Z

(a) Kolik existuje takovych poznavacich znacek?

(b) Kolik zna¢ek ma kazdé pismeno jiné?

(c) V kolika znackach je na prvnim misté samohlaska?
)

(d) V kolika znackach je samohlaska pouze na 1. a 3. pozici?

143 -9 103 = 24696 000
14-13-12-9-10% = 19656 000
4-142%-.9-10% = 7056 000
4%2.10-9-10% = 1440000

(a
(b
(c
(d

)
)
)
)

12.10 Kolika zptusoby miizeme sestavit z patnacti lidi libovolné velkou pracovni skupinu? Ve sku-
piné muze byt 1 az 15 lidi.

32767

12.11 V nadobé se nachazi 10° ¢astic idealniho plynu. Jaka je pravdépodobnost, Ze se viechny
zcela ndhodné se pohybujici ¢astice ocitnou v levé poloviné nadoby, pokud ¢asticemi budou
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(a) molekuly NH3?
(b) jadra*He?

(&) 27105
(b) (10° + 1)t

12.12 Uvazujme k£ = 3 mince, kdy kazda muZe nabyvat dvou ,hodnot“, tj. panna nebo orel.
Je zfejmé, Ze pokud hodime vSemi mincemi zaroven, muze nastat celkem n = 8 moz-
nych vysledki: PPP, PPO, POP, OPP, OOP, OPO, POO, O0O0. Kazdy jednotlivy vy-
sledek nazveme mikrostavem, ktery zohledhuje stav kazdé mince (nebo ¢astice, pokud
pujde o obecny fyzikalni systém). Pokud budeme rozlisovat pouze pocet hozenych pa-
nen nebo orld, specifikujeme tzv. makrostav (ozna¢me ho napiiklad F;), v tomto piipadé
tedy mame 4 mozné makrostavy: 3P, 2P+10, 1P+20, 30. Pocet mikrostavti, tvoricich
makrostav, nazyvame statistickd viha (nasobnost mikrostavu) W (E;). Pro 4 makrostavy
dostéavame v nasSem piipadé Wy =1, Wy = 3, Wy = 3, W3 = 1, kde pofadova ¢isla jednot-
livych makrostavi odpovidaji po¢tu napf. panen v daném makrostavu. Pravdépodobnost
vyskytu ur¢itého makrostavu P(F;) je dana podilem jeho statistické vahy W (E;) a cel-
kového poc¢tu mikrostavi n. Entropie S ur¢itého makrostavu E; bude S = In W. Vypiste
pocet moznych mikrostavii a pravdépodobnosti jednotlivych makrostavi v pfipadé, Ze
héazime

(a
(b

) C¢tyfmi mincemi
)

(c) jaka je pravdépodobnost makrostavu s 12 pannami a 8 orly?
)
)

dvaceti mincemi, ktery makrostav je nejpravdépodobnéjsi?
(d) sto mincemi, ktery makrostav je nejpravdépodobné&jsi?
(e

napiSte entropii makrostavi Ey, F1, Fpax

(a) n=16, Py=1/16, P, =1/4, P, =3/8, Py =1/4, P, = 1/16
20!

b =220 p,=1/220 p, =20/22° P, =190/2%° ... P(E) = —— ...
()n ; L0 / ) 1 / 3 2 / P ; ( l) Z'(20*Z>'220 3

P20 - 1/220: Pmax - PlO
(c) priblizné 0,12

, 100!

1) n=210 p,=1/2100 p —100/2'99 P, =4950/210 P(E;) = ,

(d) n Po=1/277 B /27 B 50/275, .. P(E)) i!(100 — 4)! 2100°
e P100 = 1/21007 Pmax = P50

(e) 0, In100 ~ 4,6, In 100! — 21n 50! ~ 66,78 - nejpravdépodobnéjsi makrostav ma tedy
nejvyssi entropii, nejméné pravdépodobny nejnizsi (nulovou)

12.13 Méjme 3 ¢&astice idealntho plynu a 5 ,,pfihrddek® - kvantovych ,krabic*, ozna¢me je na-
priklad a, b, ¢, d, e. Castice mohou byt do jednotlivych pfihradek rozmistény libovolnym
zpusobem, odpovidajicim ovSem jejich typu (napiiklad neni mozné aby vice fermiont
bylo v jedné piihradce). Kazdou jednotlivou variaci, pfipadné kombinaci, systému ¢éstic
oznacme jako mikrostav. Jako ,makrostav® oznatme soubor mikrostavi, kdy jsou bud
v8echny t¥i ¢astice v jedné piihradce (oznafme jej jako ,makrostav ,3“), nebo jsou dvé
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Castice v jedné prihradce a tfeti v jiné (ozna¢me jej jako ,makrostav |2/1%), nebo je
kazda castice v jedné samostatné piihradce (oznacme jej jako ,makrostav ,1/1/1¢). V
uvedeném systému se tedy mohou vyskytovat nejvyse 3 , makrostavy*.

(a) kolik mikrostavii miize nastat postupné pro molekuly NH3, jadra*He, protony?

(b) kolik ,makrostavii“ miize nastat postupné pro molekuly NH3, jadra *He, protony?

(c) jaka je pravdépodobnost vyskytu mikrostavu, kdy vSechny tifi ¢astice budou v jedné
uréité prihradce (napiiklad a), postupné pro molekuly NHjz, jadra*He, protony?

(d) jakad je pravdépodobnost vyskytu mikrostavu, kdy kazda ze t¥i ¢astic bude samo-
statné v prihradkach a, ¢, e, postupné pro molekuly NHs, jadra “He, protony?

(e) jaka je pravdépodobnost vyskytu jednotlivych , makrostavi postupné pro molekuly
NHg, jadra “He, protony?

) 125, 35, 10

) 3,3, 1

¢) 1/125,1/35, 0
) 6/125, 1/35, 1/10
)

,makrostav® ,3“: 1/25,1/7,0
mmakrostav® ,,2/1“:  12/25,4/7,0
¢ , ”’/1/,'

,makrostav® | 1/1/1“: 12/25,2/7, 1

12.2 Pocet pravdépodobnosti a zaklady statistiky?

Rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni nahodné veli¢iny X vyjadfuje tzv. pravdépodobnostni
funkce P(X) s hodnotami pravdépodobnosti p(z;) = p;, kde >, p; = 1. Rozdéleni pravde-
podobnosti spojité ndhodné veli¢iny X udéava funkce hustoty rozdéleni pravdépodobnosti (hus-
toty pravdépodobnosti) f(x), pro kterou plati [ f(x)dz = 1, kde Q je defini¢ni obor veli¢iny
X. Pro hodnoty x ¢ Q plati f(z) = 0. Vyznamna rozdéleni pravdépodobnosti jsou:

o Rovnomeérné rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni i spojité ndhodné veli¢iny X, které pii-
Fazuje vSem jejim hodnotam stejnou pravdépodobnost. Rovnomérné rozdéleni mé ve vSech
bodech daného intervalu (a, b), konstantni hustotu pravdépodobnosti

A ro T a
flz) = {b6a Ero . ; Ea Zi . (12.10)

e Poissonovo rozdéleni pravdépodobnosti diskrétni ndhodné veli¢iny X, které lze vyjadrit
pomoci zvoleného parametru A > 0 jako

Ty
— A -2

pi = (12.11)

2V této kapitole jsou pouzité priklady z knihy: Musilova & Musilova (2006).
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e Normdlni (Gaussovo) rozdéleni pravdépodobnosti spojité ndhodné veli¢iny X, které je
definovano hustotou pravdépodobnosti ve tvaru tzv. Gaussovy funkce

1 _(@=—w)?
e 207, (12.12)

fz) =

oV 2

kde parametr g znamené stfedni hodnotu veli¢iny X, parametr o jeho smérodatnou od-
chylku (viz dale).

Ve statistické fyzice se také stfedni pocet rozlisitelnych ¢astic (napf. molekul) ve stavu s energii
FE urcuje pomoci tzv. Mazwellovy-Boltzmannovy rozdélovaci funkce. Pro nerozlisitelné ¢astice
plati tzv. Fermiho-Diracovo rozdéleni pro fermiony (elektrony, protony, neutrina, atd.) a Boseho-
FEinsteinovo rozdéleni pro bosony (napf. fotony). V matematické statistice se ¢asto pouziva tzv.
Studentovo rozdéleni (viz napft. Panek, 2001), atd. V navaznosti na rozdéleni pravdépodobnosti
miizeme ur¢it celou fadu statistickych ndstroji, pomoci nichz miizeme analyzovat nahodnou

patii:

e Viha - v pripadé diskrétni nahodné veli¢iny X s jednotlivymi hodnotami z; zavidime
tzv. vahu w;, kterou muzeme zpravidla stanovit na zakladé tzv. vnitinich nejistot (chyb)
dx; hodnot x; (napfiklad chyby méfeni, atd.), tedy na zakladé relace

1
51‘2‘2 '

w; ~

(12.13)

Dale zavedeme tzv. sumu vah S, a tzv. stfedni vahu wy,

N 1Y S
Sw=Y wi, wy=—Y w="2, (12.14)
=1 N =1 N

kde N je celkovy pocet diskrétnich hodnot z;. Mezi vadhami a hodnotami pravdépodob-
nosti existuje tedy volna relace - pokud suma vah S, = 1, potom w; = p;. Obdobnym
zpusobem muZeme v piipadé spojité nahodné veli¢iny zavést tzv. vahovou funkei w(x),
jejiz ,suma“ bude dana jako [, w(x)dz. Je tedy opét zjevné, Ze pokud tento integral
bude normovéan (bude roven jedné) bude platit w(z) = f(z), vahova funkce se takto stava
hustotou pravdépodobnosti.

e Stredni hodnota (aritmeticky pramér), ktera se obvykle znac¢i z, (x) nebo také p. V pripadé
diskrétni ndhodné veli¢iny X bude stfedni hodnota definovana jako suma vSech hodnot
x; veli¢iny X délené jejich poctem nebo jako suma nasobkt vSech hodnot veli¢iny X
s prislusnymi hodnotami pravdépodobnostni funkce, tedy

L N
(z) = N z;l“z = z;%pz (12.15)
i= i=

V piipadé pouziti druhého vztahu mluvime také o tzv. oekavané hodnoté, znacené E(X),
resp. o vazeném aritmetickém priméru. Jemny rozdil mezi témito pojmy zavisi na definici
prvku z; veli¢iny X, piipadné na zptlisobu volby tzv. statistické vahy. Tzv. vdhovanou
stfedni hodnotu (vahovany aritmeticky pramér) stanovime jako

1 N
(x) = Sw;wzm (12.16)
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Stfedni hodnotu (nevdhovanou a vahovanou) spojité ndhodné veli¢iny X stanovime jako
_ Jorw(z)de
 Jouw(z)dz

V pripadé dale uvadénych statistickych néstroju je stanoveni jejich vdhovanych podob
zcela obdobné.

(xy = E(X) = /Qa:f(as) dz, (z) (12.17)

e Rozptyl a smeérodatnd odchylka jsou nejéastéji oznacované jako D(X), var(X), pfipadné
0?(X) (rozptyl) a o(X) (smérodatna odchylka). Rozptyl (disperze) je definovan jako
stfedni hodnota druhych mocnin odchylek od stfedni hodnoty (aritmetického priaméru)
veli¢iny X, smérodatna odchylka je odmocninou z rozptylu. Pro diskrétni ndhodnou veli-
¢inu X se stejnou vahou (pravdépodobnosti) v8ech hodnot z; je rozptyl definovan jako

D(X) =+ (i~ (@) = () — (a)?. (12.18)

=1

V pripadé riznych pravdépodobnosti diskrétnich hodnot nahodné veli¢iny X bude rozptyl
urcen vztahem

N N
D(X) =) pi-(z;i —(2))* = ~(@)?+ ) _af pi (12.19)
i=1 i=1

Pro spojitou ndhodnou veli¢inu X je rozptyl definovan vztahem
D(X) = /(33 — () f(z)de = —(z)? + / 22 f(z) da. (12.20)
Q Q

Pro smérodatnou odchylku obecné plati o(X) = \/D(X).

e Nejpravdépodobnéjsi hodnotu Ppax(X) pro diskrétni ndhodnou veli¢inu X stanovime jako
hodnotu z; s nejvyssi hodnotou pravdépodobnostni funkce p;, tedy Ppax(X) = (z;, max (p;)).
V piipadé spojité nahodné veli¢iny X urcime nejpravdépodobnéjsi hodnotu Ppax(X) jako
maximum funkce hustoty pravdépodobnosti f(x) v definiénim oboru Q veli¢iny X, tedy
Phax(X) = max (f(x)) pro z € .

o Medidn (Zo5) a ctortkvantily (Zo 25, To75, také nazyvané dolni a horni kvartil) jsou hod-
noty x;, v nichz je monoténné usporadany statisticky soubor rozdélen na pfislusné mnoz-
stvi stejné pocetnych ¢asti. Median tedy déli statisticky soubor na dvé stejné pocetné po-
loviny. Vyhodou medianu oproti stfedni hodnoté je jeho neovlivnitelnost extrémné vychy-
lenymi hodnotami. Napiiklad u souboru {1, 2, 2, 3, 27} median %5 = 2, stfedni hodnota
(x) = 7. V ptipadé spojité nahodné veli¢iny X urc¢ime median a ¢tvrtkvantily (pfipadné
jakkoli jinak definované kvantily) z integralnich rovnic

[ i@ =g [ Ts@ae=g [ Trwar=go e

e Distribucni funkce F(x) vyjadiuje pravdépodobnost, Ze hodnota nahodné veli¢iny X s da-
nym rozdélenim pravdépodobnosti bude mensi nebo rovna . V piipadé diskrétni nahodné
veli¢iny X bude distribu¢ni funkce F'(x) dané predpisem

Fz)=P(X<2)= Y pi, (12.22)

r; <z
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bude tedy v bodech x; nespojita a mezi body x; konstantni. Pro spojitou ndhodnou veli¢inu
X muzeme distribuéni funkci F'(x) zapsat jako integral funkce hustoty pravdépodobnosti,

Plz) = /_ o (12.23)

Kazda distribu¢ni funkce F'(x) je neklesajici a zprava spojita, jeji asymptotické vlastnosti
lze vyjadiit jako lim F(z) = 1, lim F(x) = 0, pro libovolnou dvojici x1,zo plati
T—+00 T——00

P(z1 <z <x9) = F(x2) — F(x1).

% Mazwellovo-Boltzmannovo rozdéleni rychlosti: Pfedpokladejme normdini rozdéleni rych-
losti v, = v jednotlivych ¢astic (molekul), ve smyslu rovnice (12.12), ve tvaru

Fv) =ae ™, (12.24)

s prozatim neznadmymi konstantami a a b, kde ze symetrie Gaussovy funkce pro kladné a
zaporné rychlosti mizeme predpokladat stiedni hodnotu rychlosti p podle rovnice (12.12)
jako nulovou. V trojrozmérném piipadé musi tedy platit

/f(v)d3v:/ / / Ae B qu, dv, du, = 1, (12.25)
Q —00 J —00 J —o0

kde v? = v2 + U; + v2. ProtoZe rozdéleni rychlosti (pokud je latka jako celek v klidu) je v
kazdém misté vektorového prostoru rychlosti izotropni (stejné v kazdém sméru), mizeme
s vyhodou piejit do sférického systému (sférického rychlostniho prostoru), kde

dv, dv, dv, = v?sin @ dv df d¢ (12.26)

(viz analogie s transformaci souradnic v kapitole 4). Rovnici (12.25) miizeme tedy piepsat
do jednorozmérného tvaru

P(v) = /Qf(v) dv = 47 A /Ooo v2e Py =1, (12.27)

kde v je radialni slozka vektoru rychlosti ve sférickém rychlostnim prostoru, tedy vlastné
velikost rychlosti. Integraci rovnice (12.27) provedeme nejlépe pomoci substituce Bv? = z,

ArA [
1= 2;3/2/0 ez da. (12.28)

Samotny integral v rovnici (12.28) je tzv. Gama funkce (zobecnény faktoriél, viz napiiklad
Arfken & Weber (2005)), definovana jako

I(z) = / e it 1, (12.29)
0

ptjde zde tedy o funkciondl I‘(%) (funkcional je v matematické analyze definovan jako
zobrazeni, které prvkam prostoru funkci pfifazuje realné nebo komplexni ¢islo). Pro funkei
I zjevné plati I'(z+1) = 2 T'(z), lze tedy stanovit I'(3) = II'(3) = \/7/2, pficemz nalezent
hodnoty funkcionalu F(%) = /7 lze provést obdobnym zpisobem jako nalezeni hodnot
integralt v prikladu 1.97. Z rovnice (12.28) tak dostavame

A= (B)m. (12.30)

™
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ProtoZe stiedni kinetickd energie ¢astice, pohybujici se rychlosti v, je (Eg) = %m(vQ) =
%kT (viz napt. Halliday et al. (2001), kapitola 20.5), miZeme napsat rovnici

1 B\*? [
§k:T = m/ V2 f(v)dv = 2rm (> / vt e B do, (12.31)
2 2 Q ™ 0

jejimz feSenim, obdobné jako pomoci rovnice (12.28) av8ak s pouzitim funkcionalu I’ (g),
dostavame konstantu B,

m

=—. 12.32
2kT ( )
Explicitni tvar Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni rychlosti ve smyslu rovnice (12.27)
tedy bude
m 3/2 9 _mw?
= 2kT
flv) =Anr (27rk:T) ve . (12.33)

e Priklady:

12.14 Stielec provedl N = 150 vystfelt na terc, ktery je tvofen soustavou m = 5 mezikruzi
MK;, v+ =1,...,5. Mezikruzi M K; ptritom zasahl N;-krat, kde N7 = 15, Ny = 20, N3 =
35, Ny = 45, N5 = 35. Za zasah mezikruzi M K; ziskal i bodu. Ndhodnou veli¢inu X
s diskrétnim rozdélenim definujeme jako pocet bodt, ziskanych pro jeden ndhodny vystiel.
Urcete:

pravdépodobnost, Ze pro ndhodny vystiel ziska stielec alespon I bodu, I =1,2,3,4,5,

)
)
¢) stfedni hodnotu veli¢iny X,
) smérodatnou odchylku veli¢iny X,
)

pravdépodobnost, Ze pii vystielu ziska stfelec pocet bodu v intervalu i € (2,4).

o {(0) 2 (62)(+2). ()

9 23 8 7
b) PL=1,Pp= — Py= = pp= — p—
(b) Pi=1, P, 0BTt T T g
(c) 3,43
(d) 1,26
2

12.15 Na letistnich zachodech jsou ¢tyti kabinky. Je dana distribu¢ni funkce obsazeni kabinek:
F(0)=0,1, F(1) = 0,35, F(2) = 0,6, F'(3) = 0,95, F(4) = 1. Urcete:
(a) rozdéleni ndhodné veli¢iny X, odpovidajici po¢tu obsazenych kabinek,
(b) stfedni hodnotu veli¢iny X a jeji rozptyl,

(¢) pravdépodobnost, Ze budou obsazeny alesponn dvé kabinky.
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(a) {(0;0,1),(1; 0,25, (2; 0,25), (3: 0,35) , (4; 0,05)}
(b) 2; 1,2
(c) 0,65
12.16 Je dana funkce f(z) =k -z pro 0 <z <2 a f(z) = 0 v ostatnich pfipadech. Urcete:
(a) konstantu k tak, aby funkce byla hustotou pravdépodobnosti,
(b) stfedni hodnotu a rozptyl,
(¢) nejpravdépodobnéjsi hodnotu,
(d)
(e)

median a ¢tvrtkvantily Zo 25, 0,75,

distribué¢ni funkeci.

N | =

N W~
NI\

(d) Zos = V2, Toos = 1, To5 = V3

1
(e) F(J:):OV;L‘<O,F(:L’):Z:L’2VO§JU§27F(w):IV;L’>2

12.17 Je dana funkce f(x) = 5 prox >0 a f(xr) =0 pro z < 0. Urcete:

(x+1)
(a) konstantu k tak, aby funkce byla hustotou pravdépodobnosti,
(b) distribu¢ni funkci,

(c) nejpravdépodobnéjsi hodnotu, median a ¢tvrtkvantily Zo 25, Zo,75.

(a) k=1
Xr
b) F(x) =0V 2 <0, Flz) = Vao>0
(b) F(x) z <0, F(x) ] x>
- _ 1 .
(c) 0, Zop =1, $0,20257x0775:3

k
12.18 Jsou dany funkce f(z) = — pro 1 < x < 2, f(z) = 0 v ostatnich p¥ipadech, g(z) =
x
c(x - a;2) pro 0 <z <1, g(x) = 0 v ostatnich pfipadech. Urcete:
(a) konstanty k a c tak, aby funkce byly hustotami pravdépodobnosti,
(b) pfislugné distribu¢ni funkce,

(¢) nejpravdépodobnéjsi hodnotu, stfedni hodnotu, rozptyl a median pro kazdé z rozdé-
leni.

(a) k=2,¢c=6
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—1
(b) Fi(z) =0V z < 1, Fl(”):QLVI§x§2,F1(a;):1V:L'>2, Fy(x) =0V
X
r<0, Fp(r) =322 —223V0<ao<1, Fr)=1Va>1

N~

4 111
(c) f:1,2In2,2—41In” 2, 59 5 5 30

12.19 Héazime dvéma kostkami. Nahodnou veli¢inou X oznacme soucet bodu na obou kostkéich
pfi jednom hodu. Urcete:

(a) rozdéleni veli¢iny X,

(b) distribu¢ni funkei,

(c) stfedni hodnotu, rozptyl a nejpravdépodobnéjsi hodnotu,
)

(d) pravdépodobnost, Ze soucet bodii na kostkach bude lezet v intervalu (5, 7).

o 0 () ) (1) (32 (D020 (1)
() () ()

Ve (23), F()—ivre<3,4),p(m>:év

(b) Flz) =0V 2 < 2, F(z) = 5

36
$€<475),F($)—%VL€< ()’),F(")fiv.’ye<6,7),F(3L'):%V:L'€<7,8)7
Plz) = vam 9), Fz) — % € (9.10), F(a) = 13 ¥ a € (10,11), F(z) =
%Vme(llm) Flz)=1Vz>1
(c) 7;5,83; 7
)
(d) 5

12.20 Dokazte, ze

(a) veli¢ina p v rovnici (12.12) je zaroven nejpravdépodobnéjsi hodnotou Pyax () 1 stfedni
hodnotou (z),

(b) veli¢ina o v rovnici (12.12) je rovna smérodatné odchylce veli¢iny x.

(a) Pomoci vztahu (12.17)
(b) Pomoci vztahu (12.20) a definice smérodatné odchylky

12.21 Pomoci Maxwellova-Boltzmannova rozdéleni rychlosti (rovnice (12.33)) urcete:

(a) nejpravdépodobnéjsi rychlost Ppyax(v),
(b) stfedni rychlost (v),
(c) stfedni kvadratickou rychlost /(v?).

2T

m

(a) Pmax(v) =
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(b) (v) = SKT

m™m






Priloha A

Laplaceova transformace %

Laplaceova transformace je jednou ze zakladnich integrélnich transformaci, které funkci realné
proménné (zpravidla vyjadiujici ¢as t) pfifazuje funkci komplexni proménné (komplexniho frek-
ven¢niho parametru) s = o + iw, kde 0 a w jsou realna ¢isla. S vyhodou se vyuziva zejména v
oblastech matematiky spojenych s kmity, oscilacemi a vlnami.

A.1 Definice a prehled elementarnich transformaci

Uvazujme spojitou nebo po &astech spojitou funkci f(t) redlné proménné ¢t > 0 (vzor nebo
original), potom jeji Laplaceiv obraz F(s), znafeny Casto také jako £{f(t)}, je definovan jako

F(s) = /000 f(t)e st dt. (A.1)

Inverzni Laplaceova transformace je potom dana nasledujicim komplexnim integralem

1 y+IT
f@t) =L {F(s)} = — lim F(s)e™ds, (A.2)

27'['1 T—o0 'y—iT

kde ~y je realné ¢islo, takze obrysova (Jordanova) kiivka integrace se nachézi v oblasti konver-
gence funkce F(s) a ve valné vétsing piipadu lze pouzit reziduovou vétu (viz kapitola 11.2).

Kromé vyse uvedené ,jednostranné“ Laplaceovy transformace je definovana téz ,,oboustranna‘
Laplaceova transformace. Pokud f(¢) je realnou nebo komplexni funkei realné proménné ¢ € R,
potom oboustranna Laplaceova transformace je definovana jako integral

B} ) =Fo) = | T ety dt, (A3)

—0o0

kde obvyklé znaceni B pochézi z ,bilateral“. Jedna se o nevlastni integral, ktery konverguje
pouze pokud existuji nasledujici dil¢i integraly

00 0
/O oS F () dt, /_ RaeiCL (A4)

Oboustrannou Laplaceovou transformaci se zde dale nebudeme podrobnéji zabyvat. Zéjemce
odkazuji na literaturu, napiiklad Arfken & Weber (2005), Bracewell (2000), atd.

% jsou oznaceny odstavce a piiklady, uréené primérné studenttim vyssich ro¢niki bakalarského studia

169
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e Nasledujici vycet shrnuje Laplaceovy transformace odvozené z definice (A.1), neni vSak
uplnym vyctem Laplaceovych transformaci a obsahuje pouze nékteré nejcastéji pouzivané
vzorce. Jsou zde uvedeny také nékteré funkce, které jsou blize vysvétlené az v nasledujicim
textu, napiiklad Heavisideova nebo Diracova delta funkce.

C
L{C} =5 kde C' € C je konstanta, (A.5)
|
LA{t"} = s:ﬁ’ kde n € NT je konstanta, (A.6)
T 1
L{tP} = %, kde p € R, p > —1, je konstanta, (A7)
S
1
L{e*} = , kde a € R je konstanta, (A.8)
s—a
n .at _ TL'
[' {t € } - (S o Cl,)n"'l’ (A9>
a
L {sinat = = A.10
{sinat} T a2 ( )
S
L t = = A1l
{cosat} o ( )
. 2as
£ {t Sin at} = m, (A12>
s2 _ g2
£ {t COS at} = m, <A13)
Ci{sinat — teosat) =20 (A.14)
sina cos a = (32 n a2)2’ .
L {sinat + t cos at} _ 208 (A.15)
sin a cos a = (82 mn a2)2’ .
_ 5(s? — a?)
E {COS at — tsin (lt} = m, (A].G)
, s(s? + 3a?)
ﬁ{COS at+tslnat} = m, <A17)
. ssinb+ acosb .
L{sin(at +b)} = ——% 5 — kde a, b € R jsou konstanty, (A.18)
s“+a
scosb—asinb
;C {COS(CLt + b)} = W, (A].g)
. a
E {Slnh at} = m7 (AQO)
s
L‘/ {COSh (It} = m, (A21)
b
at _: _
£ {e Sin bt} = m, (A22)
at - S - CL
,C {e COS bt} = m, (A23)
b
at _: _
£ {e" sinh bt } =Gl (A.24)
CLt S - (I
L {e cosh bt} = (A.25)
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L{f(ct)} = %F (%) : (A.26)
L{08) = 0(t— )} =, kde 6,(t) jo Heavisideova funkee, (A.27)
L{3(t— o)} _ ¢, kde § je Diracova delta funkee, (A.28)
LA{0:(8)f(t—c)} =e “F(s), (A.29)
£{ef () — F(s—e), (A.30)
LA{t"f(t)} = (—1)"F"(s), (A.31)

{ / flu du} = is), (A.33)
LA{(f*g)t)} = F(s)G(s), kde (f % g)(t) zna&i konvoluci dvou funkei, (A.34)
c{f'®} = sF(s) — f(0), (A.35)
L} = s*F(s) = sf(0) = f(0), (A.36)
c{rm} = §"F(s) = " £(0) = 5" 2f(0)

—sf072(0) — £ 7(0), (A.37)
c {tf(")} - —%c {f(”)} . (A.38)

Pii podrobnéjsim pohledu je ziejmé, Ze rovnice (A.5) je de facto speciadlnim piipadem rovnice
(A.6) kde n = 0, zatimco rovnice (A.6) je zase speciadlnim piipadem rovnice (A.7) s pfirozenym
p, kdy v samotné rovnici (A.7) I znamena Gama funkci (viz rovnice (12.29) a dalsi vysvétleni
v ramci piikladu 12.2) a podminka pro realné p > —1 znamen4, Ze uvazujeme pouze ,Fadné se
chovajici“, tedy kladnou Gama funkci.

A.2 ,,Skokova* funkce

V tomto odstavci se zaméFime na tzv. skokovou funkci, kdy pravé Laplaceova transformace velmi
usnadni FeSeni diferencialnich rovnic obsahujicich tuto funkci. Elementéarni ,skokova®“ (nékdy
téz ,,schodova® nebo jednotkovy skok) funkce se nazyva Heavisideova, znaci se vétsinou H nebo
0, nekdy téz u nebo 1 (zde pouzijeme znaceni 6 respektive 6., ostatni pouzivané symboly jsou
vyhrazené pro jiné typy funkci) a je definovana jako

(A.39)
1 pokudt>ec.

0 pokudt < c,

0c(t) = {
Pomoci Heavisideovy funkce lze definovat i komplikovanéjsi funkce, napiiklad 66.(t) znamené
funkci, ktera je nulova pokud ¢ < ¢ a rovna 6 pokud t > c. Jina funkce 6— 0, (t) je rovna 6
pro pfipad libovolné funkce f(t ) pro t > 0 kdy chceme aby nova funkce g(t) méla stejny prubéh
jako f(t) ale pravé az od jisté zvolené hodnoty ¢ > 0 (funkce g(t) je tak ,,vodorovné posunutou*
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funkei f(t — ¢) pro t > ¢ a mé nulovou hodnotu pro t < ¢). Funkeci g(¢) tak mizeme zapsat jako

9() = 0.(0) £t — o). (A.40)
Dosadime-li nyni funkei (A.40) do definice Laplaceovy transformace (A.1), dostavame
L{gt)} = /OOO e 50.(t) f(t — c) dt. (A.41)
Dale, pomoci substituce u = t — ¢ prejde integral (A.41) do tvaru
LA{g(t)} = /000 e “f(u)du=e “F(s). (A.42)

MiZzeme proto formulovat i zpétnou Laplaceovu transformaci skokové funkce (respektive funkce
obsahujici skokovou funkci),

L7 e F(s)} = 0.(t) f(t — o). (A.43)

Pomoci rovnice (A.42) muiZeme definovat Laplaceovu transformaci Heavisideovy funkce sa-
motné, polozime-li funkci f = 1, tedy

e—CS

L{0.()} =e L {1} = (A.44)

S .

Zpétna transformace proto dava

o {e_cs} — 0.(1). (A.45)

s
Priklad: Reste inverzni transformaci funkce (Laplaceova obrazu)

_ 3s+ 8e=20s _ 925735 4 e 7S

F(s) = A.46
=) s2(s +3) (A.46)
Funkci upravime do podoby, odpovidajici levé strané rovnice (A.43),
F(s) = (3—2e7%) G(s) + (8¢ 2% + 6e~ ™) H(s), (A.47)
kde
Gs) =~ H() = 5 (A.48)
S) —m —— S) = —/—m. .
s(s+3)’ s2(s +3)
Pomoci rozkladu na parcidlni zlomky a inverzni transformace funkci (obrazi) G(s) a H(s)
dostavame
1 —3t 11 —3t
g(t):§(1—e ), h(t):§t+§(—1+e ). (A.49)
Protoze inverzni transformaci podle (A.43) dostavame vzor
f(t) =3g(t) —265(t) g(t — 3) + 8020(t) h(t — 20) + 667(t) h(t — 7), (A.50)
tedy, kone¢na podoba hledaného Laplaceova vzoru bude
t—2 1
) =1—e"—205(t) (1 —e”e ™) + 80a0(t) {3 O g -1+ e e3t)] +
t— 1
+607(t) [37 +3 (—1+e* e3t)} : (A.51)

kde napiiklad 67(¢) znamena ze § = 0 pokud ¢t <7 a # =1 pokud ¢t > 7.
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A.3 Diracova delta funkce

I kdyz existuji rizné definice Diracovy delta funkce, urcujici jsou nasledujici t¥i jeji vlastnosti:

0(t—a)=0VY t+#a, (A.52)
/a+65(t ) dt=1Y >0, (A.53)
" f@&)o(t—a)dt = f(a) ¥ €>0. (A.54)

Diracova delta funkce je tedy rovna nule vSude s vyjimkou jediného bodu t = a, kde lze jeji
hodnotu pokladat za ,nekonecnou®. Integraly (A.53) a (A.54) plati pro jakykoli interval obsa-
hujici bod a (pokud tento neni jeho koncovym bodem). Navzdory jisté jeji ,neobvyklosti“, je
tato ,,funkce” velmi uzite¢na pii modelovani napiiklad razovych viln ¢i pusobeni velmi silnych,
extrémné kratkodobych sil.

7 vySe uvedeného vyplyvé, Ze Laplaceova transformace Diracovy delta funkce ma podobu

L{6(t—a)}= /OOO e S5(t —a)dt =e " V a > 0. (A.55)

Dale 1ze rovnéz definovat souvislost mezi Diracovou delta funkei a Heavisideovou funkei, uvédomime-
li si, Ze néasledujici integral

t 0 kud ¢
/ O0(u—a)du = poxudt < a, (A.56)
oo 1 pokud t > a,

kde, na rozdil od rovnice (A.39), je ostra nerovnost pro ¢t > a, protoZe a nesmi byt koncovym
bodem daného intervalu. Nicméné, toto je zaroven definice Heavisideovy funkce, tedy,

t
/ d(u —a)du = 6,(t). (A.57)
ProtoZe u je vlastné obdobnou nezévisle proménnou jako t, bude du/dt =1 a tedy
d t
0.(t) = — / (u—a)du =4(t —a), (A.58)

Diracovu delta funkci 1ze tak povazovat za derivaci Heavisideovy funkce.

A.4 Obycejné diferenciadlni rovnice druhého rfadu s konstantnimi
koeficienty, s okrajovymi podminkami

Vzhledem k tomu, Zze chceme pomoci Laplaceovy transformace Fesit také obycejné diferencialni

rovnice, pripomeneme zde opét Laplaceovy transformace derivaci vzoru. V pripadé obecné n-té
derivace to bude (viz (A.37))

L{f™} = 5" F(s) = "7 F(0) = " 2(0) — = s (0) — £7D(0), (A.59)
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kde nezavorkované exponenty proménné s znamenaji n-té mocniny. JelikoZ se v drtivé vét-
§iné zabyvame diferencialnimi rovnicemi nejvyse druhého fadu, uvedeme zde opét explicitné
Laplaceovu transformaci prvni a druhé derivace (viz (A.35) a (A.36)),

L{y'} =sY(s)—y(0) (A.60)

£{y'} = s%Y (s) — sy(0) — ¢/ (0). (A.61)
Zaroven je patrné, Ze hodnoty funkei, které se zde objevuji, y(0) a 3/ (0), byvaji ¢asto i hodnotami
pocCatecnich nebo okrajovych podminek v zadéni diferencidlnich rovnic. Znamené to tedy, Ze
mame-li uvedené vztahy pouzit k feSeni rovnic s podminkami, budeme potiebovat pocateéni
¢ okrajové podminky v bodé z = 0 (pro vétsi souvislost s predchozim vykladem obyéejnych
diferencialnich rovnic zde nezéavisle proménnou budeme formalné znacit x namisto ).

Dale uvedeme nékolik typickych jednoduchych prikladt, na kterych ukizeme jak se tento
postup uplatiiuje.

Piiklad: Reste rovnici
y" — 10y’ + 9y =5z, y(0)=-1, ¢(0)=2. (A.62)

Pomoci pfislusnych vzorcu pro Laplaceovu transformaci mtZzeme uvést néasledujici transformo-
vanou rovnici,

s2yxs)—syan-yXO)-1okyxs)—340ﬂ-+9yx3)::52. (A.63)

Po vlozeni okrajovych podminek a tGpravé dostavame rovnici

5+ 1252 — 3
Y(s) = A.64
)= 26061 (4.64)
a po jejim rozkladu na parciélni zlomky,
50 5 31 2
Y(s)=—+ — + — . (A.65)

8ls 9s2 8l(s—9) s-—1

Zpétnou Laplaceovou transformaci podle uvedenych pravidel (prakticky nejlépe s pomoci tabe-
lovanych vzorci) dostavame vysledné feSeni,
50 5 31 o,

+ -z +

_ 20 9 A.
81 9" 81" ¢ (A.66)

y(z)

Piiklad: Reste rovnici
20" +3y — 2y =22, y(0)=0, ' (0)=-2. (A.67)

Stejné jako v pfedchozim piikladu, pomoci pfislusnych vzorct pro Laplaceovu transformaci,
muZzeme uvést nasledujici transformovanou rovnici,

1

2 [s*Y (s) — sy(0) — y/'(0)] + 3[sY (s) — y(0)] — 2Y (s) = 1o

(A.68)
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Po vlozeni okrajovych podminek a tupravé dostavame rovnici

452 + 16s + 15

Y =G 1oy (A.69)
a po jejim rozkladu na parcidlni zlomky,
1 [ —192 96 10 25%
Y(s) = — — - 2 A.70
(%)= 155 [2(5—;)+s+2 (s+2)2 (s+23| (A.70)

kde jsme pro vétsi nédzornost souladu s principy zpétné transformace uvedli i vytknuti dvojky
ve jmenovateli prvniho ¢lenu v celkové hranaté zavorce a rozsifeni ¢islem 2! v Gitateli posledniho
¢lenu. Zpétnou Laplaceovou transformaci podle uvedenych (tabelovanych) pravidel dostavame
vysledné reSeni,

1 25
y(w) = 5= e 2 <96 — 10z — 3:52 — 96 e5x/2> . (A.71)

Piiklad: Reste rovnici
y" — 6y + 15y = 2sin3z, y(0)= -1, ¢'(0) = —4. (A.72)

Obdobnym zptsobem jako v pifedeslych prikladech mizeme odvodit nasledujici transformova-
nou rovnici,

3
52V (s) — sy(0) — 4/ (0) — 6 [sY (s) — y(0)] + 15Y (s) = 2m. (A.73)
Po vlozZeni okrajovych podminek a tpravé dostdvame rovnici
s3 — 252 +9s—24
Yi(s) = — A.74
) =~ 6 1 15)(:2 1 9) (A.74)
a po jejim rozkladu na parciélni zlomky,
V6
1 13 11(s—3 8%
Y (s) > 3 (s —3) V6 (A.75)

= — + — —
10 [s24+9 249 (s—3)24+6 (s—3)2+6]"
kde jsme pro vétsi nédzornost souladu s principy zpétné transformace uvedli rozsifeni zlomky v

¢itatelich druhého a posledniho ¢lenu v celkové hranaté zavorce. Zpétnou Laplaceovou transfor-
maci podle uvedenych pravidel dostaviame vysledné fesent,

1 1
y(z) = 0 (cos 3z + 3 sin 3z — 11 €% cos V6 — 56 3% sin \f6x> . (A.76)

P¥iklad: Reste rovnici

Y’ +4y =cos(zx —3) +4x, y(3)=0, y(3)=T. (A.77)
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Nejprve musime rovnici preformulovat takovym zptsobem, abychom dostali okrajové podminky
pro x = 0. Toho nejlépe docilime zménou proménnych,

n=x—3 atedy z=n+3. (A.78)
Puvodni rovnici (A.77), kde y = y(z), muZeme piepsat do tvaru
y" + 4y’ = cosn + 4(n + 3), (A.79)

kde y = y(n + 3). PfepiSseme nyni funkci y(n 4 3) jako novou funkci z(n), pomoci ,fetézového
pravidla® pro derivace snadno odvodime Ze y'(n + 3) = 2/(n) a y"(n + 3) = 2"(n). Rovnéz
okrajové podminky miZeme transformovat jako y(3) = 2(0) = 0 a y'(3) = 2/(0) = 7. Ptvodni
rovnice (A.77) bude mit pro novou funkci z(n) tvar

2+ 42 =cosn+4n+12, 2(0)=0, 2'(0)=T7. (A.80)
Opét obdobnym zptsobem jako v predeslych piikladech mizeme odvodit nésledujici transfor-
movanou rovnici,
s 4 12

s2Z(s) — s2(0) — 2/(0) + 4 [sZ(s) — 2(0)] = i1t + 5 (A.81)

Po vloZeni okrajovych podminek a tpravé dostdvame rovnici

Ts* 4+ 1383 + 112+ 125+ 4
4(s) = 302
s3(s2+1)(s+4)

(A.82)

a po jejim rozkladu na parcialni zlomky, s obdobnym zvyraznénim ¢lentu dulezitych pro nézor-
nost zpétné transformace,

17 11 1% 273 1 [ —s 4
7 e T e R . A.83
(5) 165 452 3 272(s +4) 17 <52 +1 T + 1) ( )
Zpétnou Laplaceovou transformaci dostavame vysledné feSeni nejprve pro z(n),
17 11 1o 2713 4 1 )
=—+— - = — — (4 — A.84
2 =qg gt gn T gpe T gy (s —cosm) (A.84)

a po zaméné y(x) = z(n) = z(x — 3) a tpravach dostavame FeSeni rovnice (A.77) ve vysledném
tvaru

_lpp 1 B2 ae-n e — 3) - cos(e —
y(x) = 5% 1% 16 373 ° + T [4sin(z — 3) — cos(xz — 3)]. (A.85)

Piiklad: Reste rovnici s Heavisideovou a Diracovou delta funkef na pravé strané:
2y" 4+ 10y = 3012(t) — 56(t — 4), y(0) = -1, ¢'(0)=—2. (A.86)
Odvodime transformovanou rovnici,

36—125

S

2 [s°Y (s) — sy(0) — y/(0)] + 10Y (s) = — 548, (A.87)

po dosazeni okrajovych podminek a apravé dostaneme

3 —12s 5 —4s 2 4
© ¢ ST 3o 12 p(s) — Be G (s) — H(s).  (A.88)

Y(s) = - - =
()= 2 +10) 22110 22410
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Po rozkladu jednotlivych ¢leni prvni pravé ¢asti dostavame jednotlivé funkce f(t), g(t) a h(t),

1 2
= ——sinVbt, h(t) = cos V5t + 7 sin V5t (A.89)

f(t) i(1—(:08\/5t>, g(t) W 7

~ 10
Vysledné feseni bude
y(t) = 3012(t) f(t — 12) — 504(t) gt — 4) — h(?), (A.90)

kde f(t), g(t) a h(t) jsou definovany vyse, pro lepsi pochopeni jednotlivych symboli viz také
feSeny piiklad v odstavci ,,skokova funkce*.

Vysledky pfikladi z tohoto odstavce lze snadno ovéfit standardnim postupem pii FeSeni
obycejnych diferenciélnich rovnic druhého fadu s konstantnimi koeficienty, uvedenym v kapitole
3.2.1.

A.5 Obycejné diferencialni rovnice druhého radu s nekonstant-
nimi koeficienty, s okrajovymi podminkami

Uvedme zde také nésledujici identitu: pokud f(t) je po ¢astech spojita funkce na intervalu
(0,00) obecného tzv. exponencidlniho fddu a pokud existuji kladné konstanty 7" a M takové,
ze |f(t)| < Me™ pro viechna t > T, potom plati

lim F(s) =0. (A.91)

5—00
Jinymi slovy, funkce ktera je funkci obecného exponencidiniho #ddu, neporoste strméji nez Me™
pro libovolné M a « a pro vSechna dostatecné velka t. Jestli funkce je ¢i neni funkei obecného ex-
ponencidlniho Yddu o lze zjistit vypoctem nasledujici limity lim;_,o | f(¢)| e~ pokud je tato li-
mita pro ur¢ité « konecna, potom je funkce f(t) funkei exponencidlniho 7ddu o, pokud limita di-
verguje k nekone¢nu, funkce nenf funkei zddného obecného exponencidlniho rddu. Témér vSechny
funkce, se kterymi se setkdme v této kapitole pri reSeni diferencidlnich rovnic, jsou funkcemi
néjakého urcitého exponencidlniho fadu. Dobrym piikladem funkce, ktera neni funkei exponen-
cidlniho ¥adu, je napitklad f(t) = exp(t?), kde snadno ovéiime Ze limy_,o exp [6(t* — a)] = o0,
coz za danych podminek plati pro jakékoli a.

Priklad: Reste rovnici
y" + 32y —6y=2, y(0)=0, % (0)=0. (A.92)

Z jiz diive odvozenych dil¢ich vztahtu (rovnice (A.38), kromé jiz dfive uvedenych vztahu v
piikladech rovnic s konstantnimi koeficienty) vime, Ze

d d
LS} = L{wy'} = = (LD = = [V (9) —y(0)] = =sY'(s) = Y(s).  (A.93)
Dosadime-li vSechny tyto jiz znamé identity do dané rovnice, dostdvame

2V (s) — sy(0) — y(0) +3 [~sY'(s) — Y(s)] — 6Y(s) = % (A.94)

Po dosazeni okrajovych podminek a malé tpravé dostaneme diferencialni rovnici prvnfho radu,

Y'(s) + ( - 3> V(s) = —3%. (A.95)
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Na rozdil od piikladii v pfedchozi ¢asti pro diferencidlni rovnice druhého Fadu s konstantnimi
koeficienty, kde jsme rovnou dostali transformované feSeni, zde dostdvame linearni obycejnou
diferencialni rovnici prvniho fadu, kterou je tf¥eba vyftesit, abychom ziskali kone¢né transformo-
vané fedeni. ReSenim rovnice (A.95) pro Y (s) bude

Y(s) = sig <2 + Cef> . (A.96)

Vzhledem k tomu, Ze druhy ¢len (exponencialni) v zavorce v transformovaném feseni (A.96)
se nepodoba zadnému z elementarnich (tabelovanych) feseni Laplaceovych transformaci, pred-
pokladejme, Ze se zde jedna o funkci obecného exponencidlniho #ddu a pouZzijme tedy uvedené
pravidlo pro jeji limitu. To znamené

1 2
lim — (2 + Cee> =0, (A.97)

$—00 §

kde prvni ¢len konverguje k nule vzdy, zatimco druhy ¢len konverguje k nule pouze pokud
C = 0. Transformované FeSeni tak pfedstavuje pouze prvni ¢len rovnice (A.96), vysledné feseni
rovnice (A.92) bude

y(z) = 22, (A.98)
o jehoz spravnosti se lze snadno presvédcit.
Piiklad: Reste rovnici
2y —xy +y=2, y(0)=2, 9 (0)=—4. (A.99)

Z predchoziho piikladu vime, ze L{zy'} = —sY'(s) — Y (s). Zde budeme rovnéz potiebovat
obdobnou identitu obsahujici druhou derivaci,

L{zy"} = —%(ﬁ{y”}) = —% [s*Y (s) — sy(0) — ¢/ (0)] = —s°Y"(s) — 25Y (s) + y(0).

(A.100)
Dosadime-li vSechny tyto jiz znamé identity do dané rovnice, dostavame
2
—5%Y"(s) — 2sY (s) + y(0) — [=sY'(s) = Y (s)] + Y (s) = e (A.101)

Po dosazeni okrajovych podminek a upravé dostaneme diferencialni rovnici prvniho radu,

Y'(s) + EY(S) _ 2 (A.102)

52
Opét zde musime FeSit rovnici prvniho fadu abychom dostali transformované reseni,

2 C
Y(S) = *‘i‘*?

A.103
PR (A.103)

Toto transformované FeSeni konverguje k nule pro jakoukoli konstantu C', nemusime proto pouZit
princip uvedeny v rovnici (A.91), abychom se zbavili nékterého z ¢leni, jako v pfedchozim
prikladu. Inverzni transformace potom dava

y(x) =2+ Cx (A.104)
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a po dosazeni druhé okrajové podminky,
y(x) =2 — 4x. (A.105)

Na predchozich prikladech jsme si ukazali, jak FeSit nékteré obycejné diferencialni rovnice
druhého Fadu s nekonstantnimi koeficienty, kdy jsme ovSem zvolili koeficienty tak, aby bylo
mozné TeSeni timto zpisobem vibec najit. Pfi jinak zvolenych koeficientech by hledani reSeni
mohlo byt znacné obtizné; obecné vzato, takové rovnice s nekonstantnimi koeficienty jsou vét-
Sinou velmi obtiZné TeSitelné.

A.6 Uziti konvoluce v Laplaceové transformaci
UvaZzujme nyni transformovanou rovnici ve formeé
H(s) = F(s)G(s), (A.106)

ktera neni fesitelnd pomoci rozkladu na parciélni zlomky. Jednim ze zptisobii jeji inverzni trans-
formace je pouziti konvoluce. Pokud f(t) a g(t) jsou po ¢astech spojité funkce na intervalu
(0, 00), potom konvoluce funkei f(¢) a g(t) bude (viz vyklad konvoluce vyge, v kapitole 10)

(f*g)(t / f(r)g(t—7)d (A.107)

kde na rozdil od obecné definice konvoluce (10.7) jsou meze definovany pouze v rozmezi (0,t),
coz odpovidé spodni mezi pro Laplaceovu transformaci a ,,praktické” horni mezi pro konvoluéni
proménnou - viz piiklady na konvoluce v kapitole 10.

Nésledujici identita ndm umozni fesit inverzni Laplaceovu transformaci sou¢inu dvou trans-
formovanych funkei (Laplaceovych obrazit),

L{f*9)®)} = F(s)G(s), LTH{F(s)G(s)} = (f*9)(t). (A.108)

Na nasledujicich dvou p¥ikladech si ukdzeme, jak mutze prakticky vypadat uziti konvoluce pro
feSeni Laplaceovy transformace.

Priklad: Pouzijte konvoluci k nalezeni inverzni transformace nasledujiciho Laplaceova obrazu:

1

H(s) = ——. A.109
(s) (s2 + a2)? ( )
Rozepisme nejprve funkei (A.109) jako soucin dvou funkei,
1 1
1O = oraayra =T (4110
tedy,
1.
f(t) =g(t) = _ sinat. (A.111)

Pomoci konvoluce téchto funkei provedeme inverzni transformaci (zde uvedeme pouze vysledek),

I 1
h(t) = (f*xg)(t) = e / sinartsin(at — ar) dr = e (sinat — at cosat) . (A.112)
0
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Priiklad: Reste nasledujici diferenciélni rovnici s s obecnou pravou stranou a okrajovymi pod-
minkami,

dy" +y=yg(t), y(0)=3, ¥ (0)=-T. (A.113)
Stejné jako v predchozich prikladech, nalezneme transformovanou funkci
4 [s*Y (s) — sy(0) — y/(0)] + Y (s) = G(s), (A.114)

po jejim rozkladu na parcidlni zlomky a tpravé s jiz ,,obvyklymi zvyraznénimi pro inverzni
transformaci“ dostavame

2 2
3s 7§ 1 b

Y(s) = — + -G(s .
(s) s2+1 241 4 ()82+i

(A.115)

Prvni dva ¢leny na pravé strané rovnice (A.115) lze feSit snadno, tfeti ¢len vyfesime jako
konvoluci dvou funkci, jednoho konkrétniho vzoru a jedné obecné,

£(t) = 2sin <;> g, (A.116)

Vysledné podoba inverzni transformace v tomto piipadé bude

y(t) = 3cos (;) ~ 14sin (;) + % /Ot sin (3) g(t — ) dr. (A.117)

Jak tento posledni piiklad ukazuje, pomoci konvoluce lze do znacné miry feSit diferenciélni
rovnice s okrajovymi podminkami s obecnou funkci na pravé strané. Toto se mize velmi hodit
v pripadé, kdy mame celou fadu takovych funkci pravé strany a potiebujeme napriklad zvolit
pouze jednu (nebo nékteré). Pomoci konvoluce miizeme rovnici takto ,predfesit a pak pouze
dosazovat konkrétni podoby funkce g(t) do konvoluéniho integralu.



Priloha B

Krivocaré souradnice %

Zakladni principy, tykajici se hlavnich kfivocarych souradnicovych systému a transformacnich
vztaht s nimi spojenych, byly jiz uvedeny v kapitole 4. Kromé vdlcové (cylindrické) a kulové
(sférické) soustavy existuje déle cela fada specialnich kiivocarych souradnicovych soustav, napf.
elipticka, parabolicka, koénicka, atd., v€etné soustav neortogonalnich, tj. takovych, kdy jednot-
livé soutradnicové sméry nesviraji pravy thel. Zvladnut{ matematického aparatu, popisujictho
kfivocaré soufadnice, jejich vztahy a vzajemné pfevody, je pro fyzikalni praxi nezbytné. V na-
sledujici pfiloze si ukdZeme podrobnéji praktické postupy pii pocitani v kartézskych, valcovych,
kulovych a nékterych dalsich soufadnicovych soustavach, véetné odvozeni metrickych tenzori,
diferencialnich operatorii, vektora polohy, rychlosti a zrychleni, atd.

B.1 Kartézska soustava

Ackoli kartézska soustava de facto nepatii mezi kiivocaré soustavy, uvadime ji zde jako pfirozené
vychozi ortogonélni soufadnou soustavou, na niz si ndzorné ukazeme zakladni vztahy a geome-
analogicky upfesnime a aplikujeme. Jeji zasadni prednosti je, Ze (jednotkové) vektory kartézské
baze (v celé piiloze B dale implicitné pfedpokladdme, 7e se ,,pohybujeme” v R3, rovnéz zde
budeme pouzivat typograficky prehlednéjsi ,stfiskové” znaceni tucné vysazenych jednotkovych
bazovych vektori, tedy napiiklad X misto €, atd.),

& =%=(1,0,0, & =y=101,0), & =2=(0,0,1), (B.1)

jsou konstantni (maji stéle stejnou velikost a stale stejny smér), derivace téchto vektorii jsou
tedy nulové. Pro druhou mocninu vzdalenosti dvou bodi v diferencidlnim tvaru plati

ds? = da? + dy® + dz?,  coz lze zobecnit tzv. metrickou formou, ds® = Gij dz'dz?, (B.2)

kde indexy i, j znaci jednotlivé souradnicové sméry (i,j = x,y, z) a zaroven tak uréuji jednotlivé
slozky 3 x 3 metrického tenzoru. Kovariantni metricky tenzor g;; kartézské soustavy ma tedy
elementéarni tvar jednotkové matice. Vyznam kontravariantniho metrického tenzoru g% kartézské
soustavy je formalné uréen druhou mocninou velikosti vektoru

o\ .. 0 0 d\? d\? d\?
IN _ g9 9 _ (9 g ). B.
(88) g Ox; Ox;j (83:) * <8y> * (82) (B-3)

% jsou oznaceny odstavce a piiklady, uréené primérné studenttim vyssich ro¢niki bakalarského studia

181
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Zaroven musi pro kazdou metriku obecné platit g;; g = E, kovariantni a kontravariantni met-
ricky tenzor tak budou vzdy tvofit vzajemné inverzni matice. V kartézské soustavé budou mit
tedy tvar

100 /100
gij = 010 , g”: 01 0]. (B.4)
0 01 0 01

B.1.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkece f(z,y, z) je v kartézské soustavé definovan (viz kapitola 5.3) jako
vektor ve tvaru

OGO (0L Y g

Vf=grad f = $=~ + - L ZL

f=gradf =25t %y ox’ 9y’ 0z
Gradient vyjadiuje v kazdém bodé skalarniho pole smeér nejvétsiho (nejstrméjsiho) nd-
ristu tohoto pole. Gradient vektoru (vektorového pole) A(z,y, z) je definovan jako tenzor
druhého fadu (viz kapitola 2.3) ve tvaru

VA =grad A = <xi + yﬁ + 2 ai) (A% + Ayy + A.2). (B.6)

Protoze se jedna o tzv. tenzorovy soucin, kdy se jednotlivé vektory béze nésobi jako
matice, z nichz prvni je sloupcova a druha tadkova, je tfeba pro uréeni prvkia tenzoru
vzdy zachovavat jejich pofadi. Pomoci maticového formalismu mtzeme tenzor gradientu
vektorového pole zapsat jako (viz naptiklad Arfken & Weber (2005))

X y b4

P 04, 04, 0A,

oz ox ox

- | 04, 0A, 0A,
VA= y Y (B.7)

dy 0y Oy

3 0A, 0A, 0A,

0z 0z 0z

e Divergence vektoru (vektorového pole) /T(x, y, z) je definovana jako skalar (skalarni pole)

- - 0A; 0A, 0A, 0A,
V-A=divA = X; Ja% pe + 9y + 5 (B.8)

Divergence vektoru v ortogondlnich soustavach odpovida stopé tenzoru gradientu vekto-
rového pole, je tedy kontrakei tohoto tenzoru (viz kapitola 2.3). V obecnych ortogondlnich
soufadnicich muaze byt zapséna ve formé

9 JAd J 3l gl

— (KA )+FjlhA. (B.9)

V- A= [ 0 (W AF) + T hlAl} ok =
Lj

Oz

S vyuzitim rovnice (2.61) lze tento vyraz piepsat rovnéz do tvaru

V-A

0 0
[81’ (hiAg) — é’khlAl:| Ok = g(thj) — Fé‘jhlAl- (B.10)
J J
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éleny h; jsou tzv. Laméovy koeficienty (viz kapitola 4), casto také nazyvané Skdlovact
faktory (nezaménovat se stejnojmennymi Laméovymi koeficienty v mechanice kontinua),
pojmenované po francouzském matematikovi Gabrieli Lamé, kde v p¥islusném metrickém
tenzoru plati

hihi = gii, h'h' = g% (B.11)

(proto nyni uvazujeme jen ortogonalni soustavy, jejichz metrické tenzory maji nenulové
prvky pouze na hlavni diagonale). Vyraz I‘é» i Je tzv. Christoffeliv symbol (viz kapitola 2.3)
pojmenovany po némeckém matematikovi a fyzikovi Elwin Bruno Christoffelovi, definujici
tzv. c¢leny krwvosti v kiivocarych souradnych soustavach,

1 8gkm ag jm ag jk
Fl — Ilm Jm. J B.12
ik = 99 ( ox;j * oz Oz )’ (B12)

kde indexy [, m jsou tzv. volné indexy, které mohou kdykoli nabyvat kterékoli z hodnot
1,2, 3, respektive x,y, z. Explicitni vyraz pro divergenci vektoru v obecné ortogonalni
soustavé lze zapsat formou (kde i # j # k)

G 1 0 0 0
A= hihpAy) + —— (hphids) + —— (hihi A)| | B.1
T A= | () + g (i) + g () (B.13)

Ta je zcela ekvivalentni kompaktnéjsi formé zapisu,

- 2 10

Slozky hiA® (v literatufe se vétdinou zkracend uvadi pouze AY) vektoru A odpovidaji (viz
rovnice (2.61)) h'A* = ¢ (hjA;), g je determinant metrického tenzoru, ktery je identicky
s druhou mocninou pfislusného Jakobianu souradnicové transformace. Plati tedy

\/ldet gij| = J, \/|det gii| = Tt (B.15)

Obecné plati, Ze divergenci tenzoru fadu n je tenzor fadu n—1, divergenci tenzoru druhého
radu tak bude vektor. Kompaktn{ forma zépisu divergence tenzoru druhého Tddu bude mit
tvar

(\f WA"). (B.14)

V;AY = A;. (B.16)

Explicitni zapis divergence tenzoru druhého fadu v kartézském systému (prakticky se
jedna o maticové nésobeni vektoru s transponovanou matici; pfi skalarnim soucinu dvou
vektorl se také jedné o maticové nasobeni dvou vektort, kdy druhy z vektori je transpo-
novany, tedy sloupcovy, viz kapitola 2.3) bude vypadat (viz Arfken & Weber (2005))

y z

x>

g; x>
8

o

)
<

S

8

n

~

<
=
Ay
Il
T~
>
Q
S ‘QD
Q)‘ QD
N>
Q)‘ Qj
N———
<>
o
<
S
o
<
<
o
<
N
Il
os}
—_
e

N>
N
8
D
&
S
N




Appendiz B. Ktivocaré soutadnice % 184

—

e Rotaci vektoru (vektorového pole) A(z,y, z) v kartézské soustavé nazyvame vektor

- - L (0A, 04, L (0A, 0A; L (04, 0A;
VxA_x<8y 8z>+y<6z 8x>+z<8x 8y>' (B.18)

Obecny vyraz pro vektor rotace V x A vektoru A v libovolné ortogondlni souradné soustavé
Ize definovat zptsobem

VxAd=e

1 1 0
(heAp)] Ri = €ij — (hxAg) — TL b Ay | %i. B.19
I T [Vj(hiA)] Ri = €iji i [(%cj( kAk) — Tl l} X (B.19)

V rovnici (B.19) vyraz €, (kde v8echny t¥i indexy ¢, j,k mohou odpovidat postupné
v8em tfem soufadnicovym smériim) odpovida antisymetrickému, (tzv. Levi-Civitovu, viz

rovnice (2.50)) symbolu, ktery nabyva hodnoty +1 pro sudé permutace indexi, —1 pro
liché permutace indexti a 0 pokud se dva nebo vice indexii opakuje.

Diky symetrii indexii ve slozkach vektoru rotace a diky tplné antisymetri¢nosti Levi-
Civitova e-symbolu, se vyrazy ngAl v rovnici (B.19) vyrusi, cely vyraz se tak zjednodusi
do podoby

- - 1 0
A=c¢;; —(hi A Xi. B.2
V x €ijk hjhk |:ax] (hk k):| Xj ( 0)

V kartézské soustavé, kde hq, ha, hg = 1, bude rovnice (B.20) odpovidat rovnici (B.18).
Zapiseme-li vektor rotace znovu po slozkach, dostavame

> 0A, 0Ay 0A, 0A; 04y 8Az>

V x A = B.21
VX ( oy 0z 0z Oxr ' Ox oy ( )

e Laplacidn (Laplacetv operator) je definovan jako divergence gradientu, tedy V-V (pouziva
se pro néj symbol A), jedné se tedy o skalarni operator, ktery muze pusobit na skalarni
funkce, vektory (po jednotlivych slozkach), tenzory (po jednotlivych prvcich), aniz by
ménil jejich 7dd (t.j. skalar zustava skalarem, vektor vektorem, atd.). V kartézské soustaveé
mé Laplacian zcela jednoduchy tvar: analogicky k rovnici (B.8), kde slozky vektoru A
nahradime slozkami vektoru gradientu, mizeme psat

0? 0? 0?

A:V-V:divgrad:—+f2+@.

B.22
ox? Oy ( )

B.1.2 Plochy, objemy

Ozna¢me Sy soufadnicovou plochu (viz kapitola 4) s konstantni hodnotou souradnice zj, ohrani-
¢enou souradnicovymi kifivkami x;, x; + Az;, x5, x;+ Az, @ # j # k. V kartézské soustavé piijde
napf. o plochu s konstantni hodnotou z = zg, ohrani¢enou piimkami x = xg,x = 2¢ + Ax,y =
Yo,y = Yo + Ay. Vypocet velikosti takové plochy je zde samoziejmé zcela trivialni, ptjde o ob-
délnik (¢tverec) s obsahem AzAy. Obecny vztah pro vypocet velikosti takové plochy bude mit
tvar

xoi+Ax; Toj +A-'Ej
Sk = / / J{j dz; dz;, (B.23)

04 oy
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kde JZ{]- je druh& odmocnina absolutni hodnoty determinantu (minoru) piislusné submatice me-
trického tenzoru. V uvedeném piipadé by se jednalo o determinant JZ-’]- = /19955 — 9ij95il-
Integrand rovnice (B.23) definujeme jako plosny element dSy = Jz-’j dz;dz;. V kartézské sou-
stavé budou determinanty vSech t¥{ submatic JZ(j = 1. Dale, ozna¢ime-li V' objem, vymezeny
soufadnicovymi plochami s konstantnimi soutadnicemi x;, x; + Ax;, xj, x; + Axj, 2, 2 + Az,
i # j # k, obecny vztah pro vypocet velikosti takového objemu bude mit tvar

To;+Az; 20 AT ToR+Azy
V= / / / J dz; dzj dzy,, (B.24)
Zoiq Zoj Tok
kde J je druhd odmocnina absolutni hodnoty determinantu metrického tenzoru (Jakobianu,
viz rovnice (B.15)). Integrand rovnice (B.24) vyjadiuje objemouvy element dV = J dx; dz; dxy.

V kartézské soustavé opét J = 1, vymezeny prostor bude mit tvar pravotihlého kvadru o objemu
AzAyAz.

B.1.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

V kartézské soustavé je zépis vektoru velmi jednoduchy, polohovy vektor 7, vektor rychlosti o
a vektor zrychleni @ budou mit postupné tvar,

F=xX+yy+22=(z,y,2), (B.25)
Lodr - . 5
U=y =X + Uy + 22 =0 X + vy + 0.2 = (vg,0y,0;), (B.26)
L dv L, - . 5
a:a:$x+yy+zz:axx+ayy+azz:(ax,ay,az), (B.27)

kde & = dx/dt, y = dy/dt a 2 = dz/d¢t.

B.2 VAlcova soustava

Valcova soustava muze byt vhodna pro popis celé fady osové symetrickych a rota¢nich jevi,
napr. elektrického a magnetického pole okolo primych vodict, vird v tekutinach, galaxii, hvézd-
nych diskt, atd. Souradnicové sméry jsou (viz kapitola 4.2): p - vzdalenost od osy vélcové
symetrie, ¢ - azimutalni thel, z - vygka. P¥evod z valcové do kartézské soustavy je dan vztahy!

T =pcosep, y=psing, z=z. (B.28)

Pro zpétnou transformaci z kartézské do valcové soustavy plati

T
p=vVrr+y? o= arccosT
x

= ¢ = arcsin
Yy

¢ = arctan Y, (B.29)
x

Yy

Jednotkové vektory valcové baze budou mit v kartézské soustavé tvar (viz obrazek 4.1)

p = Xcos¢d+ ysing = (cos ¢, sin g, 0), $ = —Xsin¢ + y cos ¢ = (—sin ¢, cos ¢, 0),
2 =1(0,0,1). (B.30)

1V dalsim popisu budeme rozlisovat p pro radialni valcovou soufadnici,  pro radialni kulovou soufadnici.
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Obrazek B.1: Schéma vzajemné transformace jednotkovych bazovych vektora kartézské a valcové sou-
fadné soustavy (viz rovnice (B.30) a (B.33)).

Jedinym konstantnim bazovym vektorem tak bude vektor Z, ostatni bazové vektory méni smér
v zavislosti na dhlu ¢. Nenulové derivace bazovych vektorti ve sméru souiadnicovych os a
nenulové ¢asové derivace bazovych vektori budou (z rovnice (B.30))

o, . - op 0pop .
%—(—SIDQCOS@O)—Q o900t = ¢,

o _ o 06 0606 ..

96 (—cos¢, —sing,0) = —p, =00 po. (B.31)

Pokud budeme derivovat jednotkové vektory valcové baze ve sméru kartézskych souradnicovych
0s, potom napf. ve sméru osy x dostaneme

op _ 0 ) 0 x Y __nsing
8x—ax(cos¢,smq§, 0)_81' <\/x2+y2,\/x2+y270>_ o

0(%72 i _ .sing

S ax( sin ¢, cos ¢, 0) = p P (B.32)

Obdobné ziskdme derivace ve vSech ostatnich smérech. Zpétna transformace jednotkovych ba-
zovych vektora (viz rovnice (B.30)) bude

)?:ﬁcosgb—q;singb, ﬁ:ﬁsin¢+q§cosgb, z=27z. (B.33)

Metrickou formu valcové soustavy snadno odvodime, uvédomime-li si, ze vzdalenost dvou bodiu
v prostoru musi byt nezavisla na volbé soufadného systému, tedy ds? z rovnice (B.2) se musi
pro viechny souradné soustavy rovnat. Z rovnice (B.28) dostaneme,

dr =cospdp — psingpdep, dy=singdp+ pcospdep, dz=dz, (B.34)
dosazenim do rovnice (B.2) dostavame metrickou formu valcové soufadnicové soustavy,
ds? = dp® + p? d¢? + dz2 (B.35)

Miuzeme tedy napsat kovariantn{ (g;;) i kontravariantni (¢%/) metricky tenzor a také (viz rov-
nice (B.11)) prislusné Laméovy koeficienty valcové souradnicové soustavy,

10 0 ot
gij=10 p> 0], ¢7=10 — 0|, hy=1,hs=p, h,=1. (B.36)
0 0 1 0 % )

Nenulové Christoffelovy symboly vélcové metriky z rovnice (B.12) budou

P _ ¢ ¢ _1
I‘¢¢— p,F¢p(Fp¢)— . (B.37)

p
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B.2.1 Diferencialni operatory

o Gradient skalarni funkce f(p, ¢, z) ve valcové soustavé odvodime z rovnice (B.5), kam za
jednotkové bazové vektory dosadime vyrazy z rovnice (B.33) a jednotlivé slozky gradientu
rozvineme Tetézovym pravidlem pro derivace. Po rozepsani dostavame

0f dp _ 8f 8¢ 8f8z>

Vf = (peose — Gsing) (a 9z T 060r | 920z

” ~ ofop Of0¢p Of 0z LOf
—. B.
—i—(psm¢+q.’)cos<b> (8 8y+8¢8y+828y —i—zaz (B.38)
Jednotlivé nenulové parcialni derivace vypocitame z rovnice (B.29),
@_795 = cos ¢ %—— J __sinqﬁ
83?_,/5324_3/2_ ’ 6(13_ x2+y2_ P ’
dp Yy ) d¢p x cos ¢
r_ S - = = ) B.39
oy 2ty P By Tty p (B.39)
Po dosazeni a tupravé dostaneme vyslednou podobu gradientu skalarni funkce,
- f ~10 f f of 10f Of
\Y% == - -, =, = ]. B.40

Nyni jiz za jednotkové vektory valcové baze nedosazujeme jejich slozky z rovnice (B.30),
kde jsme je ,,vidéli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (B.6) (tenzorovy soudin) a
s pouzitim rovnice (B.40) je potom gradient vektorového pole ff(p, ¢, z) ve valcové soustave
definovéan jako tenzor druhého fadu ve tvaru

VA = < q‘s a5+ ;) (4pp+ As + A.2). (B.41)

Na rozdil od kartézské soustavy zde jiz jednotkové bazové vektory p a qAﬁ nejsou kon-
stantni, operator gradientu tedy fakticky ptisobi i na né (jejich derivace jsou rozepsany
v rovnici (B.31)). Pomoci maticového formalismu muzeme tenzor gradientu vektorového
pole ve vilcové soustavé zapsat

A

p @ b4
5 94, DA, DA,
Op Op op
VA= 5| 194, Ay 104y A, 104; | (B.42)
pOd p pdp  p p 0P
. dA, 0A, OA,
z N —_—
0z 0z 0z

Stejného vysledku docilime i jinym postupem, napf. s pouzitim formalismu Christoffelo-
vijch symbolii (viz rovnice (B.37)), kde na rozdil od rovnice (B.19) zapiSeme

1 1 0

VA = (R Ap)] Rj Ry =
\4 B [Vj(hipAr)] RjX ik hohn L0z

—— (hiAy) — Thhi Ay | 2% (B.43)

Postup podle rovnice (B.43) lze ovSem pouZit pouze pro ortogonalni souradné soustavy,
postup podle rovnice (B.41) plati zcela obecné.
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e Divergence vektoru (vektorového pole) [f(p, ¢, z) je ve valcovych soufadnicich ve smyslu
rovnice (B.41), analogicky k rovnici (B.8), definovana jako skalar (skalarni pole)

19 104, aA
;a*p(PAp)+ 20 +

Porovnanim s rovnici (B.42) opét vidime, Ze divergence je stopou tenzoru gradientu vekto-
rového pole. Divergenci tenzoru druhého Tddu, popsaného matici 3 x 3, bude vektor (tenzor
1. fadu). Explicitni formu zapisu divergence tenzoru druhého radu ve véalcovych souradni-
cich (srovnej s rovnici (B.17) zde jiz uvadét nebudu, zajemce odkazuji na literaturu, napf.
Abramowitz & Stegun (1972), Young (1993), Arfken & Weber (2005), atd.

=

VA=

(B.44)

e Rotaci vektoru (vektorového pole) ff(p, ¢, z) ve valcové soustavé, kde h, = 1, hg = p, h, =
1, odvodime podle jiz uvedeného vztahu (B.20). Dostavame

Lo (104, 0Ay\ . (04, 0A, 0 04,] .
ad= (5 - ) o (5 )b g - ]2 e

e Laplacidn odvodime (viz rovnice (B.22)), nahradime-li v rovnici divergence (B.44) slozky
vektoru A odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (B.40). Dostavame

19 ([ 0 19> 9
_ o (,9\, 19 9T B.4
pOp <pé’p> " 2092 T 922 (B.46)

B.2.2 Plochy, objemy

Stejné jako v kartézské soustavé oznacme Sy souradnicovou plochu s konstantni hodnotou sou-
fadnice xy, ohrani¢enou souradnicovymi kiivkami x;, z; + Az, x5, x; + Az, i # j # k. Ve vél-
cové soustavé pujde napt. o plochu s konstantn{ hodnotou z = 2y, ohrani¢enou polopfimkami
¢ = ¢1,¢ = ¢2 a kiivkami (kruznicemi) p = p1, p = p2. Vypocet velikosti takové plochy jiz neni
tak zcela trivialni, jako v kartézské soustavé, pujde o prunik kruhové vysece s plochou mezi
dvéma soustfednymi kruznicemi. Pokud budeme uvazovat jinou plochu, napt. s konstantni sou-
fadnici p = pg, ohrani¢enou soufadnicovymi plochami ¢ = ¢1,¢ = ¢a, 2 = 21,2 = 29, ptijde o
Cast véalcové plochy. Pii vypoétech velikosti téchto ploch vyjdeme z rovnic (B.23) a (B.36),

P2 22 2 2

So= [ [ vawgzdodz = [ [ pdods = paon
¢1 21 $1 21
z2 P2 z2 P2
ng://w/gzzgppdzdp:// dzdp = AzAp, (B.47)
zZ1 p1 Z1 pP1
p2 b2 p2 b2
S.= [ [ Vamaisdods - //pdpd¢— P Ping
L @1 1 P1

Ve vélcovém soufadnicovém systému budou nediagondlni éleny submatic Jj; (viz rovnice (B.23))
nulové. Oznacime-li V objem, vymezeny soufadnicovymi plochami s konstantnimi soufadnicemi
p1, P2, G1, P2, 21, 22, velikost tohoto objemu dle rovnice (B.24) bude

V= 777pdpd¢dz - p1A¢A (B.48)

P11 21
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Obdobnym zpisobem mitZzeme pomoci stanoveni integra¢nich mez{ vypocitat v daném souiad-

vvvvvv

B.2.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

P1i popisu vektort ve valcové soustavé vyjdeme z jejich popisu v soustavé kartézské a dosa-
dime v8echny rovnice pro derivace jednotkovych vektori i vektorovych slozek (rovnice (B.28) -
(B.33)). Polohovy vektor a vektor rychlosti ve valcové soustavé budou

—

pp+ pdd + 22, (B.49)

F=xX+yy+z22=pp+22, v= i
Tento tvar 1ze o¢ekavat, vzhledem k tomu, Ze polohovy vektor vzdy vychézi z pocatku souradnic.
Vektory rychlosti a zrychleni jsou zaroveni definovany jako

—

dv

T=0,p+vpp+ 1.2, @= o = Pt apd + a.2. (B.50)
Derivovanim rovnice (B.49) podle ¢asu dostavame jednotlivé slozky vektoru zrychlen,
. d’U . . . d’U . d’U
. 2 P 2 . ) . . z
Up=p=pg" =" =P ap=po+2p0 =S+ po ar=E= (B.51)

Protoze d/dt = 0/0t + ¥ - v (Fetézové pravidlo pro derivovani, v tomto p¥ipadé pro parcialni
derivace ¥ = ¥(t, p, ¢, z)), potom zrychleni, vyjadifené pomoci slozek vektoru rychlosti bude

v, 0v, vy 0v, v, U(Qb
=—r —Y+ =40, Lt —— B.52
W= g T dp  p 0¢ v p (B.52)
(1756)1)0
Ovg Ovg vy Ovg Ovg VU4
= — - — Qa z o ; B.
9 at op p 0¢ Y5, 1) (B.53)
(7V)vg
ov, 0v, vy 0v, ov,
A, = E 'Up ap + ? aqs + Vy 8z . (B54)
(ﬁ-ﬁ)vz

B.3 Kulova soustava

Kulova soustava je vhodné pro popis jevi s centralni symetrii, jako jsou napt. fyzikalni pole,
tvorena hmotnymi body, astronomickymi télesy, atd. Jeji zadkladni popis naleznete jiz v kapitole
4.3. Mimo jiné se implicitné pouziva také v kartografii, kde soustava polednikii a rovnobézek je
vlastné soustava azimutalnich a eleva¢nich thlovych soufadnic (viz dale). Zde je ovSem elevacni
thel pocitan jinym zpisobem, v ,matematické konvenci“ roste od 0 do 7 (polarni thel), v
wkartografické konvenci“ roste od —m/2 do /2 (eleva¢ni thel), navic v opaném smyslu viici
sméru nartstu azimutalni soutfadnice.

Soufadnicové sméry jsou: r - vzdalenost od stfedu kulové symetrie, 6 - polarni thel, ¢ -
azimutalni thel. Pfevod z kulové do kartézské soustavy je dan vztahy

r=rsinfcos¢, y=rsinfsing, 2z =rcosh. (B.55)
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Obrazek B.2: Vzajemné poloha jednotkovych bazovych vektort kartézské a kulové souradné soustavy
(viz rovnice (B.57) a (B.60).

Pro zpétnou transformaci z kartézské do kulové soustavy plati

r=/22+y2+ 22,

2 4 42
6 = arccos ;, 6 = arcsin %, (B.56)
1/:1;2_|_y2_i_2:2 X "‘y + z

x Yy
gZ):arccosi, —_—,
/$2+y2 /$2+y2

¢ = arcsin ¢ = arctan g
x

Analogicky k rovnici (B.30) budou mit jednotkové vektory kulové baze v kartézské soustavé
tvar (viz obrazek 4.2)

F=2Xsinfcos¢+ ysinbsin ¢ + 2 cos = (sin O cos ¢, sin  sin ¢, cos ),

Xcosfcos¢+ ycoshsing — Zsinf = (cosf cos ¢, cos 0 sin ¢, — sin ), (B.57)

S>>

= —Xsin¢ + y cos¢p = (—sin ¢, cos ¢, 0).

V kulové soustavé neni zadny z vektori béze konstantni. Derivace bazovych vektort ve sméru
jednotlivych soufadnicovych os budou (z rovnice (B.57)),

or or

o, "6 oy = st

06 06 96 -

%, %+ o = beoso. (B.58)
0% _ 0% _ 06 _ .. . s

E_O’ 89_0, 96 rsinf — @ cosf.
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Casové derivace bazovych vektori budou

OF OF00 OFO¢ . A
a_%aJr%E_aeer)ﬂssme,

960 06000 909

o6 006 . . 4
B dea rosinf — 0¢cosb.

Zpétnou transformaci jednotkovych bazovych vektori (viz rovnice (B.57)) dostavame

X = Fsin@cos¢+écos€cos¢— (i)sinqb,
y = Fsinfsin¢ + écos@sindH— q?)cosd), (B.60)
5 =Fcosf— Osinb.

Metrickou formu pro kulovou soustavu dostaneme diferencovanim rovnice (B.55),
dx = sinf cos ¢ dr + 1 cos 0 cos ¢ df — r sin 0 sin ¢ do,
dy = sinfsin ¢ dr + r cos 8 sin ¢ df + r sin 6 cos ¢ do, (B.61)
dz = cosfdr — rsinfdé,
dosazenim do rovnice (B.2) dostavame kulovou metrickou formu
ds? = dr? 4+ r2d6* 4 r?sin® 0 d¢°. (B.62)

Kovariantni (g;;) i kontravariantni (¢*/) metricky tenzor a také (viz rovnice (B.11)) p¥islugné
Laméovy koeficienty kulové soufadné soustavy budou,

1 0 0

1 0 0 - 1
gZ_]: 0 7"2 0 , g'L]: 0 ﬁ 0 , hr:17 h9:r7 h¢:r81n9
0 0 r%sin?6 0 0 1
r2sin? 0
(B.63)
Podle rovnice (B.12) odvodime nenulové Christoffelovy symboly kulové metriky,
1
o = —r, 19 (%) = Fgr (I‘f(z)) = Lo =—1 sin? 6, Fg)d) = —sinf cosb, er (ngs) = cot 6.

(B.64)

B.3.1 Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f(r, 6, ¢) v kulové soustavé odvodime podle rovnice (B.5), kam
za jednotkové bazové vektory dosadime vyrazy z rovnice (B.60) a jednotlivé slozky gradi-
entu rozvineme fetézovym pravidlem pro derivace. Po rozepsani dostavame

ofor ofon  ofoe
ordx 000x 0J¢ Ox

ofor  9f 00  Of 06
aray*‘aeay*‘a¢ay>*‘ (B-65)

ﬁf: (?sinﬁcos¢+écos€cosqb—(stinqb) <

+ (?sin&sin¢+écos€sin¢+g?)cos¢>) <

of or oOf 89)

+ (rcos@ — 0s1n0) (87’82’ + 9092
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Jednotlivé parcialni derivace vypocitame z rovnice (B.56),

or x — sinfcosd [ Tz ~cosflcosg

Or /a2 +y2+ 22 C0r a2 by (a2 4y + 22) ro

or Y ) ) 00 yz cos 0 sin ¢
=——— =ginfsing, — = =

dy Pyt Oy 2+ (a4 y?+22) o
or z 00  Jx?+y?  sinf

= ——— = cos¥,

9z 21+ 22 9z 2+gi+2 1
% Yy sin ¢
dr  x2+y2  rsinf’
d¢p x cos ¢
— = = ) B.
dy x2+y> rsinf (B.66)
Po dosazeni a Gpravé dostaneme vyslednou podobu gradientu
- Of  A10f ~ 1 0f of 10f 1 of
=r— - ===, =, —=. B.
& r8r+ r60+¢rsin08¢ or’ r 90’ rsinf d¢ (B.67)

Opét zde za jednotkové vektory kulové baze jiz nedosazujeme jejich slozky z rovnice (B.57),
kde jsme je ,,vidéli“ ze soustavy kartézské. Analogicky k rovnici (B.6) (tenzorovy soucin),
s pouzitim rovnice (B.67), je potom gradient vektorového pole ff(r, 0, ¢) v kulové soustavé
definovan jako tenzor 2. fadu ve tvaru

L. (.8 A1 - 1 9 A A
VA= <rar +6- 5+ ¢rsin€8¢) (Arr + Agf + A¢¢) : (B.68)

Na rozdil od vélcové soustavy zde operator gradientu jiz piisobi na vSechny jednotkové ba-
zové vektory (jejich derivace - viz rovnice (B.58)). Pomoci maticového formalismu miizeme
tenzor gradientu vektorového pole v kulové soustavé zapsat (Arfken & Weber, 2005)

A A

r 7] 10)
S o 04y o4,
or or ar
Gisg| 104 A 104 4, 104,
A 1% T 1o 4 oo, W4,
rsin 6 8qﬁr _7¢ rsinﬁ% B 7¢C0t9 rsin987¢¢)+7r+7mt9

(B.69)

Stejného vysledku docilime i v tomto pripadé napf. s pouzitim formalismu Christoffelovijch
symboli (viz rovnice (B.37)) dle obecného vztahu (B.43), tento postup lze oviem pouZit
pouze pro ortogonalni souradné soustavy, zatimco postup podle rovnice (B.68) plati zcela
obecné.

Divergence vektoru (vektorového pole) ff(r,@,gﬁ) je v kulovych soufadnicich ve smyslu
rovnice (B.68), analogicky k rovnici (B.8), definovana jako skalar (skalarni pole)

10 1 04,

rsinf 50 (sinfdg) + rsing 0¢

(B.70)

Porovnanim s rovnici (B.69) opét vidime, Ze divergence je stopou tenzoru gradientu vek-
torového pole.
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e Rotaci vektoru (vektorového pole) A(r, 6, ¢) v kulové soustavs, kde h, = 1, hy = 7, hg =
rsinf, odvodime podle rovnice (B.20), v tomto pfipadé dostaneme

S o0 . 0Ap| . 1] 1 0A, 0 A
VXA_rsiHH 89(Sm9A¢)_ 8¢}r r [sinG o or (TA¢)}0
1[0 04,1 =

+?”[87"(TA9)_ ae}qb. (B.71)

e Laplacidn odvodime (viz rovnice (B.22)), nahradime-li v rovnici divergence (B.70) slozky
vektoru A odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (B.67), vysledny tvar,
zapsany v kompaktni formé bude

10 9 1 0 0 I
A= —— (22 — | sinf— —_— . B.72
r2 or (r 87“) + r2sin 6 0 (Sm989> * 72 sin? 0 O¢? (B-72)

B.3.2 Plochy, objemy

Stejné jako v predchozich soustavich oznacme S} souradnicovou plochu s konstantni hodnotou
soufadnice xj, ohrani¢enou soufadnicovymi kiivkami xz;, x; + Az, x5, x5 + Az, 1 # j # k.
V kulové soustavé pijde napf. o plochu s konstantni hodnotou r = rg, ohrani¢enou dvojicemi
kiivek (kruznicemi) se soufadnicemi 6 = 61,60 = 02 a ¢ = ¢1,¢ = ¢2. Vypocet velikosti takové
plochy jiz zde neni vibec trividlni, pijde o ¢ast plochy s dvoji kfivosti, ohrani¢enou dvéma
rozbihajicimi se soufadnicovymi plochami (v nichZ lezi kiivky se souradnicemi ¢ = ¢1, ¢ = ¢2)
a dvéma kruznicemi se stfedy na spolecné ose, avSak lezicimi v ruznych rovinach, kolmych
na tuto osu (kiivky se soufadnicemi 6 = 61,0 = 63). Pokud budeme uvazovat jinou plochu,
napf. s konstantni souradnici ¢ = ¢q, ohrani¢enou souradnicovymi plochami § = 61,0 = 05, r =
r1,r = 79, pijde o ¢ast kruhové vysece, omezené dvéma soustiednymi kruznicemi. Pti vypoctech
velikosti téchto ploch vyjdeme opét z rovnice (B.23) a z rovnice (B.63), tedy

02 @2 b2 b2
SrZ//\/Mded¢=//rzsin9d9d¢:r2(cose1—00392)A¢57

01 o1 01 ¢1

¢2 T2 b2 T2

7“2—’/“2

59://md¢dr=//rsmed¢dr= 2~ sinfAg, (B.73)

$1 T1 $1 71

ro O ro 02

T2—T2

S¢://\/mdrd9://rdrd0: 2,

r1 01 T 61

V kulovém, tedy opét ortogonalnim soufadném systému, budou vSechny nediagonalni ¢leny
submatic J;; (viz rovnice (B.23)) nulové. Oznacme tradiéné V' objem, vymezeny soutadnicovymi
plochami s konstantnimi soufadnicemi 71,79, 61,62, ¢1, P2, tvar takového utvaru odpovida v
tomto pripadé pruniku jehlanu s koncentrickou sférickou mezivrstvou (mezikoulim). Vztah pro
vypocet velikosti takového objemu bude mit dle rovnice (B.24) tvar

Ty O3 ¢2
3.3
V= ///7‘2 sinfdrdfde = 2 3 0 (cos 01 — cosba) Ag. (B.74)

1 01 ¢1

V ortogonalnim kulovém soutfadném systému obdobné jako ve valcovém systému miizeme Jako-
bian J stanovit jako /Grr Goo Gsé = r2sin @. Tato metoda umozni pii vhodném stanoveni inte-

vvvvvv
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B.3.3 Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pti popisu vektortu v kulové soustavé vyjdeme z jejich zakladniho popisu v soustavé kartézské,
zahrneme vSechny rovnice pro derivace jednotkovych vektori i slozek vektort (rovnice (B.55)-
(B.60)). Polohovy vektor a vektor rychlosti v kulové soustavé budou

di d(rF)

— X v 2: r v=— =
r=rX-+yy +=z rr, v T T

=rfF+r (éé+<bcgsin9) ) (B.75)

Tento zaveér lze opét ocekivat, uvédomime-li si, ze polohovy vektor vychéazi z po¢atku soufadnic.
Vektory rychlosti a zrychleni jsou zaroven definovany jako

—

& aTF+a96A’+a¢g?>. (B.76)

7= v, F +vg0 b, =
Ut + Vg +U¢>¢7 dt

Derivovanim rovnice (B.75) podle ¢asu dostavame jednotlivé slozky vektoru zrychleni v kulové
soufadné soustave,

: : dv, :

ar = i — 162 — 12 sin2 - dz — 162 — rd?sin2#, (B.77)
B} . d .

ag =10 + 270 — r¢? sinf cos 0 = % + 70 — r¢? sin @ cos 6, (B.78)

ap =r¢sinf + 27¢sin + 2r¢ cos 0 = % + r¢sind + rog cosb. (B.79)

Protoze d/dt = 9/0t + ¥ - v (Fetézové pravidlo pro derivovani, v tomto pfipadé pro parcialni
derivace U = ¥(t, r, 0, ¢)), potom zrychleni, vyjadiené v kulové soufadné soustavé pomoci slozek
vektoru rychlosti bude

ovy ov,  vg Ouy vy Ovy vg + vi
= . v . . : B.80
“ ot v or + r 00  rsinf 0¢ r ( )
(ﬁ-@)vr
vy Ovg vy OVy Vg Ovg g U; cot 0
= oy T U T = — , B.81
Y= ot v or r 00  rsinf 0¢ T r (B.81)
(176)1}9
Ovg Ovg g Ovg vy Ovp  UpUy  VeUg cOt O
Tl v - . B.82
¢ ot v or + r 00  rsinf 0¢ r r ( )
(#V)vs

Bylo by jisté mozné popsat mnohem vice podrobnosti, napt. operace s vektory a tenzory v ramci
popisovanych soustav, atd., zde jsou ukazany alespon nékteré postupy spiSe z praktického po-
hledu. V dalsich odstavcich ukédZeme strucné alespon jednu neortogonélni soufadnou soustavu,
jejiz popis byl do jisté miry vyvolan tvorbou numerické vypocetni sité pro hydrodynamické
modelovani konkrétniho fyzikalniho jevu.

B.4 Elipticka soustava

Dale stru¢né uvedeme tii specifické ortogonalni soustavy, které mohou souviset s predchozi té-
matikou nebo s uvedenymi ptiklady (pfipadné mohou mit zajimavé fyzikalni uplatnéni) - elip-
tickou, parabolickou, a ,anuloidovou*. Dvourozmérné eliptickd souradna soustava (viz obrazek
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B.3) je definovana dvéma tiidami soufadnicovych kfivek s konstantnimi parametry o € (0, 00) a
7 € (0,27) (toto znaceni neni zcela ustalené, v raznych literaturach mtze byt rizné), se dvéma
spoleénymi ohnisky v bodech [—a, 0], |a, 0]. V trojrozmérné verzi pfibude jesté (valcova symet-
rie vzhledem k ose z, soustava se potom nazyva eliptickd-vdlcovd) azimutéalni ahlovy parametr

¢.

Obrazek B.3: Schéma dvourozmérné eliptické soustavy v roviné x,y, spole¢na ohniska jsou v bodech
[—a, 0], [a, 0]. Modfe vyznafené jsou eliptické kiivky s konstantnim parametrem o, s posloupnosti

vvvvv

stantnim parametrem 7, s posloupnosti (zprava do leva) od 7 = 0 do 7 = 7 s intervalem 7 /12. V troj-
rozmérné verzi (viz popis) potom vyobrazenému sméru y odpovida smér z.

Transformacni rovnice z kartézské do eliptické soustavy v trojrozmérném piipadé budou
x =acoshocosTcos¢, y=acoshocosTsing, 2z =asinhosinT. (B.83)

Z definice hyperbolického sinu a kosinu (1.20), (1.21) a z exponenciilniho vyjad¥eni sinu a
kosinu (viz Eulerovy vztahy v piikladu 9.7) snadno odvodime zpétné transformaéni vztahy,
které ovsem budou mit (v pravoto¢ivém pofadi proménnych o, ¢, 7) komplexni tvar (rovinu
p-z, kde p = \/x? + y2, si miuzeme piedstavit jako Gaussovu rovinu),

1 . .
o= = [argcosh ptiz + argcosh ;)11 , ¢ = arctan g,
2 a a T

1 i —1i
T=— [argcosh priz argcosh id lz} . (B.84)
2i a a

Metrickéa forma takové eliptické soustavy bude mit tvar
ds? = a? [(cosh2 o sin? 7 + sinh? o cos? T) (da2 + dT2) + cosh? o cos® T ddﬂ =
=a? [(sinh2 o + sin? T) (d02 + de) + cosh? o cos® 7 dqbQ] =
= a? [(cosh2 o — cos? 7) (d02 + d7'2) + cosh? o cos® 7 dng] . (B.85)
Kovariantni metricky tenzor g;; a piislusné Laméovy koeficienty eliptické soufadné soustavy
v poradi smért o, ¢, 7 budou,
a? (sinh2 o + sin? 7') 0 0
Gij = 0 a®cosh? o cos® 7 0 , (B.86)

0 0 a? (sinh2 o + sin? 7')
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he = aV/sinh? o + sin® 7, hg = acoshocost, h; = aV/sinh? o + sin? 7. (B.87)
Kontravariantni metricky tenzor ¢g* diagonalni metriky bude tenzor s pfevracenymi hodnotami
prvki na hlavn{ diagonale. Jakobién soufadnicové transformace z kartézské do eliptické soustavy
bude

J=a? (simh2 o + sin? 7‘) coshocosT = a3 (cosh2 o — cos? 7‘) cosho cos T, (B.88)

jakobidnem zpétné transformace bude vyraz J—!'. Nenulové Christoffelovy symboly eliptické
metriky (viz rovnice (B.12)) budou (kde & = cosh 20 — cos 27),

sinh 20 sin 27
Fga = _FgT = F;T(F:U) = T? ]‘—‘IT = _F;J = FZT(FgU) = T’
inh 20 cos? h? o sin 2
gy = R T f;cos Loy, = o TR gsm T r?,(1%,) = tanho, I (I%,) = tan7. (B.89)

Diferenciélni operatory gradientu skaldrni funkce, divergence a rotace vektoru a Laplacianu
budou mit (s pouzitim formalismu Laméovych koeficientii pro ortogonalni soustavy a také rovnic
(B.14) a (B.20)) v této eliptické soufadné soustavé postupné tvar,

- of ar of
Vf — ( do 99 ot > , (B90)

9 9
a\/ sinh? o + sin? r @ coshocosT a\/ sinh? o + sin® 7

—

. % (\/sinh2 o + sin® 7 cosh o Ag)
V-A=

_|_
a (simh2 o + sin? 7') cosho

DA ) 12 2
deﬁ 5 (\/smh 0 +sin TCOSTAT)

acosh o cosT a (sinh2 o +sin?7) cos T

(B.91)

cosh o 4= (cos T Ag) — V/sinh? 7 + sin? 7 &=

x A= &+

<l

a\/ sinh? o + sin? 7 cosh o cos T

8% (\/sinh2 o + sin® TAT> — 6% (\/simh2 o + sin® TAU> .
o+

+

a (sinh2 o + sin? T)

Vsinh? o + sin? 7 aé?b" — cos T%(Cosh ogAy) |
+ T, (B.92)
a\/ sinh? o + sin? 7 cosh & cos 7

62
% (cosh aa%) + % (cos Ta%) 282 (B.93)

a? (s.inh2 o + sin? 7') coshocost  a?cosh? o cos? T

Ostatni operatorové identity a geometrické parametry odvodime analogickym zptisobem jako v
pripadé valcové nebo sférické soufadné soustavy.
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B.5 Parabolickd soustava

Déle stru¢né uvedeme dvé specifické ortogonalni soustavy, které mohou mit vazbu na pred-
chozi tématiku nebo na uvedené pfiklady - parabolickou a ,,anuloidovou‘. Parabolickd souradna
soustava je ve dvourozmérné verzi (viz obrazek B.4) definovana dvéma tiidami parabolickych
soufadnicovych kiivek s konstantnimi parametry u a v (toto znaeni opét neni zcela ustalené,
v riznych literaturach mtze byt rizné) a se spole¢nym ohniskem v bodé [0, 0]. V trojrozmérné
verzi ptribude jesté (valcova symetrie vzhledem k ose z, soustava se potom nazyva parabolickd-
vdlcovd) azimutéalni thlovy parametr ¢.

Obrazek B.4: Schéma dvourozmérné parabolické soustavy v roviné z,y. Modfe vyznacené jsou kiivky

se stejnou posloupnosti konstantnich parametrt v. V trojrozmérném piipadé (viz popis) potom vyobra-
zenému sméru y odpovida smér z.

Transformacni rovnice v trojrozmérném piipadé budou

Tr=uvcose, y=uvsing, z= — (B.94)

Zpétné transformadni vztahy v pravoto¢ivém potfadi proménnych u, v, ¢ budou mit tvar

u= \/\/:1:2+y2—|—22+z, v = \/\/:L‘2+y2+z2—z, QS:arctang. (B.95)
T

Metricka forma parabolické soustavy bude mit tvar

ds? — (u2 4 UQ) (du2 I va) +u0? Ao, (B.96)

Kovariantni metricky tenzor g;; a piislusné Laméovy koeficienty parabolické soufadné soustavy
v poradi sméri u, v, ¢ budou,

u? + 02 0 0
gi=| 0 w402 0 |, ha=VuFhy=VuRt02 hy=uv.  (BI7)
0 0 wv?

Kontravariantni metricky tenzor ¢* diagonalni metriky bude tenzor s pfevracenymi hodno-
tami prvki na hlavni diagonéle. Jakobian souradnicové transformace z kartézské do parabolické
soustavy bude

J = uv (u? +v?), (B.98)
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jakobidnem zpétné transformace bude vyraz J~1. Nenulové Christoffelovy symboly parabolické
metriky (viz rovnice (B.12)) budou,

u (% (Y u
Fgu:FZv (FZu) = uZ + 02’ FZU:FZU (Fgu): u2 + 2’ FZu:_ma Fﬁv:_ma
2 2
w oWy WY e ey L e pey
¢¢__u2+v2’ F¢¢__u2+v2’ru¢> (de) T Fv¢> (Fdw) T (B'99)

Diferencialni operatory gradientu skalarni funkce, divergence a rotace vektoru a Laplacidnu
budou mit (s pouzitim formalismu Laméovych koeficienti pro ortogonalni soustavy a také rovnic
(B.14) a (B.20)) v parabolické soufadné soustavé postupné tvar,

of of
Vf= ( Ou Ov ! af) : (B.100)

Va2 + 02 Vo2 u ¢

a@ (u\/u2 + 0?2 Au> a@ (v\/u2 + 0?2 AU> 1 0A
v.A== + = +——=2 (B.101)
u(u? + v?2) v(u? 4+ v?) w 0¢

2 (uvdg) — V@ T 2% T T2 % D (uvdy)

VxA= 0+ v+
uvvu? + v? uvvu? + v?
8% (\/u2 + 02 AU> — d% (\/u2 + 02 Au) .
+ G é, (B.102)
10 (. 0 19 (.0
A udu (ugw) + 300 (Vi) 1 & (B.103)

(u? +v?) + u?v? 9¢?

Ostatni operatorové identity a geometrické parametry odvodime obdobné jako v pripadé valcové
nebo sférické souradné soustavy.

B.6 ,,Anuloidova‘ soustava

V tomto piipadé také nebudeme uvadét uplny popis vSech vztaht a operédtort, i s ohledem
na to, ze dana soustava je prili§ ,specifickd“, resp. tyka se pouze jednoho typu geometrického
télesa, tzv. anuloidu (toroidu) - viz obrazek B.5 (popis soustavy rovnéz odkazuje k prikladtm
7.55 a 7.66). Ukazeme pouze, jak je mozné flexibilné adaptovat principy, odvozené pro pied-
chozi ,,univerzalni“ geometrické systémy na (v podstaté jakykoli) specialni pfipad. Anuloidem
nazyvame téleso, které vznikne rotaci kruznice okolo osy, kterd lezi v roviné této kruznice a
nemé s ni spoleény bod (vznikne tak valcové symetrickd trubice - torus, pfipominajici ,,dusi
pneumatiky*).

Oznac¢ime-li R polomér osy toru, a polomér trubice (toru), r radidlni vzdalenost uvnitf
trubice vzhledem k ose trubice, ¢ ithlovou sourfadnici vnitiku trubice a znaceni ostatnich smért
bude odpovidat standardni cylindrické notaci, tj. p bude odpovidat radidlni vzdalenosti od osy
celého anuloidu, ¢ bude azimutalni thel anuloidu a z vertikalni soufadnice (vSe je vyznacené
v obrazku B.5), miZeme za anuloidové (proménné) souradnice povaZzovat r, ¢, t (v pravoto¢ivém
smyslu). Transformadni vztahy miizeme zapsat nasledovné,

x=(R+rcost)cos¢, y=(R+rcost)sing, z=rsint. (B.104)
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Obréazek B.5: Pri¢ny ez anuloidem v roviné p-z, jednotlivé sméry odpovidaji valcové soustave.

Vztahy pro zpétnou transformaci budou mit v tomto pripadé tvar

2
r:\/<\/m—}%> + 22, (;S:arctan%, t = arcsin : 5 .
\/<\/W—R> L

(B.105)

Kovariantni metricky tenzor g;; a piislusné Laméovy koeficienty anuloidové souradné soustavy
budou,

1 0 0
gij= |0 (R+rcost)> 0|, h.=1,hy=R+rcost, hy=r. (B.106)
0 0 r?

Vzhledem k tomu, Ze jde o diagonalni metriku, bude kontravariantnim metrickym tenzorem
g% zpétné transformace rovnéz tenzor s prevracenymi hodnotami prvka na hlavni diagonéle.
Jakobian soufadnicové transformace z kartézské do anuloidové soustavy tedy bude

J =r(R+rcost), (B.107)

jakobidnem zpétné transformace bude opét vyraz J—!. Ostatni parametry lze snadno odvodit
analogickym zptisobem jako v pfedchozich soustavach.

B.7 Priklady neortogonalnich soustav

B.7.1 ,KuZelovad“ soustava

Pfirozenym piikladem neortogonalni souradnicové soustavy miuze byt ,kuzelova® soustava (za-
mérné zde davam nézev do uvozovek, protoze regulérni tzv. konickd soustava ma jiny vyznam,
je ortogonalni a je sestavend jinym zpusobem, ktery zde dale neuvadim). Souradnicové sméry
zde zavedené kuzelové soustavy jsou: z € (0, H) - vertikalni soufadnice, ¢ € (0, 27) - azimutéalni
thel, 0 € (0,7/2) - polarni thel a je definovana nasledovné (viz obrazek B.6): Transformad¢ni
rovnice z této kuZelové do kartézské soufadné soustavy jsou

x=ztanfcos¢p, y=ztanfsing, =z=z. (B.108)
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Pro zpétnou transformaci z kartézské do kuzelové soustavy dostavame?

2 2
7”5;9 (B.109)

Jednotkové béazové vektory je v zasadé mozné zvolit dvéma zpusoby: jako tecné vektory k
soutadnicovym kfivkam nebo normalové vektory k soufadnicovym plocham. V piipadé ortogo-
nélnich soustav je to jedno a totéz, v neortogonalnich soustavach se oba zpusoby lisi. V tomto i
nésledujicim odstavci, pojednavajicim o ,,diskové* soustavé, zvolime pro jednoduchost druhou
moznost; prvni moznost dava neimérné rozsdhlé a komplikované vyrazy. Obecny jednotkovy
bézovy vektor ¥ v libovolném soufadnicovém systému muzeme v piipadé volby te¢nych vektoriu
k sourfadnicovym kfivkam ziskat z kartézského vyrazu pomoci identity

0= H\1/H (gjff+gzy+gjs>, (B.110)
nebo geometrickou rozvahou pomoci pravidel pro séitani vektori. V pripadé volby obecného
jednotkového bazového vektoru v jako normalového vektoru k sourfadnicovym plocham jej do-
staneme stejnym zpusobem jako jednotkovy normaéalovy vektor i v odstavci 7.1 nebo opét geo-
metricky pomoci pravidel pro séitani vektor.

Y
z=2z, ¢ =arctan=, @ = arctan
x

A

Analogicky k rovnicim (B.30) a (B.57) budou mit takto zvolené jednotkové vektory 2, qAb, (7]
kuZelové baze v kartézské soustaveé tvar

z=2, (,li\):—)?sinqb—ky‘cosqb, é:()?cos¢+ysin¢)0050—2sin0. (B.111)
Zpétnou transformaci jednotkovych bazovych vektora (viz rovnice (B.111)) dostavame
2sind + @ . 2sind + @ .
)?:Mcosqb—q&sinqb, y:MSin¢+¢COS¢, Z2=2. (B.112)
cos cos 0

V takto definované kuzelové soustaveé je jediny konstantni bazovy vektor Z (analogicky kartézské

nebo valcové soustavé), ostatni vektory baze jsou nekonstantni (bazovy vektor qAb odpovida

stejnému vektoru valcové ¢i kulové soustavy, bazovy vektor 0 je analogicky kulové soustave).

Obréazek B.6 schématicky znézornuje tuto soustavu ve vertikalni roviné z-6 (¢ = konst.). Volné

parametry jsou maximalni vertikalni rozmér (vyska) z = zmax = H a maximalni polarni thel
lim29max, tedy pravé s vyloucenim krajniho thlu.

e—ml/)erivace bazovych vektori ve sméru jednotlivych soufadnicovych os budou (z rovnice (B.111))
gi =0, gz =0, g; =0,
Zfzﬂ, gz:qgcosﬁ, Zzz—étf:;ng.

Casové derivace bézovych vektort budou
02 _, 0% 0909 _ 2sin0+0
o ot 0p ot cosf ’
00 0006 0000 . 54 0sind .
a — %E‘F@a —¢¢COS€—70.

2V této soustavé plati pro azimutalni soufadnici ¢ iplné stejné transformaéni rovnice jako v pifpadé valcovych
soufadnic.

B.114
cos 0 ( )
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Obrazek B.6: Znazornéni “kuzelového” souradného systému, definovaného soutadnicemi z, ¢ a 6, kde
z je vertikalni vzdalenost od pocatku, ¢ je azimutalni thel a 6 je thlova odchylka od osy z. Uvedena
soufadnice w znadi vzdéalenost od osy z, odpovida tedy valcové radidlni souradnici.

Metrickou formu pro kuZelovou soustavu odvodime diferencovanim rovnice (B.108),

dxr = tanfcospdz — ztanfsin ¢ do + wdﬁ,
cos® 0
. zsin ¢
dy = tanfsin¢pdz + ztanf cos ¢ do + md&, dz = dz, (B.115)

dosazenim do rovnice (B.2) dostavame nediagonélni kuZelovou metrickou formu ve tvaru

dz? 2zsin 6

ds® =
5 cos2 6 + cos3 6

dg?
dzdf + 2* (tan%? de? + cos49) . (B.116)
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Kovariantni a kontravariantni metrické tenzory soustavy se soufadnicemi v poradi z, ¢, 6 budou

1 zsin 6 sin @ cos 0
— o == 1 0o =7
cos2 6 cos3 6 ) z
gij = 0 22tan 26 0 , g9 = 0 Ztan0 0
zsin @ 0 22 sin @ cos 6 0 cos? 6
cos3 6 costd z 22
(B.117)

Jacobiho matice transformace z kartézské soustavy a matice inverzni transformace budou

tanfcos¢ —ztanfsing ZCO2S¢ 0 0 1
cos 0 . _ sin ¢ cos ¢ 0
Jij = tanfsing  ztanfcos @ VS Ztan@ ztan@
cos*¢ cospcos’f singcos’f  sinfcosb
1 0 0 > P - P
(B.118)

prislusné jakobiany tedy budou,

22sin 6 1 1 g cos® 0
J = |det J;j| = \/|det gi;| 30" J ‘det Ji; ‘ \/ |det g¥| gyt (B.119)

Nenulové Christoffelovy symboly kuzZelové metriky jsou

1

pryy—t FZW = —sinfcosf, I'Yy = 2tand. (B.120)
sin 0 cos

1
r?,(5,) = T% ([f.) = . T4, (Tg,) =

Protoze se nejedné o ortogonélni metriku (vyjadienou diagonalnim metrickym tenzorem), ne-
definujeme zde zadné Laméovy koeficienty.

Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f(z, ¢, 0) v kuZelové soustavé odvodime stejnym zptsobem, jako
v pfedchozich soustavich. Jednotlivé nenulové parcialni derivace pro kuZelovou soustavu
z rovnice (B.109) budou

%_1 g 'y  sing d¢  x  cos¢
0z " Oz x? + y? ztanf’ Oy 12 +y?  ztan@’
a0 Tz B cos ¢ cos 0
or P r @yt 2
00 Yz sin ¢ cos?

87y7\/$2+y2(352+y2+22)7 z '
00 Va2+y?  sinfcosd

0z a4 yi422 z
Stejné jako v predchozich souradnych soustavach dostavame gradient skalarni funkce,

=, LO0f ~ 1 0f scosb0f (O0f 1 Of cos@df
vf_z8z+¢ztan€8¢+0 z 86_(az’ztan98(;§’ z 89>'

(B.121)
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Stejnym postupem jako v predchozich soufadnych soustavich miZeme také ziskat ten-
zor gradientu vektorového pole, ktery mizeme pomoci maticového formalismu v kuZelové
soustavé zapsat,

A A

2 [0) (7]
3 0A, 0A4 0Ay
0z 0z 0z
614’ — $ 1 0A, A¢ 1 8A¢ Agcosb 1 0Ay . A¢
ztanf O0¢ z ztanf 0¢ ztanf  ztanf O¢  zsinf
6 cos OA, Ag cos 0A, cosf 0Ay B Apsinl
z 00 z z 00 z 00 z
(B.122)

e Divergence vektoru (vektorového pole) [f(z, ®,0) je v kuZelovgch soufadnicich opét defi-
novana jako skalarni soucin vektoru gradientu s obecnym vektorem, tedy

i (AB qAb 1 0 Acosﬁa

V- 2 p— = (A 2+ Ayp+ A 0) B.123

8z+ ztanﬁagb z 89) * ¢¢+ o ( )
kde ovSem, na rozdil od ortogonélnich systémii, nejsou obecné skaldrni souc¢iny rozdilnych
vektortt baze nulové, tedy nemusi platit e;e/ = 6. Jmenovité v tomto systému bude

nenulovy soucin

el =W -0 =sinf. (B.124)
i)
Pfimym vypoctem a po tpravach dostavame
- - 10 10As cosf@0Ayg sinf [ 0 04,
V-A=-—(pA - — — (pA 60—~ B.125

Na rozdil od ortogonalnich soustav neni v tomto piipadé divergence jednoduchou stopou
tenzoru gradientu vektorového pole (B.122), nybrz je tieba jesté pricist prvky na ved-
lejsi diagonale (respektive ty, které odpovidaji nenulovym prvkim metrického tenzoru
(B.117)), nasobené skalarnim sou¢inem piislusnych jednotkovych vektort, v tomto pii-
padé rovnici (B.124).

e Rotaci vektoru (vektorového pole) A(p, ¢, 0) v kuzelovgjch soutadnicich nemizeme odvodit
podle rovnice (B.20) (soustava neni ortogonalni), v tomto pfipadé musime provést pfimy
vypocet z definice rotace vektoru,

- - ~1 0 ACOSH{?
A=
v < o 000 0 0

) (45p+ A9+ 496) . (B.126)
kde musime nejprve provést vSechny (nenulové) derivace jednotkovych béazovych vektori
(viz rovnice (B.149)), potom vektorové souciny. Ponechame-li pouze nenulové komponenty,
tj. vypustime-li nulové derivace jednotkovych béazovych vektoru a také ¢leny se stejnymi
bazovymi vektory a tedy s nulovym vektorovym souc¢inem, dostavame explicitni vyraz

= = . ~[(0Ay Ay 18A> (1 0Ay 00898A¢>

VXxA=px —e42_ZZF % +
b ¢<f9p p p 09 @ > 0 p 00

46« (cos&@A 0Ay ./49)

p 90 dp p

(B.127)
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Vektorové souciny bazovych vektorti zde ovSsem nebudou tak jednoduché, jako v pripadé
ortogonélnich soustav, na zakladé rovnice (B.111) pro sudé permutace dostaneme

p+0sind  ~

0 A:M QAS , Ox qbcos@ (B.128)

p x , x 0 =

cos cos 0

Po dosazeni a tipravach dostaneme vyslednou podobu rotace vektoru v kuZelové soustavé,
- - . [tan@ [ O 0A 1 1 04y 0Ay
VXxA= — (pAy) — =L - —
: { p [f%(p ) 8¢}+p<0089 d¢ 59>}+
~ [cosb 0A 0
0—L — — (pA
qb{ P [OS 90 8p(p 9)]}+

é{ 1 [8 4 BAP} N sin 0 < 1 04y 8A¢)>}. (B.129)

i)

pcosf | Op (pdg) = 0¢ P cosf 0¢ ol

e Laplacidin odvodime z rovnice divergence (B.123), ve které nahradime slozky vektoru A
odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (B.121), vysledny tvar (neni nutné
zde opakovat podrobny vektorovy zapis, postup je zcela obdobny, jako v piedchozich
pfipadech), zapsany v kompaktni formé bude

10 g iﬁchosOg cosGﬁ 7sin29 0?
pop \Pop) T 2ag2 T T a0

A= (B.130)

Plochy, objemy

Stejné jako v predchozich soustavach odvodime velikosti zakladnich ploch a zadkladniho objemu
prostorové buiiky, tj. plochy a objem, ohrani¢ené jednotlivymi soufadnicovymi plochami (véetné
stejného zpiisobu znaceni, dalsi znaceni viz také obr. B.6). Objem jedné buiiky soufadnicové

sité bude
sm¢9 23— 23 1 1
— — . B.131
/ / qb/ cos39 6 (¢2 ¢1) (cos2 0y cos? 01> (B.131)

21 o1 01

Determinanty submatic metrického tenzoru, odpovidajici jednotlivym plocham prostorové bunky
(zptsob znaceni je popsan v ramci popisu valcové a kulové soustavy) budou

2. 9
J = 2 smb Jy= 2 gy=2nd (B.132)

cos3 6’ cos? @’ cos2 6

a plochy jednotlivych bunék sité budou mit velikost

$2 02
51110 22 1 1
_ 2y = 2 (4 — _ B.133
S.=z2 / <Z>/ 5 (62— 1) <COSQ B cod? 91> ; ( )
1 01
02 29
dé 23— 22
Sy = / o020 zdz = 5 (tanfy — tanby), (B.134)
61 Z1
0 22 ¢2 9
sin sin
Sy = cos2c9/2dz/d¢) = (¢2 - ¢1) o020’ (B.135)

21 1
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Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pfi popisu vektori v kuZelové soustavé vyjdeme jako obvykle z jejich zakladniho popisu v
soustave kartézské, zahrneme vSechny rovnice pro derivace jednotkovych vektori i vektorovych
slozek (rovnice (B.108)-(B.114)). Polohovy vektor v kuZelové soustavé bude

Zz + éz sin 6

B.1
cos2 0 (B.136)

r=xX+yy+z22=

Tento zévér jiz neni tak nazorny a snadno predstavitelny, jako v piipadé pfedchozich typu
soufadnic. Vektor rychlosti ¥ bude

17:2<Z_29tan9>+J)ztan9gﬁ+é<zmn9+ ki > (B.137)

cos2 f cos @ cos3 0

Vektory rychlosti a zrychleni musi byt zaroven definovany jako

—

A A dv
T =0,2 4+ vy¢ + 190, &':a

Derivovanim rovnice (B.137) podle ¢asu dostavame jednotlivé slozky vektoru zrychleni v kuZe-
lové soufadné soustavé

= 0.2+ agd + agb. (B.138)

B p + tan 0]pf + 20(p + pd tan 0)] o dy, 9 0 . pb
@ = cos2 6 — PP = dt o= cos? 0 prand + cos20 |’
S dw,
ap = pp + 2pp = Tf + po, (B.139)
1. p0 + 20 (p+ pftan ) dvg  tan6é [ . o0
0= osg |PY + cos2 § dt cosf \ P + cos2 §

7 uvedenych rovnic snadno zjistime, Ze pro hlavni ¢leny sloZek rychlosti plati

(vg — v, sinf) cos O

p=uv,—vgsinG, ¢=-2 = (B.140)

p p

Protoze dv/dt = 0v/ot + v - V¥, mizeme napsat zrychleni, vyjadiené v kufelové souradné
soustavé, pomoci slozek vektoru rychlosti

v, 0v, g 0v, cos ) Jv, U% + 5 v,Ug sin ¢
a;=—+v,—+ ——— +tvy——- — , B.141
ot " Top " pag ' p 08 p p ( )
(f)’-ﬁ)vp
v v Vg OV cosf vy v, VgV Sin 0
CL¢>: aif‘i"l)pai(b iaid) Vo 87; 9 - el ) (B142)
p p 09 p p p
(#V)vy
Ovg Ovg vy Ovg cos 6 vy vg sinf v, sin® 6
ag = —2 + v, 4 220 1y oo . B.143
"Tor " Pap T pae T p o0 p P ( )
(17~§)v9

Cleny na pravych stranach rovnic (B.141) - (B.143), spojené svorkou, vyjadiuji (nelinearni) ad-
vekei, zbyvajici ¢leny reprezentujici tzv. fiktivni (setrvacné) sily - odstfediva sila, Coriolisova
sila, Eulerova sila.
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Porovnanim rovnic (B.108) a (B.140) muZeme zapsat slozky vektoru rychlosti v,, vy, vg
v kuzelové soustavé pomoci sloZzek vektoru rychlosti v, ¢y1, Vg, cy1, v Ve standardni valcové sou-
fadné soustavé (odstavec B.2). Dostavame tak vzajemny vztah mezi velikostmi slozek rychlosti
v obou soustavéach,

z V2422 v,
Vp = Vp,cyl + ;vz =Upcyl TV tAN0, Vg = Vg cyl, Vg = p v = (B.144)
Vezmeme-li dale v ivahu vertikalni hydrostatickou rovnovahu v takovém kuzeli, dP/dz = —pg.,

kde P je skalarni tlak a g, je vertikalni slozka gravita¢niho zrychleni, dostavame pro vertikilni
slozku rychlosti v, = 0. Pohybové rovnice (B.141) - (B.143) tak budou identické s odpovidajicimi
pohybovymi rovnicemi (B.52) - (B.54) ve standardni valcové geometrii.

B.7.2 ,,Diskova* soustava

Podivejme se nyni na jiny mozny geometricky pfipad, ktery miize vyzadovat zavedeni neorto-
gonalni soufadné soustavy. Jedna se o geometricky popis rozsahlého plynného disku, rozprosti-
rajictho se okolo velmi rychle rotujici a tudiz silné zplostélé hvézdy, ktery je v blizkosti hvézdy
velmi tenky a ve velkych vzdalenostech od hvézdy se vyrazné vertikalné rozsifuje. Zaroven je
samoziejmeé rotacné (valcove) symetricky. Obréazek B.7 schématicky znézoriuje tuto soustavu ve
vertikalni roviné p-6 (¢ = konst.), souradnicové sméry zde jsou: p € (0, 00) - radialni cylindricka
soufadnice, ¢ € (0,27) - azimutalni thel, 6 € (—7/2,7/2) - elevacni uhel, ktery je poéitan v
kladném a zaporném smeéru od rovnikové roviny. I kdyz elevacni tthel mize byt definovéan v uve-
deném intervalu (s vylou¢enim krajnich bodi), prakticky vzhledem k charakteru popisovanych
jevi pfichazi v tvahu interval § € (—7/4,7/4). Volné parametry (kromé zvoleného rovnikového
poloméru hvézdy Req) jsou maximalni cylindrickd radialni vzdalenost p = Rpax & maximalni
elevacni tihel, oznaceny jako €pax (zrcadlové k nému je 6, ). Soustava je valcové symetricka, osa
symetrie je kolma k roving disku (z =0 A 6 = 0) a prochazi stfedem hvézdy (p = 0). Mizeme
ji tedy také nazyvat napiiklad cylindricko-kénickou soustavou ? (standardni, tzv. kénickd
soufadné soustava znamené néco ponékud jiného - jde o ortogonalni soustavu, definovanou
soustfednymi kulovymi plochami a dvéma tfidami vzajemné ortogonélnich obecné eliptickych
kuzelovych ploch s osami x a z, s vrcholy v po¢atku soufadného systému).

Transformadéni rovnice z této diskové do kartézské souradné soustavy jsou (pro lepsi grafickou
prehlednost budeme v této souradné soustavé pro tangens pouzivat v anglicky psané literature
zavedené oznaleni tan, namisto ¢eského tg)

x=pcosp, y=psing, z=ptand. (B.145)

Pro zpétnou transformaci z kartézské do diskové soustavy dostavame?

Y z
p=+vz2+y2 ¢=arctan>, 6O =arctan ——. B.146
v : - (B.146)

Analogicky k rovnicim (B.30) a (B.57) budou mit jednotkové vektory diskové béze, zavedené
jako tecné vektory k souiadnicovym kFivkdm, v kartézské soustavé tvar (viz pravidla pro séitani

3Jako zkraceny pracovni nazev budeme v dalsim textu pouzivat vyraz diskovd soustava. Radialni a azimutalni
soufadnice jsou shodné se soustavou valcovou, jednotlivé soufadnicové sméry tedy znacéime p, ¢, 6, jednotkové
béazové vektory znacime p, (2), 0.

4V této soustave plati pro azimutalni soufadnici ¢ iplné stejné transformadni rovnice jako v pifpadé valcovych
soufadnic.
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Obrazek B.7: Schématicky obrazek cylindricko-konické souradné soustavy v roving p-6 (¢ = konst.).
Modréa ¢arkovana ¢ara, prochéazejici obecnym bodem P vyznacuje priinik souradnicovych ploch Sy a Spy.

Rotaéné zplostéla hvézda je zvyraznéna barevnou elipsou.

vektorit)

= X cos¢ + y sin ¢,

(]3 = —Xsin¢ + y cos ¢,
6 = —(Xcos¢+ ysing)sinb + Z cos 0. (B.147)
Zpétnou transformaci jednotkovych bazovych vektori (viz rovnice (B.147)) dostavame
X » oA , ,  psing+6
X=pcos¢ — ¢sing, y = psing+ ¢cosa, z:%. (B.148)
cos

V diskové soustavé neni zadny z vektort baze konstantni. Derivace bazovych vektorti ve sméru

jednotlivych souradnicovych os budou (z rovnice (B.147))

op

8p:0’
¢

7
30_07

e

op -
%_¢7

9 .
ad)* p7

00
%——(ﬁsmﬂ,

9 _
00
0%
00
00 _ﬁ+ésin6’

=0, (B.149)

o0 cos
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Casové derivace bazovych vektorid budou

0p_0p0ss. 06 _ 0908 _
ot a0t ®” ot " et - PP

0 _ 0006 0600 0
ot  0pot 000t  cosb

- éqﬁsin@ — 00 tan 0. (B.150)
Metrickou formu pro diskovou soustavu odvodime diferencovanim rovnice (B.145),

dr =cospdp — psinpde, dy =singdp+ pcospdo, dz:tanﬁdp—i—ﬁd& (B.151)

dosazenim do rovnice (B.2) dostavame nediagonélni diskovou metrickou formu ve tvaru

ds? — dp? 2psin 6

dpdf + p? [ de? + . (B.152)

cos2 6 cos3 6 costd

Kovariantni a kontravariantni metrické tenzory soustavy se soufadnicemi v poradi p, ¢, 6 budou

1 i sin 6 cos 6
o Psin 0 1 0 ——77"7
cos? 6 cos3 6 1 p
gi=| 0 2 0 |, 4= 0 p 0 . (B.153)
psin 6 P> sin # cos 0 cos? 0
7 g _ 0 il
cos3 0 cos* 6 p P2

Jacobiho matice transformace z kartézské soustavy a matice inverzni transformace budou

cos¢p —psing 0 CO'S Z St (2 0
sin cos
Jij = sing pcos¢ 0 7 ng _ — p p 0 :
tan 6 0 '02 5 _cos¢sinfcosf  singsinfcosd cos? 0
cos P P P
(B.154)

prislusné jakobiany tedy budou,

2 2
- 0
J = et Jij| = yfldet gig| = Lo T = ‘detjzgl‘ = \/|det gii| = CO; . (B.155)

Nenulové Christoffelovy symboly diskové metriky jsou

1
0o, (1) =T0%(r§,) = > %, =—p, T%; = sinfcosd, Ty = 2tan. (B.156)

ProtoZe se nejedné o ortogonélni metriku (vyjadienou diagonalnim metrickym tenzorem), ne-
definujeme zde zadné Laméovy koeficienty.
Diferencialni operatory

e Gradient skalarni funkce f(p, ¢,0) v diskové soustavé odvodime stejnym zpiisobem, jako
v predchozich soustavach. Jednotlivé nenulové parcidlni derivace pro diskovou soustavu z
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rovnice (B.146) budou

ap x ol Y sin ¢
o JErg Y - P
dp Y , ol x cos ¢
om0 TR 5
00 Tz _ cos¢sinfcos6

O 2P (a? 4y +22) p ’

00 Yz _ singsinfcosf

Oy Rty 42 P ;
09  Ja?+y?  cos?d

0z  2r+y +22

Stejné jako v predchozich souradnych soustaviach dostavame gradient skalédrni funkce,

- LOf  ~10f A00598f <8f 10f cos@&f)

V=g, a6 a0 = \ap pae o0

Stejnym postupem jako v predchozich soufadnych soustavich muzeme také ziskat ten-
zor gradientu wvektorového pole, ktery mizeme pomoci maticového formalismu v diskové
soustavé zapsat,

(B.157)

A A

p é 0
Y 04, 04y
ap ap ap
VA= 5| 124 As 1945 A, Agsind 1044 . (B.158)
pod  p p oy p P p 0¢
6 cos@% B & cosf 0A, cosf OAy B Apsind
p 00 p p 00 p 00 p

e Divergence vektoru (vektorového pole) A(p, ¢,0) je v diskovjch souradnicich opét defino-
vana jako skaldrni soucin vektoru gradientu s obecnym vektorem, tedy

~1 0 "COS@ 9 A A
VA= (pL +o-L <A b4 Agd+ A 9), B.159
kde ov8em, na rozdil od ortogonélm’ch systémii, nejsou obecné skaldrni souciny rozdilnych
vektorti baze nulové, tedy nemusi platit e;e/ = 7. Jmenovité v tomto systému bude
nenulovy soucin
el =p-6=—sino. (B.160)
i)
Pfimym vypoctem a po tpravach dostavame
- - 10 10As cosf@0Ayg sinf [ 0 0A
V-A==-—(pA,)+ - - — (pA s0—L1.  (B.161

Na rozdil od ortogonalnich soustav neni v tomto piipadé divergence jednoduchou stopou
tenzoru gradientu vektorového pole (B.158), nybrz je tieba jesté pricist prvky na ved-
lejsi diagonéle (respektive ty, které odpovidaji nenulovym prvkam metrického tenzoru
(B.153)), nasobené skalarnim sou¢inem pfislusnych jednotkovych vektorti, v tomto pii-
padé rovnici (B.160).
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e Rotaci vektoru (vektorového pole) A(p, ¢,0) v diskoujch soufadnicich nemizeme odvodit
podle rovnice (B.20) (soustava neni ortogonalni), v tomto pfipadé musime provést pfimy
vypocet z definice rotace vektoru,

> x (Ap,a + Asd+ A@é) , (B.162)

kde musime nejprve provést vechny (nenulové) derivace jednotkovych bazovych vektori
(viz rovnice (B.149)), potom vektorové sou¢iny. Ponechame-li pouze nenulové komponenty,
tj. vypustime-li nulové derivace jednotkovych béazovych vektort a také ¢leny se stejnymi
bézovymi vektory a tedy s nulovym vektorovym soucinem, dostavame explicitni vyraz

04y Ay 104, > <1 0Ap  cos 6A¢>
=24+ +dxb
( dp — p p0O9 ? > p 09 p 00
cosf 0A, 8A9 Ay
0 ( 00 op p)'

VxA=

"D>

(B.163)

Vektorové souciny bazovych vektoru zde ovSem nebudou tak jednoduché, jako v pripadeé
ortogonalnich soustav, na zakladé rovnice (B.147) pro sudé permutace dostaneme

p+6sinf - -
_ PO G5 5~ deos. (B.164)

=}y
X

©-
Il

©-
D>

cos 6

Po dosazeni a tpraviach dostaneme vyslednou podobu rotace vektoru v diskové soustavé,

B A
VxA:%{ume[a(m%y—&%}+;< 1 a%__a¢>}+

p |0p foler cosf O0¢p 00
~ [ cosd 0A, 0
BL° oot gt~ 7 o] +
A 1 0 04, sin 6 1 04y 04,
6’{pcosﬁ [8p (p4s) - 1l0) } + p <cos9 o6 00 )} (B-165)

e Laplacidn odvodime z rovnice divergence (B.159), ve které nahradime slozky vektoru A
odpovidajicimi slozkami vektoru gradientu z rovnice (B.157), vysledny tvar (neni nutné
zde opakovat podrobny vektorovy zapis, postup je zcela obdobny, jako v predchozich
piipadech), zapsany v kompaktni formé bude

10 0 1 92 cos@ 0 0 sin26 92
A== (pZ) 42 409 i B.1
pOp (pf?p) T 2eg T 7 o0 (608039) p 0pdf (B.166)

Plochy, objemy

Stejné jako v predchozich soustavach odvodime velikosti zakladnich ploch a zdkladniho objemu
prostorové buiiky, tj. plochy a objem, ohranic¢ené jednotlivymi soufadnicovymi plochami (véetné
stejného zpiisobu znaceni, dalsi znaceni viz také obr. B.7). Objem jedné buiiky soufadnicové
sité bude

V= /p dp/d¢/CO829 G pl (62 — ¢1) (Jtan f2] — [tan 6y]). (B.167)

P1 1 01
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Determinanty submatic metrického tenzoru, odpovidajici jednotlivym plocham prostorové bunky
(zpisob znageni je popsan v ramci popisu valcové a kulové soustavy) budou

2
P ! P / p
J="-_ J=-"-_ J = B.168
P 020 TP cos2h’ YT cosO ( )
a plochy jednotlivych bunék sité budou mit velikost
¢2 92
/d¢/ — g = P (92— ¢1) ([tan 0] — [tan 6y]), (B.169)
¢1 91
02 P2
do P — i
~ ] cos?0 =T - B.1
So /cos26? pdp 9 ([tan 62| — [tan 61]), (B.170)
01 p1
1 7 i 2 2 (qb ¢ )
P2 —P1\P2 — 1
N dp [ do= : B.171
% 0059/p p/ ¢ 2 cos (B.171)
p1 b1

Vektory polohy, rychlosti a zrychleni

Pfi popisu vektori v diskové soustavé vyjdeme jako obvykle z jejich zakladniho popisu v soustaveé
kartézské, zahrneme vSechny rovnice pro derivace jednotkovych vektorii i vektorovych slozek
(rovnice (B.145)-(B.150)). Polohovy vektor v diskové soustavé bude

. pp+6psing

r=xX+yy+22= (B.172)

cos2 6

Tento zavér jiz neni tak nézorny a snadno pfedstavitelny, jako v pripadé predchozich typiu
soufadnic. Vektor rychlosti ¥ bude

6:,’5(”“’“&“9) + ép ¢+0<ptan9+ d > (B.173)

cos2 6 cos 6 cos3 6

Vektory rychlosti a zrychleni musi byt zéroven definovany jako

—

. n A A du ,\ ~ A
T=v,p+v40p+ 190, d= T a,p + apd + agh. (B.174)
Derivovanim rovnice (B.173) podle ¢asu dostéavame jednotlivé slozky vektoru zrychleni v diskové

souradné soustavé

p+ tan 0]pf + 20(p + pd tan 0)] 9 du, 9 9 ) p0
= — _ T — t
@ cos2 6 po dt po cos2 0 os26 |’
duvg
g = po + 2p¢ = ﬁ + po, (B.175)
1 . 00 + 20 (p+ pf tan 0) dvg  tan6é [ . 00
9= s |7 + cos2 dt cosf (P T o 0
7 uvedenych rovnic snadno zjistime, ze pro hlavni ¢leny slozek rychlosti plati
2
. . 9
p=wv,cosb, ¢= U—¢, g="2097 (B.176)
p p
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Protoze dv/dt = 0U/ot + ¥ - 617, muZzeme napsat zrychleni, vyjadiené v diskové soufadné
soustavé, pomoci slozek vektoru rychlosti

v, 0v, g 0v, cosf Ov, Ui + U(% v,Vg sin @
_ Y% Y  Z0 Y% zZr _ B.177
ap = 5, +Upap+pa¢+ve PR P P ( )
(ﬁ-ﬁ)vp
Ovg Ovg vy Ovg cosf vy v, VyUgSIin b
Gy = =2 4,20 L 070 4, s - , B.178
T ot T Pop  poe T p 90 p p ( )
(1756)1)(;5
Ovg Ovg vy Ovg cos 0 vy vg sinf  w,vg sin? 6
— 20 v, e -7 . B.179
W=t T T e T, oe p p ( )
(17-6)119

Cleny na pravych stranach rovnic (B.177)-(B.179), spojené svorkou, vyjadiuji (nelinearni) ad-
vekei, zbyvajici ¢leny reprezentujici tzv. fiktivni (setrvacné) sily - odstediva sila, Coriolisova
sila, Eulerova sila.

Porovnanim rovnic (B.145) a (B.176) miZeme zapsat slozky vektoru rychlosti v,, vy, vg
v diskové soustavé pomoci sloZek vektoru rychlosti v, cy1, vg, cy1, V. ve standardni valcové sou-
fadné soustavé (odstavec B.2). Dostavame tak vzajemny vztah mezi velikostmi slozek rychlosti
v obou soustavéach,

2 2
VTR % (B8)

z
Vp = Vp eyl + ;vz =Vp eyl TV tan0, vy = Vg cy1, Vo= p vy, = osd

Vezmeme-li dale v ivahu vertikalni hydrostatickou rovnovahu v takovém disku, dP/dz = —pg.,
kde P je skalarni tlak a g, je vertikalni slozka gravita¢niho zrychleni, dostavame pro vertikalni
slozku rychlosti v, = 0. Pohybové rovnice (B.177)-(B.179) tak budou identické s odpovidajicimi
pohybovymi rovnicemi (B.52)-(B.54) ve standardni valcové geometrii.



Priloha C

Valcové a kulové harmonické funkce v

V této kapitole se pokusime nézorné odvodit a zdivodnit pouZzivani téchto funkci pro potieby
matematické fyziky.

C.1 Besselovy funkce

V odstavci D.2.4 se setkdvame s Besselovymi funkcemi, které reprezentuji standardni formu
FeSeni tzv. Besselovy diferencidlni rovnice,

22y + xy + (acz — n2) y =0, (C.1)
kde n predstavuje 7dd této rovnice. Besselovy funkce se ¢asto objevuji pii feSeni parabolickych
nebo hyperbolickych rovnic ve valcovych (nebo i kulovych) soufadnicich. Besselovy funkce se
proto klasifikuji jako valcové (nebo kulové) harmonické funkce, kdy n je celociselny nebo po-
lo¢iselny parametr. Protoze Besselova rovnice je diferenciélni rovnici 2. fadu, ma dvé linearné
nezéavisla reseni, J,,(z) a Y, (x), klasifikované jako Besselovy funkce 1. a 2. typu.

C.1.1 Besselovy funkce 1. typu

Predpokladejme FeSeni Besselovy diferencialni rovnice ve tvaru nekoneéné mocninné fady
o
y(x) = J:”Zbka:k. (C.2)
k=0
Prvni a druhé derivace této fady budou

Y (z) = na" ! Z bra® + z" Z kbaht (C.3)
k=0 k=0

y'(z)=n(n—1)z"2 Z bra® + 2na" ! Z kbpa*~t 4 2 Z k(k—1)bya*2 (C.4)
k=0 k=0 k=0

% jsou oznaceny odstavce a piiklady, uréené primérné studenttim vyssich ro¢niki bakalarského studia

213
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Cela rovnice (C.1) bude mit podobu

n(n—1)z Zbkl“ + 2nzx™ Zkbkx + z" Zk -1) bpa® + na™ Zbkx +

k=0
o
+a™ Z kbpa® + 2" Z bt t? — n2" Z bpz® = 0. (C.5)
k=0 k=0 k=0

Protoze Tesime rovnici se ¢leny by pro prislusnd nezéporna k, muzeme polozit b_1 = b_s = 0.
Predposledni ¢len na levé strané rovnice (C.5) miZe byt pomoci posunuti spodni meze sumace
a zahrnuti téchto predpokladt néasledné preveden do podoby

o0 o0 o
" Z bpaFt? = 2" Z bp_ozk = 2™ Z bz (C.6)
k=0 k=2 k=0

Po dosazeni do uplné Besselovy diferenciélni rovnice se tato zjednodusi na rovnici
o0
2" " (Kbe + 2nkby + by_o) 2% = 0, (C.7)
k=0

ze které, polozime-li vyraz v zavorce roven nule, dostaviame

B bg—2
b = k(k+2n) (C8)

Protoze jsme polozili b_; = 0, miiZeme z rovnice (C.8) vyvodit rovnéz by = 0 a vlastné
kazdé dal3i liché bor_1 = 0. Pro suda k& musime nejprve ur¢it hodnotu by, protoze rovnice (C.8)
neni pro k = 0 definovana (udéava typ limity 0/0). Pro suda k z rovnice (C.8) obecné plyne

B bok—2

tedy, pro zakladni hodnoty £k =1 a k = 2 dostavame

(=D L (Damsy (—1)%
b2_b2<1)_W+On)’ bi = b = 4(2)(2+;) _42(2-1)(1+n§(2+n)' (C.10)

Pouzijme nyni metodu matematické indukce. Predpokladejme, Ze vySe uvedené plati pro libo-
volné pfirozené Cislo ¢, tedy

_ (_1)£b0 ( )ebo
boe = 438'(1+n)(2+n) (E—i—n) 440! Hij—_z ) (Cll)

kde pfirozené ¢islo m symbolizuje zavorky (1 +n)(2 + n)... (¢ + n) ve jmenovateli. Lze snadno
ukézat, ze totéz plati pro &islo £ 4 1, kdy

_ (=1)“bo
) _ ( 1)4@g! Hﬁ’,ﬁ mo (_1)€+1b0 (C 12)
DT L)+ Thn) 4y 1) T '

vidime tedy, Ze rovnice (C.11) plati obecné pro vSechna pfirozena £.
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Nez dosadime rovnici (C.11) zpét do pavodni mocninné fady (C.2), musime zvolit vhodnou
hodnotu by. Vidime, Ze suma v rovnici mocninné fady musi konvergovat, aby byla FeSenim
Besselovy rovnice (C.1). Kromé toho bude vhodnéjsi pouzit ve jmenovateli by obecny faktorial
(n + k)!, misto abychom sou¢in uzavirali na hodnoté (n + 1), kterou jsme pouzili v indukénim
dikazu. Z téchto duvodu, pokud zavedeme

by =

s (C.13)

tak po dosazeni do rovnice (C.11) dostavame

by — U (C.14)
2T ok kl(n + k) '

Nyni mizeme dosadit vyraz (C.14) pro bgy do uplné mocninné fady (C.2). Dostavame

- (=1 oh _ (T\" e~ (CD)F a2
— N —
ylz) =@ kz:% mdkRl(n+ k) (2) kZ:O Kl(n + k)] (2) ’ (C.15)
kde lze snadno, napifklad pomoci vypoctu klir{:o br+1/bx, = 0, prokazat, Ze mocninna fada kon-
verguje.

Chceme v8ak formulovat feSeni i pro obecny realny, pfipadné komplexni index v, nejen pro
prirozeny index n € N. Nejuniverzalnéjsim zptsobem, jak rozsitit faktoriadl na redlna a kom-
plexni &isla, je Gama funkce (viz rovnice (12.29) a dalsi vysvétleni v ramci piikladu 12.2).
Inverzni (pfevracend, reciprokd) hodnota funkce Gama je také holomorfni, coz znamena, ze
je nekonecnékrat komplexné diferencovatelna a rozvinutelnd do Taylorovy fady. Protoze apli-
kujeme funkci Gama na jmenovatele rovnice (C.15), bude tato vlastnost jeji reciproké rady
obzvlasté vyhodna. Gama funkce je definovana jako I'(n) = (n — 1)! pouze pro pfirozena n,
zatimco pro zbyvajici celd, realna a komplexni ¢isla odpovida tzv. Mellinové transformaci { M}
zaporné exponencialni funkce,

I'(z) ={Me *}(z), kdeobecné {Mf}= / 5 f(z) da. (C.16)
0
Modifikaci rovnice (C.15) v tomto smyslu dostéavame
A > (—1)F x\ 2k
Ju(x) = (5) kzo T(k+1)T(v+k+1) (5) ’ (C.17)

kde I'(k + 1) ve jmenovateli mtize byt ekvivalentné zapsana jako k!.

Tato rovnice by oviem neméla platit pro zaporna celé ¢isla, v = —n € N, kde Gama funkce
neni definovana. V tom piipadé zaénéme s¢itat az pii k = n, abychom tak vynechali (obesli)
viechny nedefinované ¢leny Gama funkce (protoze k = n odpovida I'(—n + n + 1)),

T\ N —1)* L
o) = (3) kz e 1)é(i)n+k+ - <§>2k. (C.18)

=n

Posuneme-li pocatek sumy zpét do k = 0, mtizeme psat

Jop(z) = (5) kzor(/.g+n+1)1“(—n+k‘+n+1)

T\ —1)* x
-0 (5)" T rrr i (5) = V. (€.19)
k=0

2

(—1)k+n (:U)Q(k+n) B
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Toto také predstavuje Feseni Besselovy diferencialni rovnice (C.1). Nalezli jsme tedy konzistentni
Besselovu funkci prvniho typu J,,(z) pro n € Z a tim jsme doplnili i posledni chybéjici ¢lanek
do zcela obecné funkce J,(z) pro v € C.

Nyni uréime dalsi linearné nezavislé feseni. Zatnéme zkoumanim chovéani funkce J,(x) pro
x — 0. Pro dalsi posouzeni potiebujeme stanovit, jestli komplexni ¢islo v > 0, v = 0, nebo
v < 0. Protoze 0 je realné &islo, stadi pro toto stanoveni porovnat pouze realné ¢asti Re (v)
komplexniho ¢&isla v:

e Pokud Re (v) > 0 (realna ¢ast komplexniho indexu v je kladné), potom

] S AN e (—1)k x\ 2k
tim 7, (z) = Tim () kZOF(k+1)F(u+k+1) (3) =0 ()

rotoze lim (% v>0 _ 0.
P x—0 (2)

e Pokud v = 0, potom

lim .J 1 § r 2 R 1, (C21

t Joe) = J (5)° m+ prp (p) =100 =1 @2

protoze hm (%) = 1 a zaroven, pro k = 0, lim (%)% = 1, zatimco pro ostatni k > 0,
z—0

li =

lim (5)™ = 0.

e Pokud Re () < 0 (realna ¢ast komplexniho indexu v je zaporna a zaroven pro v < 0 musi
platit v # Z, protoze funkce Gama zde neni definovana), potom

) v<0 (—1)k N\ 2k
tim J,(x) = lim () kzo NCESCEVES) (3) e (C.22)

0 _ lim (%)V>O — t00.

v . v<
rotoze lim (2
P x—0 (2) x—0

Souhrnné vysledky prvniho, druhého a tfetiho kroku jsou tedy nasledujici:

0, Re(v) >0
liH(l) Jy(z) =141, v=20 . (C.23)
o +oo, Re(r) <0

Vidime, ze J,,(x) a J_,(x) jsou dvé linearné nezavisla feseni (kazdou z nich nelze vyjadfit pomoci
vzajemnych linearnich kombinaci), pokud v # Z. Pokud v € Z, tato feSeni jsou linearné zavisla
(viz rovnice (C.19)). Diky této vlastnosti a homogenité Besselovy diferencialni rovnice je kazda
linearni kombinace J,(x) a J_,(z), kde v # Z, rovnéz feSenim.
Déale mitizeme snadno ovérit nasledujici rovnici,
d n n

— [2"Tn(z)] = 2" Tp—1(2). (C.24)

dx
Kombinaci rovnic (C.19) a (C.24) dostaneme identity

dJo(.CU) dJl(w) Jl({L')
= —Ji(x), = Jo(z) — , C.25
e 1(x) e o(2) = — (C.25)

rovnéz uziteéné pro nékteré ilohy s valcovou symetrii.
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C.1.2 Besselovy funkce 2. typu
Dale zavedeme rovnici (Besselovu funkci 2. typu jako linearni kombinaci J,(x) a J_,(x))

cos (vm) Jy(x) — J_,(x)

sin (v)

Y, (x) = , (C.26)
pro v # Z (protoZze cos(nm) = (—1)"). PovSimnéme si, ze v piipadé nezépornych celych v
(v = n € Ny) plati Yy,>(x) = 0; pro n > 0 to vyplyva z piimého dosazeni do rovnice (C.26),
pro n = 0 snadno vypocitame pfislusnou limitu podle néasledujici rovnice (C.27).
Pro v € Z obecné plati
Y, (z) = lim Y, (x). (C.27)

v—n

Vypocet této limity lze pomoci L’Héspitalova pravidla provést jako

cos (vm) Jy(x) — J_p () i =T sin (v) J,,(z) + cos (v) L J,(z) — LJ_,(2)

v—n sin (vm) v—n m cos (vm)
. 1 [d d

Detailni vypocet je prili§ zdlouhavy, proto ho zde neuvadim. Zajemci se mohou obratit na lite-
raturu, napiiklad na Abramowitz & Stegun (1972); Arfken & Weber (2005). Pouze podotykam,
Ze pri jejim vypoctu se také vyuziva tzv. digama funkce, kterd udéava nésledujici vztah mezi
funkci Gama a jeji derivaci,

d I(2)

¥(2) = ;0 = 1 (C.29)
C.1.3 Neékteré vyznacné hodnoty Besselovych funkci 1. a 2. typu
Pfimym dosazenim do rovnice C.17 (respektive C.15) dostavame
L (=1)F a2k
a <§> . (C.30)
k=0

Jak jiz bylo uvedeno v predchozim odstavci C.1.2, Y, (z) = 0 pro n € Ny.
Podivejme se nyni na polo¢iselné hodnoty Besselovych funkei a jejich zdavodnéni pomoci

dosazeni do rovnice C.17,
T (—1)k x\ 2k
=4/= -] . (C.31)
\/;kzz(] T(k+ )T (k+23) (3)

Protoze T’ (k + %) = %, po dosazeni dostavame

g 92k+1( %
\[ Z(2k+1)'f \/>Z 2k+1 U (C:32)

Protoze suma v poslednim vyrazu odpovida Taylorovu rozvoji funkce sin x, musi také platit

J% (x) = \/Zsinx. (C.33)
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Dosazenim do rovnice (C.26) snadno zjistime, Ze

Y i(z) = J% (x). (C.34)

N

Obdobnym zpiisobem lze nalézt, Ze

Tyl \fz k+1 k:+ )( )k (C.35)

kde, protoze I' (k: + %) = (2,5)2'2\{7? , po dosazeni dostavame

\/5 22k(—1 2k
Z (Qk)'f T £
kde, protoZze suma v poslednim vyrazu odpovida Taylorovu rozvoji funkce cos z,

_1(z) = \/zcos x. (C.37)

Dosazenim do rovnice (C.26) opét snadno zjistime, Ze

Yi () = J_i (). (C.38)

(C.36)

Analogicky mtizeme odvodit také hodnoty polo¢iselnych (v souc¢tu s obecnym indexem k) i
dalsich realnych Besselovych funkci. Zajemce o detailni vyrazy a postupy odkazuji na odbornou
literaturu, napfiklad na Abramowitz & Stegun (1972); Arfken & Weber (2005), atd.

C.2 Hankelovy funkce, modifikované a sférické Besselovy funkce

V tomto odstavci uvedeme alespon zakladni piehled vyse uvedenych specidlnich funkei, jakoZto
modifikaci nebo linearnich kombinaci Besselovych funkci 1. a 2. typu. Zijemce o detailnéjsi
popis téchto funkei odkazuji na odbornou literaturu, napiiklad na Abramowitz & Stegun (1972);
Arfken & Weber (2005), a dalsi.

Dulezitou formulaci dvou linearné nezéavislych reseni Besselovy rovnice jsou tzv. Hankelovy
funkce prvniho a druhého druhu, ngl)(x) a H,S2) (z), definované jako (Abramowitz & Stegun,
1972)

H(z) = J,(z) + 1Y, (2), (C.39)
HP (2) = J,(x) — iV, (2), (C.40)

kde i je imaginarni jednotka. Tyto linearni kombinace se také nazyvaji Besselovy funkce tretiho
druhu; jsou to dvé linedrné nezéavisla feSeni Besselovy diferencialni rovnice.

Besselovy funkce plati i pro komplexni argumenty x, dilezitym specidlnim pripadem je
Cisté imaginarni argument. V tomto piipadé se piislusna feSeni Besselovy rovnice nazyvaji
modifikované Besselovy funkce (nebo piilezitostné hyperbolické Besselovy funkce) prvniho a
druhého druhu, I, (x) a K,(z) a jsou definovany jako (Abramowitz & Stegun, 1972)

—y SN > 1 x\ 2k+v
L(z) =i Jy(lx)—kzor(k+1)r(y+k+l) (5) , (C.41)

7l y(x) — ()

2 sin(wv)
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kde v obecné neni celé ¢islo; pokud je v celé &islo, pouzije se limita. Tyto funkce nabyvaji
realnych hodnot pro realné a kladné argumenty . Rozvoj fady pro I,,(z) je tedy obdobny jako
pro J,(z), ale bez ,stiidajiciho* faktoru (—1)F.

Pii feSeni eliptické parcialni diferencialni (viz odstavec D.2.6) tzv. Helmholtzovy rovnice,

(V2 + k:2) f, ve sférickych soutradnicich pomoci separace proménnych méa radialni rovnice tvar

d%y
acZ? +2 + [z —nn+1)]y=0, (C.43)

x7y
d dx
kde n je celé ¢islo. Dvé linedrné nezavisla feSeni této rovnice se nazyvaji sférické Besselovy funkce
Jn & Ypn a souviseji s ,oby¢ejnymi“ Besselovymi funkcemi J,, a Y, podle vztahu (Abramowitz &
Stegun, 1972)

Jn(x) = \/ZJH;(@, (C.44)
@) =[5y ) = (U@ (©.5)

Sférické Besselovy funkce lze také zapsat jako

nle) = (o (1) 222, (C.46)
i) = —(-ar (140) 22, (a7

takze napiiklad nulta sférickd Besselova funkce jo(z) je také znama jako (nenormalizovand)
funkce integralniho sinu Siz = 2% (viz pitklad 9.6 v odstavci 9.1).

C.3 Ortogonalni polynomy

Za ortogonalni polynomy oznaCujeme takové typy polynomu, ve kterych libovolné dva ruzné
polynomy v dané posloupnosti jsou vzajemné ortogonalni v uréitém prostoru se skalarnim sou-
¢inem. Nejpouzivanéjsimi ortogonalnimi polynomy jsou klasické ortogonalni polynomy, které se
skladaji z Hermateovijch polynomii, Laguerreovijch polynomi a tzv. Jacobiho polynomai, k nimz
patii éeby§evovy polynomy a pro naSe potieby zejména dilezité Legendreovy polynomy jako
speciélni p¥ipady. Ortogonélni polynomy se objevuji v celé fadé obori, napiiklad v numerické
analyze, teorii pravdépodobnosti, matematické fyzice, atd.

C.3.1 Legendreovy polynomy

Legendreovy polynomy Py(z) tvoii nekoneénou mnozinu funkei jedné proménné z. Kazdé funkci
v této mnoziné je prifazen index £; je to celé Cislo, které zac¢ind hodnotou £ = 0 a kondi £ = oc.
Méame tedy funkci Py(z), P1(z) a nekoneény pocet dalsich funkei patficich do této mnoziny.

Definice Legendreovych polynomu je ponékud specificki. Nejprve zavedeme funkci ®(x, h)
dvou proménnych, zndmou jako vytvoiujici (generujici) funkce. Proménna x je identicka s argu-
mentem Legendreovych polynomi, proménna h zde zatim nema konkrétni vyznam. Vytvotujici
funkce je definovana jako

~1/2

®(z,h) = (1 —2xh+ h?) (C.48)
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Tuto podobu vytvorujici funkce odivodnime pozdéji v odstavci C.3.5, pfi popisu multipélovéhu
rozvoje. Zatim berme rovnici (C.48) jako danou, jakkoli se to nyni miize zdat neodivodnéné.

Zafixujme na chvili z v rovnici (C.48) a uvazujme ® = ®(h) jako funkci jedné proménné h.
Taylortiv rozvoj funkce ®(h) muZeme potom zapsat jako

=1 de

R+ =Y = ——| & (C49)
3 J4 )

31 dm3 |, _, — (1 dht|

1 d%o
’”5@

de

h2 1 d®
dh |,

kde jsme sumacni index oznacili symbolem ¢. Nyni formalné obnovime zévislost vytvorujici
funkce na proménné x. Obecna podoba Taylorova rozvoje v rovnici (C.49) ztstava, pouze deri-
vace podle h se nyni budou zapisovat misto tplnych derivaci jako parcialni derivace. Kompaktni
podoba Taylorovy fady v tom piipadé bude

> 1 écb
——| (C.50)

V rovnici (C.50) jsou koeficienty Taylorova rozvoje dané parcialnimi derivacemi 0®/0h v bodé
h = 0. Zavisi tak na pouze na = a na h jsou nezavislé. Legendreovy polynomy stupné ¢ se pravé
rovnaji témto koeficienttim, miaZzeme tedy psat

0o Y4
=3 Pk, tedy Polx) =+ 22 (C.51)

0 ont,_,

Protoze Tayloriiv rozvoj obecné zahrnuje nekonecny pocet ¢lenti, mame nekonecény pocet ko-
eficientt a tedy nekone¢nou mnozinu funkei z. Rovnice (C.51) demonstruje explicitni spojitost
Legendreovych polynomu s parcidlnimi derivacemi ®(x, h).

Pouzijme rovnici (C.51) k vypo¢tu nékolika prvnich polynomu. Dostavame Py(z) = 1,
Pi(z) = z, Py(z) = 1(32? — 1). Takto miiZeme pokratovat a vytvoiit libovoln& velky pocet
polynomu. Vypocty se vSak postupné komplikuji; pro generovani Legendreovych polynomt nad
¢ = 2 jsou k dispozici rychlejsi metody, napiiklad jejich vypocet pomoci kompaktniho, tzv.
Rodriguesova vzorce:

1df

P, - 1) 52
Nékolik prvnich Legendreovych polynomt méa podobu

Py=1, (C.53)

P1 =, (C.54)
1

Py = (32 1), (C.55)
1

Py=3 (52° — 3z), (C.56)
1

Py=g (352" — 3027 + 3), (C.57)
1

Ps =2 (632° — 702° + 15z), (C.58)
1

Ps = — (2312° — 3152" + 1052% - 5).. (C.59)

—
D
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-1

Obrazek C.1: Prvnich Sest Legendreovych polynomi.

C.3.2 Rekurentni vztahy a Legendreova rovnice

Posud'me nyni nasledujici rekurentni vztah pro Legendreovy polynomy
(Py(x) = (20 — V)aPr_q1(x) — (0 — 1) Pp_o(x). (C.60)

Tato rovnice také umoziuje tvorbu posloupnosti Legendreovych polynomi. Pfedpokladejme,
ze jsme vypocitali Py = 1 a P; = z z definice (jak jsme to udélali v pFedchozim odstavci).
Polozime-li ¢ = 2 v rovnici (C.60), miZeme vypocitat P, Ps, atd. Tento rekurentni vztah
(C.60) vyuzijeme k dikazu (metodou indukce), Ze vlastnosti Legendreovych polynomi, které
byly ilustrovany vyc¢tem v rovnicich (C.53)-(C.59) pro ¢ < 6, skutecné plati zcela obecné pro
vSechny hodnoty ¢.

Prvni vlastnost, ktera je z rovnic (C.53)-(C.59) zjevna, je, Ze nejvyssi mocnina x ktera se
vyskytuje v Py, je z¥. Pfedpokladejme, Ze tato vlastnost plati pro viechny hodnoty ¢ az do n&jaké
mezni hodnoty fyax, ve vyétu rovnic (C.53)-(C.59) lpax = 6. Pomoci rekurentniho vztahu
muzeme dokazat, Ze tato vlastnost plati i pro vyssi hodnoty ¢. V rovnici (C.60) pfeznac¢ime
¢ — lmax+1, prava strana tak zahrnuje x P, a P, oboji vynasobené piislusnym ¢éiselnym
faktorem. Vime, Ze nejvyssi mocnina x v Py je 2‘max vynasobenim z toto piejde na zfmaxtl =
2%, Nejvyssi mocnina ve druhém ¢lenu je zfma—1 = =2 coz je nizsi mocnina nez v prvnim
¢lenu. Protoze rekurentni proces nema zadnou nejvyssi koneénou hodnotu, bude tato vlastnost
platit pro vSechny hodnoty £.

Pti dokazovani rovnice (C.60) vyjdeme z vytvorujici funkce ®(x,h) v rovnici (C.48) a z
jejich parcialnich derivaci 0®/0h. Z téchto vztahu vyplyva

max—1»

0P

(1 —2xh + h?) o = @=-mo, (C.61)
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pomoci ¢eho? ziskdme uzitetnou identitu dosazenim rovnice (C.51) a jeji derivace podle h, ktera
je dédna vztahem

o iﬁP€<x) R, (C.62)

kde ovSem pocatek sumy je az pii £ = 1, protoze ¢len s ¢ = 0 zjevné vypadne. Pro levou stranu
rovnice (C.61) dostavame

(1—2zh+ h2 ZEPZ [ zme ht + ZEP heL, (C.63)

TFi sumy na pravé strané rovnice (C.63) obsahuji riizné mocniny h, posuneme nyni spodni meze
sum tak, Ze mocniny h sjednotime, tedy

®
(1 —2zh + h?) gh Zzph“—2x26—1puh“+25— 2) Py h*"L (C.64)
= (=2 (=3

Dale sjednotime spodni meze vSech tii sum tak, ze vyjaddiime prvni a druhy ¢len na pravé strané
rovnice (C.64) jako

> 4P Tt =P+ 2P h+ Y (PR, (C.65)
= (=3
20 (0—=1) Py h = —20P h =) 2({—1)aPh Y, (C.66)
(=2 (=3

coz dohromady davéa

(1 —2zh + h?) oo

o, =P+ (2P = 20Py) bt

+ i [EPK -2 (f — 1) zPp_q + (5 — 2) Pg_g] RL. (C67)
(=3

Analogickym zptusobem vyjadiime i pravou stranu rovnice (C.61),

(@—h)® =2 Ph'=> Ph*' =aPy+ (P - Po)h+ > (xPry — Pry) b1 (C.68)
/=0 {=0 (=3

Protoze se rovnice (C.67) a (C.68) po dosazeni do rovnice (C.61) rovnaji, musi byt pro kazdou
mocninu h koeficienty rozvoje na levé strané rovny koeficientiim rozvoje na pravé strané, tedy,

vvvvv

pro prvni a druhy fad, P, = 2Py a 2P, — 2xP; = xP; — Py. Pro vyssi fady plati
IPy—2 (f - 1) xPp_1 + (f - 2) Py o=xPy 1 — Pp_s, (069)

coz se po zjednoduseni redukuje na rekurentni vyraz v rovnici (C.60).

Legendreovy polynomy spliuji fadu dal8ich rekurentnich vztahi, které, na rozdil od pavod-
niho vztahu v rovnici (C.60), obsahuji derivace téchto polynomi. Prvni z nich stanovime postu-
pem velmi podobnym postupu popsanému v rovnicich (C.61) - (C.69). Opét za¢neme s vytvoiu-
jici funkei (C.48), ale tentokrat ji derivujeme podle z, ¢imz ziskame 0® /0 = h(1—2xh+h?)=3/2.
7 toho plyne identita

0P

. 2
(1—2zh+h%) — 2

= ho, (C.70)
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ktera zde hraje stejnou tlohu jako rovnice (C.61) pfi odvozeni rovnice (C.60). VloZenim ana-
logie rovnice (C.51), nyni derivované podle x, do levé strany a provedenim jiz znamych tprav
dostaneme

(1—2zh + h?) %i) = (1—2zh+h%)) Pt =
=0

=Y Phf =22 PR+ P =
=0 =0 =0

[ee] oo o0
= > P ht =20y PR 4y P R =
{=—1 =0 =1

0o 0o o
=Py +Ph+Y P b —2aPh =22 P 4> P =
= = —

o0
=P+ (P —22P)) h+ > (Pjyy —2aP) + Py ) b, (C.71)
=1

kde ¢arka oznacuje derivaci vzhledem k z. Pro pravou stranu dostaneme
oo oo oo
hd =Y Ph' =) Ph =PRh+ ) PR (C.72)
=0 =0 (=1

Porovnanim obou stran zjistime, ze Py = 0 (coz jsme jiz ovSem v&déli), stejné jako P| — 2z Py =
Py. Cleny vyssich rada davaji rekurentni vztah

Pro stanoveni dali rekurentni rovnice se vratme k rovnici (C.60), kterou, pokud polozime
{ — ¢+ 1, derivujeme vzhledem k z a vynasobime ¢&islem 2, miZeme po malé apravé prepsat
jako

2204+ 1) xP)+2(20+1)P =2+ 1) Py +2(P,_,. (C.74)
V dalgim kroku vynéasobime rovnici (C.73) ¢islem 2¢ + 1,
2120+ 1) zPj+ 20+ 1) Py = (204+1) Py + (20+1) Py, (C.75)
a obé rovnice odecteme. Dostavame tak rovnici
Pl —P_ =(20+1)F. (C.76)

Dalgsi rekurentni rovnice vyplyne piimo z vloZeni rovnice (C.73) do rovnice (C.76) a vydéleni
¢islem 2,

Pi—xzP)=({+1)F. (C.77)
Pro ziskani jesté dalsiho rekurentniho vztahu, rovnice (C.73) a (C.76) ode¢teme,

P, | —aP,=—(P,. (C.78)
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Kone¢né, pro ziskani posledniho takového rekurentniho vztahu, nahradime v rovnici (C.77) ¢
za ¢ — 1, vynasobime rovnici (C.78) proménnou x a oba vysledky se¢teme,

(1—2®) P =Py — lzP, (C.79)

Abychom dospéli k tzv. Legendreové rovnici, zatnéme posledni rovnici (C.79), kterou deri-
vujeme podle z. Tim ziskime

(1—a?) P/ —22P] —(P,_ + lxP]+ (P, =0 (C.80)

a nasledné vylou¢ime ¢len zahrnujici P, ;. pomoci rovnice (C.79). Po malém zjednoduSeni
dostavame Legendreovu rovnici

(1—a*)P) — 2P} + (L +1) P, =0, (C.81)
kterou lze také vyjadrit v alternativnim tvaru

% {(1 — 2% (Z]:Z] +L(L+1) P =0. (C.82)
Jedna se o velmi dilezitou rovnici matematické fyziky s aplikacemi v mnoha raznych oblastech.

V mnoha uéebnicovych popisech Legendreovych polynomi je nejprve uvedena Legendreova
diferencialni rovnice (s blize neuréenou motivaci) a polynomy Py(x) jsou nasledné odvozené
jako TeSeni této diferencialni rovnice. O tomto pohledu si Ffekneme vice v odstavci C.3.6. Zde
jsme dali pfednost tomu, abychom nejprve definovali polynomy pomoci vytvorujici funkce a
jako disledek odvodili Legendreovu rovnici.

C.3.3 Ortogonalita Legendreovych polynomi

Jak jiz bylo pfedeslano, Legendreovy polynomy tvofi mnozinu ortogonalnich funkci na intervalu
(—1,1). Lze prokazat, ze

1
/1 Py(z)Pj(z)dx = 0, (C.83)

pokud £ # ¢'. Pokud ¢ = ¢/, integral nezmizi, misto toho vidime, Ze

1
2
N, = NP/ = P 2de = —— C.84
(= NP = [ [P de = 50 (C89)
coz je norma funkce Py(x) na intervalu (—1,1).

Pii vlastnim diikazu ortogonality podle rovnice (C.83) vyjdeme z Legendreovy rovnice ve
tvaru (C.82). Rovnici vynasobime postupné Py a P, ode¢teme prvni vysledek od druhého a
vyjadiime v kompaktnim tvaru jako derivaci sou¢inu. Dostaneme

d dP, dpP;

— [P@ (1—2?) d—f — Py (1—2?%) d‘v’] +[€(+1) =€ (¢ +1)] PPy =0. (C.85)
x x
Vysledek vyjadieny v rovnici (C.85) nas pfivede k tomu, pro¢ musi byt rozpéti mezi (—1,1). a
ne libovolny jiny interval. Integrujme tedy nejprve rovnici (C.85) na libovolném intervalu (a, b)
a zjistéme, jaki volba intervalu prinese néco uzitecného. Integraci dostavame

b b

+[C(+1)—0 (¢ +1)] / P Pydz=0 (C.86)

a a

dP, dpP;
P - =)
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a vidime, Zze mezni hodnoty v = a a © = b obecné nezmizi; to nadm bréani Tici o takovém
integralu cokoli urc¢itého. Vidime vsSak také, jakd volba intervalu umoziuje eliminovat mezni
hodnoty: vyraz (1 — 2?) zmizi pii x = +1, takZe pii volbé mezi (—1,1) okrajové hodnoty zmizi.
S touto volbou intervalu nyni dostavame

[C+1) =2 (¢ +1)] /1 PyPydz = 0. (C.87)
—1

Pokud ¢ = ¢, vyraz v hranaté zavorce zmizi a rovnice prejde na ,,vSezahrnujici identitu 0 = 0.
Kdyz vsak ¢ # ¢/, dostavame tvrzeni, vyjadiné v rovnici (C.83) a prokaZeme tak, Ze rizné
Legendreovy polynomy jsou ortogonalni na intervalu (—1,1).

Zavér, plynouci z rovnice (C.84) miizeme ovefit tim, Ze vyfesime rekurentni vztah; nejprve
polozime ¢ = 1, dostaneme N; = %NO. Pokud dale zvolime ¢ = 2, dostaneme Ny = %Nl = %Ng,
pri £ = 3 mame N3 = ?Ng = %No, takZe po £ iteracich nakonec dostaneme

1 2

C.3.4 Pridruzené Legendreovy polynomy

Jejich nejjednodussi definice vychazi z derivaci oby¢ejnych Legendreovych polynomi (m > 0),

PP () = (~1)(1 = a2 S (By(a)). (C.39)

Faktor (—1)" v tomto vzorci néktefi autoii vynechévaji. Funkce popsané touto rovnici spliuji
obecnou tzv. asociovanou Legendreovu diferencidlni rovnici

d2pm dpm m2
2 4 J4 mo__
(1-27) TR ““1)_1—12 P =0, (C.90)

s uvedenymi hodnotami parametria £ a m. To vyplyvé z m-nasobného diferencovani Legendreovy
rovnice se Cleny Py. Definici pfidruzenych Legendrovych funkei je vhodné rozsifit i na zaporné
hodnoty m. Ty jsou uréeny vztahem

T @), (C.91)

v némz se m povazuje za kladné a s touto rozsifenou definici musi parametr m leZet v intervalu
—¢ < m < (. Pomoci Rodriguesova vzorce miuzeme pfidruzeny Legendreiiv polynom FP;"(x)
vyjadiit ve tvaru

—1m detm

Py = S -y

g (% —1)% (C.92)

Z definujici rovnice (C.89) vytvorime snadno nékolik prvnich pfidruzenych Legendreovych po-
lynomi (vynechame piipady s hornim nulovym indexem, protoze ty tvoii jiz uvedené klasické
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Legendreovy polynomy),

pl=(1-2%"", (C.93)
Py =3z (1-2)"?, (C.94)
P3=3(1-2%), (C.95)
Pl = ;’ sa? —1) (1-22)"*, (C.96)
P3 =152 (1 -2?), (C.97)
P =15(1-22)"7, (C.98)
P} = g (72° — 32) (1 — 22)'/2, (C.99)
PE:L;(72—1)(1—$2), (C.100)
P8 =105z (1 - %), (C.101)
Pi=105(1—2%). (C.102)

Stejné jako klasické Legendreovy polynomy, tvoii i pfidruzené Legendreovy polynomy mno-
zinu ortogonalnich funkei na intervalu (—1,1) (analogicky k rovnici (C.83)),

/ B PR () di = 0 (C.103)
1

pokud ¢ # ¢'. Toto tvrzeni by neplatilo, kdyby byl integrand nahrazen P;" P sm # m.
Dukaz rovnice (C.103) probiha uplné stejné jako dikaz ortogonality klasickych Legendreovych
polynomi. Nebudeme to zde znovu rozebirat, pouze poznamename, Ze dikaz za¢ind rovnici
(C.90) vynasobenou P}, ktera se odecte od druhé odvozené rovnice, v niz je £ zaménéno za ¢'.
ProtoZe m je v obou odvozenych rovnicich stejné, leny zahrnujici m?/(1 — x2) se po odeéteni
zru$i a dikaz probiha stejnym zptisobem jako v odstavci C.3.3.

Normu piidruzenych Legendreovych funkei definujeme tak, ze v integrandu poloZzime ¢ = /.
Pozdéji ukidzeme, Ze je ddna vztahem

1 m).:
NP = /_1 (P ()2 da = %QHM (C.104)

Norma se zjevné redukuje na rovnici (C.88), pokud m = 0. Rovnice (C.103) a (C.104) lze sdruzit
do jediného vyrazu

b pm 2 (L+m)
/_1 Pg (IE‘)P@/ (Iﬂ) dl’ = mm 553/. (C105)

Pro odvozeni rovnice (C.90) bude uzitetné zavést pomocnou funkci

dm

U}”(x):dx—m

Py(x), (C.106)

kde m > 0, takze U, = P, a rovnici (C.90) miizeme zapsat pomoci UE namisto P;" s tim, Ze
m = 0 v celé rovnici. Diferencovanim takto zapsané rovnice (C.90) dostavame

2uy dug
(1—a?) dx; —2(m+ 1)xd—£ +[+1)—m(m+1D]U" =0. (C.107)



Appendiz C. Vilcové a kulové harmonické funkce % 227

Pro odvozeni rovnice (C.104) vyjdeme z rovnice (C.107), kterou zapiSeme v alternativnim tvaru

% (1= 2™ U]+ (4 m+ 1) (- m) (1-2%)" U7 =0, (C.108)

Pfitom transformujeme m — m — 1 a dostaneme

% (12" U] = = (—m+ 1) (C+m) (1 —2)" " Up~t =0 (C.109)

Rovnice (C.104) zahrnuje [Pgm]2 =(1—a%)m [Ug”]2, coz zapiSeme jako

[P = (1—2%)" U dUCfZ_l =
= di [(1==?)" U U] - U;Hd% (122" Up] =
= L) PP e m) (- m ) (2" [
- d%« {(1 ~a?)? Pﬁpﬁ_l} +(+m) (0 —m+1) [P, (C.110)
kdy v poslednim kroku jsme se odkazali na rovnici (C.106). Integrujeme-li ji od z = —1 do

x = 1, vidime, Ze mezn{ hodnoty v pivodné derivovaném ¢lenu zmiz{ a zbyva hodnota
N = (l4+m)(l —m+1)N™ e, (C.111)

Rovnice (C.111) je rekurentni vztah pro normu pfidruzenych Legendreovych funkei.

V mnoha aplikovanych feSenich se piidruzené Legendreovy polynomy vyjadiuji misto pi-
vodni proménné x kosinem thlu 0, tedy = cos 6, (1— a:2)1/ 2 = sin @, polynomy se nyni zapisuji
P (cosf) a interval (—1, 1) pfejde na —(0, ). Po uplatnéni ,Fetézového pravidla“ pro zménu
proménné pii derivovani ptejde diferencialni rovnice (C.90) na

2 pm dpm m2
L L 1) — P = 112
102 + cotg 6 0 + [ﬁ (€+1) e 0} =0, (C.112)

kde prvni dva ¢leny tvori polarni ¢ast Laplacianu na kulové plose s jednotkovym polomérem
(srovnej s rovnici (B.72)). Tuto ¢ast je vhodnéjsi psat v kompaktni podobé, takZe rovnice
(C.112) bude mit tvar Sirb% (sin0 dfg ) + [E (+1)— 5171?229} P = 0, ktery déle s vyhodou
pouzijeme ve sférickém Laplacianu kulovych funkci v odstavci C.4.2.

C.3.5 Multipolovy rozvoj

Nyni se zaméFime na elektrostaticky potencial ¢ vytvoreny libovolnym rozloZenim néboje, sou-
visejici s elektrickym polem podle vztahu E = —V ¢. Elektrostaticky potencial je dany vztahem

_ 1 p(r') .
¢(r)—4mo/‘r_r,’dv, (C.113)

kde r oznacuje polohovy vektor mista, v némz potenciadl , méfime*, p je hustota naboje jako
funkce polohy r’ uvnit¥ prostoru kde se naboje vyskytuji (oblast rozlozeni naboje) a dV’/ =
dz’ dy’ d2’ je objemovy element spojeny s proménnymi obsaZenymi v prostoru rozloZeni naboje,
definovaného vektorem r’.
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Pro usnadnéni zapisu zavedeme nésledujici oznaceni: r = |r|, 7’ = |r’| a zavedeme jednotkové
vektory n = r/r a n’ = r’/r’. Odchylku vektorii r a r’ (ihel mezi nimi) ozna¢me v a plati,
7e n-n’ = cosvy. Dale budeme predpokladat, Ze 7’ je vSude mensi nez r, takze ¢ se ,,m&ii“
mimo oblast rozlozeni naboje. Veli¢ina |r — r’| v integralu (C.113) je vzdalenost mezi body
vymezenymi vektory r a r’. Druh& mocnina této vzdalenosti je

‘r—r’}2:r-r—2r-r'+r’-r':r2—2rr’cos'y+r’2:
r r 2
2 120087<>+<> : (C.114)
r r

L1y Ve (” i (C.115)
|r—r/’_7’ COS 7y , ” . .

Pravé tento vyraz miuZzeme formulovat pomoci Legendreovych polynomi. Porovname-li jej s
rovnici (C.48), ktera udava vytvorujici funkei ®(z, h), vidime jasnou souvislost. Pokud ozna¢ime
x =cosvyah=r"/r, potom

takze tuto funkci lze vyjadrit jako

1

ey b, (C.116)

Zahrnutim rovnice (C.50), definujici Legendreovy polynomy, dostavame identitu

ZPg cos ) < > Z —“rPe(cos), (C.117)

kde nyni misto z a h piSeme piimo cos~y a r’/r.
Elektrostaticky potencial pak miZzeme vyjadrit dosazenim rovnice (C.117) do rovnice (C.113).
Dostavame

o(r)= dv’ =

L[S Lo

/
47reoz ”1/ )r! Pg (cosy) dV7, (C.118)

Definujeme-li déle vysledny elektrostaticky potencial ¢ jako nekonefnou sumu vSech diléich
potencili ¢y,

o
=30 c9)
=0
zapiSeme tyto dil¢i potencialy, obsazené ve vztahu (C.118) znovu jako
oo (r) = LI /p (r') P (cosvy) dV’ (C.120)
¢ dmreq rttl ¢ ' )

Rovnice (C.119) je tzv. multipélovym rozvojem elektrostatického potencialu ¢ a kazdy ¢len ¢y
v nekonecné sumé je elektrostatickym potencidlem urcitého multip6lu. Clen s £ = 0 se nazyva
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monopolovy ¢len, ¢len s £ = 1 je dipdlovy ¢len, kvadrupdlovy ¢len odpovida ¢ = 2, oktupolovy
¢len £ = 3, atd.
Podivejme se nyni na monopolovy ¢len v rovnici (C.119). Polozime-li £ = 0 v rovnici (C.120)
(pfipominame, Ze Py(cosy) = 1), dostavame
11
0= dreg T

/p (r") av’, (C.121)

kde integral vyjadiuje celkovy naboj ¢. Je to tedy potencial jednoho bodového nidboje ¢ (mo-
nopolu), nachéazejiciho se v poc¢atku soufadného systému. Prejdeme-li k dipdélovému ¢lenu, po-
lozime ¢ = 1 v rovnici (C.120) (pFipominame, Ze Pj(cosvy) = cos7y), a dostaneme

11
 dweg r?

1 /p (r') r' cosydV’, (C.122)

Zapiseme-li ' cosy = 7’ (n’ - n) = r’ - n a jednotkovy vektor n z integralu vytkneme, protoze
nezavisi na proménnych obsaZenych v prostoru r’, dostavame

1 1 1 n-
=g [ o)Ay = TP (C.123)
kde vektor p = [ p (') r’ AV’ je tzv. dipslovy moment rozlozeni naboje, ktery je dan soucinem
kladného naboje s polohovym vektorem vztaZenym k zapornému naboji, smérem od zaporného
ke kladnému naboji. ProtoZze rovnice (C.123) plati pro libovolné rozloZeni nabojt, je vektor p
pocitan pomoci integralu.

Uvazujme jesté piiklad kvadrupolového ¢lenu. Polozime ¢ = 2 v rovnici (C.120), tedy
Py(cosvy) = 2(3cos?y — 1) a dostéavame

111
- Amegr3 2

o /pr’2 (3cos?y —1) dV'. (C.124)

Prostorovy faktor v integrandu rovnice (C.124) muzeme pomoci jednotkovych vektori n piepsat
jako

P23 (0 n)® 1] =3 (rm)* - (C.125)
a pro vytvoreni nejjednodussiho tvaru integralu zavedeme indexovani slozek vektori pomoci

notace n; a r;- pro vektory n a r’ (pfipominame, Ze plati ny = z/r, no = y/r a ng = z/r,
. % VY B B ! P / __ ! P4
zatimco napiiklad v} = 2/, ry =y a r = 2’). PiSeme tedy n-r’ = Zj n;ry, takze

3 3 3 3
(r"- n)2 = anr;- <Z nm"’) = Zannkré-r;C (C.126)

miuzeme tedy pséat

3 3
== ng-r;- = Z Z 5jkr;»r§€, (C.127)

3 3
3(r- n)2 —p? = ZZ (3njny — djk) 77, (C.128)



Appendixz C. Vilcové a kulové harmonické funkce % 230

a dosazenim do integralu (C.124) dostavame jeho pravou stranu ve tvaru

/ (3cos y—1)dV' = ZZ 3njng — ]k)/pr;r;dvl. (C.129)

7=1 k=1

Kvadrupolovy ¢len elektrostatického potencialu lze tedy vyjadrit jako

3
P2 = i3% SN Bnjng —0i) Qks kde Qi = / (F) AV’ (C.130)

dmeg i
Veli¢iny @ v rovnici (C.130) tvoii tenzor a souhrnné se oznacuji jako kvadrupélovy moment
rozlozeni naboje.

Multipolovy rozvoj, vyjadieny rovnici (C.119) ukazuje, Ze potencial mimo oblast rozlozeni
naboje je souttem monopolového ¢lenu, dipélového ¢lenu, kvadrupélového ¢lenu, oktupolového
¢lenu, atd. Ke kazdému ¢lenu ¢y muzeme prifadit fyzikalni multipol; to znamena, ze celkové
rozlozeni naboje lze znazornit jako superpozici multip6li. To je nejen dilezity vysledek, ale
také prakticky nastroj p¥i vypoctech: povSimnéme si v rovnici (C.120), Ze ¢-polovy ¢len v
multipolovém rozvoji potencialu se poji s faktorem 1/7¢*!. Schematicky ma tedy rozvoj tvar

monopole  dipole udrupole  octupole
b= rp + f; +4 7«3p n Tf o (C.131)

Pro zcela presné vyjadieni potencidlu ¢ potfebujeme nekonecny pocet ¢lent v multipélovém
rozvoji (ostané, tak jako naptiklad v Taylorové rozvoji a mnoha dalsich obdobnych pifipadech).
Pokud je vsak vzdélenost r dostatecné velka, mizeme se spokojit s aproximaci pomoci pouze ko-
nec¢ného poctu ¢lentu. Takovy priblizny potencial je vypocetné mnohem tspornéjsi a podstatné
detaily rozlozeni naboje lze dostatecné popsat koneénym pocétem multipélovych momenta. Na
nejhrubsi arovni se potencidl miZe aproximovat pomoci monop6lu/r a jedinym vyjadienim
rozlozeni néboje, ktery tento popis potiebuje, je celkovy naboj ¢, tedy jediné ¢islo. Pro lepsi
aproximaci zahrneme také dipol/r? a k vyjadieni podstatnych ryst rozloZzeni naboje bude dale
zapotiebi ti slozek vektoru dipélového momentu p. Vhodné aproximace muze vyzadovat zahr-
nuti nékolika dalsich ¢lend, ale hlavni smysl je néasledujici: v jakémkoli multipélovém rozvoji s
koneénym pocétem ¢lenti jsou prislusné charakteristiky rozlozeni ndboje zcela popsany koneénym
poctem veli¢in zahrnutych do prislusnych multipélovych momenti.

C.3.6 Legendreovy funkce

Jak jiz bylo zminéno v odstavci C.3.3, standardni (u¢ebnicovy) popis Legendreovych polynomu
Casto zacind Legendreovou diferencialni rovnici (C.81) (pfepsanou nyni do podoby obsahujici
proménnou y),

(1—2?)y" =22y +L(L+1)y=0 (C.132)

a polynom Py (x) se potom odvozuje jako feSeni této rovnice. Tento postup je analogicky piipadu,
kdy bychom naptiklad definovali funkci sin z jako feseni diferencialni rovnice y” +y = 0. Tato
rovnice ovSem piipousti i druhé feSeni, y = cosz, predpokladejme tedy, Ze rovnice (C.81)
bude mit také druhé feSeni, protoze diferencialni rovnice druhého fadu obecné pripoustéji dveé
nezavisla reSeni. Pro kazdé celé ¢islo ¢ rovnice (C.81) skutecné pripousti druhé feSeni Qg(x),
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pojmenované jako Legendreova funkce druhého druhu. Tato nova feSen{ ovSem nejsou polynomy;,
prvnich nékolik je ddno vztahy

1 1+2
=-1 1
Qo= 5lni—n (C.133)
1 1+zx
=—xl 134
Q1 Srn—n, (C.134)
1 2 1+.’L’ 3
Q2 = 1 (3z° — 1) In T, 3% (C.135)

které obsahuji logaritmy, takZe na rozdil od polynomi Py(x), které jsou vSude na intervalu
(—1,1) konecné, jsou vSechny funkce Qy(x) singularni v bodech z = 1 a = —1. To je hlavni
rozdil mezi obéma t¥idami feSeni rovnice (C.81).

Diferencialni rovnici (C.81) lze zobecnit, pokud ¢ # Z nebude celé ¢islo. V tomto piipadé
bychom ji zapsali jako

(1—2?)y" =22y + A(A+ 1)y =0, (C.136)

kde A € R a symbol ¢ vyhradime pro cela ¢isla. Jako kazda jina diferenciélni rovnice druhého
fadu, ma i tato rovnice dvé nezavisla feseni. Prvni se oznacuje Py (x) a je znamé jako Legendreova
funkce prvniho druhu. Druhé feseni se oznacuje @ (z), tedy Legendreova funkce druhého druhu.
Obecné jsou funkce Py(z) kone¢né pii x = 1, ale diverguji pii x = —1, pokud A\ # Z. Funkce
Q@ (x) jsou singularni pii x = +1.

Tento zobecnény pohled na Legendreovu rovnici ukazuje, Ze rovnice (C.81) pfipousti feseni,
ktera jsou regularni (nediverguji, tedy neobsahuji jednu nebo i vice singularit) vude na intervalu
(—1,1), totiz Legendreovy polynomy. Pokud zménime celo¢iselné ¢ na necelo¢iselné \, regularita
FeSeni neplati.

C.3.7 Neékteré dalsi ortogonalni polynomy

Dalsi ortogonélni polynomy zde jiz pfedstavime pouze ve stru¢ném piehledu.

e Laguerreovy polynomy L} (x), se vyuzivaji napiiklad v kvantové mechanice pro po-
pis vlnové funkce, odpovidajici staviim atomu vodiku. Obvykle se definuji jako soustava
realnych polynomi, ortogonalnich v pripadé skalarniho soucinu

/OO P(x)P'(z) z°e " dz, (C.137)
0

kde s > —1. Laguerreovy polynomy jsou normalizovanym FeSenim Laguerreovy rovnice
vy’ +(a—x)y —vy =0, (C.138)

kde « = s+1, v = —nakdeobecné a,v € C, « # 0, a # Z~ (tedy o # 0, —1,—2,...), coZ
je homogenni linearni diferencialni rovnice 2. fadu. Rovnice (C.138) vyjadfuje zobecnénou
(pfidruzenou) formu Laguerreovych polynomu, kdy tzv. klasické Laguerreovy polynomy
L, (z) jsou normalizovanym feSenim rovnice (C.138) pro s = 0, tedy

zy" +(1—2)y +ny=0. (C.139)

Explicitni vyjadreni Laguerreovyvh polynomii, jak obecnych tak klasickych, pomoci Ro-
driguesova vzorce ma tvar

1 G, d"

L (x)= o e“x” o

e d"

(e™®x"t™) | L,(x) = e (e™®z™). (C.140)
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Rekurentni vztah pro Laguerreovy polynomy mé podobu

wLly(z) =—(n+ 1)L () + (s +2n+1) Li(x) — (s +n) Ly (2), (C.141)
norma Laguerreovych polynomi mé hodnotu
F(s+n+1)
S12 __
I3 = ——F— (C.142)
Zde je prvnich sedm klasickych Laguerrovych polynom:
Lo(z) =1, (C.143)
Li(z) = -z + 1, (C.144)
1
L(z) = 5 (2? —4a +2), (C.145)
1
Ly(z) = ¢ (=2 + 927 — 182 + 6), (C.146)
1
La(z) = o (z* — 162® + 722° — 96z + 24) , (C.147)
1
Ls(v) = 155 (—2° 4 252 — 2002° + 6002* — 600z + 120) (C.148)
1
Lo(z) = =55 (2% — 362" + 4502 — 24002° + 54002 — 4320z + 720) . (C.149)

e Hermiteovy polynomy: Existuje vice definic téchto polynomi, my zde uvedeme pouze
tzv. fyzikdlni Hermiteovy polynomy Hy(x), které popisuji naptiklad kvantové stavy har-
monického oscildtoru, objevuji se v numerické matematice jako tzv. Gaussovo kvadraturni
pravidlo, atd. Jsou normalizovanym feSenim vytvoiujici rovnice

y" —2zy’ + 2ny = 0. (C.150)
Explicitni vyjadieni fyzikadlnich Hermiteovych polynomt pomoci Rodriguesova vzorce mé
tvar
Hy(x) = (1" o <L () (C.151)
" dzm ’ )

Rekurentni vztah pro fyzikalni Hermiteovy polynomy méa podobu
Hyt1—2xH,+2nH,—1 =0 (C.152)
a norma fyzikdlnich Hermiteovych polynomd méa hodnotu

|H,|? = 2"n!\/7. (C.153)

Zde je prvnich sedm fyzikdlnich Hermiteovych polynom:
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¢ Cebysevovy polynomy (pfesnéji zde uvedené Cebysevovy polynomy 1. typu) T, (z) jsou
normalizovanym feSenim vytvofujici rovnice

(1—22)y" —zy +n’y=0. (C.161)

Pro interpolaci éebyéevovjrmi polynomy se libovolny interval linearné transformuje (3ka-
luje) na interval (—1,1). Kazdému t € (a,b) piifadime hodnotu x € (—1,1) funkénim
predpisem

t—5 (a+0b)

—a

. (C.162)

€Tr =

(Nl

Explicitni vyjadieni éebyéevovych polynomt pomoci Rodriguesova vzorce ma tvar

T, (x) = cos (narccos z) . (C.163)
Rekurentni vztah pro éebyéevovy polynomy mé podobu

Thy1 — 22T, +T,-1=0. (C.164)
Norma Cebyéevovjrch polynomt ma hodnotu

|1 Tall? = g pron >0, [Tp]*> == pron =0. (C.165)

Zde je prvnich pét Cebyéevovych polynomti:

To(z) =1, (C.166)
Ti(x) =z, (C.167)
To(z) = 222 — 1, (C.168)
T3(z) = 4a® — 3z, (C.169)
Ty(x) = 8z — 822 4 1 (C.170)

Cebyéevovy polynomy jsou dilezité napiiklad v teorii aproximace linearnich systémii, atd.

Existuje cela fada dalgich ortogonalnich polynomialnich funkei, napiiklad Gegenbauerovy (ul-
trasférické) polynomy nebo dalsi typy jiz uvedenych polynomu a podobné, témi se zde jiz zabyvat
nebudeme. Zajemce odkazuji na prislusnou literaturu, napiiklad Abramowitz & Stegun (1972).

C.4 Kulové funkce

Kulové funkce (spherical harmonics) Y,™(6, ¢) jsou funkce polarniho thlu 6 € (0, 7) a azimutal-
niho thlu ¢ € (0, 27) ve sférickych souradnicich (r, 6, ¢). Kulové funkce jsou definovany pomoci
piidruzenych Legendrovych funkei P;"(cosf), které zavisi pouze na polarnim thlu 6, vynaso-
benych komplexni funkci azimutalniho thlu ¢, tedy exponencialou e™? = cos(me) +isin(mae).
Vlozenim dalsich, zatim ,nezdtivodnénych® &iselnych faktort definujeme kulovou funkei jako

Y, (0, 6) = (—1)m\/2€; ! mPg”(cose) o, (C.171)
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kde m je celé ¢islo v intervalu (—¢, ¢). Diuvod zavedeni odmocniny bude také objasnén pozdéji.

Faktor (—1)™ je dany konvenci a jestli je nebo neni pouzit zavisi na autorovi. Uhly 6 a ¢ uréuji

polohu libovolného bodu na povrchu koule 7 = konst. a jakékoli funkce 0 a ¢ lze proto povazovat

za funkce na povrchu koule. Kulové funkce tak predstavuji mnozinu funkei na kulové plose.
Pokud m = 0, rovnice (C.171) pfejde na

2+ 1
Y0 = 4/ 64:; P(cos 0) (C.172)

a vidime, Ze Ygo je jednoduse pfeskalované verze Legendrovych polynomi; tyto funkce zévisi
pouze na 6. Kulové funkce se zdpornymi hodnotami m lze ziskat p¥imo z kulovych funkci s
kladnymi hodnotami pomoci identity

Y= (E0mym)s (C.173)

s hvézdickou oznacujici komplexni sdruzeni. Tato vlastnost vyplyva pfimo z rovnice (C.171)
poté, co pouzijeme rovnici (C.91) a pfipomeneme, ze e 7% = (elm9)*,
Nékolik prvnich kulovych funkci ma podobu

YY = \/1177’ (C.174)
Y = \/?:E cos 0, (C.175)
Yi=— \/:;TT sin 6 e'?, (C.176)
Yy = \/1567(3 cos® — 1), (C.177)
Yy =— \/15? sin 6 cos 0 e'?, (C.178)
Y= \/;% sin? § e29 (C.179)
Yy = \/1767(5 cos® § — 3 cos0), (C.180)
vy = —\/z% sinf (5cos? @ — 1) €'?, (C.181)
Y= 105 sin? 0 cos 0 %, (C.182)

sin® 0 3%, (C.183)

C.4.1 Ortonormalita kulovych funkci

V odstavci C.3.4 jsme stanovili, Ze funkce P;"* a P;* jsou navzéajem ortogonalni ve smyslu rovnice
(C.105),

T 2 (L+m)!
m m : _ ,
/0 P/ (cos0) Py (cos @) sinf df = W 1(l—m) Oper, (C.184)
kde jsme pouze nahradili proménnou z funkci cos f v argumentu polynomu. Jak jiz bylo feeno,
obé& funkce musi mit stejnou hodnotu m, aby toto tvrzeni platilo. Funkce e™? a eim’e jsou také
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navzajem ortogonalni ve smyslu skaldrniho sou¢inu, daného rovnici
2 .
/ (™) ™ dpp = 278 - (C.185)
0

Protoze kulové funkce jsou vysledkem spojeni pridruZzenych Legendreovych polynomi s kom-
plexnimi exponencialnimi funkcemi azimutalniho tthlu, miZeme uvaZovat o spojeni obou tvrzeni
o ortogonalité. Vyjadrit to mizeme jako
dr (L4 m)!

2T pm * , .,
/ / {Pgm (cosf) eimﬂ [Pg," (cosB) e™?| sinfdh de =
o Jo

pricemz dojdeme k zavéru, ze dvojny integral zmizi, pokud ¢/ = £ a m’ = m. Ob& podminky musi
byt splnény; rovnost mezi m’ a m je vyzadovana integralem ¢ a pii splnéni této prvni podminky
rovnost mezi ¢ a ¢ je vyzadovana integralem 6. PovSimnéme si, Ze neni nutné ovéiovat tuto
podminku pro m’ # m v integralu 6, protoZe integral ¢ za téchto okolnosti vzdy zmizi.

Spojené tvrzeni o ortogonalité (C.186) lze znovu vyjadiit v terminech kulovych funkei po-
moci definice rovnice (C.171). Protoze dvojny integral zmizi, pokud ¢/ = £ a m’ = m, lze &iselny
faktor na pravé strané rovnice (C.186) rozepsat jako

m 47 (L +m)! ! A 0+ m)!

m~+m/

a prevést tento vyraz na levou stranu. Se ,stfidavym faktorem® (—1) , se vyporadame
snadno, protoze pokud m’ = m, potom dostédvame (—1)?™ a protoze 2m je vzdy sudé &islo,
(=1)>™ = 1. Faktor (—1)™ a prvni z obou odmocnin se pak sdruzi s PJ*(cos#)e™? uvniti
integralu na levé strang, ¢imz vznikne kulova funkce Y;(0, ¢). Absorbovanim (—1)™" a druhé
z obou odmocnin ziskdme obdobnym zptisobem Y’,”,(H, ¢). Dostaneme tak

/ - / v, o) [}f;@’(@, qs)} sin 0 d0 dg = Su S, (C.188)
0 0

coz je vyrok o ortogonalité pro kulové funkce. Protoze tyto funkce zavisi na dvou proménnych,
0 a ¢, jedna se o dvourozmérnou podobu ortogonality, definovanou ve smyslu integralu pfes
povrch koule. Zdiirazitujeme, Ze integral se blizi k nule, s vyjimkou ¢/ = £ a m’ = m. Pokud jsou
ale obé tyto podminky splnény, integral se rovna

27 T
/ / Y0, 6) sin 00 dé = 1, (C.189)
0 0

jinymi slovy Ze norma kulovych funkci je rovna jedné. Pfipadné miZzeme fici, Ze kulové funkce
jsou normalizované funkce 6. a ¢. To je divod, pro¢ jsme do defini¢niho vztahu kulovych funkei
v rovnici (C.171) vlozili ony ,nezdtvodnéné“ faktory: chtéli jsme zajistit, aby kulové funkce
byly normalizované.

C.4.2 Uziti kulovych funkci pri feSeni diferencialnich rovnic

Protoze kulové funkce jsou také funkcemi azimutélni soufadnice ¢, rovnice (C.171) musi pro
fixni hodnotu 8 splhovat nésledujici identitu,

o2y;"
5 ¢g = —m?Y;". (C.190)
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Dosadime-1i rovnici (C.190), respektive jeji ekvivalentni reprezentaci pomoci pfidruzeného Le-
gendreova polynomu, do rovnice (C.112), mzeme m? zapsat jako parcidlni derivaci vzhledem
k azimutalni soutradnici ¢. Dostavame

1 0 (. oym" 1 82Y£m
90 1)Y;" =0. 191
sin 6 00 (sm@ o6 ) + sin2f 0¢? +L(L+1)Yy 0 (C.191)

Jedna se o parcialni diferencialni rovnici druhého fadu pro kulové funkce.

Vyznam této rovnice spociva v tom, Ze tzce souvisi s Laplacidnem ve sférickych soutadnicich,
viz rovnice (B.72) v piiloze B.3. Pro jednodussi vysvétleni zde tento sféricky Laplacian V2 f
uvedeme v jeho obecné podobé znovu,

L. 1[0 [,0f\ 1 o (. of 1 0f
- |2 (Y g 9y o 9] 192
V=20 " ar ) Tanean ™08 ) e a0 (C.192)

a hned vidime shodu mezi poslednimi dvéma ¢leny v rovnici (C.192) a prvnimi dvéma ¢leny v
rovnici (C.191). Tato shoda neni nahodna a je ve skute¢nosti hlavnim divodem pro zavedeni a
pouzivani kulovych funkci.



Priloha D

Struény ivod do parcialnich
diferenciadlnich rovnic %

Parcialni diferencialni rovnice obsahuji na rozdil od oby¢ejnych diferencialnich rovnic (viz kapi-
tola 3) parcialni derivace podle vice proménnych. Jedné se napiiklad o vyvojové (transportni)
rovnice prvniho Fadu (tzv. Burgersova rovnice), které jsou jednosmérné v case a zpravidla smé-
fuji k néjakému ustalenému stavu, o rovnice druhého radu, popisujici termodynamické déje,
tedy tzv. parabolické parcidlni diferenciélni rovnice, o parcidlni diferencialni rovnice, popisujici
periodické déje (vlnova rovnice) - tzv. hyperbolické parcialni diferencialni rovnice, nebo se jedna
o tzv. eliptické parcialni diferencialni rovnice (Poissonova rovnice, Laplaceova rovnice), atd. Dé-
leni parcidlnich diferencialnich rovnic na jednotlivé typy je i z praktického hlediska podstatné,
ponévadz kazdy z nich se zpravidla resi jinym zptsobem.

D.1 Parcialni diferencialni rovnice 1. fadu

D.1.1 Homogenni parciilni diferencialni rovnice 1. fadu

Nejjednodussimi parcialnimi diferencidlnimi rovnicemi jsou linearni homogenni rovnice 1. fadu
dvou nezévisle proménnych z, y, vyskytuji se zde tedy pouze prvni (parcialni) derivace v lineér-
nim vyrazu

a(x, y)au(;:;y) + b(x,y)aug;’y) =0. (D.1)

Regenim takové rovnice bude funkce u(z,y). Funkci dvou proménnych, reprezentovanou plo-
chou, mizeme charakterizovat pomoci vrstevnic z = z(s), y = y(s), kde s je parametr. Funkce
U [w(s), y(s)} je tedy na vrstevnicich konstantni, miZeme ji povaZovat za funkci jedné proménné
(parametru s),

du(z(s),y(s)] _ Oudx  Oudy _

- - = D.2
ds Oxds = Oyds 0 (D:2)

kdy hledame fegeni systému oby¢ejnych diferencialnich rovnic (tzv. charakteristické soustavy)

dz dy

ds = a(m,y), ds = b(:n,y), (D'?’)

% jsou oznaceny odstavce a piiklady, uréené primérné studenttim vyssich ro¢niki bakalarského studia

237
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které oznacujeme jako charakteristiky (také 1. integral). Obecnou rovnici charakteristik potom
definujeme jako ¢(z,y) = C a obecné feseni rovnice dvou proménnych lze zapsat jako u(z,y) =
P [go(:z:, y)] , kdy funkci @ 1ze povazovat za libovolnou funkci jedné proménné ¢. V piipadé rovnice
n nezavisle proménnych bude mit obecné feseni tvar

w(xy, ..., xy) = @[cpl(xl, e @)y ey op—1(X, . ,xn)} (D.4)

e Priklady reSeni linearnich homogennich parcialnich diferencialnich rovnic:

1. Mé&jme zadanou jednoduchou homogenni rovnici dvou nezavisle proménnych,

ou ou

2 2

2T 2, D.5
o TV gy (D.5)
charakteristicka soustava tedy bude dz/ds = 22, dy/ds = y?, jejim fefenim budou cha-
rakteristiky —1/z = s+ C1, —1/y = s + Cy a po vylouceni parametru s dostavame
1/y —1/2 = C = ¢(x,y). Vysledné obecné feseni tedy bude

1 1
) =o(———). D.6
wap =05 -1) D)
2. Jiny jednoduchy ptiklad mize predstavovat napiiklad homogenni rovnice
ou ou
— =62%—, D.7
Oz oy (D7)
jejiz charakteristicka soustava bude dz/ds = 1, dy/ds = —622, kdy FeSenim prvni rov-
nice soustavy bude charakteristika 2 = s + C; a protoze dy = —6 (s + C;)?ds, druha
charakteristika bude y = —2s3 — 6s2Cy — 6sC? + Cy. Vyjadifme-li z prvni charakte-

ristiky s = ¢ — C a tento vyraz dosadime do druhé charakteristiky, dostavidme rovnici
y+ 223 =203 + Cy = C = ¢(x,y). Vysledné obecné Feseni tedy bude

u(z,y) = ¢(y + 2563). (D.8)

K tomuto vysledku lze ovSem dospét mnohem rychleji, uvédomime-li si, ze v pripadé
homogenni rovnice dostaneme vydélenim rovnic charakteristické soustavy obyc¢ejnou dife-
rencidlni rovnici 1. fadu, tedy (dy/ds)/(dz/ds) = dy/dz = —62% a tedy y = —22° + C.

3. Méjme zaddnu homogenni rovnici tii proménnych x,y, z,

ot @)y y-n) ot =0, (D.9)

Ay

s okrajovou podminkou u(0,y, z) = yz. Charakteristickd soustava v tomto piipadé bude
dz/ds = (z — y), dy/ds = (z — 2), dz/ds = (y — x), po jejim secteni dostavame dx/ds +
dy/ds + dz/ds = 0 a po integraci podle s dostavame x + y + z = C;. ProtoZe zadana
rovnice obsahuje tfi proménné, potiebujeme jesté jednu obecnou rovnici charakteristik,
napiiklad vynésobenim kazdé charakteristiky odpovidajici proménnou dostaneme vyrazy
zdx/ds = (z — y)z, ydy/ds = (z — 2)y, zdz/ds = (y — x)z. Po jejim sefteni (opét
s nulovym souc¢tem), po jeji integraci podle s a po vynasobeni dvéma (kdy =’ = dz/ds,
atd.) dostavame 2z’ + 2yy’ + 222" = 0 a tedy 22 + y? + 22 = Cs. Obecné Feseni bude

u(z,y,2) = ®(z+y+2,2° + y* + 2%). (D.10)
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Po dosazeni okrajové podminky dostaneme <I>(y +z,9% + 22) = yz, oznalime-li y + z =
€, y? + 22 = 1, miZeme psét <I>(§,77) = (£2 — n)/2. Explicitnim fefenim okrajové tlohy
bude funkce

(x+y+2)?2— (22 +y>+22)
2

u(z,y,z) = =xy+xz+yz. (D.11)

e Nelinearni homogenni parcialni diferencialni rovnice - neviskézni Burgersova
rovnice:

Jedna se o nelinearni rovnici (nazyvanou také transportni rovnice) funkce u(¢, x) dvou nezavisle
proménnych ¢,z (kdy v prostorovém ¢lenu je tato funkce nasobkem, tj. vy$si mocninou), ktera
popisuje nelinearni postupnou vlnu. V jednorozmérném piipadé ma podobu
ou n ou
ot -
ot Ox
Charakteristické rovnice vzhledem k rovnici (D.12) budou
dt d
@ ¢
ds

0. (D.12)

du
_— = k’ — = U. .1
i a také 5 0 (D.13)

Z prvni rovnice vyplyva t = s, jako parametr mtzeme tedy zvolit piimo ¢. TTeti rovnice Fiké, ze
u je konstantni podél charakteristik, ze druhé rovnice potom vyplyva, Ze charakteristiky budou
primkami v roviné z,¢. ReSeni druhé a tfeti charakteristické rovnice je jednoduché:

z=ut+Cq, u=Cs. (D.14)

Uvédomime-li si, ze Co musi byt funkei C1, tedy Cy = C2(C1), substituci z —ut za C; dostavame
obecné feSeni parcidlni diferencialni rovnice:

u(z,t) = Co(x — ut) = (x — ut). (D.15)

Pro jednozna¢né uréeni obecné funkce ® zavedeme pocate¢ni (okrajovou) podminku, napiiklad

u(z,0) = z. Potom muzeme psat u(z,0) = Cy [z —u(z,0) - 0] = z a tedy C2(x) = z. Dostavame

rovnici u = z — ut, vysledné jednozna¢né feseni v tomto pripadé bude
x

1+t

u(zx,t) = (D.16)

D.1.2 Nehomogenni parcialni diferencialni rovnice 1. radu

Nehomogenni parcialni diferencialni rovnici 1. fddu dvou nezavisle proménnych miZzeme obecné
zapsat ve tvaru

o) P b0, ) P o), (D17)

Obdobné jako v pfipadé homogenni rovnice miiZzeme psat

du [x(s),y(s)} _ Oudz  Oudy

= — = D.18
ds Oxds = Oyds f@.y), ( )
kde potom hledame feSeni systému charakteristickych rovnic
dz Y du
D A — = ) D.1
o = day), o =bwy), - = flz,y) (D.19)
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e Priklady reSeni linearnich nehomogennich parcialnich diferencialnich rovnic:

1. Uvazujme jednoduchou nehomogenni parcialni diferencialni rovnici dvou nezavisle promén-
nych
ou Ou
— + — =z s okrajovou podminkou u(zx,a) =1, D.20
9z 9y N P (z,a) (D.20)
kde a je konstanta. Ze systému rovnic (D.19) vyplyvéa charakteristicka soustava dz/ds =
1, dy/ds = 1, du/ds = x. Vydélenim prvnich dvou charakteristickych rovnic a napiiklad
tfeti a prvni, dostdvame charakteristiky Chy = y — z, Co = u — :L'2/2. Dostavame tedy
obecné feSeni parcidlni diferencialni rovnice ve tvaru:

Oy — x,u—x2/2) =0, (D.21)

kde ® je libovolna funkce charakteristik. PfepiS§eme nyni rovnici pomoci okrajové podmin-
ky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(a — x,1 — 2%/2) = ®(C1,C3) = 0, z prvni
charakteristiky potom vyplyva z = a — C1, z druhé charakteristiky dostdvame Cy =
1—(a—C4)?/2. Posledni vyraz mizeme piepsat jako 1—(a—C1)%/2—Cy = ®(Cy, C3) = 0,
po dosazeni do charakteristik dostaneme explicitn{ vyraz 1 —[a? —2a(y—z)+ (y—z)?] /2—
u + 22 /2 = 0. Vysledné feseni okrajové tilohy pro zadanou rovnici potom bude

y2 + a2
2

u(z,y) =zy+aly —x) — + 1 (D.22)

2. Nehomogenni parcialni diferenciélni rovnice dvou nezavisle proménnych mé tvar

0 0
ya—u — xa—u =y? — 22, s okrajovou podminkou u(z,a) = z° — a?, (D.23)
T Yy

kde a je konstanta. Ze systému rovnic (D.19) vyplyva charakteristicka soustava dz/ds =
y, dy/ds = —x, du/ds = y? — 2. Viimnéme si, ze v tom piipadé plati y do/ds+x dy/ds =
du/ds. Rovnice dy/dx = —x/y, jeji integrace dava prvni charakteristiku x? + y? = Cj.
Rovnici ydz/ds + x dy/ds = du/ds muzeme zapsat jako d(zy)/ds = du/ds, po jeji inte-
graci dostavame druhou charakteristiku u—xy = Cy. Obecné FeSeni parcidlni diferenciélni
rovnice bude mit tvar:

d(2® 4+ y*,u—xy) =0, (D.24)

kde @ je libovolna funkce charakteristik. PfepiSseme nyni opét rovnici pomoci okrajové pod-
minky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(2? +a?, 2% — a® — ax) = ®(C1,Cs) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyva x = +1/C — a2, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovhice pro obé charakteristiky ve tvaru C; — 2a®> F av/Ci —a? — Cy = 0. Po dosa-
zeni pivodnich vyrazt do charakteristik dostaneme explicitni vyraz 22 + y? — 2a® T a(j:

\/m) —u + a2y = 0. Vysledné feseni okrajové tlohy pro zadanou rovnici bude
u(z,y) = 2% +y* + 2y — a/22 +y? — a2 — 2d°. (D.25)

e Priklady reSeni nelinearnich nehomogennich parcialnich diferencialnich rovnic:

1. Nehomogenni nelinearni parcialni diferencialni rovnice dvou nezévisle proménnych mé
tvar

o 2
xufu 4+ yu— = —2xy, s okrajovou podminkou u | x, ) = h, (D.26)
Ox oy x
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kde a, h jsou konstanty. Ze systému rovnic (D.19) vyplyva charakteristickd soustava
dz/ds = zu, dy/ds = yu, du/ds = —zy. Integrace rovnice dy/dz = y/x dava prvni cha-
rakteristiku y/z = C7. V&imnéme si, Ze v tomto ptipadé plati y dx/ds 4+ x dy/ds = 2 uxy,
tuto rovnici miizeme tedy zapsat jako d(wy)/ds = —2udu/ds = —du?/ds, po jeji inte-
graci dostavame druhou charakteristiku u?+xzy = Cy. Obecné feseni parcialni diferencialni
rovnice bude mit tvar:

o (g,uQ + xy) =0, (D.27)
x

kde @ je libovolna funkce charakteristik. PrepiSeme nyni opét rovnici pomoci okrajové
podminky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(a?/x2, h%? + a?) = ®(Cy, Cs) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyva 2 = ++/a?/C1, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovnice pro obé charakteristiky ve tvaru h? + a? — Cy = 0. Po dosazeni piivodnich vyrazi
do charakteristik dostaneme explicitni vyraz h? + a? — u? — 2y = 0. Vysledné Feseni
okrajové tlohy pro zadanou rovnici bude

u(z,y) =/ h?+a? — zy. (D.28)

2. Nehomogenni nelinedrni parcialni diferencialni rovnice dvou nezavisle proménnych ma
tvar

0 0
yu—u _aut =g y, s okrajovou podminkou u(x,z) = h, (D.29)

Oz oy

kde h je konstanta. Ze systému rovnic (D.19) vyplyva charakteristicka soustava dz/ds =
yu, dy/ds = —zu, du/ds = z — y. Opét zde integrace rovnice dy/dx = —z/y dava prvni
charakteristiku 2 + y? = Cy. Rovnici dz/ds + dy/ds = d(x + y)/ds miZzeme zapsat jako
d(z + y)/ds = u(x — y) = udu/ds, po jeji integraci dostavame druhou charakteristiku
u? + 22 + 2y = Cy. Obecné fedeni parcialni diferencialni rovnice bude mit tvar:

O (2 + y? u? + 22 4 2y) = 0, (D.30)

kde ® je libovolna funkce charakteristik. PrepiSeme nyni opét rovnici pomoci okrajové
podminky jako funkci charakteristik a konstant, tj. ®(2x2, h? + 42) = ®(C1,Cq) = 0.
Z prvni charakteristiky vyplyva x = +./C1/2, z druhé charakteristiky potom vyplyne
rovnice pro obé charakteristiky ve tvaru h? £ 4,/C1/2 — Cy = 0. Po dosazeni ptivodnich
vyrazi do charakteristik dostaneme explicitni vyraz h%+2v2+/22 + y2 —u? — 22 —2y = 0.
Vysledné feSeni okrajové tlohy pro zadanou rovnici bude

u(z,y) = \/2\/2(332+y2) —2x — 2y + h2. (D.31)

Analogickym zptisobem lze fesit (témér) jakoukoli parcialni diferencialni rovnici 1. fadu. Pod-
statné je vidy nalezeni jisté symetrie v zadani rovnice, ktera umozni sestaveni charakteristickych
rovnic a nalezeni pfislusnych charakteristik. Zajemce o hlubsi porozumeéni této problematice od-
kazuji napfiklad na skripta Arsenin (1977); Pospisil (2006); Franca (2011).
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D.2 Parcialni diferencialni rovnice 2. radu

D.2.1 Kilasifikace parciilnich diferencialnich rovnic 2. fadu

Obecné parcialni diferencialni rovnice 2. fadu funkce wu(z,y) (pro jednoduchost se omezime
pouze na funkce dvou proménnych) ma tvar:
(@9 T+ arala ) + ) T
a11(z,y) == + a2z, y) =—— + ax(z,y)=—
1z, y 2 12\T, Y 910y 22{T, Y 912
ou ou

+ bl(:l:a y)% + bQ(xa y) ay

+c(z,y)u+d(z,y) = 0. (D.32)
nebo, ve zjednodugené notaci, pouzivané v dalsim textu (u, = Ou/0x, Uz = 0%u/0x?, atd.) :

a11 (2, Y)uzz + a12(2, Y) gy + a22(2, y)uyy+
+ b1(@, Y)ua + ba2 (@, y)uy + c(z,y)u + d(z,y) = 0. (D.33)

Typ rovnice (v pripadé funkce dvou proménnych) je uréen nésledujicimi podminkami:

a11a9s — a3y =0 rovnice parabolicka, (D.34)
a11a9e — a3y < 0 rovnice hyperbolicka, (D.35)
a11a99 — a%Q >0 rovnice elipticka. (D.36)

Upravou obecného tvaru rovnice transformaci do novych proménnych prostfednictvim kvadra-
tické formy lze ziskat kanonicky tvar rovnic:

a1 (z, y)uy —a2(T,y)uyy + ... =0 rovnice parabolicki,
a11(x, Y)Uuge — a22(T, Y)Uyy + ... =0 rovnice hyperbolicka, (D.37)
a11(x, Y)Ugey + a22(T, Y)Uyy + ... =0 rovnice eliptické.

V pfipadé rovnice vice proménnych je situace komplikovanéjsi, typ rovnice je jednozna¢né urcen
tzv. matici kvadratické formy, resp. druhem jeji definitnosti. Piikladem transformace obecného
polynomu druhého stupné na kvadratickou formu mize byt:

1\* 1, 2
<m+3y> — oyt + 2y

3 3
aﬁ—i-1 2+§2
3] T oY

5
3

2 2
3x2+2xy+2y2:3<x2+a:y+y2> =3 9 3

1\> 5,

T+ 3y="6&

¢ €2, coz lze zapsat jako:
Y=q2

Substituci { } dostavame 3 £2 +

3 0
&
(& &) 0 g <£2>- (D.39)

Obdobnym zptisobem miiZeme transformovat obecnou parcidlni diferencialni rovnici 2. fadu:
pokud je diagonélni matice kvadratické formy pozitivné nebo negativné definitni, tj. jeji vlastni
hodnoty (viz rovnice (2.17)-(2.19)) jsou bud v8echny kladné nebo vSechny zaporné, potom
se jedna o rovnici eliptickou. Pokud je diagonalni matice kvadratické formy indefinitni (tj. kdy
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nékteré vlastni hodnoty jsou kladné, nékteré zaporné), potom se jedna bud o rovnici hyperbo-
lickou (odlisuje se znaménko pouze jedné vlastni hodnoty) nebo ultrahyperbolickou. Pokud je
diagonalni matice kvadratické formy semidefinitni (nékteré vlastni hodnoty jsou nulové), potom
se jedna se o rovnici parabolickou (jedna vlastni hodnota je nulové), pfipadné tzv. parabolickou
v SirSim smyslu.

Kanonicky tvar jednotlivych typt rovnic, napiiklad pro obecnou funkci ¢tyf proménnych
u = u(z1, T2, T3, 24), vypadd potom schématicky nasledovné:

Pu  %u  0Pu  Ou

—t+—+=—=Ft—+...... =0 bolické, D.40

833% 8:1:% 83:% B4 + parabolicka ( )

0w 0*u  Ou ou

S T A =0 bolickd v girsi lu, D.41

922 " 022 F s T oy + parabolicka v Sir§im smyslu ( )

Pu  *u  0Pu  O%u

—t =t —==+...... =0 h, bolickéa D.42

Ox?  Ox3  Ox3 0 * YPETDOUCER, (D-42)

Pu  Pu  Pu  O%u

— -+ =0 Itrah bolicka, D.43

02 + 0 92 022 + ultrahyperbolicka ( )

Pu  0Pu  0Pu  0*u

—t—+=—=+=—=+...... =0 lipticka. D.44

ox? Oz 03 * ox? * cHpHesa ( )
V dalsim vykladu ukaZeme feseni nékterych vybranych parcidlnich diferencialnich rovnic para-
bolickych, hyperbolickych a eliptickych.

e Fyzikalni podoba parabolickych parcialnich diferenciilnich rovnic

Nejobvyklejsi tvar parabolické parcialni diferencialni rovnice (napf. rovnice vedeni tepla) je:
ur = k(tgz + uyy + .. .), (D.45)

kde ,konstanta“ k (coz nemusi byt doslova konstanta, ¢len k pouze neobsahuje funkci promén-
nych z,y,...) ma vyznam: k = A\/(cpp), kde A znamené soucinitel tepelné vodivosti, ¢, tepelnou
kapacitu (pii staléem tlaku) a p hustotu.

D.2.2 Metoda fundamentalniho feseni (metoda Greenovy funkce)

Regenf rovnic pomoci formalismu Fourierovy transformace a konvoluce funkci, zavedenych v od-
stavci 10.2, si detailngji ukaZeme na nésledujicich fesenych piikladech (v dalsim textu budeme
vzdy uvadét zkratkami LS levou stranu rovnice a PS jeji pravou stranu) parabolickych parciél-
nich diferenciélnich rovnic:

e Homogenni rovnice, nehomogenni obecna pocateéni podminka:

Homogenni tlohou rozumime rovnici bez bez zdroje tepla, tj. bez pravé strany, nehomogenni
prava strana znamené dodate¢ny zdroj tepla. V pfipadé homogennich pocatecnich respektive
okrajovych podminek je piislusna funkce v ¢ase t = 0, pfipadné na definovanych okrajich,
nulova. UvaZujme rovnici ve tvaru

ur = a*ugy, t>0, (D.46)
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s nehomogenni pocateéni podminkou u(0,x) = ¢(z). Leva a prava strana rovnice budou

LS: w(t, &) = /00 w(t, x) e do = Wy (t, x), (D.47)

—00

PS: Ugs(t, &) = / U (t, ) €778 dz = [ux e_iwg]oo +i€ / Uy (t, ) e do = —£27(8).
N

o 0
(D.48)

Dostavame tedy obyc¢ejnou diferenciélni rovnici 1. fadu s jednodusSe separovatelnymi promén-
nymi: u(€) = —a?£2U(€), jejiz feseni snadno uréime jako (&) = C’e_“%?t, respektive u(t, §) =
C(£) e~ Funkei C(€) uréime z po¢ateéni podminky (D.46): @(0,£) = (&) = C(£), u(t, €) =
C(&)e ¢t Zavedeme funkci G(t,r) (Greenovu funkci) jako zpétny Fouriertiv obraz (vzor)
funkce é(t, €)= e~ @&t Jostavame tedy u(t, &) = @(5)-@(75, &) = (&\G)(t, €), atedy u(t,z) =
(p*x G)(t,x):

G(t, .%‘) _ / G(t, 5) elé d¢ = — / e_a2€2t b d¢ = / e_(a2f2t—1§w) d¢ =
27 J_ o 2 J_ o 27 J_ o
0 i 2 a ﬁ_ iz _ 2
- 1/ o VIR a4 = { ¢ 2av/t 77} _ b im G(z,t). (D.49)
2 J_ av/'t d¢ =dn 2a/ 1t

Vysledné feSeni zadané parabolické parcialni diferencialni rovnice potom bude

u(t,z) = (0% G)(t2) = /_ T o) Gt a — ) dy = 2@\1% /_ Y o) e S dy. (D.50)

V obecném piipadé, kdy u(7,z) = ¢(x) dostavame vyslednou funkci ve tvaru:

(z—y)2

1 & -
u(t, z) = W/ p(y)e 2= dy. (D.51)

e Dalsi homogenni rovnice, nehomogenni obecna pocateéni podminka:

Uvazujme 3D rovnici vedeni tepla (de facto difazni rovnici)

o R
5 = DV, (D.52)

kde D je (konstantni) diftzni koeficient, s homogennimi Dirichletovymi okrajovymi podminkami
a nehomogenni poc¢ateéni podminkou

a

3/2 :
lim ¢(t,x) =0Vt  &(0,x)=¢(x) = (;) o el (D.53)

|x| =00

(kde a je kladna konstanta) normovanou tak, aby [ps ¢ (x) d°z = ¢o. Naleznéme fundamentalni
feSeni takové rovnice pomoci Greenovy funkce.

Pomoci prostorové Fourierovy transformace obou stran dostdavame obycejnou diferencialni
rovnici

~

o (t, k) = —D|k[%p (t, k),  tedy & (t k)= (k) e DIk, (D.54)
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Z obecného pravidla u = f@ vyplyva u = f x G, kde

™

1 .
G(t,x) = / e~ DIkt o—ikx g3 — ) . (D.55)
R3

(47 Dt)*/? P <_ 4Dt

Konvoluce ¢(t, x) = ¢(x) * G(t, x) bude mit explicitni tvar

a \3/2 —alvl? Ix —yl|?
= _ aly| _ 3
o(t,x) = ¢o (4772 t) /Ri% e exp < 1Dt d’y, (D.56)

kde funkce G(t, x) vystupuje jako konvolué¢ni jadro. Postupnymi tupravami dostavame

)
olt.x) = 60 a¥? [ exp [— (aw T b )] ay =

4aDt|y|* + |x? =2 2
:¢0a3/2/3exp<— aDtly|” + |x Xy +y ‘) APy =
R

ADt
2 2
_ 3 X / (A4 4aDt) |y* = 2ix|ly]] 43, _
boc eXp( 4Dt> wo P 4Dt Y
YT X\ [x|?
_ (b a3/2 o _ﬁ / o B ( 1+ 4aDt |y| - 2\/1+4aDt> - 4(1+4aDt) d3 _
0 P\74Dt ) Jou O ADt Y
D7 vl )
= ¢y a2 exp et / exp *< Lt 1+4&Dt> d*y, (D.57)
0 1+4aDt ) Jgs 4Dt ’ '
kde o = a/(47?Dt). Substituce
x|
VI+4aDtly| - 5754 . ( 4Dt \*?
d —— ) d D.58
- |Z|, y= Z, ( . )
2v/Dt 1+ 4aDt
dava
a \32( 4Dt \*? alx|? 2
- -1z g3 D.59
%o (47T2Dt> <1+4aDt> eXp( 1+4aDt> /Rge Z’ (D-59)

3/2

kde hodnota posledniho integralu je 7°/“. Dostdvame tak vysledné reseni

Fx) = o [ —4T e _alx® D.60
¢(’x)_¢°(1+4aDt) eXp<_1+4aDt>' (D-60)

e Nehomogenni rovnice s homogenni pocateéni podminkou:

Predpokladejme nehomogenni rovnici ve tvaru
ur = alugy + f, t>0, (D.61)

s homogenni poc¢ate¢ni podminkou u(0,x) = 0. Jeji FeSeni predpokladame ve tvaru

u(t,x):/o w(t,z,0)do, (D.62)
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Jeji Casova derivace dava

t t
ug(t, ) = w(t, x,t) +/ wi(t,x,0) do, ug,(t,x) = / Wee(t, 2, 0) do,
0 0

t t
w(t,x,t) —I—/ we(t,x,0)do = a2/ Wee(t,x,0)do + f(t,z). (D.63)
0 0

Predpokladame-li
t
/ [wi(t, z,0) — a*wye(t,x,0)] do = f(t,z) —w(t,z,t) =0, (D.64)
0

bude jeji fegeni wy(t, x, o) = a?wy.(t, x,0) s pocatecni podminkou w(o, z, o) = f(o,r) mit tvar

_@=9)?
w(t,x,o o,y)e 42-o) d D.65
(t,m.0) = 2am/ flo:9) 4 (D.63)
Vysledné feseni bude
ult, o 4o d D.66
4a“(t—o
x) 2a/ /OO t—a ody. (D.66)

e Nehomogenni rovnice s nehomogenni poc¢ateé¢ni podminkou:

Predpokladejme nehomogenni rovnici ve tvaru
up = a*ugy + f, t>0, (D.67)

s nehomogenni poc¢ateéni podminkou u(0, z) = ¢(x). Z linearity vyplyva, Ze funkei u lze rozdélit
na dvé funkece u(t,z) = v(t,x) + w(t, z), kdy

1. funkee: vi(t, ) = a*vpe + f, v(0,z) =0, (D.68)
2. funkce: wy(t, ) = a*wye, w(0,x) = p(z). (D.69)

Z pocatetni podminky ¢(z) = v(0,2) + w(0,z) = w(0, z), kde oviem v(0, z) = 0, dostavame:

u<t,x>:/_ o) G,y t dy+// F(0,9) Gyt — o) dordy =

1 ~e? / / W dod (D.70)
= 4a“t + —  4a2(t—o o . .
2av/7t Y o t — o y

D.2.3 Reseni parabolickych parcidlnich diferencialnich rovnic Fourierovou
metodou (metodou separace proménnych)

Metodu, ktera se velmi ¢asto pouzivé pii feSeni parcidlnich diferencidlnich rovnic 2. fadu, si opét
detailnéji ukazeme na reSenych piikladech parabolickych parcidlnich diferencialnich rovnic.
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e Homogenni jednorozmeérna tloha, homogenni okrajové podminky, obecna poca-
teé¢ni podminka:

Predpokladejme rovnici ve tvaru
up = a*Ugy, t>0, x€(0,0), (D.71)

s podminkami u(0,z) = ¢(x), u(t,0) = 0 = u(t, ). Predpokladejme dale, Ze funkci u(t,x) lze
vyjadrit jako soucin dvou funkci jen jedné z obou proménnych, u(t,x) = T'(t)X(x). Rovnici
(D.71) lze potom vyjadiit nasledujicim zptsobem: TX = a2TX”, rovnici nasledné separujeme
do podoby

T X"

7= % =\ (D.72)

Reseni PS potom bude X” + AX = 0, z toho vyplyva X (z) = v(z) = Asin vz + B cos VAz.
Zahrnutim okrajové podminky ziskdme piislusné koeficienty PS: X(0) = B = 0, X(¢) =
AsinV/ M =0, a tedy

VA = %ﬂ (D.73)

kde konstanta A miZe nabyvat libovolné hodnoty (napf. A = 1). PS muZeme tedy zapsat jako

k
Xj = v =sin (Zx) . (D.74)
LS Fesime jako oby¢ejnou diferencialni rovnici 1. fadu, T /T = —a®), z toho vyplyva
arm 2
T = Ck e_a2)\kt = Ck ef(%) t. (D.75)

Obé takto nalezené separéitni funkce potom spojime do soucinu:

ZCke ()" sin <I{ZT x) . (D.76)

Tzv. Fourieriv koeficient Cj, ziskdme z pocatecni podminky,
> . (km > 1 ¢
x) = ZCk sin{ 2 | = Z Crvg, tedy Ci= Torl2 / (&) v (&) d€. (D.77)
k=1 k=1 0

Normu ||vg|| feSime jako normu spojité definovaného vektoru (viz rovnice (2.1)), tedy

||vk||2=/vk )dé = /sm ()dg— =€/ sm< 5)015. (D.78)

Vyslednou funkci mizeme potom zapsat ve tvaru

u(t, z) 62/ [ sm< g) dg} o= (%)t in @%) (D.79)
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e Homogenni dvourozmérna tloha, homogenni okrajové podminky, obecna poca-
te¢ni podminka:

Vedeni tepla v pravotuhlych smérech: predpokladejme rovnici ve tvaru
up = 0% (Uge +uyy), t>0, x€(0,61), ye(0,4), (D.80)

s podminkami u(0,z,y) = ¢(z,y), u(t,0,y) = 0 = wu(t,l1,y), u(t,z,0) = 0 = u(t,x,Ls).
Predpokladame soucin t¥i funkei (srovnej rovnici (D.72)), kdy kazda je funkei jen jedné ze tii
proménnych: v = T(¢) X (x)Y (y). Obé strany rovnice (D.80) lze potom vyjadrit nasledovné:

XI/ Y//

TXY = d2(TX"Y + TXY"), tedy —— =t =
@ * ooty Gr =Xty

—(A1 4 A2). (D.81)

Déle predpokladame X" /X = —X\1, Y /Y = —\g, coz je opodstatnéné vzhledem k naslednym
dpravam LS rovnice. Dostavame tak feSeni PS ve tvaru

Xy, =sin T , Y, =sin mr (D.82)
61 £2

LS opét fesime jako obycejnou diferencialni rovnici 1. fadu
2 2
—a? |: mm )y (nm :| t
T =Cpne () + (%) : (D.83)

Vs8echny tii nalezené separatni funkce potom spojime do sou¢inu

ul(t, z,y) Z Conn 2{(%) +<%> }t X sin <TZTx> sin (12: > (D.84)
m,n=1

Fourieruv koeficient Cyy,,, ziskdme z pocate¢ni podminky;,

Con = vanH /Zl /Z2 (& sm( o ) < >d§d (D.85)
(D.
1
2

Norma ||y, || funkce vy, = X5, Y5, je analogicky k rovnici 78) dana jako

|Vmnl||? = / /Z2 sin (mwf) sin? ( 7 ) dédn = [5} X %[n]? = % (D.86)

Vyslednou funkci mizeme zapsat ve tvaru

oo 01 1)
utan) =7 > [ [90(5,77) sin (”f) sin <"Z’) dédn] x
m,n=1
X e_a2{(%) +<%) }t X sin <m7r > sin < nr ) (D.87)
2 ly

e Homogenni jednorozmérna uloha, nehomogenni okrajové podminky, homogenni
pocateéni podminka:

V pripadé nehomogennich okrajovych podminek bude nalezeni partikularniho feseni kompliko-
vanéjsi. Uvazujme rovnici chladnuti tyce

up = a*ugy, t>0, x€(0,0), (D.88)



Appendiz D. Strucny dvod do parcidlnich diferencidlnich rovnic % 249

'y T
To

T

Y

|
|
|
|
|
|
|
0 14

Obrézek D.1: Schématické znézornéni pribéhu funkee w(z) = Ty + L2707

s podminkami w(0,x) = 0, u(t,0) = T1, u(t,f) = T». Funkci linearizujeme: u(t,z) = v(t,z) +
w(t, z), kdy funkce w(t, x) pfejde na stacionarni funkeci w(zx) a bude spliiovat okrajové podminky
nasledujicim zptsobem, w(t,0) = Ty, w(t, ) = T, v(t,0) = v(t,£) = 0. Pro stacionarni funkce
déle plati,

T, =11
T
E )

T — 1Ty

w(z) =11+ 7

v(0,z) = -T1 +

v(0,z) +w(0,z) = 0. (D.89)

Rovnici (D.88) rozepiseme pro obé funkce v a w, v; = aVgy, Wp = a’Wgy. Prostorové derivace
funkce w budou w, = (T —T1) /¥, Wee = 0. Zahrneme-li dale podminky pro funkci v, v; = vy,
v=XT, v(t,0) =0=v(t{), dostavame

k
X(z) = AsinV Az + BeosVAz, tedy X =sin <2x> . (D.90)

Funkci v mizeme zapsat ve tvaru

e akm 2t I{,'ﬂ'
v(z,t) = Z Ck e () tsin <£x> . (D.91)
k=1
Z pocate¢ni podminky (D.89) dale vyplyva
[e.e]
k T —T:
v(0,z) = ;C’k sin <£Tx) =T+ -2 7 2, (D.92)

z toho vypoditdme Fourieriv koeficient,

2 ¢ T]__T2 . km

Ck_f/o <—T1+ 7 x>sm<€§>d§_
2 ¢ Er N1 Tv—To2 [ . [k«
—eTlm[COS(ef)](ﬁ ] Ofsm<ef>d5—

o) Lo (7 £ [ o (7))
2

— ;1 [<_1)k _ 1} _ M(_Dk = (~1)* <2T2> — <2T1) _ (D.93)
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Vysledna funkce bude mit tvar

u(t,x) =Ty +

e () ()] (). o

e Nehomogenni jednorozmérna tloha s konstantnim zdrojem tepla 7, s homogen-
nimi podminkami:

Uvazujme rovnici chladnuti tyc¢e s konstantnim zdrojem tepla
up = a®ugy + Ty, t>0, x€(0,0), (D.95)

s podminkami u(0,z) = 0, u(t,0) = 0 = u(t, £). Funkci separujeme zptsobem
k
u(t,z) =TX, X(z)=AsinVAz+ BceosVz, Xp(z)=vi(z)=sin (g%) . (D.96)

Predpokladame feseni ve tvaru

ch s1n< > (D.97)

Pomoci dalsi podminky ziskdime nehomogenni oby¢ejnou diferenciélni rovnici
Ci(t) + a® M Cr(t) = Fi(t), (D.98)

kde Fy(t) je tzv. Fouriertiv koeficient nehomogenity. Tuto rovnici déle FeSime:

z) = iFk(t) sin (’?x) : (D.99)

l
2 _2T0£ kr ]2 k
0

Nejdfive fesime homogenni rovnici

. o (kT 2 akm\? 7((11«4)275 . 7(@)%
Ci(t) = —a Vi Cr(t) = — e Kt)ye\Ve ) "+ K(t)e L e (D.101)
Dosazenim do nehomogenni rovnice dostavame
2 2
- <“’Z”) K(t)e (8 4 (e ()t 4 <alzﬂ K(t)e ()" =

2Ty sl A akm\” ~(ekz)? _ 210 i

== [1— (—1) } ,Cu(t) + (€> K(t)e ()1 = 20 [1 — (-1 ] (D.102)
z toho vyplyva K (t) = Qkﬂ [1 - (—1)’@ o)t (D.103)

T

K(t) = (akgﬂf % [1 - (-1)’“} ()t 4 K. (D.104)
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Z pocatetni podminky Cx(0) = 0 vyplyva,

Ci(t) = ( ¢ > o [1— (-1)’“} + Ko (5t kde Cu(0) = 0, tedy

akmw ) km
2
N R e R Rl S R PR
C(t) [1 e (% } = [1 (—1) } (D.106)
Vysledné funkce bude mit tvar
00 2
_ Lo () 2o (LT (BT
u(t, x) kzl[l e\ ¢ ]km - [1 ( 1)]5111 77 (D.107)
Ci(t)

o Nehomogenni jednorozmérna tloha s nekonstantnim zdrojem tepla, homogenni

podminky:

Uvazujme rovnici chladnut{ tyc¢e s prostorové i ¢asové zavislym zdrojem tepla,
up = a*ugy +tx, t>0, x€(0,0), (D.108)

s podminkami u(0,z) = 0, u(¢,0) = 0 = u(t, £). Funkci separujeme,
k
u(t,z) =TX, X(z)=AsinVAz+ BcosVz, Xp(z)=vi(z)=sin <Zm> . (D.109)
Opét predpokladame FeSeni ve tvaru

x) = Z Ck(t) sin (71’) kde Cp(t) + a®*M\Cr(t) = Fi(2). (D.110)

Tuto rovnici dale fesime:
2 [ k
ZFk sin < ) , atedy Fi(t) = g/f(t,ﬁ) sin <Z£> d¢ =
0

2 [t km 4 km ¢ [t km
£/0 tfsm( 5) dé = — {[ké os(£§>]0+km/o COS<£§)d§}:

2t (2

Fi(t) = T in (-

Reseni homogenni obycejné diferencialni rovnice

2
Cr(t) + a® (kgr) Cr(t) =0 tedy Ci(t) = K(¢) e_(MTW)Qt, z toho vyplyva

Cult) = — (akf)QK(t)e ()% 4 R (1) e (455), (D.112)
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Opét dosadime do nehomogenni rovnice, dostavame:

km
CN sy (LY ()
t(m) © ‘(m) <

Z pocateéni podminky Cx(0) = 0 vyplyva,

Cht) = Ky~ ()t ¢ %(—1)“1 [t <€>2 - < : )4] . (D.114)

2 2
Cult) + (“’Z”) K(t)e(25)" =y 2Ly

276(_1)k+1

K(t) = km

+ Ks. (D.113)

akm akm
_ _ 2 w1 L !
Ck(()) = 0, tedy KQ = kﬂ'( 1) (akrr) y (D.115)
20 g (O] a2 akm\?

Vysledna funkce mé tvar

u(t,z) = g (—1)k+! <af:7r)4 [e_(af)% +t (ak;y - 1] sin (Ifgrm) . (D.117)

e Nehomogenni jednorozmérna aloha s nehomogennimi podminkami (nastin feSeni):

??“[\3
3 <

Uvazujme rovnici
Up = a*Ugy +tx, t>0, x€(0,0), (D.118)

s podminkami u(0,z) = ¢(z), u(t,0) = u1(t), u(t,£) = uz(t). Funkei u(t, x) opét rozlozime na
soucet u(t,x) = v(t,x)+w(t, x), kde w bude splhovat okrajové podminky. RozepiSeme-li rovnici
(D.118) jako vy + wy = a*vyy + a*wyy + tz, dostévéme

U = aPVgy + tx + aPway — wy, (D.119)

kde posledni t¥i ¢leny reprezentuji nehomogenitu. Po¢ateéni podminka pro funkci u dava ¢(z) =
v(0,z) + w(0,z) a tedy v(0,z) = p(x) — w(0,z). Pomoci funkci v a w feSime ulohu v principu
stejné jako v predchozich pripadech.

D.2.4 Jednoduché priklady prostorovych tiloh

e Teplota v nekone¢ném rota¢nim valci (pouziti Besselovych funkci) :

Uvazujme rovnici (kde ¢ je polomér valce)
1

up = a® <upp + up> , t>0, pe(0,c), (D.120)
p

reprezentujici radialni ¢ast laplacianu ve valcovych soufadnicich (B.46), s podminkami u(0, p) =
f(p), u(t,0) = 0 = u(t, c). Pomoci rozdéleni funkce u = R(p)T'(t) miZzeme rovnici separovat,

T R" 1R _

= 4o =)\ D.121
a*T R + p R ( )
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Po tpravé dostavame pro obé strany
LS: T+ a?X*T =0, PS: pR”"+ R’ 4+ 2pR=0. (D.122)

Substituci \p = z a tpravami
dR dR d*R  ,d°R

b W ¥ i D.123
dp dz’  dp? dz2 ( )
dostaneme tzv. Besselovu rovnici s indexem v = 0,
d2R dR
—_—+ — = D.124
2 + P + 2R =0, ( )

kdy obecna Besselova rovnice ma tvar z2y” + zy’ 4 (22 — %)y = 0. ReSenim rovnice (D.124) a
reSenim obecné Besselovy rovnice jsou funkce

0o =S G () 0= () Sameren (3) o

kde vyraz I'(v + k 4+ 1) je tzv. I' funkce, definovana jako L(z) = [, e """t dt. V nafem
ptipadé dostavame feSeni PS rovnice (D.122) ve tvaru R(z) = Jo(2), tedy R(p) = Jo(Ap) a tedy
Jo(Anp) = Ru(p), s okrajovou podminkou Jg(A,c) =0 kde A\, pro n = 1,23, ..., je kofenem
této rovnice. ReSenim LS rovnice (D.122) bude funkce

T (t) = e @M, (D.126)

Pomoci tzv. Fourierova-Besselova rozvoje, definovaného jako > 72 CpJy, (Anx) = f(2) v kazdém
bodé spojitosti funkce f(x), ziskame koeficient C), (Fourieriuv-Besseluv koeficient), kdy pro Jg
a obecné J,, z rovnice (D.125) plati

2 C
Ch= e | entnora - CZJVH - / ELOOF©) e (D.127)

Vysledné funkce bude mit podobu

_a2 2
=52 (€ Jo(An€) £(€) dg] e (D.128)
n=1
e Chladnuti koule (homogenni rovnice) :
Uvazujme funkci s Laplacidnem
u = a’Au, t>0, re(0,R), (D.129)

pro kartézské souradnice 22 +y% + 22 < R? kde R je polomér koule, s podminkami u(0, z,y, z) =

f <\/x2 +y? + z2> = f(r) atedy u(0,7) = f(r), u(t,z,y,2) = u(t,r), u(t,0) = T1, uw(t,R) = 0

Jednotlivé parcialni derivace budou

Up = UpTy + Uply + Upde, tedy U, = urf, (D.130)
——— r
0
2 z 2 2 2
T r—axZ T ¢ —
Upr = Urrﬁ -+ UT# = ’U,rrﬁ =+ UTT7 (D131)
242422 32— (2 4y + 22 2
Au:umnx —|—y2—|—z + Uy ( Sy ):urr—i—fur, tedy (D.132)
r T r

2
up = a® (urr + u,,«> (sféricka radialni ¢ast Laplacianu - viz rovnice (B.72)). (D.133)
r
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AT

T

0 R r

Obrazek D.2: Schématické znazornéni pribéhu funkce w(r) =Ty — 2

Pomoci substituce v(r) = ru(r) tedy w = v/r dostavame:

_1 _ 1.1 S e, 2 A (a3
Ut = rvta Up = _TQU + T'Ura Upr = T3U - T2UT - TQ'UT + rvrr = 7“3U - T2U7‘ + T'Urra .

2 1 2 2 1 2 2
ur = a® ((urr + ~ur |, tedy=vi = a? | v — S0 + ~Vppr — =V + —0, |, a tedy (D.135)

T r 73 72 r 73 72
vy = a*vpy, kde v(0,7) = rf(r) v(t,0) = 7Ty, v(t, R) = 0. (D.136)

Pomoci linearizace u = z + w dale dostavame:
u(0,7) = f(r), tedy =2(0,7)=wu(0,r)—w(r), (D.137)
T T
w(r) =T = 5, 2(0,1) = f(r) = T1 + Elr, 2(0,7) = r2(0, 7). (D.138)
~ T;

v(0,7) =rf(r), tedy Z(0,7) =7 [f(r) -1+ er] dava (D.139)
v=ru=r(z+w), z=a’z,, 2(t,0)=2(t,R) =0, z=TX, tedy (D.140)

ZCke ()’ sm(lfgr). (D.141)

Fouriertiv koeficient bude mit tvar:

/ [ T+ gr] sin (k;rr) dr. (D.142)

Vysledné funkce bude mit tvar:

u(t,r) =Th — r+R/ { —Ty+ 1};7’] x i o= (*F) t sin <k;__€r> dr.  (D.143)

k=1

D.2.5 Reseni hyperbolickych parcialnich diferencialnich rovnic Fourierovou
metodou

Nésledujici dva jednoduché fesené piiklady ilustruji princip pouZiti této metody v pripadé
hyperbolickych PDR:
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e Homogenni vlnova rovnice :

Uvazujme rovnici
U = a*Ugy, t>0, x€(0,0), (D.144)
s Cauchyho pocate¢nimi podminkami (viz odstavec 3.1.1)
u(0,z) = p(x), u(0,2) =(x) (D.145)
a se smiSenymi okrajovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1), kde a, 8 # 0,
au(t,0) + Buy(t,0) =0, awu(t,l)+ Buy(t,f) =0. (D.146)

Separaci proménnych:

T X" N
ult,r) = TWHX (@) atedy —pm=1 =X (D.147)
po tpravé dostavame
LS: T +a’\?T =0, PS: X"+ XX =0. (D.148)
Z rovnice (D.148) dostavame
T (t) = ag cos (A\gat) + b sin (Agat), Xg(x) = cpcos (A, z) + disin (A, ), (D.149)

Obdobnym zpusobem jako v rovnici (D.73) dostavame ze smiSenych okrajovych podminek
(D.146)

k
a+BA=0, B—ar=p*+a’#0, tedy sin(\zz)=0 atedyAk:%. (D.150)

Pro prostorovou funkci tedy dostavame Feseni (viz rovnice (D.74))

k k
X1 = ¢ cos <;x> + dj, sin <;x> . (D.151)

Obecné Teseni lze tedy zapsat ve tvaru

=3 e (2520 4 o (52)] o (5) o (322)]. o2

Z Cauchyho pocatecni podminky (D.145) dostavame

w(0,z) = ;;Ak [cos <"’er> +sin (’“g%)] = y(a) (D.153)

a z podminky (D.145) dostavame

oo

u(0, ) = Z GkTWBk [cos (Tfn) + sin <kga:)} =y(z) = Z GkTWBk Vk. (D.154)
k=1 k

=1
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Fourierovy koeficienty A, By najdeme z rovnic (D.153) a (D.154) (viz také rovnice (D.77)),

([0l

l ¢
l
A= oy [P©Ou©d B o [UOu@dse (Das)
0 0

Normu ||vg|| funkce vy, fesime jako normu spojité definovaného vektoru (viz rovnice (2.1)), tedy

44 l 2 74
”Uk||2:/0 v%(ﬁ)déz/o [Cos (Tg) + sin (75)} dg:/o d¢ = ¢. (D.156)

Po dosazeni dostavame rovnici (D.152) ve tvaru

= i _cos k—ﬂm + sin k—ﬁx X
a — 14 4

l
X 2/ cos< IZW >d§+/¢ vg (€ sm( akn )df . (D.157)
0

e Nehomogenni vlnova rovnice s homogennimi poc¢ate¢nimi podminkami :

Uvazujme rovnici
g = a®ugy + f (kde f je zdroj energie vlnéni), t >0, z € (0,£), (D.158)
s homogennimi Cauchyho poc¢ate¢nimi podminkami (viz odstavec 3.1.1)
u(0,2) =0, u(0,2)=0 (D.159)
a se smiSenymi okrajovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1), kde a, 5 # 0,
au(t,0) + Bug(t,0) =0, awu(t,l)+ Buy(t,l) =0. (D.160)

Obdobné jako v predchozim pfikladu:
k
u(t,z) =TX, X(z)=Asin( \x)+ Bceos(A\z), Xp(z) = vi(z) = sin (g%) . (D.161)

Zvolime rovnici ve tvaru:

ch op(z ch sm< ) (D.162)

Pomoci dalsi podminky ziskdme nehomogenni obyc¢ejnou diferencialni rovnici:

Cr(t) + a®X2C,(t) = Fi(t) kde Fi(t) je tzv. Fourieriv koeficient nehomogenity, (D.163)

ZFk sm< ) atedy Fy(t E/ftf Sln< f) d¢. (D.164)
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Déle bychom museli Fesit nehomogenni diferencialni rovnici 2. fadu (D.163) (napifiklad metodou
variace konstant - viz oddil 3.2.1) pro konkrétni funkci Fy(t). Zahrnutim poc¢atecnich podminek
(D.159) dostavame feSeni rovnice (D.163) alesponl v obecné integrabilni podobé:

Cult) = % /t Fi.(c) sin [‘”"f (1 — a)} do. (D.165)
0

Jejim dosazenim do rovnice obecného FeSeni (D.162) dostaneme (viz feSeni rovnice obdobného
typu v pfipadé parabolickych parcialnich diferencialnich rovnic v oddile D.2.3):

uta) =~ sin (M7 tFk(J)sin T4~ o) do (D.166)
') ‘

D.2.6 Ukazka moznych zpisobi FeSeni jednoduchych eliptickych parcialnich
diferencialnich rovnic

Nésledujici fesené piiklady demonstruji nékteré zékladni zptsoby pocitani eliptickych PDR:

e Laplaceova rovnice :

Laplaceova rovnice je v kartézskych souradnicich v nejjednodussi formé definovana ve tvaru
s (2, ) + 1ty (2, ) = 0. (D.167)

V tomto piikladu budeme TeSit Laplaceovu rovnici na obdélnikové oblasti s rozméry a, b, se smi-
Senymi Dirichletovymi a Neumannovymi podminkami (viz odstavec 3.2.1), v podobé

u(z,0) =0, u(0,y) =0, uz(a,y) =0 (y #0), uy(z,b) = upsin (%x) (x #0). (D.168)

Separaci proménnych u(z,y) = X (z)Y (y) dostavame rovnici

X// Y/l
XY +XY"=0atedy = = —— =

A D.1
=== (D.169)

kde konstanta A mtze nabyvat hodnot A =0, A >0, A <O0.

1. A = 0: Budeme predpokladat separované funkce X (z) a Y (y) ve tvaru polynomi, vzhle-
dem k okrajovym podminkdm budou dostateéné polynomy 1. stupné, tedy X (z) = Az +
B, Y(y) = Cx+ D. Z okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyva B =0V C = D = 0, pokud
oviem C' = D = 0, potom Y (y) = 0 a tedy u(x,y) = 0 vSude. Pokrac¢ujeme-li s B = 0,
dostavame Az(Cy + D) = 0 a tedy, zahrneme-li dalsi okrajovou podminku u(z,0) = 0,
musi byt AzD = 0. Piipad A = 0 dava X (z) = 0, tedy u(z,y) = 0 vSude. Uvazujeme-li
také D = 0, potom u(z,y) = AxzCy = 0, z dalsi okrajové podminky wu,(a,y) = 0 vyplyva
ACy =0, tedy A=0 Vv C =0, v obou piipadech oviem u(x,y) = 0. Pfipad A = 0 dava
tedy pouze trivialni feSeni.

2. XA > 0: Z rovnice (D.169) dostavame obecné FeSeni ve tvaru

u(z,y) = | Acosh(VAz) + Bsinh(\f)\x)] [C’ cos(VAy) + Dsin(vAy)] . (D.170)
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7 okrajové podminky u(0,7) = 0 vyplyva A[C cos(v/Ay) + Dsin(v/Ay)] = 0, tedy C' =
D = 0, potom oviem Y(y) = 0 a tedy u(x,y) = 0 vSude. Pokrac¢ujeme-li s A = 0,
dostavame u(z, y) = Bsinh(v/Az)[C cos(v/Ay) + D sin(v/Ay)]. Zahrneme-li dalsf okrajovou
podminku u(z,0) = 0, musi byt BC sinh(v/Az) = 0. P¥ipad B = 0 dava X (z) = 0, tedy
u(z,y) = 0 viude. Pokracujeme-li s C' = 0, potom u(z,y) = BDsinh(v/\z)sin(vAy) a
z dali okrajové podminky wuy(a,y) = 0 vyplyva vV ABD cosh(v/Aa)sin(vAy) = 0, tedy
B =0V D=0, v obou pfipadech oviem u(z,y) = 0. Pfipad A > 0 dava tedy také pouze
trividlni feSeni.

3. A < 0: Z rovnice (D.169) dostavame obecné Feseni ve tvaru
u(z,y) = [A cos(VAz) + Bsm(ﬁx)] [c cosh(v/Ay) + Dsmh(ﬁy)} . (D7)

7 okrajové podminky u(0,y) = 0 vyplyva A[C cosh(v/\y) + Dsinh(vAy)] = 0, tedy
C =D = 0, potom Y(y) = 0 a tedy u(z,y) = 0 vSude. Pokracujeme s A = 0, do-
stavame u(z,y) = Bsin(v/Az)[C cosh(v/\y) + D sinh(v/\y)]. Zahrneme-li dalsi okrajovou
podminku u(zx,0) = 0, musi byt BC sin(v/Az) = 0. P¥ipad B = 0 dava X (z) = 0, tedy
u(z,y) = 0 vdude. Pokrac¢ujeme-li s C' = 0, potom u(z,y) = BDsin(v/Az)sinh(v/Ay) a
z dalsi okrajové podminky wuy(a,y) = 0 vyplyva VABD cos(v/Aa)sinh(vAy) = 0, tedy
B =0V D =0 (v obou pifpadech oviem u(z,y) = 0) Vcos(v/Aa) = 0. Posledni piipad
dava reseni

2k —1
cos(Vha) = 0, tedy VA = (2)7T a tedy
a
= J@k-17 7. [@k—Dx
u(x,y) = kg_l K}, sin [2(11" sinh o, Y| kde K, = BD. (D.172)
Uplatnime-li také ¢tvrtou okrajovou podminku, dostavame
LT e [@k—D7 1 . [(2k— D)7
uo sin -z = g K}, sin [2@ x] sinh [2& b . (D.173)

k=1

Z argumentu funkce sinus vyplyva feSeni pouze pro k = 1, tedy K1 = wug /sinh[rb/(2a)].
Vysledné fesSeni se zahrnutim vsech okrajovych podminek bude

u(z,y) = ug [sinh (;ﬁ)] in (72%) sinh (%) . (D.174)

Dalsi typickou eliptickou parcialni diferencialni rovnici muze byt naptiklad tzv. Poissonova
rovnice typu Au(z,y) = f(x,y), tedy nehomogenni elipticka rovnice, nejéastéji pouzivana ve for-
mé gravita¢ni Poissonovy rovnice, A® = 47 Gp, kde P je gravitacni potencial, p je hustota hmoty
a G je gravita¢ni konstanta, nebo Poissonovy rovnice elektrostatického potencialu, A® = —p/e,
kde p je hustota elektrického naboje a € je permitivita. Regen{ vicerozmérné Poissonovy rovnice
je analogické k feSeni Laplaceovy rovnice a také napfiklad k feSeni nehomogenni hyperbolické
parcialni diferencialni rovnice:

e Poissonova rovnice s konstantni pravou stranou:

Resme jednoduchou rovnici, definovanou na oblasti > 42, tj. na oblasti ohrani¢ené parabolou
x = y? s vrcholem v bodé [0, 0], jejiz osu tvoii kladni Gast osy =,

u:ca:($7 y) + uyy(xa y) = 27 (D175)
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s Dirichletovou podminkou na hranici oblasti, u(y?,y) = 0. Piedpokladejme Feseni ve formé
vSech Clent polynomu 2. stupné s neurcitymi koeficienty,

u(z,y) = A+ Bx + Cy + Da® + Exy + Fy?, (D.176)

kdy po jeho parcidlnim derivovani ve smyslu rovnice (D.175) snadno zjistime: F' =1 — D. Po
dosazeni okrajové podminky, tedy z rovnice

A+Cy+(B—-D+1)y*+ Ey> + Dy* =0, (D.177)
dostavame nenulové hodnoty koeficientti pouze pro B = —1, F' = 1. Hledana rovnice tedy bude
u(z,y) =1y — . (D.178)

e Poissonova rovnice s konstantni pravou stranou na kruhové oblasti, s nehomo-
genni okrajovou podminkou:

Uvniti kruhové oblasti s polomérem R plati nasledujici rovnice,
uxz(xa y) + Uyy(% y) = 47 (D179)

kdy na hranici oblasti plati Dirichletova podminka u(z,y1) = 1, z niz vyplyva y; = £V R? — 2.
Analogicky k parabolickym rovnicim s nehomogennimi okrajovymi podminkami rozdélime hle-
danou funkei u(x,y) na soucet dvou funkei, naptiklad U(x,y) a v(x,y), pro které bude platit:

w(z,y) =U(z,y) +v(z,y), Upe + Uyy =4, U(x, 1) =0, Vgp +vyy =0, v(z,y1) = 1. (D.180)

Obdobné jako v pfedchozim piipadé predpokladame pro kazdou funkci tplny polynom 2. stupné
s neur¢itymi koeficienty,

U(z,y) = A+ Bz + Cy + Dz? + FExy + Fy?, (D.181)
v(z,y) = a+ bz + cy + de’ + exy + fy°, (D.182)

cozdava F = 2— D, f = —d. Po dosazeni okrajové podminky miizeme rovnice (D.181) a (D.182)
prepsat ve tvaru

A4+ Bz + (C+Ez)VR2 —22+2(D—1)2°+(2— D)R* =0, (D.183)
a+bx =+ (c+ex) vV R2 — 22 + 2d2® — dR* = 1, (D.184)
jednotlivé nenulové koeficienty budou: A = —R%?, D = 1, F = 1, a = 1. Po secteni rovnic

(D.183) a (D.184) dostavame hledanou vyslednou funkeci
_ 2 2., .2
u(z,y) =1— R+ z° + y~°. (D.185)
e Poissonova rovnice s obecnou pravou stranou, smiSené okrajové podminky:
Resme obdobnym zptisobem Poissonovu rovnici ve tvaru

U (T, ) + Aty (2, y) = 2y, (D.186)
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s okrajovymi podminkami u(0,y) = y2, u;(0,%) = 0. Abychom po derivovani dostali ¢leny po-
tfebného stupné, musime nyni ovSem predpokléddat fesen{ ve tvaru dplného polynomu 4. stupné
s neur¢itymi koeficienty,

u(z,y) = A+ Bz + Cy + Da* + Exy + Fy? + Ga® + Hay + Ivy® + Jy>+
+Kat + Lady + Maz*y? + Nzy® + Qut. (D.187)

Prislugné druhé derivace tedy v tomto pfipadé budou

Uge = 2D + 6Gx + 2Hy + 12K 2 4+ 6 Lzy + 2My?, (D.188)
Uyy = 2F + 212 + 6Jy + 2M2? + 6 Nay + 12Qy>. (D.189)

Pro jednotlivé koeficienty dostaviame

D:—4F,G:—§I,H:—l?J,K:—%M,L:#

M = —24Q. (D.190)
Dosazenim Dirichletovy okrajové podminky dostavame A =0, C =0, F =1,J =0,Q = 0,
z relaci (D.190) ihned vyplyva D = —4, H = 0, K = 0, M = 0. Dosazenim Neumannovy
okrajové podminky dostavame B =0, E =0, [ =0, N =0, z relaci (D.190) nasledné vyplyva
G = 0, L = 1/6. Dosazenim nenulovych koeficientit do rovnice (D.187) dostavame hledanou
vyslednou funkci,

1
u(z,y) = -4z +y° + 63:33/. (D.191)

Podrobné je tato problematika popsana napf¥. v uéebnici Franca (2011).



Priloha E

Praktické zaklady numerickych
vypoctia %

Smyslem této kapitoly neni podavat systematicky popis zakladnich metod numerické matema-
tiky, v tomto sméru odkazuji zajemce napiiklad na skriptum Humli¢ek (2009) nebo odpovida-
jici u¢ebnice (napriklad Prikryl, 1985; Vitasek, 1987; Cermak & Hlavicka, 2006, atd), ale pouze
struéné a nazorné ilustrovat nékteré principy a mozné postupy pii praktickém numerickém mo-
delovani nejcastéji se v praxi vyskytujicich (a vySe popsanych) analytickych okruht. Vybrané
priklady jednoduchého modelovani jsou také doprovazeny ukazkami velmi jednoduse sestave-
nych programovacich skriptd pro dany konkrétni problém, pfipadné obrazky a grafy vyslednych
modeli. Programové skripty jsou zde demonstroviny v co nejvice elementarni podobé, zbaveny
v8ech podprogramii, modult a dalsich ,programéatorskych vylepSeni®, ve kterych by se ovSem
podstata algoritmu, zejména pro zac¢atecniky, mohla ztracet.

Rozséhlé vyuzivani numerické matematiky ve vétsiné pfirodovédnych a technickych dis-
ciplin pfineslo také tvorbu celé fady hotovych knihoven, rozepsanych do hlavnich programo-
vych jazyku; jejich prehledné tlozisté se nachézi napiiklad na strankich GAMS (Guide to
Available Mathematical Software) http://gams.nist.gov/. Nékteré z nich jsou komeréni (a
pomérné komplexni), napiiklad NAG (Numerical Algorithm Group) https://www.nag.com/
content/nag-1library nebo IMSL (International Mathematics and Statistics Library) http:
//www.roguewave . com/products-services/imsl-numerical-libraries, jiné jsou volné do-
stupné a byvaji zpravidla zaméfené na specifickou oblast, naptiklad FFTPACK http://www.
netlib.org/fftpack/ - (rychld) Fourierova transformace, LAPACK (viz odstavec E.1) - line-
arni algebra, MINPACK http://www.netlib.org/minpack/ - nelinearni rovnice, atd. Jejich
iplné nebo i ¢asteéna implementace do vlastnich algoritmt muze vyrazné urychlit a usnadnit
jejich tvorbu i kvalitu.

E.1 Numerické metody linearni algebry

V tomto oddile nebudeme probirat jednotlivé metody numerickych TeSeni linearni algebry,
k zédkladim tohoto tématu existuje rozsahla literatura (nap¥. Humlic¢ek (2009)), popisujici jak
vlastni numerické rovnice tak jejich stabilitu a podminénost (tj. zejména stanoveni presnosti
numerickych maticovych algoritmi), odhady chyb, atd. V soucasnosti existuje fada hotovych
balickt (procedur), sestavajicich z jednotlivych podprogrami (knihoven), uréenych pro reSeni
dil¢ich nebo i kombinovanych algebraickych tloh (napiiklad feseni soustav linearnich rovnic, fe-

% jsou oznaceny odstavce a piiklady, uréené primérné studenttim vyssich ro¢niki bakalarského studia
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Seni tzv. tridiagondlnich matic (tj. matic s nenulovymi prvky pouze na hlavni a obou sousednich
diagonalach), hledani determinantii, inverznich matic, vlastnich hodnot a vlastnich vektort, atd.
Jednim z nejvykonnéjsich takovych balicki, ktery zde podrobnéji predstavime, je programovy
bali¢ek LAPACK (Linear Algebra PACKage, Anderson et al. (1999)), ktery se vyvinul ze star-
gich bali¢ki EISPACK a LINPACK a je urcen pro fortran 77, fortran 90, existuji také C++
verze. Existuji rozsifené verze tohoto balicku nebo dalsi knihovny na ném postavené, se zabu-
dovanymi podprogramy pro paralelizaci na vykonnych pocitacovych clusterech (viz odstavec
E.6), naptiklad ScaLAPACK, MAGMA, MORSE, CHAMELEON;, atd.

Programovy balicek LAPACK je volné dostupné softwarova knihovna, jeji instalaci pro-
vedeme bud ze softwarového centra pouZivané systémové distribuce, nebo z adresy http:
//www.netlib.org/lapack. Pfi prekladu (kompilaci) pouzivaného programového souboru za-
dame odkaz na LAPACK, napiiklad: gfortran nazev_souboru.f95 —-llapack. Popis
jednotlivych podprogramu a jejich vyuziti (nap¥. knihovna DGBSV pro feSeni soustav redlnych
linearnich rovnic o libovolném poc¢tu proménnych nebo DGTSV, vhodna pro feSeni tridiagonal-
nich matic, atd.) jsou dostupné v uzivatelskych pfiruckach, napiiklad v Anderson et al. (1999).

e Ukazka schématu podprogramu DGBSV, uré¢eného pro feseni soustavy linearnich
rovnic (preklad):

N vstup, INTEGER) = pocet rovnic = fad ¢tvercové matice A, N > 0.

KU

( )

KL (vstup, INTEGER) = pocet spodnich diagonal matice A, KL > 0.
(vstup, INTEGER) = pocet hornich diagonéal matice A, KU > 0.
(

NRHS

AB (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDAB,N).

Na vstupu: matice A v pasovém uloZzeni, v fadcich od KL+1 do 2*KL+KU+1;
radky 1 az KL pole nemusi byt vypsany. j-ty sloupec pole A je ulozen jako j-ty
sloupec pole AB nasledovné: AB(KL+KU+1+i-j, j) = A(i,j) pro max(1, j-KU) <
i < min(N, j+KL).

Na vystupu: detaily faktorizace - matice U je uloZena jako horni trojuhelnikova
péasova matice s KL+KU hornimi diagonélami v fadcich od 1 do KL+KU-+1, mul-
tiplikdtory M, pouzité béhem faktorizace jsou uchovany v rfadcich od KL+KU+2
do 2*KL+KU+1 (viz schéma nize).

vstup, INTEGER) = pocet sloupci pravé strany (tj. matice B), NRHS > 0.

LDAB (vstup, INTEGER) = ur¢ujici dimenze pole AB. LDAB > 2*KL+KU-+1.

IPIV  (vystup, INTEGER) = pole dimenze (N), indexy pivoti, které definuji permutaé¢ni
matici; i-ty fadek matice byl zaménén za fadek IPIV(i).

B (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na vystupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS

feSeni matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = urcujici dimenze pole B. LDB > max(1,N).

INFO (vystup, INTEGER) = 0: uspésny vystup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-ty argu-
ment ma nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je pfesné 0. Faktori-
zace je ukoncena, ale faktor U je pfesné singularni, feSeni nemohlo byt vypocteno.

DALSI DETAILY:


http://www.netlib.org/lapack
http://www.netlib.org/lapack
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Schéma pasového ulozeni je ilustrovano na nasledujicim piikladu, kdy M = N =

6, KL = 2, KU = 1:

Na vstupu: Na vystupu:
* * * + + + * * * uld u25 u36
* * + + + + * * ul3d u24 u3b u46

x* al2 a23 a34 a4b5 abb * ul2 u23 u34 udd ub6
all a22 a33 a44 abb ab66 ull w22 w33 u44d udbd ub6
a2l a32 a43 ab4d abd m21 m32 m43 mbd4d mb65 *
a3l a42 ab3 abd * m3l m42 mb3 mb64 *

Prvky pole oznacené * nejsou pouzivané ve vypocetnim procesu; prvky oznacené +
nemusi byt uvedeny na vstupu, ale jsou nutné ve vypocetnim procesu pro ulozeni
prvki pole U z diivodu nedostatku mista, vyplyvajiciho z vymény radkii.

e Ukézka schématu podprogramu DGTSV, uréeného pro feseni tridiagonélnich matic:

N (vstup, INTEGER) = pocet rovnic = fad ¢tvercové tridiagonalni matice A, N >
0.
NRHS (vstup, INTEGER) = pocet sloupci pravé strany (tj. matice B), NRHS > 0.

DL (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = na vstupu pole prvka spodni (sub)
diagonaly matice A, dimenze N-1, na vystupu je toto pole prepsano N-2 prvky
druhé horni diagonély horni trojihelnikové matice U, dané LU faktorizaci.

D (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N, na vstupu obsahuje
diagonélni prvky matice A, na vystupu je toto pole pfepsano diagonalnimi prvky
matice U.

DU (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze N-1, na vstupu obsahuje
N-1 prvki horni (super) diagonéaly matice A, na vystupu je toto pole pfepsano
N-1 prvky prvni horni diagonély horni trojihelnikové matice U.

B (vstup/vystup, DOUBLE PRECISION) = pole dimenze (LDB,NRHS), na vstupu
je N : NRHS matice pravé strany B. Na vystupu, pokud INFO = 0, je N : NRHS
feseni matice X.

LDB (vstup, INTEGER) = ur¢ujici dimenze pole B. LDB > max(1,N).

INFO (vystup, INTEGER) = 0: uspésny vystup, < 0: pokud INFO = -i, pak i-ty argu-
ment ma nepovolenou hodnotu, > 0: pokud INFO = i, U(i,i) je pfesné 0. Faktori-
zace je ukoncena, ale faktor U je pfesné singularni, feSeni nemohlo byt vypocteno.

Obdobnym zptsobem jsou sestaveny i ostatni knihovny. Piiklady feSeni a programovych skripti
s odkazem na LAPACK uvadime v dalsich odstavcich E.2.1, E.3.1, E.3.2, E.3.3, E.5.1, E.5.7,
atd.

E.2 Interpolace

Interpolaci rozumime nahrazeni slozitéjsi funkéni zavislosti zavislosti jednodussi, tedy aproxi-
mace dané funkce jinou vhodnou funkci. Interpola¢ni aproximaci rozumime interpolaci diskrétni
funkce, tj. funkce, dané koneénym souborem bodt definiéniho oboru a jim pfifazenych funke-
nich hodnot (reprezentovanych zpravidla tabulkou), pomoci funkce (pfipadné i jejich derivaci),
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nabyvajici v té€chto bodech stejnych hodnot jako ptuvodni zadana funkce. Nejvhodnéjsimi inter-
pola¢nimi funkcemi jsou polynomy rtuzného (zvoleného) stupné, napf. tzv. Lagrangeiv a New-
tontv interpolaéni polynom (Humlicek, 2009; Vitasek, 1987) nebo tzv. splajny. V nasledujicim
odstavci E.2.1 je strucéné ukizan ¢asto pouzivany tzv. kubicky interpolacni splajn pro jednoroz-
mérné interpolace. V odstavcich E.2.2 a E.2.3 jsou dokumentovany dvourozmérné bilinedrni a
bikubické interpolace pomoci polynomt 1. a 3. stupné, vedenych ve dvou smérech.

Pri praktickych vypoctech je tieba vzdy zvazit, pripadné vyzkouset, ktery typ interpolace je
pro danou tlohu nejvhodnéjsi. Jsou-li napiiklad velké disproporce mezi vzdalenostmi zadanych
bodu (tj. zadané ,,sit* bodu je misty husta a misty velmi ¥idka), je vhodnéjsi pouZit jednodussi,
, DO Castech® linearni interpolaci, protoZe interpolace spojitou funkei (napiiklad kubickym inter-
pola¢nim splajnem, viz odstavec E.2.1) miize byt v fidkych oblastech netimérné ,rozkmitana‘.
Pfipadné je moZné pouzit pro rizné tseky interpolované zavislosti razné typy aproximaci (a ve
sty¢nych bodech je vhodnym zptisobem navézat).

E.2.1 Kubicky interpolac¢ni splajn

(z anglického spline) je jednou z nejcastéji pouzivanych interpola¢nich funkei Jedna se o tzv.
po cdstech (piecewise) interpolaéni polynom 3. stupné s; ve tvaru

S(z) = s1(z)prox; <z < x9, sa(r)proxs <z < x3,...,5p—1(T)prox,_1 <z < zp, (E.1)
definovany jako
si(x) = ai(x — 2;)* + bi(x — 2:)* + ci(z — @) + d;, (E.2)

jehoz druhé derivace oznacime jako M;. Je to tedy soustava kubickych funkci, které na sebe
v zadanych bodech [z;,y;] navazuji jak funkéni hodnotou, tak prvni a druhou derivaci. Podle
okrajovych podminek rozliSujeme riizné typy téchto splajni, naptiklad tzv. prirozeny splajn je
urcen okrajovymi podminkami M; = M,, = 0, parabolicky ukonceny splajn je uren okrajovymi
podminkami M; = My, M,, = M,_1 (extrapolace nultého Fadu), kubicky ukonceny splajn je
ur¢en okrajovymi podminkami My = 2Ms — M3, M,, = 2M,,_; — M,,_o (extrapolace 1. fadu
nebo také linearni extrapolace), atd.

7 podminek spojitosti funkénich hodnot i prvnich a druhych derivaci v bodech x;, vyplyva
pro¢ =20, ... ,n — 1 nasledujici:

si(xi) = i 5i(Tiy1) = Yis1, (E.3)
si_1(xs) = si(z;) = ¢, sy q(xi) = 87 () = M = 2b;, (E.4)

tyto vnitini podminky jsou dale doplnény dvéma uvedenymi okrajovymi podminkami, danymi
typem splajnu. Porovnanim vsech uvedenych podminek ve vsech uzlovych bodech [z;, y;] dosté-
vame soustavu linedrnich rovnic pro neznamé druhé derivace M; ve vnitinich uzlovych bodech:

(g1 — x5) Mig1 + 2 (21 — xim1) My + (2 — 24—1) Mi—1 =6 <yi+1 Y Vit > .
Tit1 — T Tp— Ti-1
(E.5)

Tuto soustavu rovnic lze zapsat pomoci tzv. tridiagondlni matice ve tvaru (kde zavedeme Az; =
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Tip1 — wiy AT = zipy — 2o, Ay = yip1 — yi, A = Ay /Azj, Af = Ay;/ Az — Ay;/Axy):

20Ax,—1  Azp_q M, AV
Azp1 2A%z, 1 Azp_s M, A'Y
Axpo  2A%z, 9 Az,_s M,_s A2

—6 . (E.6)
A$2 2A+$2 A.Z‘l MQ A%
Axq 2A1, My A

kterou fesime napiiklad pomoci vhodné knihovny balicku LAPACK (odstavec E.1). Jednotlivé
koeficienty rovnice (E.2) potom snadno dopoéitame:
M; My — M,

. . T —
d’i = Y, C; = 7y1+1 Yi — (Mi+1 —I— 2Mz) 71+1 Z, bz = — a; = .
6 (vit1 — ;)

E.7
Ti+1 — T4 6 2 ’ ( )

V piipadé konstantniho kroku nezavisle proménné z;11 — z; = h = konst. se rovnice (E.5)
zjednodusi do podoby

6
M1 +4M; + M, = 72 (Yit1 — 2yi +vi—1) , (E.8)

matice (E.6) bude mit potom tvar

2 1 M, —Ayn_1
1 4 1 Mnfl Aynfl - Ayan
1 4 1 Mn—2 6 Ayn—Z - Ayn—?)
1 4 1 M, Ay — Ay
2 M1 Ayl
e Priklad programového skriptu pro pfirozeny kubicky interpola¢ni splajn (fortran
95):
program nat3_splajn deklarace nazvu programu
implicit none piikaz, ktery rusi automatické prifazovani

pismen i, j, k, I, m, n pro celoc¢iselné pro-
ménné a ostatnich pismen pro realné pro-
ménné (tj. proménné s desetinnym rozvo-
jem)

tabulka hodnot [z;, y;]:

[1,1], [2,3], [3,4], [4;1,5], [5;1,5], [6,5], [7,7], [8,5], [9,2], [10,0]

integer :: i, j, np deklarace celo¢iselnych proménnych: i =
poradové ¢islo nezévisle proménné, j = po-
fadové ¢islo linearni rovnice, np = celkovy
pocet diskrétnich hodnot.

parameter (np=10) zadani fixn{ hodnoty np, kterou nelze v pro-
gramu dale ménit
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integer :: INFO,KL,KU,LDAB,LDB,N,RHS deklarace celo¢iselnych proménnych pro-

cedury LAPACK - viz sekce E.1.

parameter(KL=np-3,KU=np-3,N=np-2 KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU+1,&

LDB=N,RHS=1)

integer :: IPIV(N)

double precision, dimension(np) :: x, y

zadani fixnich hodnot celo¢iselnych para-
metri
zadani parametru jako pole o N prvcich

deklarace realnych veli¢in x, y jako pole
(vektoru) o np prvcich s tzv. dvojitou pres-
nosti, umoznujici vypocet ¢isla na 16 dese-
tinnych mist a do mocniny cca 103 (v za-
vislosti na parametrech pocitace).

double precision, dimension(np) :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)

double precision ::

double precision :: h

parameter (h=1.d0)

zadani parametru jako dvojrozmérnych poli

f(up), res(np), a(np), b(up), ¢(np), d(np)

jiny zpusob deklarace redlnych veli¢in jako
pole (vektoru) o np prvcich s dvojitou pres-
nosti.

deklarace realnych skalarnich veli¢in.

zadani fixni hodnoty intervalu nezévisle
proménné, kterou nelze v programu dale
meénit

vektor hodnot nezévisle proménné.

y-ové (naméfené) hodnoty, np = pocet na-

cyklus vypoctu druhych derivaci M, zépis

vypocetni cyklus procedury LAPACK

x=(/(1.d0*, i=1np)/)
y=(/1.d0, 3.d0, 4.d0, 1.5d0, 1.5d0, 5.d0, 7.d0, 5.d0, 2.d0, 0.d0/)
méfenych hodnot
do i=1,N
tridiagonélni matice
do j=1,N
if(j.eq.i)then
M(i,j)=4.d0
elseif(j.eq.i-1)then
M(i,j)=1.d0
elseif(j.eq.i+1)then
M(i,j)=1.d0
else
M(i,j)=0.d0
endif
end do
end do
do i=1,N
do j=1,N
AB(KUKL+i-j, j)=M(i,j)
end do
end do
do i=1,N vypocet pravé strany

B(i,1)=6.d0/h**2.d0* (y(i)-2.d0%y (i+1)+y(i+2))

end do
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cubic natural spline

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Obréazek E.1: Graf kubického pfirozeného interpolacniho splajnu, popsaného v oddile E.2.1.

volani podprogramu DGBSV (viz oddil E.1):
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if INFO.ne.0) write(**) “INFO—" INFO,!!”

a(1)=B(1,1)/6.d0/h vypocet koeficientu a,b,c,d v 1. poli splajnu
b(1)=0.d0
c(1)=(y(2)-y(1))/h-B(1,1)/6.d0*h

a()-y(1)
do i=2,np-2 cyklus vypoctu koeficientu a,b,c,d v pro-
stfednich polich splajnu
a(i)=(B(i,1)-B(i-1,1))/6.d0/h
b(i)=B(i-1,1)/2.d0
c(i)=(y(i+1)-y(i))/h-(B(i,1)+2.d0*B(i-1,1)) /6.d0*h
a()-y(i)
end do
a(np-1)=-B(N,1)/6.d0/h vypocet koeficienttt v poslednim poli
b(np-1)=B(N, 1)/2 do
c(np-1)=(y(np)-y(np-1))/h-2.d0*B(N,1)/6.d0*h
d(np-1)—y(np-1)
do i=1np-1 zéapis koeficientti do souboru fort.1
write(1,*) a(i), b(i), c(i), d(i)
end do
end program nat3 splajn ukonceni programu

E.2.2 Bilinearni interpolace

V praxi jsou Casto velmi dilezité interpolace funkci dvou nebo vice proménnych. Napiiklad
tabulku naméfené hodnoty urdité veli¢iny v ruznych ¢asech a v rtznych vzdalenostech od zvo-
leného referen¢niho bodu, chceme interpolovat jak pro mezilehlé ¢asy, tak pro mezilehlé polohy.
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Obrazek E.2: Schématické znazornéni bilinearni interpolace. Zadané body funkce f(zq,yg) se nachazeji v
uzlech modré sité (zvyraznéné modrymi kotoucky), okrova sit predstavuje jeji interpolaci, kdy ve sméru z
je kazda bunka modré sité délena na 12 diléich intervali a ve sméru y na 9 diléich intervalii. Vzhledem ke
zvolenému vypocetnimu algoritmu je interpolace na ,,vné&jsich“ okrajich modrych bunék , nedokoncena®,
v pfipadé dalsich sousednich modrych bunék by se pocitaly na jejich ,,vnitfnich* hranach.

Tyto interpolace se rovnéz velmi asto pouzivaji pfi upravach obrazu, kdy se hodnoty barev
a intenzit jednotlivych nasnimanych pixelt prepocitavaji pro mezilehlé body a tim se docili
(zdéanlivé) vyssiho rozliseni.

Nejjednodussi dvourozmérnou interpolaci je tzv. bilinedrni interpolace funkce dvou pro-
ménnych, kterd je rozsifenim linedrni interpolace do dvou rozméri, kde v kazdém mezikroku
prfifadime indexim i, j pro ,,vnitini“ a ,vnéjsi okraj dil¢i interpolované oblasti (buiky) v obou
smérech hodnoty 0 a 1. Pro zadané i interpolované funkéni hodnoty plati (pfipominame, Ze
lim, ,02° = 1)

1 1

Fa,y) =) aga’y = ago + any + awx + anay, (E.10)
i=0 j=0

s neznamymi prvky konstantn? 1 x 4 matice a = a;; (kde horni indexy ¢,j v rovnici (E.10)
znamenaji mocniny). Ozna¢me x,y relativni (vaéi pocatku buiky) soufadnice interpolované
hodnoty (interpolantu), x4, ys (o, 8 = 0, 1) soufadnice okraji buiiky se zadanymi hodnotami

fo = [f(z0,0), f(x0,91), f(21,90), f(z1,91)], k = 2’y a A = zly) (matice 4 x 4). Z rovnice
(E.10) dostavame fo = aA a tedy a = A™1f. Zaroveii musi platit f(z,y) = a- k = k - a, tedy

f(z,y) = kA~F. (E.11)

Uvedeny princip si ukdzeme na pfikladu jedné ,bunky‘ se soufadnicemi okraji zg = 0, 1 =
20, yo = 0, y1 = 15 a se zadanymi hodnotami f(zg,y0) = 20, f(xo,y1) = 10, f(z1,90) =
5, f(z1,y1) = 6,5 (,,leva spodni modra buiika na obrazku E.2). V ramci této buiiky chceme
zjistit bilinearni interpolant f(x,y) napiiklad v bodé z = 10, y = 5. Explicitni zapis rovnice
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(E.11) v tomto piipadé bude

-1

1 0 0 0 20

115 0 0 10| 133
F(10,5) = (1,5,10,50) | | 0 o0 ¢ = | =15 (E.12)

1 15 20 300 6,5

Analogickym zpiisobem se budou pocitat interpolace i v ostatnich zadanych buinikach.

Nésledujici numericky algoritmus ilustruje zptsob vypoctu bilinearni interpolace dvouroz-
mérné sité, sestédvajici ze ¢tyl bunék se zadanymi hodnotami v rozich, kdy ve sméru x je kazda
buinika sité rozdélena na 12 dil¢ich intervali a ve sméru y na 9 dil¢ich intervali. Vysledek inter-
polace je znézornén na obrazku E.2.

e Priklad programového skriptu pro bilinedrni interpolaci na ¢tyfech prostorovych
buinikach dvourozmérné diskrétni funkce (fortran 95):

program bilinear deklarace nazvu programu

implicit none

integer :: i, j, ii, jj deklarace celo¢iselnych proménnych: i, j =
poradova ¢isla bodu ,,modré* sité, ii, jj =
poradova ¢isla bilinearnich interpola¢nich
uzli (okrovéa sit).

parameter (ni=3, nj=3, nii=13, njj=10) zadéani rozsahu deklarovanych proménnych
double precision :: x(ni), y(nj), f(ni,nj) zadani realnych proménnych s dvojitou
presnosti

double precision :: p(ni,nii), q(nj,njj), ff(ni,nj, nii,njj)
double precision, parameter :: dx=40.d0, dy=30.d0
zadani rozsahu celé domény

vypocet soufadnic sitovych uzli se zadanymi hodnotami funkce f:
do i=1,ni
x(i)=dx/dfloat(ni-1)*dfloat(i-1)
end do
do j=1,nj
y(j)=dy/dfloat(nj-1)*dfloat(j-1)
end do
tabulkovy vy¢et zadanych hodnot funkce f v uzlovych bodech (1. poradovému ¢islu odpo-
vida smér x, 2. smér y):

f(1,1)=20.d0
£(2,1)=5.d0
£(3,1)=1.d0
£(1,2)=10.d0
£(2,2)=6.5d0
£(3,2)=18.d0
£(1,3)=15.d0
£(2,3)=6.d0

£(3,3)=21.d0

vypis (uzlové) sité se zadanymi hodnotami funkce f do souboru fort.10:
do i=1,ni
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do j=1,nj
write(10,%) x(i), y(j), £(ij)
end do
write(10,*)
end do

volani podprogramu pro vypocet interpolaci v jednotlivych buiikach uzlové sité:
call interpol(ni,nj,nii,njj,x,y,p,q,dx,dy,f,ff)

stop
end program bilinear konec hlavniho programu

podprogram pro vypocet interpolaci:
subroutine interpol(ni,nj,nii,njj,x,y,p,q,dx,dy,f,ff)
implicit none

integer :: i, j, k, ii, jj

integer, intent(in) :: ni, nj, nii, njj

double precision, intent(in) :: x(ni), y(nj), dx, dy, f(ni,nj)
double precision :: xx(nii), yy(njj)

double precision, intent(out) :: p(ni,nii), q(nj,njj), ff(ni,nj,nii,njj)

double precision :: Bl(ni-1,nj-1), B2(ni-1,nj-1), B3(ni-1,nj-1), B4(ni-1,nj-1)

integer :: INFO

integer, parameter :: N=4

integer,dimension(size(A,1)) :: IPIV

double precision, dimension(N,N) :: A

double precision, dimension(size(A,1),size(A,2)) :: AINV
double precision, dimension(size(A,1)) :: WORK

matice A:
do i=1,N inicializace nulové matice
do j=1,N
A(i,j)=0.d0
end do
end do

A(1,1)=1.d0 nenulové prvky matice A

=1.d0
=dx/dfloat(ni-1)
=dy/dfloat(nj-1)

)
)
)
)=dx/dfloat(ni-1)
)
|
)=dx/dfloat(ni-1)*dy/dfloat(nj-1)

Ulozime A jako AINV, abychom predesli jejimu prepsani
AINV=A
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procedura DGETRF podita LU faktorizaci obecné matice A.

call DGETRF(N,N,AINV,N IPIV INFO)

if(INFO.ne.0) write(*,*) “Matrix is numerically singular”
stop

endif

procedura DGETRI pocita inverzni matici.

call DGETRI(N,AINV,N,IPIV,WORK,N,INFO)

if INFO.ne.0) write(*,*) “Matrix inversion failed”
stop

endif

————— Konec procedury LAPACK - - - - -

do ii=1,nii
xx(ii)=dx/dfloat(ni-1) /dfloat(nii-1)*dfloat(i-1)

end do
do jj=1,njj
yy(jj)=dy/dfloat(nj-1) /dfloat(njj-1)*dfloat(j-1)
end do
do i=1,ni-1
do j=1nj-1
B1(i,j)=AINV(1,1)*(i,j) +AINV(1,2)*f(i,j+1)+AINV(1,3)*f(i+1,j) &
+AINV (1, 4)*f(i+1,j+1)
B2(i,j)=AINV(2,1)*f(i,j) +AINV(2,2)*f(1,j+1)+AINV(2,3)*{(i+1,j) &
+AINV(2,4)*(i+1,j+1)
B3(i,j)=AINV(3,1)*f(i,j) +AINV(3,2)*f(1,j+ 1) +AINV(3,3)*f(i+1,j) &
+AINV(3,4)*(i+1,j+1)
B4(i,j)=AINV(4,1)*f(i,j) +AINV(4,2)*f(1,j+ 1) +AINV(4,3)*(i+1,j) &
+AINV(4,4)*(i+1,j+1)
end do
end do
absolutni soufadnice p,q:
do i=1,ni-1

do ii=1,nii-1
p(i,il)=xx(ii)+x(i)
end do
end do
do j=1nj-1
do jj=1,njj-1
a(3.33)=yy (i) +v Q)
end do
end do

vypocet interpolantu:
do i=1,ni-1
do j=1nj-1
do ii=1nii-1
do jj=1,njj-1
f(1,,11,3)) =B1(1,)) +yy (3) *B2(1,j) +-xx(ii) *B3(1,)+xx(ii) *yy (jj) *B4(1,))
end do
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end do
end do
end do

zapis interpolanti funkce f do souboru fort.11:
do i=1,ni-1
do j=1,nj-1
do ii=1,nii-1
do jj=1,njj-1
write(11,%) p(iii), ajijj). (i)
end do
write(11,*)
end do
write(11,*)
end do
write(11,*)
end do

return
end subroutine interpol

E.2.3 Bikubicka interpolace

Bilinedrni interpolace byva ¢asto malo vhodna, vzhledem k tomu, Ze interpolované plochy jed-
notlivych bunék zadané funkce tvoii jako celek nespojitou plochu. Z toho divodu je vyhodné&jsi
pouzit tzv. bikubickou interpolaci, kterd je dvourozmérnou obdobou spojité interpolace jedno-
rozmérné funkce polynomem t¥etiho stupné, napiiklad kubickym interpola¢nim splajnem (viz
odstavec E.2.1).

Na rozhrani jednotlivych interpolovanych bunék se musi shodovat nejen funkéni hodnoty
interpolacnich kubickych kiivek, ale i jejich prvni derivace a také smiSena druh4 derivace. Ana-
logicky k rovnici (E.10) (vetné zpusobu znaceni, zavedeného v odstavci E.2.2) tak dostavame

aijz'yl, (E.13)

~
=
S
Il
M-
NE

i=0 j=0
3 3 o
fa(z,y) = Z Ziaisz_lyj, (E.14)
i=1 j=0
3 3 o
fy(@,y) = jagga'y’ (E.15)
=0 j=1
3 3 o
Foy(,y) =D Y djaga Tty (E.16)

s
Il

-
<
Il

=

kde horni indexy i, j,% — 1,7 — 1 znamenaji mocniny.
Pro stejnou zadanou funkei fo(zq,ys) jako v odstavei E.2.2 budou rovnice (E.13) - (E.16)
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Obrazek E.3: Schématické znazornéni bikubické interpolace stejné (modré) sité jako na obrazku E.2.

pro ,levou dolni“ bunku explicitné rozepsany ve tvaru:

fo( ) = apo, (El?)

0(0,15) = ago + 15a01 + 225a0 + 3375a03, (E.18)

f0(20,0) = agp + 20a19 + 400a2¢ + 8000aso, (E.19)
(

f0(20,15) = ago + 15a01 + 225a02 + 3375a03 + 20a10 + 300a11 + 4500a12 + 67500 a13+
+ 400az¢ + 6000a21 + 90 000 az2 + 1 350 000 a3 + 8000asp + 120 000 a1 + 1 800 000 azz+

+ 27000000 ass. (E.20)
fo2(0,0) = aio, (E.21)
f()x( , 5) = aqo + 15a11 + 225a12 + 3375a13, (E.22)
fgx(QO 0) = aqo + 40asy + 1200a3g, (E.23)
f02(20,15) = a1 + 15a11 + 225a12 + 3375a13 + 40azp + 600a2; + 9000age 4+ 135000 a3+
+ 1200a3¢ + 18 000 ag; + 270 000 ass + 4 050 000 ass. (E.24)
foy( , ) = api, (E.25)
foy((), 15) = ap1 + 30agp2 + 675a03, (E.26)
foy(20,0) = ag1 + 20a11 + 400az; + 8000as1, (E.27)
foy(ZO, 15) = ag1 + 30ap2 + 675a03 + 20a11 4+ 600a12 + 13 500 a13 + 400a21 + 12 000 age+
+ 270 000 ag3 + 8000as3; + 240 000 azz + 5400 000 ass. (E.28)
an:y( 5 ) aii, (E.29)
fozy(0,15) = a11 + 30a12 + 675a13, (E.30)
foxy(QO 0) = a11 + 40a91 4+ 1200a31, (E.31)

foxy(QO, 15) = a11 + 30a1s + 675a13 + 40as1 + 1200a29 + 27 000 ass + 1200a3; + 36 000 age+
+ 810000 ass. (E.32)
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Oznacme opét (viz odstavec E.2.2) x, y relativni soufadnice interpolantu a x, y3 soufadnice
okrajt buiky se zadanymi hodnotami fo = [f (0, o), f(x0,y1), f(x1,v0), f(z1,y1)]. Na rozdil
od bilinearn{ interpolace bude matice a = a;; dimenze 1 x 16. Zavedeme vektor se 16 slozkami,

Fo =[f(x0,90), f(x0,y1), f(x1,90), f (21, 91); fu(0, 90), fu(20, Y1),
fw(x17y0)7 fm($17y1)7 fy(x(]ay())a fy(x07y1)7 fy(xlay(])a fy(xla y1)7
fxy($07y0)7 f:ry(x(]’yl)a fmy(xlv y0)7 fxy(xlvyl)}a (E'33)

vektor
K:$l?/] = 1ayay2ay37$axyaxy2v ,$3y3, (E34)

kde 4,7 = 0,1,2,3, bude mit rovnéz 16 sloZzek a matice A, dana v tomto piipadé koeficienty
rovnic (E.17) - (E.32),

10 0 0 0 0 0
Ly of v 0 0 0
1 2 23 23 0 0 0
Loy yi o o1 =i T
A=lo 0 0 0 1 y 0 | (E.35)
00 0 0 1 0 0
0 0 0 0 0 1 - 922y

bude dimenze 16 x 16. Derivace v uzlovych bodech sité budou vypadat nésledovné: ve vnitinich
bodech budou definovany jako

fxa 1LY _flloz—ay
fr(xcwyﬁ) = ( u ﬂ) ( . ﬁ)v (E'36)
Tat+l — Ta—1
f Loy Y - f Lo Yp—
fy(zarys) = L) = FZarys-1), (B37)
Yp+1 — Yp-1
Fou (o ys) = J(@as1,y841) — f(@a-1.Yp+1) — f(Tat1,ys-1) + f($a—1,y5—1)7 (E.35)
(Tag1 — Ta—1)(Yp+1 — Ys-1)
v ,,hornich“ krajnich bodech budou
fxayy _fxa—l)y
fo(Za,yp) = (e, v5) = /{ 5), (E.39)
To — To—1
f Loy Y - f Lo, Yp—
fy(Za,yp) = (o, o) = (@ s 1), (E.40)
Ys — Yp-1
fa;y(xa,yﬁ) _ f(xou yﬁ) - f(x(xfla yﬁ) - f(momyﬁ—l) + f(fa—layﬁ—l) (E41)
(Ta — xa—l)(yﬁ - ?/5—1)
a v ,,dolnich® krajnich bodech budou
f e 'Y - f Loy Y
Folzaryp) = L\ Zar1:¥8) = (Zorv8) (E.42)
Ta+1l — Lo
f Loy Y - f Loy Y
Fy(@a,yp) = (T Yp1) = F(Tarys) (E.43)
Yp+1 — Yp
Fou(@arys) = f(@ag1, Y841 — f(@asyps1) — f(Tat1,ys) + f(%myﬁ)_ (E.44)

(Tat1 — Za)(Ys+1 — ¥B)
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Obdobnym zptisobem budou definovany i derivace v interpolovanych bodech. Analogicky k
rovnici (E.11) bude mit vysledna rovnice pro vypocet interpolantu tvar:

f(z,y) = KAT1F,. (E.45)

Numericky algoritmus bude v tomto pripadé vyrazné rozsahlejsi, nez v odstavci E.2.2,
nicméné jej lze sestavit zcela obdobné jako v pripadé bilinearni interpolace. Z toho davodu
zde uvadime pouze podobu matice A, ¢lenu B1 (kdy ostatni ¢leny B budou zcela obdobné, vzdy
s prvnim indexem séitacim) a vypoctu vyslednych interpolantii, ostatni operace budou (az na
pfipadnou dimenzi) shodné s odstavcem E.2.2:

matice A (N=16):

do i=1,N inicializace nulové matice
do j=1,N
A(1,j)=0.d0
end do
end do
A(1,1)=1.d0 nenulové prvky matice A

1)=1.d0

2)=dy/dfloat(nj-1)
3)=(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
A)=(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
1)=1.d0
,5)=dx/dfloat(ni-1)
,9)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0
,13)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0

)

)= dy/dﬂoat(nj 1)
3)=(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
1)=(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
)=dx/dfloat(ni-1)
)=dx/dfloat(ni-1)*dy/dfloat(nj-1)
)=dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
)=dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
) 1

=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0

A(2
(
(
(
(-
(
(-
(:
(:
(
(
(
(
(
(
(“
(¢
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

>>>>D>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>

)
4,10)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*dy /dfloat(nj-1)
4,11)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
4,12)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
4,13)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0
4,14)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*dy /dfloat(nj-1)
4,15)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
4,16)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
5,5)=1.d0
6,5)=1.d0
6,6)=dy/dfloat(nj-1)
6,7)=(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
6,8)=(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
7,5)=1.d0
7,9)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)
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7,13)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0

8,5)=1.d0

8,6)=dy/dfloat(nj-1)

8,7)=(dy/dfloat(nj-1))**2.d0

8,8)=(dy/dfloat(nj-1))**3.d0

8,9)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)

8,10)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)*dy/dfloat(nj-1)

8,11)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0

8,12)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0

8,13)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0

8,14)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy /dfloat(nj-1))

8,15)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0

8 ,16)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*(dy/dfloat(nj-1))**3.d0
9,2)=1.d0

10 2)=1.d0

10,3)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)

10,4

11,2)=1.d0
11,6)=dx/dfloat(ni-1)
11,10)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0
11,14)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0
12,2)=1.d0
12,3)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)
12,4)=3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
12,6)=dx/dfloat(ni-1)
)=
)=

)=
)=
)=3.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0
)=
)=

12,7)=dx/dfloat(ni-1)*2.d0*dy /dfloat(nj-1)

12,8)=dx/dfloat(ni-1)*3.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0

12,10)= (dx/dfloat (ni-1))**2.d0

12,11)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*2.d0*dy/dfloat (nj-1)

12,12)=(dx/dfloat(ni-1))**2.d0*3.d0*(dy /dfloat(nj-1))**2.d0

12,14)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0

12,15)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*2.d0*dy/dfloat(nj-1)

12,16)=(dx/dfloat(ni-1))**3.d0*3.d0*(dy/dfloat (nj-1))**2.d0

13,6)=1.d0

14,6)=1.d0

14,7)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)

15,10)=2.d0*dx/dfloat(ni-1)

15,14)=3.d0*(dx/dfloat(ni-1))**2.d0

16,6)=1.d0

16,7)=2.d0*dy/dfloat(nj-1)

16,8)=3.d0*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0

16,10)=2.d0*dx/dfloat(ni-1

16,11)=4.d0*dx/dfloat(ni-1

16,12)=6.d0*dx/dfloat(ni-1
)=
)=

*(dy/dfloat(nj-1))**2.d0
)**2.d0*dy/dfloat(nj-1)
)*%2.d0* (dy /dfloat (nj-1))**2.d0

16,15)=6.d0*(dx/dfloat(ni-
16,16)=9.d0*(dx/dfloat(ni-

EEEEEE R R R R AR R E R R R AR R R EEE LS

)
)
;*dy/dﬂoat(nj—l)
1
1

)
)

do j=1,nj-1 ¢leny B: fx, fy, fxy jsou pfislusné parcidlni derivace

do j=1nj-1
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Bl(i,j)= &
AINV(1,1)*(1,j)+AINV(1,2)*f(i,j+ 1) +AINV(1,3)*(i+1,j) +AINV(1,4)*f(i+1,j+1)+ &
AINV(1,5)*tx(1,j) +AINV(1,6)*fx(1,j+ 1)+ AINV(1,7)*fx(i+1,)) +AINV(1,8)*fx(i+1,j+1)+ &
AINV(1,9)*ty(i,j) +AINV(1,10)*fy(1i,j+ 1) +AINV(1,11)*fy(i+1,j) +AINV(1,12)*fy(i+1,j+1)+ &
AINV(1,13)*fxy(i,j) +AINV(1,14)*fxy (1i,j+ 1) +AINV(1,15)*fxy (i+1,j)+ AINV(1,16)*fxy(i+1,j+1)
ostatni ¢leny B2 - B16 budou obdobné jako B1, vzdy s prvnim maticovym indexem s¢itacim
end do
end do
vypocet interpolantu:
do i=1,ni-1
do j=1,nj-1
do ii=1nii-1
do jj=1,njj-1
f(1,.1.57)
B1(1,j)+yy(35)*B2(1.j) +yy (1) **2.d0*B3(i,j) +-yy (jj) **3.d0*B4(1,j) + &
(i) ¥B5(1.) +30x(if) Fyy () BB (i) + &
XX(u)*yy(JJ)**Q.dO*B?( J)+xx(ii) *yy(jj)**3.d0*B8(1,j) + &
xx(11)**2.d0*B9(1,j) +xx(ii) **2.d0*yy (jj) *B10(i,j) + &
xx(i1)**2.d0*yy (jj) **2.d0*B11(i,j) +xx(ii) **2.d0*yy(jj) **3.d0*B12(i,j) + &
xx(11)**3.d0*B13(1,j) +xx(ii) **3.d0*yy (jj) *B14(i,j) + &
xx(11)**3.d0*yy(jj)**2.d0*B15(1,j) +xx (i) **3.d0*yy(jj) **3.d0*B16(i,j)
end do
end do
end do
end do

Vysledné podoba bikubické interpolace stejné zadané sité jako v odstavci E.2.2, popsané rov-
nicemi (E.17) - (E.32), je vykreslena na obrazku E.3.

E.3 Regrese

Regresi (regresni analyzou) nazyvame hledani takové funkce (tzv. regresnd funkce), které nejlépe
vystihuje vztah mezi dvéma skupinami proménnych, napi. zavislost ndhodnych veli¢in (namé-
fenych hodnot) na Case, atd. Pfedem je dano, kterda proménna je nezavisla (vysvétlujici nebo
také regresor) a které je zavisla (vysvétlovana nebo také odezva). Jednoduché regrese popisuje
zévislost odezvy na jednom regresoru, naproti tomu vicenasobna regrese popisuje situaci, kdy
odezva zavisi na vice regresorech. Podle charakteru a priubéhu zkoumané zévislosti volime typ
regresniho modelu, naptiklad linedrni regresi (prolozeni zévisle proménnych hodnot piimkou),
regresi polynomem n-tého stupné, atd., a také nejvhodnéjsi statistickou metodu, naptiklad me-
todu negmensich ¢tverci nebo tzv. robustni regresi, ktera eliminuje extrémné vychylené hodnoty,
atd. (viz také pojmy a statistické metody, uvedené v kapitole 12.2 nebo napiiklad na strankéach
http://physics.muni.cz/"mikulas/zvc.html.

E.3.1 Linearni regrese metodou nejmensich ¢tverci

Souborem 7 diskrétnich hodnot odezvy (vysvétlované proménné) y;, i = 1, ... , n, ktery je urcen
vyétem usporadanych dvojic [z;,;], prolozime pifmku (polynom 1. stupnéd) fI(z) = kx + q
tak, aby soucet S druhych mocnin tzv. rezidui, tj. vzdalenosti bodu y; od funkénich hodnot


http://physics.muni.cz/~mikulas/zvc.html
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f(x;) v bodech x; byl minimalni (2. mocniny se zde pouzivaji kviili nezavislosti na znaménku
odchylky). Dostavame tedy rovnici

S = Z — flz)]" = Z [yi — (kx; 4+ ¢)]* = min, (E.46)

%

pro dvé neznamé hodnoty k a ¢. Minimalizaci této funkce provedeme polozenim 0S/0k = 0 a
zérovenn 05/0q = 0, vysledek mtizeme zapsat pomoci maticového formalismu jako

T D K (2T (E.47)
Yo on )\, T\ S
Snadno tak nalezneme vyrazy pro oba hledané parametry v zavislosti na uspofadané n-tici
[i,yi] (napf. na naméfenych hodnotéch v zavislosti na ¢ase nebo poloze),

k= 5 q= 5 (E.48)

Metodu navrhl a poprvé pouzil Karl Friedrich Gauss pro vypocet geodetickych chyb.

e Piiklad skriptu pro linearni regresi metodou nejmensich ¢tvercti, program fortran
95:

program linearni regrese deklarace nédzvu programu

implicit none

tabulka hodnot [z;, y;]:

[1,2], [2,1], [3.4], [4,12], [5,7], [6,8], [7,10], [8,14], [9,19], [10,17]

integer :: i, np deklarace celo¢iselnych proménnych: i =
poradové ¢islo dvojice proménnych, np =
celkovy pocet diskrétnich hodnot

parameter (np=10) zadani fixni hodnoty np

double precision, dimension(np) :: x, y deklarace realnych veli¢in x, y jako pole
(vektoru) o np prvecich

double precision :: f(np), res(np) jiny zpusob deklarace realnych velic¢in f, res
jako pole (vektoru) o np prvcich

double precision :: k, q, sumres deklarace redlnych skalarnich veli¢in

x=(/(1.d0*, i=1,np)/) vektor hodnot regresoru

=(/2.do, 1.do, 4.d0, 12.d0, 7.d0, 8.d0, 10.d0, 14.d0, 19.d0, 17.d0/)
vektor hodnot odezvy

1. moZnost - pfimé pouziti vzorce (E.48):

hledané koeficienty linearni funkce:
k=(np*SUM(x*y)-SUM(x)*SUM(y))/(np*SUM (x**2.d0)-(SUM(x))**2.d0)
=(SUM(x**2.d0)*SUM(y)-SUM(x)*SUM (x*y))/(np*SUM (x**2.d0)-(SUM(x))**2.d0)
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2. moZnost - pouZziti soustavy rovnic (E.47) a procedury LAPACK - viz sekce
E.1:

v zdhlavi programu je nutné navic deklarovat tyto proménné:
integer :: j, INFO, KL, KU, LDAB, LDB, N, RHS
parameter(KL=1KU=1 N=2 KUKL=KL+KU+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,RHS=1)
integer :: IPIV(N)
double precision :: M(N,N),AB(LDAB,N),B(LDB,RHS)
double precision :: max
M(1,1)=SUM(x**2.d0) matice levé strany, M(N,N)
M(1,2)=SUM(x)
M(2,1)=SUM(x)
M(2,2)=np
do i=1,N vypocetni cyklus procedury LAPACK

do j=1,N

AB(KUKL+i-j, j)=M(i, j)

end do
end do
B(1,1)=SUM(x*y) vypodcet pravé strany procedurou LAPACK
B(2,1)=SUM(y)
volani podprogramu DGBSV:
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO-"INFO,!!”

k=B(1,1)

q=B(2,1)

spole¢né pokracovani:

write(1,*) k, q tisk vypocitanych hodnot do souboru ,,fort.1¢

write(1,*) oddélujici Fadek

do i=1,np vypocetni cyklus
f(i)=k*x(i)+q vypocet hodnot linearni funkce
res(i)=(f(i)-y(i))**2.d0 vypocet rezidui
sumres=SUM(res) vypocet sumy rezidui

end do

do i=1,np zépis cyklu do souboru
write(1,%) x(i), y(i), (i), res(i)

end do

write(1,*)

write(1,*) sumres zapis sumy rezidui do souboru

end program linearni regrese ukonceni programu

E.3.2 Polynomialni regrese metodou nejmensich ¢tverci

Postup uvedeny v predchozim odstavci E.3.1 lze zobecnit pro polynom libovolného (m-tého)
stupné, kdy analogii rovnice (E.46) muzeme piepsat do tvaru (horni indexy zde vzdy znamenaji
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linear fit
20

15

0 2 4 6 8 10 12

Obrézek E.4: Vykresleni piikladu linearni regrese, tj. prolozeni uvedenych 10 bodi pfimkou s parametry
vypocitanymi metodou nejmensich ¢tverct.

mocniny)

S = Zn: (yZ - ipjxg>2 = min, (E.49)
i=1 §=0

kde koeficienty p; jsou koeficienty j-tého stupné polynomu, u linearni regrese tak plati py = g,
p1 = k (viz rovnice (E.47)). Zaroven je jasné, ze pocet rovnic N v proceduie LAPACK odpovida
m + 1. Minimum rovnice (E.49) nalezneme, polozime-li 0S/0p; = 0, ziskdme tak soustavu
m + 1 = N linearnich rovnic, které muzeme vyjadrit pomoci maticového zapisu ve tvaru

Pm

1
S f el ] (E.50)
> xszrl SR IP 9%2 > i Ti Pl Yo Tili
durt > Ti n Do Yi

Po

Vypocetni cyklus procedury LAPACK (viz programovy skript v kapitole E.3.1) mtzeme takto
zobecnit do nasledujici podoby (fortran 95):

do i=1,N-1 matice levé strany, M(N,N)
do j=1,N
M(i,j)=SUM(x**(2*N-i-j))
end do
end do
i=N
do j=1,N-1
M(N,) =S UM (x*(N-))
end do
M(N,N)=np
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do i=1,N vypocetni cyklus procedury LAPACK
do j=1,N
AB(KUKL+i-j, j)=M(i, j)
end do
end do

do i=1,N vypocet pravé strany procedurou LAPACK
B(i,1)=SUM((x**(N-i)*y)
end do

V ostatnich bodech ztstava programova procedura popsané v odstavci E.3.1 prakticky nezmé-
néna.

E.3.3 Robustni regrese

V pripadé, Ze chceme eliminovat vliv velmi vychylenych (,,ustfelenych“) hodnot, zvolime tzv.
vdZenou nebo také robustni regresi. Robustnich regresnich modelu existuje cela fada (viz na-
piiklad Huber & Ronchetti (2009)), za v8echny zde uvedeme jednoduchou tzv. Tukeyho metodu
M-odhadu (Tukey’s bisquare method), zaloZenou na vazeni rezidui pomoci dvoji druhé mocniny.
Nejprve spocitame nevazena rezidua res i = y; — f(x;) (stejné jako napf. v odstavcich E.3.1,
E.3.2), potom pouzijeme nasledujici vdhovou funkei:

wi(res_i) = [1 _ <;e;;3)2r (E.51)

kde med je medidn absolutni odchylky rezidui, kterou mizeme zvolit jako samotné reziduum,
nebo odchylku kazdého rezidua od jejich vlastniho medianu. Vaha w; = 0, pokud absolutni
hodnota rezidua |res_i| > 6 med. Extrémné odchylené hodnoty jsou takto zcela vyFazeny, méné
vychylené hodnoty jsou ponechany, avSak se snizenou vahou.

Naprogramovani tohoto robustniho (vazeného) regresniho modelu je snadné, do pravé strany
rovnice (E.50) vlozime vypoé&itané vahy:

Pm

> %Qm EED O x;'nﬂ > > wiy;
> m@m“ D %2 > Ti 1 N Do TiwiYi
durlt o n Do Wil

Po

(E.52)

Pro vypocet medidnu existuji v kazdém programovacim jazyce hotové moduly, jako priklad lze
pouzit nasledujici podprogram, vysledek je zahrnut do rovnice (E.51) (fortran 95):

subroutine median(i, j, k, np, res, med)
implicit none

integer :: i, j, k, np

double precision :: res(np)

double precision, intent(out) :: med
double precision :: temp

Serazeni ¢isel ve vzestupném potadi:
do j=1np-1
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Obrézek E.5: Porovnani kvadratické regrese, tj. proloZzeni polynomem 2. stupné s parametry vypodi-
tanymi metodou nejmensich étvercii podle odstavce E.3.2 (¢ervena ¢ara) a robustni Tukeyho metodou
podle odstavce E.3.3 (modra ¢ara). Soubor 10 bodu o soufadnicich [1;3,5], [2;3,6], [3;4,2], [4;17], [5;7,4],
[6;8,7], [7;10,3], [8;12,8], [9;19], [10;17,1] obsahuje silné odchylené hodnoty (hrubé chyby), na které ro-
bustni kiivka reaguje slab&é nebo viibec.

do k=j+1np
if(res(j)>res(k))then
temp=res(k)
res(k)=res(j)
res(j)=temp
endif
end do
end do

Vypocet medianu v pripadé sudého nebo lichého poctu ¢isel:
if(mod(np,2)==0)then
med=(res(np/2)-+res(np/2+1))/2.d0
else
med=res(np/2+1)
endif

end subroutine median
Nésleduje vypocet vah: w(y(i))=(1.d0-(y(i)/6.d0*med)**2.d0)**2.d0, atd.

E.3.4 Kubicky vyhlazovaci splajn

Tzv. vyhlazovdni (smoothing) muze byt uziteéné v piipadé, ze husté naméfena nebo vypodcitana
zavislost jevi znafny lokalni rozptyl, pfitom je ale patrny jeji celkovy trend (viz obrazek E.6),
ktery je ovSsem dostatecné nepravidelny ¢i komplikovany a nepodoba se tak zadné z jednodu-
chych funkei (polynomu, exponencidle a podobné). Prolozeni takové bodové zavislosti [x;, y;]
kubickgm vyhlazovacim splajnem, reprezentovanym funkei S(z), jejiz nejjednodussi tvar nalez-
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cubic smoothing spline

Obrazek E.6: Prolozeni soustavy bodu (naméfenych nebo vypoé&itanych hodnot) sérii kubickych vy-
hlazovacich splajnti s riznymi hodnotami parametru A; ¢ernd ¢ara s nejnizSim A se nejvice pfimyka
k prokladanym bodtm, cervenéd ¢ara s nejvy$sim A vyhlazuje celkovou zavislost nejvice. V piipadé
A = 0 ziskdme kubicky interpola¢ni splajn (viz odstavec E.2.1), pfimo prochazejici zadanymi body,
zatimco v piipadé A — oo ziskdme linearni regresi dané soustavy bodi (viz odstavec E.3.1).

neme pomoci minimalizace (srovnej s rovnici (E.46))
S = Z RSP / S"(x)* dz = min, (E.53)

probiha de facto ve dvou krocich. V prvnim kroku nalezneme nové body [:UZ,Y;] S mensim
rozptylem (kdy S(z;) = Y;), ve druhém kroku pak tyto nové body [z;, Y;] prolozime kubickym
interpola¢nim splajnem podle odstavce E.2.1. Kladné ¢islo A v rovnici (E.53) je tzv. vyhlazovact
parametr, ktery ¥idi , hrubost nebo ,jemnost”“ vyhlazovéini, kdy vétsi A\ znamena robustnéjsi
vyhlazeni (viz porovnani kiivek s riiznymi parametry A na obrazku E.6).

ProtozZe se jedna o kubicky splajn, budou jednotlivé segmenty funkce S”(z) (druhé derivace
funkce S(x)) linearnimi tseckami, které v bodech x; a x;41 musi nabyvat hodnot S”(z;) = M;,
S"(xi41) = M;41 (viz rovnice (E.3)). V obecném bodé uvnitt jednotlivych segmentit musi tedy
platit

M — M;

Titl — &4

S"(x) = M; + (x — ;). (E.54)

Integral v rovnici (E.53) bude tedy mit pro kazdy jednotlivy segment FeSeni ve tvaru

Tit1 Mirq — M: 2 Tiiq —
/' P@+”1Z@—%)dx:1“(MH+AMM@+M3. (E.55)
T Ti+1 — L4 3

i

Podrobnym rozborem rovnice (E.6), nyni oviem na pravé strané s hledanymi hodnotami Yj,
struéné maticové zapsané jako

WM = RS, (E.56)
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zjistime, Ze rovnice (E.55) je identicky FeSitelnd pomoci maticového nasobeni v nasledujicim
poradi,

/S"(x)2dx =STRTW RS, (E.57)
kde S je (sloupcovy) n rozmérny vektor hledanych hodnot Y;, W je tridiagonalni symetricka
matice dimenze (n —2) x (n — 2), s prvky

Li+1 — X4 Li+2 — T4

Wis1i=W;iz1 = , Wi = (E.58)
6 3
a R je matice dimenze (n — 2) X n s prvky
~ 1 ~ 1 1 ~ 1
Rij=——, Riip1=- ( + > , Rijpo=——— (E.59)
Lit1 — T4 Litl — Ti Ti42 — Lit1 Tit2 — Titl

PrepiSeme-li timto zpisobem minimalizaéni rovnici (E.53), dostavame jeji levou stranu ve
tvaru

(Y -S)T(Y - S)+ A\STRTW 'Rs. (E.60)

Polozime-li jeji derivaci vzhledem k S rovnu nule, dostaneme vysledny vyraz pro hledané hod-
noty v rdmci vysSe popsaného prvniho kroku,

S = (E+)\§TVT/_1§>_1 Y, (E.61)

kde E je jednotkova matice.

Vypocet druhého kroku, tedy prolozeni nalezenych bodi Y; kubickym interpola¢nim splaj-
nem, jiz provedeme podle odstavce E.2.1. Pro numerické vypocty maticového nasobeni, inverz-
nich matic, tridiagonalnich matic a podobné, opét pouzijeme procedury napiiklad z balicku
LAPACK, popsané vyse v ramci predchozich ukézek.

E.4 Numerické metody vypocta funkci jedné proménné

E.4.1 Hledani koiene funkce jedné proménné - Newtonova metoda

Kofeny obecné nelinearni funkce (rovnice) f(x) = 0 ¢asto nelze vyjadiit formou explicitniho
analytického vzorce. k nalezeni feseni takové rovnice musime potom pouzit nékterou z numeric-
kych (itera¢nich) metod, kdy pomoci urc¢itého po¢tu pocatec¢nich aproximaci hledaného kofene
xo generujeme posloupnost x1, x2, 3, ... , kterd ke kofenu xg konverguje. V nékterych pfipa-
dech je tfeba zadat interval a, b, ktery podle pfedbézného predpokladu obsahuje hledany koten,
¢im lépe se k nému na pocatku pfiblizime, tim rychleji dand metoda konverguje. V nasleduji-
cich prikladech predpokladejme realnou spojitou funkei f(z) s odpovidajicim po¢tem spojitych
derivaci na vymezeném intervalu, s hledanym kofenem f(xg) = 0.

Poc¢atecni odhad intervalu (intervali) kde se kofen (kofeny) mohou nalézat provedeme na-
priklad grafickou metodou: pomoci vhodného vypocetniho programu nebo vypisovanim funk-
¢nich hodnot do tabulky vykreslime funkci f(x) a vyhledame jeji pfiblizné priseciky s osou x.
Napriklad u funkce, dané predpisem

flz) =2 —32% +22 -3 (E.62)
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snadno zjistime Ze existuje jeden redlny koten, ktery musi s urcitosti leZzet uvnitf intervalu
xo € (2, 3)

Existuje cela fada moznych numerickych postupt (naptiklad metoda secen, atd.), asi nej-
znaméjsi je tzv. Newtonova metoda neboli metoda teCen. Vyjdeme z pocatecni aproximace
o a postupné pocitame 1, T3, T3, ... . Zname-li ur¢itou aproximaci x; a chceme urcit lepsi
aproximaci xp41, proloZzime bodem [z, f(zk)] te¢nu ke kiivce y = f(z), prisecik této tecny
s osou x povazujeme potom za hodnotu zy41. Dostdvame tak rovnici popsané tecny ve tvaru

x
f(zy) = {322 — 62y + 2} = M, (E.63)
LTk — Tk+1
z niz odvodime vztah pro vypocet kazdého nasledujiciho kroku (iterace),

Pt =R fzr)

Ukonceni vypoctu s tim, Ze hodnota posledni iterace xyy1 je prohlaSena za hledany kofen xg
s pozadovanou presnosti, nastane (podle velikosti malého ¢isla e které stanovuje pozadovanou
presnost) napiiklad v téchto piipadech:

|zpr1 — xx| <€ nebo |f(xps1)] <e. (E.65)

e Priklad mozného zptisobu naprogramovéni rovnice (E.62) - program fortran 95:

program newton deklarace nézvu programu

implicit none

integer :: i deklarace celociselnych proménnych v zahlavi pro-
gramu: i = poradové ¢islo prostorového kroku

double precision :: x, dx, f, df deklarace realnych veli¢in, kde vyrazy x = xp, dx =
xp—xps1, L= f(zr), df = f'(x), s dvojitou presnosti

x=3.d0 odhad vstupni hodnoty xj

do vypocetni cyklus

i=i+1

f = x**3 - 3.d0*x**2 + 2.d0*x - 3.d0 vlastni rovnice (E.62)
df = 3.d0*x**2 - 6.d0*x + 2.d0 derivace funkce (E.62)

dx = f/df rovnice (E.64)
X = x-dx nova hodnota xy,
if (dabs(dx).1t.1.d-12) exit stop kritérium: |zy — 21| < 10712
end do
write (100,*) x zapis korene funkce f do souboru fort.100
stop zastaveni celého procesu
end program newton konec programu

e Tabulka vysledka programu vypoctu kofene funkce f(xy) pro jednotlivé iterace k:

k Ty f(zk) Tk — Tht1

0 | 3.0000000000000000 3.0000000000000000 0.27272727272727271

1| 2.7272727272727275 0.42599549211119836 5.3581553581554045E-002
2 | 2.6736911736911733 1.4723079585858834E-002 1.9886039436713345E-003
3 | 2.6717025697475019 1.9848200396133109E-005 2.6880854327577796E-006
4 | 2.6716998816620690 3.6242120415863610E-011 4.9083680000275664E-012
5 | 2.6716998816571604 1.7763568394002505E-015 2.4057679206275180E-016
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E.4.2 Numerické derivovani

Nejjednodussi numerické aproximace 1. derivace mé podobu tzv. dopfedné diference,

Fla) ~ T hf)b —J(@) (E.66)

kde h = Ax > 0, s chybou aproximace §f’(x) vyjadfenou pomoci Taylorova rozvoje x, tj.
5f(x) = =(h/2)f"(€), kde € € (xz,x + h). Podobné jednoducha je i tzv. zpétnd diference,

Fla) ~ L@ = z(x —h (E.67)

s chybou stejného Fadu. Aproximaci s vySsi presnosti je tzv. centrdlni diference,

ooy fl@+h)— fl@—h)
s chybou aproximace §f'(z) = —(h?/6)f"(€), kde & € (x — h,z + h), zabirajici oviem dva
prostorové kroky (buiiky) vypocetni sité. Analogickym zpisobem muZzeme odvodit i 2. derivaci
ve tvaru

(E.68)

s chybou aproximace 6 f”(x) = —(h%/12)f®(€), kde & € (z — h,z + h).

Existuji i pfesnéjsi a propracovangjsi diferen¢ni schémata (viz naptiklad van Leer, 1977,
1982; Vitasek, 1987; LeVeque, 2002), napiiklad jednostranna aproximace 1. derivace, ktera je
2. fadu presnosti,

=3f(x)+4f(x+h) — f(z + 2h)
2h ’

f(z) = (E.70)

s chybou aproximace §f/(x) = (h?/3)f"(£), kde ¢ € (x,x + 2h), nebo aproximace 1. derivace,
ktera je 4. fadu presnosti, ve tvaru

_ —f(z+2h) +8f(x+h) —8f(x — h) + f(x — 2h)
- 12h ’

f(a) (E.71)
tedy s chybou, ktera je fadu h?, atd. Jejich nevyhodou oviem je, Ze zabiraji nékolik prostorovych
intervalt (bunék) vypocetni sité a také pii slozitych a objemnych vypoctech diky nim mohou
nartistat naroky na dobu vypoctu. Je proto vzdy nutné zvazit vypocetni schéma, adekvatni dané
tloze a jeji pozadované pfesnosti, odpovidajici ale redlnym mozZnostem pouzivaného vypocetniho
zatizeni.

E.4.3 Numerické integrovani

je vzdy zaloZené na nahrazeni slozité ohrani¢eného geometrického utvaru (plochy pod kiivkou
dané funkce v pfipadé jedné proménné) jednodussim utvarem, nebo sou¢tem takovych utvari.
Pouziva se také nazev numerickd kvadratura, ve smyslu konstrukce plosnych (tedy dvouroz-
mérnych, kvadraturnich) atvara. UkaZzeme zde piiklady pouze nejbéznéjsich (vétSinou ovSem
zcela dostac¢ujicich) zptsobii numerické integrace funkce jedné proménné pomoci tzv. Newton-
Cotesovyjch vzorcl, existuje samoziejmeé cela fada jinych metod numerické integrace, napiiklad
Gaussovy kvadraturni vzorce, Rombergova kvadratura, atd. Nebudeme zde uvadét ani presnosti
a zpusob stanoveni chyb, atd., vSe je standardné dostupné v literatufe.
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e Newton-Cotesovy (kvadraturni) vzorce

Obdélnikovd metoda: Tato metoda se formélné nepocita mezi tzv. Newton-Cotesovy vzorce,
predstavuje sice nejjednodussi ale zaroveil nejméné pfesnou numerickou integra¢ni me-
todu, kdy se ur¢ity integral dané funkce (tj. velikost plochy pod kifivkou grafu funkénich
hodnot funkce f(x) v ramci intervalu (a, b)) aproximuje obdélnikem. Tuto aproximaci
muZzeme zpiesnit, rozdélime-li napiiklad interval (a,b) na zvoleny pocet n dil¢ich stej-
nych intervall, vypocitame obdélnikovou aproximaci pro kazdy interval zvlast a vysledky

seCteme, tedy
b n—1
b— b—
I:/f(m)d:c% na f(a—|—k na>. (E.72)
a k=0

Lichobéznikovd metoda: predstavuje presnéjsi numerickou integracéni metodu, kdy se urcity
integral dané funkce aproximuje lichobé&zniky (body funkce se spoji useckami). Rozdélime-
li interval (a, b) na zvoleny pocet n dil¢ich stejnych intervald, vypocitame lichobé&znikovou
aproximaci opét pro kazdy interval zvlast a vysledky se¢teme, tedy

2n
k=0

b _anfl
I= [ f)dom 228 Y (Fan) + Flan), (E.73)

kde z, = a+ k(b —a)/n.

Simpsonovo pravidlo: zaloZené na kvadratické (parabolické) interpolaci dil¢ich intervala
integrované funkce. V piipadé€ integrace polynomt dava tato metoda velmi piesné vy-
sledky. Slozena aproximace Simpsonovym pravidlem, kdy interval (a,b) je rozdélen na
sudy pocet n dil¢ich intervalii, ma tvar (kdy zy = a + k(b —a)/n)

n/2

= / e O Flamen) + 4 ) + S (BT4)

k=1

22

Simpsonovo 3/8 pravidlo (nebo také druhé Simpsonovo pravidlo): zalozené na kubické
interpolaci dil¢ich intervali integrované funkce. Slozena aproximace Simpsonovym 3/8
pravidlem, kdy interval (a,b) je rozdélen na n dil¢ich intervala, kde n je délitelné t¥emi,
mé tvar (kdy opét z = a+ k(b —a)/n)
(b a) n/3
= / fa S Flsks) + 3 (wsn2) + 3f (rap) + flza)] (ET5)
k=1
Obdobnym zptisobem lze sestrojit Newton-Cotesovy formule libovolné vyssich fadua, vyssi
fady nez 4 (Booleovo pravidlo) se nicméné pouzivaji malo, jejich nevyhodou je velmi rychle
(az exponencialné) naristajici chyba integrace.

e Numericka integrace ve vyssich dimenzich

Uvedené metody lze aplikovat riznymi zptisoby i pro vicenasobné integrovani, jejich volba zavisi
napiiklad na tvaru integra¢ni oblasti a na konkrétnich funkcich, obsaZenych v integrandu. Zde
ukazeme pouze dva zakladni zptisoby.
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y

$2(x)

Yjk

¢1(x)

a Xj b X

Obrézek E.7: Schématické znazornéni hustoty sité pro numerickou integraci dvojného integralu s opti-
malnim rozloZenim uzla podle rovnice (E.81). Jednotlivym uzlim z; ve vodorovném sméru x je pfifazen
riizny pocet uzll y; », ve svislém sméru y. Prazdné krouzky odpovidaji vnitinim uzlim sité, kde w; , = 1,
mensi plné krouzky odpovidaji uzlim na hranici integracni oblasti (vyznafené hnédou plochou), kde
wj x = 1/2, velké plné krouzky odpovidaji uzlim v rozich integraéni oblasti, kde w; , = 1/4.

Lichobéznikovd metoda ve 2D: uvazujme dvojny integrél (viz rovnice (7.3))

T ] fwyaray= [ 17ty ayl dan. (E.76)
A 1L

Vnitini integral aproximujme jednorozmérnou numerickou kvadraturou, kde x vystupuje
jako konstanta. Ziskané hodnoty potom pouzijeme k vypoctu vnéjsiho integralu, rovnéz
pomoci jednorozmérného pravidla. Ozna¢me dva rozdélené jednoduché integraly nasledu-
jicim zptsobem,

P2(z) b
Flz) = / fay)dy, T = / F(a) da. (B.77)

¢1(z) a
Vypocet vnitini kvadratury F'(z) v bodé z; provedeme napiiklad jako (viz rovnici (E.73))

1 1
F(z) = h; §f(96j,yj,o) + f(xj,y1) + oo+ f(@5,Yjn,-1) + §f(wj7yj,nj) ,  (BE.78)
kde
bal;) — dr(x
hj = 2( ’)n‘ i 9), yix = b1(x;) + kh;. (E.79)
J

Cetnost a velikost kroku n; vyplyvé z toho, Ze obecné pocet vypocetnich bodl ve sméru
y muze byt razny pro razna x; (viz obrazek E.7), v zévislosti na tvaru integra¢ni oblasti.
Nasledné aproximujeme integral I pomoci vngjsi (slozené) jednorozmérné kvadratury,

I=h %F(xo) F @) 4+ Flam) + %F(zm) , (E.80)

kde, za predpokladu rovnomérného kroku m v z-ovém sméru, h = (b—a)/m a x; = a+jh.
Pokud integrand f(x,y) je hladka a pomalu rostouci nebo klesajici funkce, volime ¢etnost
bodt n; zpravidla tak, aby h; ~ h pro vSechna j, coz minimalizuje vypocetni naroky
v ramci pozadované presnosti.
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Celkovou kvadraturu muzeme tedy zapsat jako

m Ty
I =~ ijka(xj,yj,k)hhj, (E.81)
7=0 k=0
kde wj, = 1 v bodech uvniti integraéni oblasti (j # OAj # m Ak # 0 Ak # nj),
wjr = 1/2 na hranici integra¢ni oblasti s vyjimkou roht (j =0Vji=mAk#O0ANk #n;
nebo j #0Aj #mAk =0VEk=nj)awj, = 1/4 v rozich integracni oblasti (j =
O0Vj=mAk=0VEk = n;). Plesnost uvedené metody je druhého fadu, jeji chyba
61 = O(h? + max h?).

Lichobéznikovd metoda ve 3D: V piipadé trojného integralu (viz rovnice (7.6))
b $2(x)
=L
a |/o1(2)
pouzijeme obdobnou strategii jako ve 2D piipadé; vysledna formule (analogie ke vzorci
(E.81)) bude

¢2($1y)
/ flx,y,2)dz | dy| d= (E.82)
1 (*Tvy)

j Tk

m
TRy S wika (@, yjhs k) hhy g, (E.83)
=0

k=0 =0

kde, opét za piedpokladu rovnomérného kroku m v z-ovém sméru, h = (b — a)/m, x; =
a+ jh, a dale

$2(z5) — P1(x))
hj = —~ " 2, Yik = ¢1(x;) + khy, (E.84)

7/1 Lj, Yk _1/} Zj, Yk
hj g = 2(7; )’n-k 1 ), Zj kit = Y1(25, k) + Lhjk (E.85)

]7

a kde wj;; =1 v bodech uvnitf integracni oblasti (j #OAj#mAk#0ANk #n; ANl #
OAL # njk), wjr = 1/2 uvnitt ploch, tvoficich hranici integra¢ni oblasti, s vyjimkou hran,
kde se stykaji dvé z téchto ploch a s vyjimkou rohi, kde se stykaji vSechny t¥i (j =0V j =
mAk #0ANE#nj ANl #ONL#njrnebo j #O0AN]#FmAk=0VE=n; Al #O0Nl#njy
nebo j AONj #mAk#OANE#n; A\l =0VI=n;}), wj, =1/4 na hranach integracni
oblasti, s vyjimkou roht (j =0Vj=mAk=0Vk=n; Al # OAl # n;,nebo j=0Vj =
mAk#O0ANkE #n;ANl=0VI=mnjneboj#0Nj#mAk=0VEk=n; ANl =0VI=n;)
awj = 1/8 v rozich integracni oblasti (j =0Vj=mAk=0Vk=n; Al=0VI=n;}).
Piesnost uvedené metody je opét druhého fadu, jeji chyba 61 = O(h?+max h?—i—max hjz k)

Simpsonovo pravidlo ve 2D: S pouzitim tohoto pravidla (viz principy a znaceni, uvedené
v rovnici (E.74)) budou rovnice (E.78) a (E.80) postupné vypadat:

oy ny
hj S -
Fla) = 25 flajpi0) +2 Y Flaj o) + 4D F(jvio6-1) + f(@5,05m,) | (B.86)
J k=1 k=1
. m_1 n
I= g \Flao)+2 ) Flaaw) +4)_ Flaaka) + Flam) | - (E.87)
k=1 k=1

Postupnym fFetézenim stejného principu bychom snadno zkonstruovali také Simpsonovo
pravidlo ve 3D.
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Obdobnym zptisobem lze zkonstruovat i vicerozmérné numerické kvadratury, zaloZené na me-
todach vyssich fadi. Vzhledem k uvedenym analogiim k jednorozmérnym kvadraturdm je zde
jiz déle explicitné neuvadim.

E.4.4 Jednoduché numerické metody reSeni obycejnych diferencialnich rov-
nic

Existuje opét cela fada zpusobi numerického feSeni obycejnych diferencialnich rovnic, napiiklad
feseni rovnic Eulerovou metodou nebo tzv. Runge-Kuttovou metodou (metodami), atd. (dalsi
podrobnosti - viz napiiklad (Humli¢ek, 2009)).

e Eulerova metoda

je nejjednodussi a také ovSem nejméné piesnou metodou, vhodnou pro numerické feseni oby-
¢ejnych diferencialnich rovnic 1. fadu nebo jejich soustav. Metoda vychézi z definice rovnice
1. fadu, ¢y = f(z,y), kde x je nezavisle proménna a y je zavisle proménna, jejiz prepis do nu-
merického schématu s n + 1 body prostorové sité a s konstantnim krokem h = (z, — zo)/n
(napriklad pomoci dopfedné diference) bude vypadat nasledovné:
Yi+1 — Yi
h

kde i =0, ... ,n. Analogicky miiZeme tento princip rozsifit i na soustavu vice rovnic 1. fadu.

Pouziti metody si prakticky ukaZeme na soustavé dvou (nelinearnich, analyticky velmi tézko
fegitelnych) rovnic 1.Fadu, vzniklych rozkladem rovnice 2. fadu ve tvaru y” —5(y' —1)2+6y? = 0,
s okrajovymi podminkami y(0) = 1, ¥/(0) = 2, v intervalu x € (0, 10), tedy

= f(z,y) atedy yit1=y;+hf, (E.88)

Y =z+1,
2 =522 — 6y°. (E.89)

Numericky algoritmus soustavy rovnic (E.89) lze zapsat napiiklad takto (fortran 95):

e program Euler deklarace nazvu programu
implicit none

double precision :: x, vy, z, h, f, g deklarace realnych velic¢in a funkci
x=0.d0, y=1.d0, z=1.d0, h=1.d-3 deklarace parametri a okrajovych podminek
do vypocetni cyklus

f=z+1.d0

g=5.d0*z**2.—6.d0*y**2.

y=y+h*f

z=z+h*g

write(1,*) x,y,z zapis do souboru fort.1

x=x-+h

if(x>10.d0)exit stop kritérium
end do konec cyklu

end program Euler

Timto vypoctem ziskdme ve skutec¢nosti diskrétni pribéh funkei y a 2 = ¢ — 1 v daném
intervalu (0,10), s krokem 10~3. Hodnoty obou funkeci v koneéném bodé intervalu jsou zde
y(10) = 0.91287365321267411 a 2(10) = —1.0000034112031584.
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e Metody Runge-Kutta (RK)

Obecné mohou byt tyto metody riznych fada, Eulerova metoda je vlastné Runge-Kuttova
metoda 1. fadu. Nejpouzivangjsi je ale tzv. ,RK4* (metoda 4. fadu), ,klasickd Runge-Kuttova
metoda* nebo Casto nazyvana prosté jen ,, Runge-Kuttova metoda®. Ta je definované (pouZzijeme
notaci, zavedenou v predchozim odstavci Fulerova metoda) jako

h
Tiy1 =z +h, Y1 =y + 5 (k1 4 2ka + 2ks + k4) (E.90)

kde koeficienty k. jsou obecné stanoveny tak, aby metoda fadu p odpovidala Taylorovu poly-
nomu funkece y(z) stejného fadu. V pripadé ,RK4“ tedy budou

k1 = f(zi,9i), (E.91)
h h

ko = f <$z t5uit 2k1> ; (E.92)
h h

ky = f(x; + h,y; + hks) . (E.94)

Jako priklad zde uvedeme numericky algoritmus stejné soustavy rovnic (E.89) jako v pfedchozi
Eulerové metodé (fortran 95):

e program RK deklarace nédzvu programu
implicit none
double precision :: x,y, z, h, f, g deklarace redlnych veli¢in a funkci
double precision :: kly, k2y, k3y, kdy  deklarace koeficienti pro proménnou y

double precision :: klz, k2z, k3z, kdz  deklarace koeficientt pro proménnou z

x=0.d0, y=1.d0, z=1.d0, h=1.d-3 deklarace parametru a okrajovych podminek
do vypocetni cyklus

f=z+1.d0

g=5.d0*z**2.-6.d0*y**2.

kly=f

klz=g

k2y—(z+k1z*h/2.d0+1.d0)

k2z—(5.d0*(z+klz*h/2.d0)**2.~6.d0* (y+kly*h/2.d0)**2.)
k3y=(z+k2z*h/2.d0+1.d0)
k3z=(5.d0*(2+k2z*h/2.d0)**2.—6.d0* (y+k2y*h /2.d0)**2.)
kdy=(z+h*k3z)

kdz—(5.d0* (z+h*k3z)¥*2.~6.d0* (y-+ h*k3y)*¥*2.)

y=y+h*(kly+2.d0%k2y +2.d0*k3y + kdy) /6.d0
z=z+h*(k1z+2.d0*k22+-2.d0*k3z+k4z) /6.d0

write(1,*) x,y,z write to file fort.1

x=x+h

if(x>10.d0)exit stop criterion
end do konec cyklu

end program RK
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Dostavame obdobny pritbéh funkei y a z = 3 — 1 v daném intervalu (0, 10), s krokem 1073, jako
pomoci Eulerovy metody. Hodnoty obou funkci v koneéném bodé intervalu jsou zde y(10) =
0.91287365717860480 a z(10) = —1.0000034161695313, ¢iselné hodnoty se tedy pro obé metody
lisi nejdiive v fadu 1079,

e Odhad chyby metodou poloviéniho kroku

Oblibenou jednoduchou metodou odhadu chyb je tzv. metoda poloviéniho kroku, ktera v celé
fadé praktickych aplikaci dava spolehlivé vysledky (podrobny popis a teoreticky rozbor existuje
prakticky v kazdé ucebnici numerické matematiky). Jejim principem je, Ze vypocet provedeme
znovu, se stejnymi okrajovymi podminkami, oviem s poloviénim krokem h /2, takze pro stano-
veni chyby (odchylky od pfesného feeni) dy funkce y se v rameci jednoho kroku h tento proces
opakuje dvakrat. Vysledny odhad odchylky je pak stanoven jako

h
y(z,5) —ylz,h)
Sy = ( 22])0_1 , (E.95)

kde p je fad numerické metody (napiiklad v piipadé uvedené Eulerovy metody bude jmeno-
vatel rovnice (E.95) roven 1, v pfipadé metody ,,RK4“ bude roven 15). Pro porovnani, takto
provedeny odhad chyb vypo¢tu soustav diferencialnich rovnic 1. fadu z tohoto odstavce (kde
h = 1073) bude dy(10) ~ 3,973 x 1072 a §2(10) ~ —4,976 x 10~ pro Eulerovu metodu a
§y(10) ~ 4,441 x 10717 a 62(10) ~ —1,480 x 10717 pro metodu ,RK4“.

e Dormand-Princova metoda (DOPRI)

Tato metoda je de facto soucasti (rozsifenim) metod Runge-Kutta, odpovida oviem Taylorovu
polynomu 6., resp. 7. fadu. Touto metodou dostavame FeSeni 4. a 5. fadu RK presnosti (Dor-
mand & Prince, 1980). Rozdil pfesnosti v feseni 4. a 5. fadu RK bereme potom jako chybu
presnosti feSeni RK 4. fadu. Na zakladé této chyby potom implementujeme algoritmus adap-
tivniho iteracniho kroku h pro udrzeni poZadované pfesnosti (viz nize).

Uvedend metoda je nezastupitelna v pfipadech obyé&ejnych diferencialnich rovnic s tzv. sil-
nym tlumenim neboli ,tuhych® (anglicky stiff equations), kde se jednodussi metody rychle
stavaji nestabilni a davaji nepresna feSeni. Prikladem takové ,tuhé“ rovnice muze byt napii-
klad y = 3% + 2® + z, y(1) = 3, kterd je navic analyticky Fesitelnd (y = 32® + 2* — 2?) takze
si vysledky dané riznymi metodami mutZeme porovnat.

Reseni 4. fadu v bodé x;41 ziskdme pomoci

35 500 125 2187 11
Yir1r =Yi+h <384k1 + 3% T 10 T erea® T aa 6> (£.96)
Regenf péatého fadu v bodé x;41 ziskdme pomoci
5179 7571 393 92097 187 1
Yiei=yi+h k ks 4+ kg — k ke + —k E.97
=t (57600 ' 166950 T 640" T 3392000 T 2100"° T 40 7) (E97)
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kde koeficienty k, budou (viz tzv. Butcherova tabulka, Butcher (2008))

ki = f(zi,y)
1
ko= f («Tz + —h,y; + 57€1>
by = f (20 + by + by + —k
3 — 7 10 » Yi 40 1 40 2
4 44 56 32
ko= f (@i —hoyi + ok — ko + ok
4 f<33+5 y+451 152 93>
8 19372 25360 64448 212
ks = i+ =h,y; k1 — k ks — —k
] f<x+9 Vit Gae1 T 2187 2 G561 0 729 4)
kg = f (@i +h -+9017k—§ _46732 +£ _5103
6= T T YT 368" T 33 T oar T 1767 T 186560
35 500 125 2187 11
kr=f <$i+hayi+?&k1+ 7111314334—@ 4 — 76784 5—1-@ 6)- (E.98)
Rozdil feseni 4. a 5. fadu definuje chybu feseni 4. Fadu,
3Yit1 = |Yig1 — Yit]- (E.99)

Pokud chyba presdhne horni zvolenou mez presnosti dmax, algoritmus snizi velikost itera¢niho
kroku A (typicky na polovinu) a vypocet opakuje. Itera¢ni krok h je snizovan tak dlouho, dokud
nedosédhne pozadované pfesnosti. Naopak, pokud chyba klesne pod spodni zvolenou mez pies-
nosti dmin, zvysi se velikost itera¢niho kroku A (typicky na dvojnasobek) a vypocet se opakuje,
dokud nedosdhne pozadované pfesnosti. Podstatnou vyhodou je, Ze se vypocet neopakuje v
oblastech jiz stabilniho feSeni, Setfi se tak vypocetni Cas.

Dale zde ukéZeme priklad feSeni obycCejné diferencidlni rovnice 2. Fadu Casto pouzivanou
jednoduchou tzv. metodu strelby a také pomoci tridiagonalni matice (viz odstavec E.2.1):

o Metoda stielby

je jednoduché metoda feSeni obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu, kdy potfebujeme dvé
okrajové podminky - polohu pfi ,,vystielu“ a p¥i ,,dopadu® (Dirichletovy podminky) nebo smér
wvystielu“ a ,dopadu® (Neumannovy podminky), pfipadné smiSené (napiiklad polohu a smér
,vystielu®), zaloZena na ,vystieleni“ dané funkce v zavislosti na okrajovych podminkach. Hle-
dame potom takové koeficienty funkce, které zajisti ,,dopadnuti“ funkce pozadovanym zpiisobem
do pozadovaného bodu. Metodu si ukdzeme na piikladu Feseni tzv. Lane- Emdenovy rovnice, coZ
je obycejné diferencialni rovnice 2. fadu, obvykle zapsanéd v implicitnim tvaru

1 d d
da <$zy

2
— "= ted "4 2y 4y =0 E.100
pp d$)+y atedy '+ -y +y : ( )

kde x je nezévisle proménné, y je zavisle proménné a n je konstanta. Tato rovnice je TeSitelna
analyticky pouze pro n = 0, 1, 5, pro vSechna ostatni n musi byt feSena numericky. Pro n = 0
ziskame TeSeni pfimou integraci se zahrnutim uvedenych okrajovych podminek, pro n = 1 fesSime
sférickou Besselovu diferencialni rovnici (viz rovnice (D.125)), Pro n = 5 dostavame feSeni
prostiednictvim tzv. Emdenovy transformace, kde y = Ar“s, kde r, s jsou nové proménné a
w=2/(n-1).
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Budeme pocitat rovnici (E.100) pro n = 1,5 a se smiSenymi okrajovymi podminkami y(0) =
1, ¥'(0) = 0. Algoritmus je tedy ,,vystielen“ z bodu [0,1] vodorovné, nova hodnota y je v kazdém
prostorovém kroku vypocitana jako y = y + (Ay/Axz)Az. Druha derivace y” je rozepsana jako
(v'), tedy A(Ay/Ax)/Ax a kazda nova hodnota y” je v kazdém prostorovém kroku pocitana
jako (Ay/Ax)/Ax = (Ay/Ax)/Az — [(2/x)(Ay/Azx) + y"], coz miZeme po vynésobeni celé
rovnice Ax piepsat jako (Ay/Ax) = (Ay/Ax)—[(2/z)(Ay/Azx)+y"]Az. Numericky algoritmus
rovnice (E.100) lze tedy zapsat napiiklad takto (fortran 95):

e program Emden deklarace nazvu programu
implicit none

double precision :: x, y, dydx, n, dx deklarace realnych veli¢in x, y, dydx, n, dx
s dvojitou presnosti, kde dydx = 3/ = Ay/Ax
adx = Ax

x=0.d0 deklarace parametra a okrajovych podminek

y=1.d0

dydx=0.d0

dx=1.d-3

n=1.5d0

do vypocetni cyklus

x=x-+dx

y=y-+dydx*dx
dydx=dydx-(2.d0*dydx/x+y**n)*dx

if(x>15.d0)exit stop kritérium, dané predbéznym odhadem
write(1,*) x,y,dydx zapis do souboru fort.1
end do konec cyklu

end program Emden

e Priklad feSeni obycejné diferencialni rovnice 2. fadu pomoci tridiagonalni matice

Regeni okrajové tilohy oby¢ejné diferencialni rovnice 2. fadu p(z)y” () + q(2)y () +r(z)y(x) =
f(x), naintervalu a, b, s Dirichletovymi okrajovymi podminkami y(a) = A, y(b) = B, l1ze snadno
fesit pomoci tridiagonalni matice (viz odstavec E.2.1). Jako ptiklad Feseni uvedeme jednoduchou
rovnici s konstantnimi koeficienty 3" + 3y’ +2y = (202 +29) e3* (snadno Fesitelnou i analyticky),
na intervalu (0, 1), s Dirichletovymi okrajovymi podminkami y(0) = 0, y(1) = 1.

Po prepsani dané rovnice do diferencéniho schématu s n + 2 body prostorové sité, kdy jed-
notlivé derivace levé strany rozepiSeme podle rovnic (E.68) a (E.69), dostavame rovnici ve tvaru

h h
(p - 2q> Yio1 + (h°r —2p) y; + (p + 2q> Yir1 = b fi, (E.101)

kdet =0,1,...,n,n+ 1, s koeficienty p = 1, ¢ = 3, r = 2 a s konstantnim prostorovym
krokem h = (zp41 — z0)/(n + 1) = [2(1) — z(0)]/(n + 1), pfi n = 99 tak bude h = 0,01.
Oznacime-li jednotlivé zavorky na levé strané rovnice (E.101) postupné P, @, R, dostavame
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rovnici s tridiagonélni matici na levé strané ve tvaru

QR R Y1 h? f1 — Pyo
P Q R Y2 h fo
Lo L] = ; : (E.102)
P Q R Yn—1 hanq
P Q Yn h2f n — RyYnt1
Numericky algoritmus zapiSseme nasledujicim zptsobem (fortran 95):
e program tridiag deklarace nazvu programu
implicit none
integer :: i, ni, N, LDB, NRHS, INFO deklarace celo¢iselnych proménnych: i =

poradové ¢islo nezévisle proménné, ni = cel-
kovy pocet diskrétnich hodnot, ostatni jsou
parametry podpropgramu DGTSV balicku
LAPACK - viz odstavec E.1
parameter(ni=99,N=ni,LDB=N,NRHS=1) hodnoty celo¢iselnych proménnych
double precision :: x(ni) ,y(ni), h(ni), p(ni), q(ni), r(ni), f(ni), B(LDB,NRHS),
DL(N-1), DU(N-1), D(N)
deklarace realnych proménnych jako pole
s dvojitou presnosti
double precision, parameter :: x0=0.d0, xn=1.d0, y0=0.d0, yn=1.d0
deklarace realnych konstant s dvojitou pres-

nosti
do i=1,N vypocetni cyklus prostorového kroku
x(1)=x0+ (xn-x0)*i/dfloat(ni+1) piikaz dfloat méni celo¢iselnou proménnou
na realnou
end do
do i=1,N hlavn{ vypocetni cyklus
h(i)=x(i)-x(i-1) konstantni krok A je zde zapsan obecné
p(i)=1.d0 konstantni koeficienty jsou zapsany obecné
q(i)=3.d0
r(i)=2.d0
£(1)=(20.d0*x(1)+29.d0)*dexp(3.d0*x(1))
if(i.eq.1) then spodni okrajova podminka
B(i,1)=h(i)**2.d0*{(i)-(p(i)-q(i)*h(i) /2.d0)*y0
elseif((i.gt.1).and.(i.1t.N)) then hlavni pole
B(i,1)=h(i)**2.d0*f(i)
else horni okrajova podminka
B(i,1)=h(i)**2.d0*{(i)-(p(i)+q(i)*h(i) /2.d0)*yn
endif
end do
do i=1,N-1 zadani spodni diagonaly
DL(1)=p(i)-q(i)*h(i)/2.d0
end do

do i=1,N zadani hlavni diagonaly
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D(i)=r(i)*h(i)**2.d0-2.d0*p(i)
end do
do i=2,N zadani horni diagonéaly
DU(i)=p(i)+q(i)*h(i)/2.d0
end do
volani podprogramu DGTSV balicku LAPACK (viz oddil E.1):
call DGTSV(N, NRHS, DL, D, DU, B, LDB, INFO)
if(INFO.ne.0) write(*,*) “INFO-",INFO,!!”
write(1,*) x0, y0
do i=1,N
y()=B(,1)
write(1,*) x(i), y(i) lzapis do souboru fort.1
end do
write(1,*) xn, yn

end program tridiag

E.5 Numerické metody vypocti funkci vice proménnych - feSeni
parciadlnich diferencialnich rovnic

E.5.1 Hledani kofeni soustavy funkci vice proménnych
Newtonova-Raphsonova metoda

Newtonova (Newtonova-Raphsonova) metoda predstavuje velmi t¢inny nastroj také pro reSeni
obecné soustavy (nelinearnich) rovnic. Soustavu P, obsahujici n rovnic mizeme obecné zapsat
jako

P; (%) =0, (E.103)
kde i =1, ... ,n a kde & je vektor proménnych x;. Pomoci Taylorova rozvoje rovnice (E.103)

do prvniho Fadu dostavame obecny vyraz pro k-tou iteraci (k-ty iterativni krok) feSeni systému
rovnic P;, ktery muzeme zapsat kompaktni formou

JEAZ R = —prl(z F 1), (E.104)

kde vektor AZ predstavuje korekei feSeni pro kazdou proménnou z; vzhledem k piedchozimu
iterativnimu kroku. Explicitni zapis vektoru AZ * bude mit tvar

AZF = (af — a1 ek kT (E.105)

n n

Vyraz Pk v rovnici (E.104) predstavuje vektor k-té iterace vSech systémovych rovnic Pf,
zatimco vyraz J* znaci odpovidajici Jacobiho matici, jejiz kazdy prvek J f] muzeme snadno

analyticky vyjadrit ze systému rovnic Pf , polozime-li

oP*

-
61‘]-

k

Resfme-li napriklad (jako jednoduchy modelovy ptiklad) soustavu rovnic:
zt +6y% —122 = 16,

S5x3 —3y 422 = 09, (E.107)
2 472 —z = 0,
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miizeme explicitni podobu rovnice (E.104) zapsat jako

43 12yy —12\ [z — =z Td+6y3 — 1229 — 16
1522 -3 2z | |y—w |=—] 523-3w+22-9 |, (E.108)
3:6% 14y -1 zZ— 2 $g+7y(2)—20

kterou déle feSime iterativné napiiklad pomoci bali¢cku LAPACK (viz odstavec E.1) jako sou-
stavu tfi linearnich rovnic pro t¥i neznamé Ax = x — xg, Ay = y —yo a Az = z — 2z, %
nichz potom v kazdém kroku ziskdme nové hodnoty x, y a z jako x = Ax + xo, y = Ay + yo,
z = Az + z.

e Piiklad mozného zpisobu naprogramovani soustavy rovnic (E.107) - program for-
tran 95:

program eqsystem deklarace nédzvu programu
implicit none

deklarace celo¢iselnych proménnych v zahlavi programu, viz odstavec E.1:

integer :: i,j,K,INFO,KL,KU,LDAB,LDB,N,NRHS

parameter(N=3 KL=2 KU=2 K=KU+KL+1,LDAB=2*KL+KU+1,LDB=N,NRHS=1)
integer :: IPIV(N)

deklarace realnych veli¢in s dvojitou presnosti:

double precision :: AB(LDAB,N),B(LDB,NRHS),DER(N,N),C(N),x0,y0,z0
presmérovani konec¢ného zapisu vysledku do souboru “solve.dat”:
open(10,file="solve.dat” status="“unknown”)

x0=-4.0d0 odhad vstupni hodnoty xj
y0=-3.0d0 odhad vstupni hodnoty yy
z0=14.0d0 odhad vstupni hodnoty zx
do vypocetni cyklus

matice derivaci levych stran:
DER(1,1)=4.d0*x0**3.d0

DER(1,2)=12.d0*y0
DER(1,3)=-12.d0
DER(2,1)=15.d0*x0%*2.d0
DER(2,2)=-3.0
DER(2,3)=2.d0*z0
DER(3,1)=3.d0*x0%*2.d0
DER(3,2)=14.d0*y0

DER(3,3)—-1.d0

transformované péasova matice AB podle schematu LAPACK, viz odstavec E.1:
do j=1,N
do i=max(1,j-KU),min(N,j+KL)
AB(K+i-j,j)=DER(i,j)
end do
end do

matice pravych stran:
B(1,1)=-(x0**4.d0+6.d0*y0**2.d0-12.d0*z0-16.d0)
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B(2,1)=-(5.d0*x0**3.d0-3.d0*y0+2z0**2.d0-9.d0)
B(3,1)=-(x0**3.d0+7.d0*y0**2.d0-z0)

vlastni vypocet pomoci podprogramu DGBSV, viz odstavec E.1::
call DGBSV(N,KL,KU,1,AB,LDAB,IPIV,B,N,INFO)
if (INFO.ne.0) write(*,*) “INFO-—"INFO,“!!l”

C=(/(dabs(B(i,1)),i=1,N) /)

if (maxval(C).It.1.d-15) exit

x0=B(1,1)+x0
y0=B(2,1)+y0
z0—=B(3,1)+z0

stop kritérium: max|Ax, Ay, Az| < 10715

zépis vyslednych hodnot x,y, z, Ax, Ay, Az z jednotlivych iteraci do souboru:
write(10,%)x0,y0,20,(B(i,1),i=1,N)

end do

stop
end program eqsystem

zastaveni celého procesu

konec programu

e Tabulka vypoctenych hodnot z, yi, 2k, Az, Ayr, Az, ze vSech provedenych iteraci :

L

Yk

2

OO W N~

Axy,

-3.5568659855769229  -2.8660523504273505
-3.4484177335542667 -2.8088357894123277
-3.4422190042021756  -2.8052747443938260
-3.4421993029036972  -2.8052630869488695
-3.4421993027044500 -2.8052630868291244
-3.4421993027044500 -2.8052630868291244

Ayy,

14.644631410256411
14.321062859837509
14.300861993036721
14.300795971729505
14.300795971052235
14.300795971052233

Az

0.44313401442307693
0.10844825202265625
6.1987293520911584E-003
1.9701298478486783E-005
1.9924720437988766E-010
6.2835370146182566E-017

ST W N =

0.13394764957264957
5.7216561015022732E-002
3.5610450185016187E-003
1.1657444956463351E-005
1.1974503494876664E-010
1.8208999862070576E-016

0.64463141025641035
-0.32356855041890148
-2.020086680078 7826 E-002
-6.6021307216049201E-005
-6.7726957780015056E-010
-1.3650720993330078E-015

Pocateéni odhad (pokud nezname, jako v pripadé standardnich fyzikalnich déja, néjaké , pfedem
ocekavané“ hodnoty) mize byt pomérné obtiZzny - na nasem piikladé muzete vyzkouset, Zze po-
kud zvolime napf. vSechny pocatecni hodnoty rovny 1, vypocet zkonverguje rovnéz, ovSem bude
zapotiebi 24 325 iteraci (namisto 6 iteraci pro uvedené blizké celo¢iselné pocate¢ni odhady).
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E.5.2 Principy kone¢nych diferenci

Jednoduchy ptiklad - jednorozmérna rovnice se dvéma proménnymi: ¢-¢as, z-délka - Burgersova
(transportni) parcialni diferencialni rovnice

of(tx) | 0f(t,a)

ot Ox
kde u je konstanta (rychlost). Numericky tvar funkce f(¢, ) je reprezentovan na jednorozmérné
siti, tvorené M prostorovymi body,

=0, (E.109)

L0y L1y «ooy TM (JZO <r1 <rT9< ... < xM) (E.llO)
Vypocet probéhne opakované béhem N ¢asovych kroki,
th =tg+ AL, to =t1 + At = tg + 2A¢L, ..., txy = tg + NAL. (E.lll)

Numerické feSeni veli¢iny f(¢,z) v obecném j-tém prostorovém a n-tém Casovém (z = zj,
t = t,,) kroku oznacime f7'. Tayloriiv rozvoj funkce f(t,z) mé tvar

fla+h,t) = f(a,b) +h6féi’t) + f;w +OR3) + ... (E.112)
flx—h,t) = f(z,t) — haf(x’t) + W@ Oh*) + ..., (E.113)

Ox 2! Oz2

kde h = Ax je pfiristek prostorové proménné x (viz rovnice (1.1)) a symbol O znaéi zanedba-
telny, dale nezapocitavany prispévek ¢lent vyssich fadi. V numerické matematice jsou derivace
nahrazeny tzv. diferencemi (viz odstavec E.4.2):

8f<$,t) ~ f(.%'—i-h,t) _f<m7t) _ f;L+1_f;l

. N = AL apod. (E.114)
Typy diferenci pro aproximace derivaci 1. fadu:
af " n n % 4 A5
32| = ( T — ) /Ax dopfedné diference,
J
of|" n n o
3| ~ (f] — j—l) /Ax zp&tné diference, (E.115)
J
af|" n n e 1
o (fj—',-l - fj_1> /(2Az) centralni diference.
J

Priklad numerického diferen¢niho schématu pro aproximace derivaci 2. rfadu:
0% f
Ox?

n

~ (fi =217 + fo) /(D) (E.116)

J

Numerické diferen¢ni schéma uvedené transportni (advekéni) rovnice (E.109) mé tvar

(G -g) (a1
kde ¢asovy krok je pocitan jako dopredné diference a prostorovy krok je pocitan jako cent-
ralni diference. Po jednoduché tpravé dostavame diferen¢ni rovnici (E.117) v programovatelném
tvaru:

n n

n n  UAt
=1 = on, = f)-

(E.118)
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Obréazek E.8: Graf (Casovy snimek) postupné hustotni vlny, popsané Burgersovou rovnici (E.109), mo-
delované metodou explicitniho Eulerova schématu na principu kone¢nych diferenci (rovnice (E.118), viz
také programovy skript, uvedeny v tomto odstavei). V grafu je zietelna nestabilni vlnova poruha, jejiz
oblast i amplituda neustéle narusta (viz sekce E.5.3).

e Priklad mozného zptisobu naprogramovéni rovnice (E.118) - program fortran 95:

program explicit
implicit none

integer :: j, n, t

integer :: nj, nn

parameter (nj=100, nn=200)

double precision :: x(nj), f(nj),

double precision :: dt

parameter (dt = 1.d0, u = 1.2d0)

do j—1 nj
x(j) = dfloat(j)

if (j.le.nj/2) then
£(j) = 1.d0
else
£(j) = 0.1d0

endif
end do

deklarace nézvu programu

deklarace celoCiselnych proménnych v zahlavi pro-
gramu: j = poradové ¢islo prostorového kroku, n =
poradové ¢islo ¢asového kroku

deklarace celoc¢iselnych proménnych v zahlavi pro-
gramu: nj = celkovy pocet prostorovych krokt j, nn
= celkovy pocet ¢asovych kroki n

zadani ¢iselnych hodnot pro nj, nn

u(nj) deklarace realnych veli¢in x, f a u jako pole (vek-

toru) o nj prvcich s dvojitou presnosti
deklarace realné velic¢iny dt (Gasového kroku)
deklarace pevné zadanych hodnot konstantnich reél-
nych veli¢in
cyklus poc¢ateéni podminky (pocateéni funkce)
prikaz dfloat méni celociselnou proménnou na real-
nou
tzv. logickd podminka (kde .le. znamena <)

zadana pocéatecni funkce: pro x < 0.5nj — f = 1.0,
pro z > 0.5nj — f =0.1

konec cyklu
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t=0.d0 zména typu proménné t na real s dvojitou presnosti
do vnéjsi (Casovy) cyklus
t = t+dt
do j=2,nj-1 vnitini (prostorovy) cyklus
f(G) = £G)-u(G)*dt*(fG+1)-£(G-1)) /(x(G+1)-x(j-1)) vlastni rovnice (E.118)
end do konec vnitintho cyklu
f(1) = £(1) vnitini tzv. pevna okrajova podminka
f(nj) = f(nj-1) vnéjsi tzv. volna okrajova podminka
do j=1nj cyklus zapisu do souboru s nazvem fort.100
write (100,*) x(j), £(j) zapis spocitanych hodnot
end do
write (100,%)
write (100,%) dvouradkova mezera, nutna pro animaci casovych
cykli
if (t.gt.200.d0) exit vystoupeni z ¢asového cyklu, pokud ¢ > 200
end do ukonceni ¢asového cyklu
stop zastaveni celého procesu pii ¢ > 200
end program explicit konec programu

Toto tzv. explicitni Eulerovo numerické schéma je sice jednoduché, prehledné a nazorné, je ale
vZdy numericky nestabilni (viz obrazek E.8 a odstavec E.5.3):

E.5.3 von Neumannova analyza stability

Jednoducha analytickd metoda, zalozena na predpokladu periodické numerické poruchy, tedy
na Fourierovské dekompozici (rozkladu) numerické chyby. Metoda byla publikovana v roce 1947
matematiky Johnem Crankem a Phyllis Nicolsonovou, za spoluautorstvi vyznamného matema-
tika, fyzika a prikopnika digitalnich pocita¢t Johna von Neumanna.

Predpokladejme obecné poruchy stability (periodické perturbace, vibrace) vinového charak-
teru ve tvaru

grethine, (E.119)
kde £(k) je amplituda viny, k je vlnové ¢islo libovolné hodnoty. Pokud |£| > 1, pro n — oo bude
€” — oo, (E.120)

porucha se neustéle zvétsuje, numerické schéma je nestabilni. Pokud
el <1, (E.121)

numerické schéma je stabilni. Po dosazeni poruchové vinové funkce do explicitniho feseni (E.118)
dostavame

(6741 — gny ik _ _;ﬁﬁt ¢n [eiku“)m _ ik(-1)Az (E.122)
X

a po vydéleni celé rovnice (E.122) vyrazem £"e**74% dostavame

£=1- % (eikAx - e—i’m> —1- i% sin(kAz). (E.123)
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Obrazek E.9: éasovy snimek postupné hustotni viny, popsané Burgersovou rovnici (E.109), modelované
Laxovou metodou (rovnice (E.125)). K¥ivka hustoty je na rozdil od explicitniho schématu stabilni, je
zde v8ak prilis velka tzv. numerickd difizivita, projevujici se znaénym rozmytim (rozostfenim) ptivodni
viny ostfe schodovitého tvaru (srovnej s grafem E.13 v odstavci E.5.8), zptusobena pfidanim vyrazu,
odpovidajicimu druhé derivaci advekéniho ¢lenu, tj. kdy vyraz (f;j41+ fj—1)/2 v rovnici (E.125) mizeme
chéapat jako f; + (fj+1 — 2f; + fj—1)/2.

Protoze |a 4 ib| = va? + b2, bude druha mocnina rovnice (E.123) rovna vyrazu

€2 =14 (A0 2 an) (E.124)
= —— | sin x), )

Ax
kde prava strana zjevné bude témér vzdy vétsi nez 1 (vyjimecné se bude rovnat 1). Je tedy
zfejmé, ze v piipadé explicitniho numerického schématu musi vzdy platit, ze || > 1, toto
schéma je tedy vzdy nestabilni.

E.5.4 Laxova metoda

Numericka varianta explicitniho schématu, které podstatné stabilizuje, je pojmenovana podle
matematika Petera Davida Laxe. Zakladem je jednoducha zména ve struktuie ¢asového ¢lenu.
Clen fJ" v explicitnim TeSeni je zde nahrazen aritmetickym primérem sousednich hodnot,

1 ult

=5 (Fa+ ) - 5, (= fi), (E.125)

von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava

2
¢ = cos(kAx) — ZZ—N sin(kAzx), atedy |£]? = cos®(kAx) + <uAAt) sin?(kAz). (E.126)

T T

Schéma je zjevné stabilni, pokud pro tzv. Courant-Friedrichs-Lewyho ¢islo uAt/Ax (zkracené
Courantovo ¢islo, cfl) plati

At
Z— <1 Couranttv teorém stability. (E.127)
x

Stejna rovnice (E.109), modelovana Laxovou metodou (E.125) je zobrazena v grafu E.9.
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Obrazek E.10: Casovy snimek postupné hustotni viny (E.109), modelované metodou implicitniho sché-
matu (rovnice (E.134)). Kfivka hustoty je stabilni a na rozdil od Laxova schématu neni zdaleka tak
rozsifend. Amplituda postupného klubka vlnové poruchy v levé ¢asti grafu se v Case snizuje, jeho rozsah
se neméni.

E.5.5 Metoda zpé&tného kroku (Upwind method)
Metoda zpétného kroku pouziva v prostorovém (advekénim) ¢lenu zpétnou diferenci,

fj i :fj _Tm(fj - j—l)v (E-128)

von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl = a):

£ =1—a+acos(kAz) —iasin(kAz), a tedy,
€12 = [1 — a + acos(kAz)]? + o sin?(kAx). (E.129)

Z pozadavku |¢|? < 1 vyplyva nerovnost
2a(1 — a)[1 — cos(kAz)] > 0. (E.130)

ProtoZze pokud a > 0 potom cos(kAx) < 1, schéma bude stabilni, pokud obdobné jako v od-
stavci E.5.4 Courantovo ¢&islo o < 1.

E.5.6 Laxova-Wendroffova metoda

Dvoukrokova metoda, pojmenovand podle jiz zminéného Petera Laxe (viz odstavec E.5.4) a
dalsiho matematika Burta Wendroffa, kombinuje vyhody Laxova a explicitnitho schématu na-
sledujicim zptsobem:

1. krok (Laxtv) a 2. krok (explicitni):

1 uAt

n+ n n n n n-+1 n uAt n+3 n+3
(fj+1+fj)_§ﬂ(fj+l_fj)v 7 :fj_m<fj+§2_f' 2>-

5

D=

N

1
2
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von Neumannova analyza stability v tomto pripadé dava (cfl = a):

A A A
¢ =1-—2asin <k2m> [a sin <l€2x> + i cos (k;v)] , a tedy, (E.132)
€]? = 1 — 40 sin® <k§x) [1 — a?sin® (?) — cos? <k"§‘@)] : (E.133)

7 pozadavku |¢]? < 1 opét vyplyva podminka stability a < 1.

E.5.7 Implicitni schéma

Princip tzv. implicitniho schématu je zaloZzen na tom, Ze hodnoty veli¢iny f v prostorovém
(advekénim) ¢lenu na pravé strané rovnice (E.118) jsou zadany v case t"T! tedy de facto
v budoucnu, tj. po provedeni aktualniho vypoctu,

uAt

n+1 n n+1 n+1
=17 = o (= ) (E.134)

von Neumannova analyza stability v tomto pfipadé dava (cfl = a):

1
1+ a?sin?(kAz)

1 1 —dasin(kAx)

- = ted 2 =
1 +iasin(kAz) 1+ a?sin?(kAz)’ a tedy [¢]

§

(E.135)

Z rovnice (E.135) je tedy zcela ziejmé, ze implicitni schéma musi spliiovat podminku stability
|€| <1, je tedy vZdy numericky stabilni. Nevyhodou je komplikovanost vypoctu f;‘“ v kazdém
casovém kroku, kdy tuto pfedem neznamou hodnotu pocitadme pomoci tzv. tridiagondlni matice
(viz odstavce E.1, E.2.1.)

6] «
gl I g = (E136)

nékterou z metod nebo knihoven numerické linearni algebry (viz odstavec E.1). Stejna rov-
nice (E.109), modelovana implicitni metodou (E.134)-(E.136) je zobrazena v grafu E.10.

E.5.8 Priklad pokrocdilejsiho numerického schématu

e V soucasnosti existuje cela fada modernégjsich, presnéjSich a stabilnéjsich numerickych
metod (viz napf. Thompson, 2006):

e Pouziti tzv. oddélengch siti (staggered mesh), umoziujici oddéleni toki rtznych veli¢in
(flux splitting), napiiklad vektorovych a skalarnich poli, atd.

e Postupné pfidavani jednotlivych ¢lenti pravych stran fyzikalnich rovnic, reprezentujicich
rizna silova pole (operator splitting):
(ff = f9)/At = Li(f°)

(f* = fh/At = Ly(f")
(E.137)

(fm=fm=h/At = Lpn(f™1),

kde L; predstavuje jednotlivé aproximace Clenti pravé strany rovnice pomoci principu
koneénych diferenci, m je celkovy pocet Cleni na pravé strané rovnice a horni indexy
udéavaji poradové ¢islo dil¢tho ¢asového kroku.
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Obrazek E.11: Schéma uspofadani tzv. oddélengch siti (staggered mesh). A-sit, urfena pro po&itani
vektort, je zobrazena Gerné, B-sit, uréena pro pocitani skalarnich veli¢in, je zobrazena ¢ervené. Tlustou
¢arou je ohranifena vnitini vypocetni doména (’int’), symbolem ’'b’ je oznacena zona pro poditani
okrajovych podminek, symbolem ’g’ je oznacena tzv. ghost zone, coz je dalsi pfidana zéna pro okrajové
podminky, nutna pro pocitani diferencidlnich rovnic 2. fadu nebo v pripadé symetrickych podminek,
napiiklad viiéi ose sité (periodické okrajové podminky), stiedu sité, atd. Pfesné uspofadani zon pro
okrajové podminky se muZe v detailech lisit pravé podle typu okrajovych podminek (pevné, reflexni,
periodické, atd.).

e Princip oddélengjch siti (staggered mesh): na A-siti ,sedi“ vektorové veli¢iny, na B-siti
wsedi skalarni veli¢iny (viz obrazek (E.11).

e Piiklad dvoukrokové metody (tj. kdy vypocet nasledujiciho ¢asového kroku je rozdélen
na dva mezikroky: explicitné vypocitany tzv. prediktorovy krok, nasledovany implicitnim
tzv. korektorovym krokem) pro vypocet transportni rovnice (E.109) skalarni veli¢iny f:

fB— 'B1 B1_fB
M =T IUEL AN = (E.138)
J Jj—1 j+1 J

kde A_, A jsou symboly pro zpé&tnou a dopfednou diferenci. Pro vypodéet prediktorového
kroku pouZzijeme napfiiklad tzv. van Leerovu derivaci (van Leer, 1982), definovanou jako:

2A_A,
AA)=—"""8 i ALAL >0
0B, — A - (E.139)
0, if  A_AL<O.

van Leerova derivace je tedy nenulova, pokud je funkce f monoténni a je nulova v téch
polich prostorové sité, kde funkce f prochazi extrémy. Dilezitou vlastnosti van Leerovy
derivace je, Ze zachovavia monoténnost derivaci a zabrafiuje vzniku lokélnich extrémii:
z rovnice (E.139) vyplyva, ze pokud A_ ~ Ay ~ A, potom (A_A.) ~ A a pokud
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Obrazek E.12: Schématické vyobrazeni podminky monotonnosti van Leerovy derivace (rovnice (E.139))
je na obrazku E.12a: sklon linearni distribuce veli¢iny f v prostfedni vypocetni bulice (¢arkovana ¢ara)
je diky van Leerové derivaci (plna ¢ara oznacené jako dEL) redukovan, takze hodnoty linearné interpolo-
vané, advektované skalarni veli¢iny f na rozhrani buniky musi po celé sifce této bunky ,,padnout” mezi
hodnoty této veli¢iny, zprimérované pies objemy sousednich vypocetnich bunék. Obrazek E.12b znazor-
nuje prediktorovy krok advekce skalarni veli¢iny f (rovnice (E.140)). Veli¢ina je linearné interpolovana
(plné Cervend Cara, oznadené dUBL, znézoriuje sklon van Leerovy derivace) a advektovana na rozhrani
buiiky v polovi¢nim ¢asovém kroku ¢ + At /2. Hranice buiiky, vyznacené plnou ¢arou, symbolizuji objem
latky, advektovany v Case, zatimco ,,¢arkovana‘ buiika je pevné fixovana v prostoru. Poloha linearniho
interpolantu I je oznacena IjA’ "¢ Nasledujici korektorovy krok (rovnice (E.141)) advektuje veli¢inu na
stfed B-sité v Case t + At.

A_ < Ay nebo A_ > A, potom (A_A;) ~ min(A_,Ay). To zarucuje, Ze hodnoty
derivované funkce f na hranicich vypocetni bunky lokalné ,neprestieli“ stfedni hodnoty
funkce f v sousednich buiikich (viz obrazek E.12).

e Vysledkem prediktorového kroku bude veli¢ina I (nazveme ji napiiklad interpolant), ktera
je béhem prediktorového kroku advektovina na rozhrani druhé sité, tj. z ptivodni B-sité
na A-sit a naopak. Prediktorovy krok bude mit v tomto pripadé tvar

A, n+a
[T At
I]AJLJra _ ]B_,;L + dz];BL <$34 _ 58}3_1 _ J2> , (E.140)

kde u je advekéni rychlost (srovnej rovnici (E.118)) a horni index n + a oznacuje diléi
posun v ramci ¢asového kroku n.

e Nasledujici korektorovy krok bude dén rovnici ve tvaru

B,n+1 _ (B,n At A, nta A, n+a A,n+ta A ,n+a

R e T (Ij+1 ulinte Aty ) (E.141)
J+1 J

Po provedeni korektorového kroku se tedy skalarni veli¢ina f opét vraci na B-sit, tj.

uprostfed mezi polohy A(j+1), A(j). Rovnice (E.141) je zaroveii numerickou formou jed-

norozmérné divergence. Obdobné schéma ve dvoj a trojrozmérné verzi se nazyva metoda
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Obrazek E.13: éasovy snimek postupné hustotni vlny, popsané Burgersovou rovnici (E.109), modelo-
vané metodou prediktor-korektor (pomoci rovnic (E.140) a (E.141)). Kfivka hustoty je na rozdil od
predchozich schématt stabilni a ostra, maly sklon ¢ela vlny je dan hustotou vypodcetni sité (vzdale-
nosti sousednich prostorovych bodi). Tvar viny lze korigovat pridanim stiihové tzv. Navier-Stokesovy
viskozity nebo objemové, tj. v praktickych vypoétech pouzivané tzv. numerické viskozity (viz naptiklad,
LeVeque, 2002, a dalsi).

konecnych objemaii (finite volume method - viz napf. LeVeque (2002)). Vicerozmérna po-
doba rovnice (E.141) (po¢itana v soufadnicovém sméru j, index k zde symbolizuje viechny
ostatni soufadnicové sméry, v zavislosti na dimenzi vypocetni sité) by tedy vypadala:

B,n+1 _ (B,n At A n+a A, n+a A n+a A, n+a
fij - ijk ~yB (IJ-I—l e Yitlk S 1,k T Jk U g, S;, k) (E.142)
J.k

kde veli¢ina V J Zhamena objem jedné tzv. buiiky vypocetni sité (grid cell), stfedovany

na siti B, Vehcma S] . znamend potom plochu této buiiky (nachazejici se na siti A),
pres niz prochézi tok veli¢iny f ve sméru j (viz odstavce B.1.2, B.2.2, B.3.2, B.7.2, po-
pisujici vztahy mezi témito veli¢inami v riznych soufadnicovych soustavach - viz také
obrazek E.12). Pokud bychom modelovali transportni rovnici (E.109) pro vektorovou ve-
li¢inu, bude postup zcela obdobny, pouze namisto ze sité B budeme vychézet ze sité A,
prediktorovy krok transportuje tuto veli¢inu na sit B a nésledny korektorovy krok opét
na sit A.

e Stejna rovnice (E.118), modelovand uvedenou metodou prediktor-korektor je uvedena
na obrazku E.13. Courantovo ¢&islo cfl = 0.5.

e Mimoradnou pozornost je t¥eba vénovat volbé a zapisu okrajovych podminek (viz prislusné
zony vypodcetni sité na obrazku E.11). Mezi jejich zakladni typy patii:

— fizxni (vtokové) okrajové podminky, kdy hodnoty v b a g zoénach jsou zadany v po-
¢atecnich podminkach (pocate¢ni funkci) a dale se neméni.

— wvolné (vytokové) okrajové podminky, kdy hodnoty v b a g zénéach se v kazdém ¢aso-
vém kroku rovnaji hodnoté v prvni nejblizsi vypocetni zéné (zde je vhodné né&jakym
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zpusobem pojistit, aby skalarni stavové veli¢iny zde byly vzdy nezéporné, piipadné
nenulové).

— periodické okrajové podminky, kdy hodnoty v zéné 1 se v kazdém ¢asovém kroku
rovnaji hodnotam v zéné nj + 1, hodnoty v zé6né 2 hodnotam v zéné nj + 2, hodnoty
v z6né 3 (na Cervené siti) hodnotam v zoné nj 4+ 3 a naopak, hodnoty v zoné nj + 4
hodnotam v zéné 4 a hodnoty v z6né nj + 5 hodnotam v z6né 5. Hodnoty v zénach
3 anj+ 3 na Cerné siti se po¢itaji zvlast z hydrodynamickych rovnic (totéz plati pro
dalsi sméry).

— reflezni (pevna zed ) okrajové podminky, kdy skalarni veli¢iny ¢ a slozky vektorovych
veli¢in, které jsou paralelni s danym okrajem, jsou pocitany jako ¢(1) = ¢q(4), ¢(2) =
q(3), ¢(nj+3) =q(nj+2) a qg(nj+4) = q(nj+1). Slozky vektorovych veli¢in, které
jsou kolmé k danému okraji jsou zde pocitany jako ¢(1) = —q(5), ¢(2) = —q(4),
q(3) =0, ¢(nj+3) =0, q(nj+4) = —q(nj+2), ¢(nj+5) = —q(nj+1). Totéz plati
pro dalsi sméry.

e Numerické schéma, uvedené v tomto odstavci, neni zdaleka jediné mozné, predstavuje
pouze ukazku tzv. po cdstech linedrni metody (Piecewise Linear Method), kdy numerické
diference jsou proklddany tseckami. Je mozné pouzit i presnéjsi tzv. po cdstech parabolic-
kou metodu (Piecewise Parabolic Method - PPM, viz napf. Colella & Woodward (1984)),
nevyhodou je ovSem zcela zakonité vyssi vypocetni naro¢nost, tj. naroky na vykon po-
¢itacu, atd. Kromé toho existuje celd rada jinych metod, zaloZena na jinych principech
numerického derivovani, jinych typech prostorovych siti (naptiklad tzv. adaptioni sité,
které se v pribéhu ¢asu samy méni), nebo k vypocétim vibec prostorové sité nevyuzivaji
- napf. tzv. SPH metoda (Smooth Particle Hydrodynamics), atd.

E.5.9 Priklady modelovani realnych fyzikalnich procesia
Riemannova-Sodova razova trubice:

Zakladni testovaci tiloha pro vét§inu numerickych kodu se snadno ovéfitelnymi vysledky. Jedna
se o uzavienou trubici, respektive box, rozdéleny na dveé ¢asti pevnou piepézkou, nazyvanou téz
diafragma ( latinsky nazev pro brénici), kde obé oddéleni jsou naplnéné plynem s rozdilnymi
hustotami a tlaky. Nahle pfepazka zmizi coz vyvolad pohyb plynu predchazeny rézovou vlnou
§itici se kolmo k roviné puvodni prepazky ve sméru ridsiho plynu. Obrazek E.14 ukazuje snimek
prubéhu hustoty, kdy pocateéni stav plynu (kde index L oznacuje levou stranu trubice s vyssi
pocatecni hustotou a tlakem ,index R oznacuje pravou stranu trubice s nizs$i po¢ate¢ni hustotou
a tlakem) je zvolen nasledovné: pr, = 1.0, pr = 0.125, P, = 1.0, P = 0.1, v = 5/3 kde p je
hustota, P je tlak a v je adiabaticka konstanta. Obrazek E.15 ukazuje obdobnou testovaci tilohu s
pocate¢nimi prubéhy veli¢in proménnymi v obou smérech x, y, s nasledujicimi parametry: py, =
e*yz, pr = 0.125 e*y2, Pr = e*yQ, Pr=0.1 e*yz, v = 5/3. Profily hustoty a tlaku v pfi¢ném
sméru y jsou tedy ,,Gaussovské”. V tomto modelu je jesté pridana ,,porucha‘, zptisobena malou
pocatecni slozkou rychlosti Vj, = 0.05.

Kelvinova-Helmholtzova nestabilita

Dalsim oblibenym testovacim problémem je modelovani Kelvinovy-Helmholtzovy nestability
(viz nap¥. Chandrasekhar, 1961, viz také obrazek E.16). Pravouhla oblast (box) je naplnéna ply-
nem se dvéma opacné smérujicimi toky, oddélenymi linedrni pomyslnou diskontinuitou. Okra-
jové podminky jsou periodické na celnich okrajich tokt, tj. v obrazku E.16 na stranich se
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Obrézek E.14: Vysledek simulace hustoty p v Riemannové-Sodové razové trubici v pfipadé neviskézniho
toku v ¢ase t = 0.28 (v jednotkach odpovidajicich popisu v odstavci E.5.9). Pocateéni stav plynu je
staticky a je fixovan pevnou piepazkou (nazyvanou také diafragma), situovanou v 1/3 délky trubice.
Hodnoty hustoty p a tlaku P na levé strané prepazky jsou pr = 1.0, Pr, = 1.0, hodnoty na pravé strané
prepazky jsou pr = 0.125, P = 0.1. Celkova délka x $itka trubice (boxu) je 4.0 x 2.0 v libovolnych
jednotkach a je zde pouzita vypocetni sit s poctem 300 x 100 z6n, okrajové podminky jsou ,,pevné stény*.
T¥i charakteristické ,,schody” v hustoté jsou (zprava doleva) vlastni razova vlna (jejiz rychlost iFeni
mize az Gtyfikrat pfevySovat skutenou rychlost pohybujiciho se plynu), déle tzv. kontaktni nespojitost,
coZ je misto puvodni piepéazky, §ifici se vlastni rychlosti pohybujiciho se plynu a koneéné tzv. zfed ujici
vlna, $i¥ici se opa¢nym smérem (viz grafy stejné testovaci alohy naptiklad v Stone & Norman, 1992).

t=5.32

0.8

0.6

0.4

0.2

Obrazek E.15: Barevny graf prubéhu hustoty ve stejné Riemannové-Sodové razové trubici v ¢ase t = 5.32,
s pfidanou malou po¢atec¢ni y-ovou slozkou rychlosti, V;, = 0.05. Tato ,,porucha‘ zptisobi urc¢itou pfi¢nou
deformaci toku kde jsou rovnéz viditelné Kelvinovy-Helmholtzovy a Rayleigh-Taylorovy nestability.

soufadnicemi x = 0 a « = 1, zatimco na zbyvajicich dvou stranich jsou zvoleny opét jako
»pevné stény“. Pocatecni podminky k tloze jsou prevzaty z parametri, uvedenych v instruk-
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t=18.0

X

Obrazek E.16: Barevny graf pribéhu hustoty v Kelvinové-Helmholtzové nestabilité (viz odstavec E.5.9).
Snimek ukazuje tok v pokrocilém ¢ase, kdy je nestabilita jiz zcela nelinearni, tj. s plné rozvinutymi
turbulencemi.

cich ke kodu ATHENA (Stone et al., 2008; Springel, 2013): pro y > 0.5 je podélna rychlost
toku V;1 = 0.3 a hustota plynu p; = 1, pro y < 0.5 je podélné rychlost toku V, o = —0.3
a hustota plynu ps = 2. Pocate¢ni tlak P = 1.0 v celé vypocetni oblasti a adiabaticky expo-
nent v = 5/3. Abychom se vyhnuli naprosto ostrému rozhrani mezi obéma toky, definujeme
prechodovou oblast ktera propoji oba toky, popsanou rovnicemi (Springel, 2013):

—0.5\ —1
p(x,y) = p1+ (p2 — p1) (1+eya ) : (E.143)

ktera charakterizuje poc¢atec¢ni poruchu hustoty ve sméru y, podobné

o5y —1
Va(z,y) = Vo1 + (Veo — Vaa) (1 +e” 005> , (E.144)

ktera charakterizuje poc¢ateéni poruchu z-ové slozky rychlostniho pole ve sméru y, kde stfedni
kvadratickd odchylka rychlosti o = 0.01. Do téchto pocéte¢nich podminek vloZime periodickou
poruchu y-ové slozky rychlosti ve tvaru

V,(z,y) = Acos(kx) e =05l (E.145)

s vlnovym ¢&islem k = 2 x (27/L) a amplitudou poruchy A = 0.05. Vyznam tohoto testu spociva
také ve snadném ovéfeni linearity narastu poruchy v rané fazi priubéhu talohy, zatimco pozdéji je
pribéh vyvoje poruchy zjevné nelinedrni, coz vylucuje provedeni analytickych kvantitativnich
vypocti. Navic, ,ostrost” rozhrani mezi obéma protismérnymi toky muze slouzit jako indiké-
tor tzv. numerické difuzivity (tj. stabilizace algoritmu advekéniho schématu pomoci druhych
derivaci toku) vypocetniho schématu (Stone et al., 2008).

E.6 Paralelizace vypocetnich algoritmii

Pro urychleni a ¢asto dokonce i pro samotné umoznéni vypoctu velmi rozsahlych (jednoroz-
mérnych nebo vicerozmérnych) algoritmi (koda) je nezbytné tyto algoritmy paralelizovat, tj.
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rozdélit je na vice oddila (procesil) soubézné (paralelné) pocitatelnych na odpovidajicim poctu
strojovych procesoril. Principem paralelizace je tedy rozdélit celkovou prostorovou vypocetni
oblast (viz naptiklad obrazek E.11) na mnoZstvi separatnich vypocetnich oblasti, rankd (ranks).
Tyto ranky lze, v zavislosti na povaze problému, pocitat bud zcela samostatng, nebo, pokud
je nutna vzajemna ,komunikace“ na styku téchto ranku (napiiklad pfi hydrodynamickych vy-
poctech, kde je nutna névaznost na okrajové podminky na hranicich celé vypocetni oblasti,
jsou na hranicich ranki predavany informace o hodnotach vypocti v sousednim ranku). Tato
,mezirankova komunikace® pfitom neptisobi zadné zasadni zpomaleni vypoctu.

Existuje fada specializovanych knihoven pro tvorbu paralelnich algoritmi, asi nejrozsire-
néjsi z nich je knihovna MPI (Message-Passing Interface), véetné nékolika podtypi, vytvorena
skupinou vyzkumnych a vyvojovych pracovniku z akademické a primyslové sféry pro Siroké
vyuziti na paralelné fazenych pocitacich. Oficidlni zdroj knihovny v&etné programovacich ma-
nuald je na webové strance http://www.mpi-forum.org/, pro tvodni seznameni se s knihovnou
i s technikami paralelniho programovani doporu¢uji skripta Lisal (2007), pro podrobné&jsi stu-
dium manual Pacheco (1998). Knihovna je naprogramovana pro pfesun dat z jednoho procesu
do jiného procesu pomoci kooperativnich operaci v kazdém procesu (tzv. point-to-point komu-
nikace mezi dvéma procesy). Hlavnim smyslem pouzivani metod paralelniho programovani je
vyznamné urychleni vypocta jak v pripadé zcela samostatné pracujicich rank, tak v pripadech,
kdy je nutnd vzajemné hrani¢ni ,send and receive“ komunikace. Casto je vypocet na jednom
procesoru dokonce neproveditelny, v pripadé, ze binarni soubor indikuje netimérné rozsahly vy-
pocetni proces, nelze zdrojovy soubor viibec zkompilovat. Knihovna MPT je vyvinuté pro rizné
programovaci jazyky, jako jsou Fortran, C, C++4, Python a Java, mohou zde byt oviem velké
diléi rozdily v organizaci vypo¢tu (napiiklad rozdilné pofadi zahrnovani prostorovych bunék
pri dvourozmérném paralelnim vypoctu v pfipadé jazyka Fortran, kdy vypocet ,bézi“ v ramci
kazdého ranku nejprve ve ,vertikdlnim® sméru, zatimco v piipadé jazyka C vypocet ,,bézi“ vzdy
nejprve ,horizontalné*). Protoze se v soucasnosti jedna jiz o velmi rozsahlou a specializovanou
disciplinu, nebudeme zde detailnégji popisovat techniky paralelniho programovani.

V ramci pocitacovych volné vazanych seskupeni (pocitacovych clusteri), pracujicich v Ceské
republice, 1ze standardné docilit soucasné zapojeni az nékolik stovek procest. Dostupnymi a
vykonnymi pocitacovymi clustery napiiklad jsou:

e METACENTRUM, coz je virtudlni organizace, kterda ¥di a distribuuje vypocetni in-
frastrukturu spolupracujicich akademickych a univerzitnich center. Vypocetni a pamé-
tova zafizeni jsou spravovana v ramci projektu ,,Czech National Grid Infrastructure®,
ktery je soucésti projektu , Projects of Large Infrastructure for Research, Development,
and Innovations“ (LM2010005). Sou¢asti poc¢itacového clusteru METACENTRUM jsou:
vypocetni centrum Masarykovy univerzity v Brné (centrum CERIT-SC, Loschmidt Labo-
ratories - pracoviité Ustavu experimentalni biologie P¥F MU a NCBR - Narodni centrum
pro vyzkum biomolekul, PfF MU), vypocetni centrum Zapadoceské univerzity v Plzni
(KIV - Katedra informatiky a vypocetni techniky FAV ZCU, KMA a KKY - Katedra
matematiky a Katedra kybernetiky FAV ZCU), vypocetni centrum Jihoceské univerzity
v éesk}'/Ch Budgjovicich (Prirodovédecka fakulta JU), vypocetni centrum Akademie véd
CR, vypocetni centrum Katedry telekomunikaéni techniky FEL CVUT v Praze, atd., za-
stfeSujici organizaci je e-infrastruktura pro védu, vyzkum a vzdélavani CESNET z.s.p.o.
Celkové parametry a vykon clusteru prevysuji 10000 CPU poéitacovych jader (desitky
TB opera¢ni paméti RAM) a s pamétovou kapacitou cca 1 PB (1063 TB) pro opera¢ni
data a cca 19 PB (19000 TB) prostoru pro ukladani dat. Oficidlni webovou strankou je
http://metavo.metacentrum.cz/.
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e Pocitacovy cluster ANSELM (narodni superpocitacové centrum, VSB - Technicka uni-
verzita Ostrava), ktery sestava z celkem 3344 pocitacovych jader CPU (15 TB opera¢ni
paméti RAM). Oficialni webovou strankou je http://wuw.it4i.cz/

e V soucasnosti je jiz k dispozici uzivatelim novy pocitacovy cluster SALOMON (narodni
superpocitacové centrum, VSB - Technicka univerzita Ostrava), ktery je dle zebticku TOP
500 oficialng 40. nejvykonné&jsim superpodita¢em na svété! Souc¢asné parametry: 24 192 ja-
der CPU Intel Xeon (Haswell-EP), 129 TB opera¢ni paméti RAM, 52 704 jader akcelerac-
nich koprocesort Intel Xeon Phi s 13,8 TB RAM, 2 PFLOP /s maximalni vypocetni vykon,
2 PB diskové kapacity a 3 PB zalohovaci paskové kapacity. Oficidlni webovou strankou je
http://www.it4i.cz/.
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