ZMMPF 3: domaci uloha 2B Ulohu odevzdejte do 15. listopadu 2023

Prikladem neortogonalni souradnicové soustavy muze byt ,kuzelova® soustava (zamérné zde
davam nazev do uvozovek, protoze standardni tzv. konicka soustava je ortogonélni a je zavedena
jinym zpusobem). Souradnicové sméry takto zadané ,kuzelové” soustavy jsou: z € (0,00) -
vertikdlni souradnice, ¢ € (0,27) - azimutalni thel, § € (0,7/2) - polarni thel, viz obrazek 1:

z

tavy

0Sa sous

!

Obréazek 1: Znazornéni “kuzelového” souradného systému, definovaného souradnicemi z, ¢ a 6, kde z
je vertikalni vzdélenost od pocatku, ¢ je azimutalni thel a 6 je hlova odchylka od osy z. Uvedend
soutadnice w znaci vzdalenost od osy z, odpovida tedy valcové radidlni souradnici.

1) Odvodte vztah pro objem kuzele s polomérem podstavy R a vysce H a pro velikost plochy
jeho plasté v téchto soutadnicich. Vysledky porovnejte se ,zndmymi“ vztahy V = nR?*H/3 a

S=nRVR?+ H2

2) Napiste metrické tenzory g;; a ¢ (kovariantni a kontravariantni baze) této soustavy. Od-
vodte cely postup sestaveni metrické formy této soustavy a nasledné metrickych tenzori, nejen
vysledek (ten potom muzete ovétit v ramei bodu 5).

3) Odvodte explicitni podobu operétoru gradientu V v této soustave.

4) Napiste explicitni podobu polohového vektoru 7 a vektoru rychlosti ' v této soustave.



5) Naleznéte vsechny nenulové Christoffelovy symboly a napiste explicitni podobu Riemannova
a Ricciho tenzoru této soustavy (vysvétlujici text k témto pojmim - viz ucebni text Praktické
pocetni metody pro fyziky, posledni odstavec - Tenzory v zakiiveném prostorocase). Oznacte
jednotlivé (nenulové) symboly a ¢leny tenzort vSemi odpovidajicimi indexy. K vypoctu pouzijte
balicek Sympy; prikladam dale vzor obdobného vypocetniho skriptu pro prislusné symboly a
tenzory v pripadé 2D sféry. Upozornéni - i kdyz je ve skriptu pozadovano “simplify”, program
casto vysledné ¢leny v tenzorech neupravi do nejjednodussi podoby, v tom ptipadé prekontro-
lujte tyto cleny a maximélné je zjednoduste (tyka se zejména Ricciho tenzoru)!


https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js23/pocetni_metody/web/pages/ch01.html
https://is.muni.cz/do/rect/el/estud/prif/js23/pocetni_metody/web/pages/ch01.html

Piiklad pythonovského skriptu pro vypocet metrického tenzoru, Christoffelovych symbolt, Rieman-
nova a Ricciho tensoru na 2D sféfe - balicek “diffgeom”:

1 import. sympy
2

3 from-sympy.diffgeom. import. *

4 from.sympy - import.simplify, init_printing

5 init_printing(use_unicode=True)

6 #from. sympy.physics.units.systems.cgs-import.cgs_gauss

7

8 from-sympy.core.symbol- import. (Dummy, - symbols)

9 from-sympy.functions.elementary.miscellaneous. import.sqrt

10 from-sympy.functions.elementary.trigonometric. import- (acos,  atan2, cos, sin)

11 from.sympy-import.pprint, -exp, Function

12 from.sympy.diffgeom. import Manifold,  Patch, CoordSystem

13 m.= Manifold('sphere', .2)

14 patch.=.Patch('origin', -m)

15 cs-=-CoordSystem( 'sphere',patch,symbols('theta. phi', -real = True))

16

17 from-sympy.diffgeom import. twoform_to_matrix, TensorProduct, metric_to_Christoffel_1ist,
metric_to_Christoffel_2nd,metric_to_Riemann_components,metric_to_Ricci_components

18 TP.=-TensorProduct

19

20 x-=-symbols('x")
21y -=-symbols('y"')
22 r-=.symbols('r"')

23 theta = symbols('theta')

24 phi = symbols('phi')

25

26 theta, phi = c¢s.coord_functions()

27 dtheta, -dphi.= cs.base_oneforms()

28

29 metric = r**2*TP(dtheta, dtheta) +. 0.+ 0 + r**2*sin(theta)**2*TP(dphi,  dphi)

30 #in.case-of-a.diagonal -metrics-it.is-not. necessary-to-write-the.non-diagonal.zero.components;

31 #while in.case-of -a-non-diagonal -metrics, it is-necessary-to-explicitly-list.them.(in-1line.order)!!
32

33 matsphere.=- twoform_to_matrix(metric)

34 matsphere = simplify(matsphere)
35 print()

36 print("Covariant.-metric-tensor:")
37 print()

38 pprint(matsphere)

39

matsphere.inv('CH")
simplify(invmatsphere)

40 invmatsphere
41 invmatsphere
42 print()

43 print("Contravariant-metric.tensor:")

44 print()

45 pprint(invmatsphere)

46

47 riemann.=-metric_to_Riemann_components(metric)

48 riemann.-=-simplify(riemann)

49

50 ricci = metric_to_Ricci_components(metric)
51 riccl - =-simplify(ricci)

52

53 ch_2nd.= metric_to_Christoffel_2nd(metric)
54 ch_2nd = simplify(ch_2nd)

55

56 print()

57 print("Christoffel.symbols.of.2nd-kind:")
58 print()

59 pprint(ch_2nd)

60 print()

61 print("Riemann.tensor:")

62 print()

63 pprint(riemann)

64 print()

65 print("Ricci.tensor:")

66 print()

67 pprint(ricci)



