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Tento text je urcen jako pomicka pro porozumeéni prednaskam z predmétu Zaklady kvantove mecha-
nitky a nemd ani nemize nahradit ucebnici kvantove mechaniky. Je k dispozici v elektronickée podobé na
adrese www.physics.muni.cz/ tomtyc/kvantovka.pdf (nebo .ps)
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1 Uvod

1

1.1

1.2

Uvod

Co je kvantova mechanika?

Kvantova mechanika (QM) se zabyva studiem mikroskopickych objekti jako elektrony, neutrony,
atomy, molekuly, fotony atd.

Fyzikalni zakony, které plati pro tyto objekty, se znac¢né lisi od téch, kterymi se fidi bézna télesa
kolem néas

Tyto zakony jsou tak zvlastni, Ze se s nimi nemohl ztotoznit ani Einstein a Feynman mél za to,
ze QM nerozumi skoro nikdo na svété

Kvantova mechanika dokaze chovani mikroskopickych objektt velice dobfe popsat a patii k neju-

vvvvvv

Klasickd mechanika se da ziskat z kvantové limitnim prechodem k velkym objektim (nebo pfecho-
dem h — 0) podobné, jako nerelativistickd mechanika je limitou relativistické pro malé rychlosti;
prechod ale neni trivialni

V ¢em spociva zminéné podivné chovani mikroskopickych objekti? Projevuje se mnoha zpisoby:

— princip superpozice — kvantovy objekt mize byt ve vice rtiznych stavech ,zaraz“ — napft.
muze mit soucasné nékolik hodnot energie, souradnice atd.

— diskrétni spektrum — nékteré veli¢iny (napf. energie atomu, moment hybnosti elektronu)
nemohou nabyvat libovolnych hodnot, ale jen hodnot z néjaké diskrétni mnoziny; odtud
nazev ,kvantova“ mechanika

— vysledky méreni dané veli¢iny ve znamém stavu nelze s jistotou predpovédét, 1ze jen urcit
pravdépodobnosti, s jakymi dostaneme jednotlivé vysledky méfeni (viz piiklad se spinem
elektronu);

— vliv méfeni na pozorovany objekt nelze eliminovat, méteni vede k tzv. redukei (kolapsu)

stavu méreného objektu — ze superpozice se vybere jen jedna moznost, a to zcela ndhodné;
mechanismus tohoto kolapsu neni dosud uspokojivé vysvétlen

— tunelovy jev — ¢astice mohou pronikat i do mist, kam by se podle klasické mechaniky
nemohly dostat (napf. tam, kde by mély zapornou kinetickou energii); naopak ¢astice se
muze odrazit od prekazky, kterou by méla bez problému prebéhnout

— dualismus vlna-c¢astice — kvantové objekty se v nékterych situacich mohou chovat jako
vlny, v jinych jako téliska

— princip nerozliSitelnosti — stejné ¢astice (napt. dva elektrony) nemtzeme od sebe ani v
principu odlisit — nelze je ,ocislovat®

— kvantova provazanost (entanglement) — nejpodivuhodnéjsi a nejzahadnéjsi vlastnost
kvantovych systémi

Vyznam kvantové mechaniky

e QM vyrazné a neustale ovliviiuje na$ zivot, aniz si to uvédomujeme

e Enormni pokrok v technice a elektronice za poslednich 50 let — mozny jen diky znalosti QM



2 Ilustrace QM na piikladu geometrické a vinové optiky

e Tranzistor (pocitace, internet, mobily, mikroelektronika) a laser pracuji na ¢isté kvantovych prin-
cipech

e Pevné a ultratvrdé materialy, rtizné plasty a specidlni materidly — mozno konstruovat diky zna-
lostem o strukture latek, opét QM

e Hlubsi pohled odhali, ze QM je vlasné nezbytna pro fungovani svéta

e Chemicka vazba — bez QM by se napi. molekula H s jistou pravdépodobnosti po ¢ase samovolné
rozpadla (viz chaotické chovani problému tii téles), diky zdkontim kvantové mechaniky drzi pevné

e [ samy atomy by byly nestabilni, ve velmi kratké dobé by se zhroutily — elektrony by vyzarily
svoji energii ve formé rentgenového a gama zareni a po velmi kratké dobé by spadly na jadro

e Bez Pauliho vylucovaciho principu by nebyla takova chemickd rozmanitost prvki

e Svét by bez QM musel byt vystavén tplné jinak, nez je; nevime ovsem jak, aby viibec mohl
fungovat

2 Tlustrace QM na prikladu geometrické a vlnové optiky

2.1 Souvislost vlnové a geometrické optiky
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e Po které trajektorii ptjde svétlo na obrazku? (v homogennim prostiedi)
e Zjevné po 1, je pfima, po ostatnich nepiijde

e V situaci b) bude do B dopadat piiblizné tolik svétla jako v situaci a). OvSem v situaci ¢) nebude

vy v

do B dopadat témeér zadné svétlo



2 Ilustrace QM na piikladu geometrické a vinové optiky

2.2

Pokud ale stérbinu z0zime natolik, aby faze pro trajektorie 3,4 byly podobné, pak najednou zacne
do detektoru opét svétlo dopadat — jde vlastné o difrakci na stérbiné

Sifeni po pfimkach funguje jen v geometrické optice, kdyz si jsou zdroj a cil vzdaleny mnohem
vic nez A

Vlnova optika — Huygenstv—Fresneltiv princip — svétlo se §iii po nejriznéjsich trajektoriich, kazdé
z nich prislusi urcita faze ¢ = ZT’” vlny, vSechny vlny interferuji
Intenzita vysledné viny je ¢tvercem velikosti vysledné amplitudy

Geometricka optika — limita z vinové optiky pro A < d, kde d je charakteristicky rozmér dané
situace

V interferujicich vlnach se projevi jen ty, které maji tzv. stacionarni fazi = Fermatiiv princip
nejmensiho (stacionarniho) ¢asu

Faze pro drahy 1 a 2 se 1lis{ mélo, proto viny jdouci po téchto (a dalsich jim blizkych) drahach
zinterferuji konstruktivneé.

Faze pro drahy 3 a 4 se 1i$i hodné, proto viny jdouci po téchto (a dalsich jim blizkych) drahach
zinterferuji destruktivné.

Pokud ale bude $térbina velmi tzké, budou faze podobné a svétlo za¢ne dopadat

N7

To dokazuje, ze svétlo se Siti po libovolnych trajektoriich; ¢isté po primkéch se siti jen za urcitych
okolnosti

Souvislost kvantové a klasické mechaniky

V podobném vztahu jako geometricka a vlnova optika jsou klasicka a kvantova mechanika

Klasickd mechanika: ¢astice se pohybuje z mista A do mista B po trajektorii, pro kterou je akce
stacionarni (Hamiltoniv princip nejmensi akce)

Kvantova mechanika: ¢astice se pohybuje z mista A do mista B po nejruznéjsich trajektoriich,
kazdé prislusi faze
S 1 ['B .
=—== L(7, 7 t)dt,
b= =7 / (7, 71)

ta

h je tzv. Planckova konstanta, i = 1,054 x 10734Js, tzv. kvantum téinku (akce)

Tedy kvantova mechanika fika prapodivnou véc: hodim-li kamen, leti ve skutec¢nosti po nejriiz-
néjsich drahach, ale vSechny kromé té, kterou vidim, zinterferuji destruktivné

Je-1i typickd akce v dané situaci velkd ve srovnéni s A (tak je tomu vzdy je pro kdmen, ktery
hodime), zinterferuji konstruktivné jen trajektorie z okoli té, pro kterou je akce stacionarni; nam
se pak zda, ze kamen let€l jen po této draze s nejmensi akci, a dostavame tak Hamiltoniv princip
nejmensi akce

V béznych situacich kolem nés jsou typické akce v fadech tisicin az tisici Js, tedy o 30 — 40 radu
vétsi nez je Planckova konstanta, a svét se tedy chova ,klasicky®



3 Popis kvantového systému

3.1

Ve svété atomi je ale situace jind — zde jsou typické akce srovnatelné s h, proto se zde svét chova
rozmazané, kvantove

Nejvétsi objekty, pro které se dosud podafilo vinové chovani primo pozorovat, jsou halogenfulle-
reny CgoF4s a nékteré organické molekuly

Popis kvantového systému

Amplitudy pravdépodobnosti

V kvantové mechanice kazdé udéalosti u (napf. nalezeni ¢astice na né&jakém misté ¢i tomu, Ze
systém mé danou energii) ptislugi tzv. amplituda pravdépodobnosti A(u)

Pravdépodobnost udalosti u je dana druhou mocninou absolutni hodnoty amplitudy:

P(u) = [A(u)|”

Miize-li udalost u nastat vice zptsoby uy, us, ..., u,, které v .daném usporadani nedokazeme roz-
lisit, pak plati
A(u) = A(uy) + -+ - + A(uy)

Napf. pro n = 2 tedy

P(u) = [A(u)]* = P(ur) + P(uz) + 2R{A(u1) A" (u2)} # P(wr) + P(u2)

Priklad — foton na tzv. delici svazki

— uvazujme foton, ktery dopadl na postribifené sklicko, které praveé polovinu svétla propousti a
polovinu odrazi:

foton ‘ >

v2

— D& se ukézat, ze amplituda toho, Ze foton se odrazi (a tedy jej zaregistruje detektor 2),
je i/v/2, a amplituda toho, Ze projde (a tedy jej zaregistruje detektor 1), je 1/v/2. Proto
pravdépodobnost priichodu i odrazu je jedna polovina: |i/v/2[?> = [1/V2[*> = 1/2

— Dalo by se néjak poznat, jestli je foton po dopadu na sklo skutec¢né v superpozici toho, ze se
odrazil a toho, ze prosel? Ano! Odstranime detektory 1 a 2, doplnime dvé obycejna zrcadla a
jedno dalsi polopropustné zrcadlo (tim vlastné experiment doplnime na tzv. Mach-Zehnderiv
interferometr) a budeme zkoumat, jestli foton dopadne do detektoru 3 nebo 4.

Y w

T4



3 Popis kvantového systému

— Pokud je ihned po dopadu fotonu rozhodnuto, jestli se foton odrazi nebo projde, pak je prav-
dépodobnost dopadu do obou detektorti 3 a 4 stejnd a rovna 1/2. Pokud totiz na prvnim
delici foton projde, mé polovi¢ni pravdépodobnost toho, ze dopadne do detektoru 3, a polo-
vi¢éni pradépodobnost, ze dopadne do detektoru 4. Pokud se na prvnim délic¢i odrazi, dopadne
to stejné, takze vysledkem je stejné Sance dopadu do obou detektort

— Jestlize ale tento experiment provedeme, zjistime, Ze foton pokazdé dopadne na detektor 3 a
nikdy na 4. Jak se to da vysvétlit?

— Zjevné neni pravda, ze hned po dopadu je foton bud pouze odrazen, nebo pouze prosly. Ve
skutecnosti je v superpozici obou moznosti, je tedy jaksi zdroven prosly i odrazeny

— Pro pochopeni toho, co se déje, pouzijeme kvantovou mechaniku, konkrétné vlastnosti am-
plitud pravdépodobnosti

— Aby foton dopadl do detektoru 3, ma dvé moznosti, jak se interferometrem pohybovat — na
obrazku jsou oznaceny a) a b), podobné pro detektor 4 jsou to moznosti ¢) a d)

a) b)

— AN

T4 T4

NN

r 3 N 3
> ﬁ\ >

T4 T 4

N

— Jaké jsou amplitudy pravdépodobnosti jednotlivych moznosti? U moznosti a) foton na prv-
nim déli¢i projde (amplituda 1/v/2) a na druhém se odrazi (amplituda i/+/2), takze celkova
amplituda je A, = i/2. U moZnosti b) se foton nejprve odrazi a pak projde a celkovd am-
plituda je opét A, = i/2. U moznosti c) foton dvakrat projde, amplituda A, = 1/2, a u
moznosti d) se foton dvakrat odrazi, amplituda A; = —1/2

— Ted se podivejme na amplitudy zaregistrovani fotonu v detektorech 3 a 4. Pokud mé foton
dopadnout do detektoru 3, ma moznosti a) a b), takze celkova amplituda je A(dopaddo3) =
A,+ A, = iapravdépodobnost pak je P(dopad do 3) = |A(dopad do 3)|* = 1. Pokud m4 foton
dopadnout do detektoru 4, ma moznosti ¢) a d), takze celkovd amplituda je A(dopad do4) =
A.+ Ay = 0 a pravdépodobnost pak je P(dopaddo4) = |A(dopaddo4)|* = 0.

— Dostali jsme vysledek, ktery je ve shodé s experimentem: foton vZdy dopadne do detektoru 3
a nikdy do detektoru 4. Vidime, Ze jednoduché ivahy s amplitudami pravdépodobnosti ndm
daly spravny vysledek, ktery nelze ziskat pomoci klasické fyziky

o Jiny priklad amplitudy pravdépodobnosti — vinovd funkce

— | vlnové funkce ¥ (7) — amplituda nalezeni ¢astice v daném misté prostoru, ¢tverec jeji asolutni
hodnoty je hustotou pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v tomto bodé




3 Popis kvantového systému

3.2

— pravdépodobnost nalezeni ¢astice v malém objemu dV kolem bodu s privodicem 7 je pak
dP = [p(7)[*dV

— Podminka normovani — ¢astice musi nékde byt:

/ dP:/ APV =1,
prostor prostor

v jedné dimenzi (napfiklad ¢astice ve vhodné struktufe v polovodici)

| wpar=1

o0

Kvantové stavy a operatory

Kvantovy systém — urcity objekt nebo soubor objektii, které popisujeme pomoci kvantové teorie.
Napriklad elektron v atomu nebo ve volném prostoru, atom, molekula, foton, elektromagnetické
pole v optickém vlakné, spin elektronu (vnitfni moment hybnosti)

Kazdy mozny stav kvantového systému je popsan vektorem w z Hilbertova prostoru H

Jde o komplexni vektorovy prostor se skaldrnim souc¢inem (u,v), ktery ma tyto vlastnosti:

(v,u) = (u,v)*
(au,bv) = a"b(u,v), a,beC

Kromé toho je H.P. uplny (tj. obsahuje limity vSech Cauchyovskych posloupnosti)

Priklad 1 — Hilbertav prostor pro tzv. dvojhladinovy systém, napt. spin elektronu nebo pola-

. . .. R 1
rizaci fotonu, je prostor dvojic komplexnich ¢isel .
2

H.P. pro ¢astici na pfimce — prostor vinovych funkei ¢ (x)

Vektory z Hilbertova prostoru znacime ¢asto |u), skalarni soucin znacime (u|v) (tzv. Diracova
symbolika)

Hilbertiv prostor mize mit konecny ¢i nekonecny pocet dimenzi. Piiklad — H.P. dvojhladinového
systému ma dimenzi 2, H.P. ¢astice na primce — nekone¢ny pocet dimenzi

Dimenze H.P. je ddna poc¢tem riznych fyzikalné rozlisitelnych kvantovych stavi

Baze H.P. — soubor linearné nezavislych vektoru |ex), pomoci nichz lze vyjadiit libovolny vektor

lu)y € H

Pro konec¢nou ¢i spocetnou dimenzi je vyhodné je reprezentovat vektory v bazi:

) = 3" urlea)
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Je-li baze {|ey)} ortonormaélni, tj. (e;|ex) = d;x, pak lze skalarni soucin jednoduse vyjadfit pomoci
slozek vektori:
(ulv) = Zuka<ei|ek) = Zu;‘vkéik = Zufvz

(vyuzili jsme vlastnost skaldrniho sou¢inu vzhledem k nésobeni prvniho a druhého ¢initele kom-
plexnim ¢islem)

Kazdy vektor |u) je jednozna¢né urcen souborem ¢isel u; = (e;|u)

Vektory |u), |v) tedy miZeme reprezentovat pomoci matic obsahujicich jejich slozky:

Uq U1
Uz V2
|u) : ;o)
Unp Un,
Skalarni soucin se pak da zapsat jako
1
<u|v> = (ulv Ug,y -+ 7un)
Un,

Muzeme si tedy predstavit, ze (u| je objekt sdm o sobé, kterému v maticové reprezentaci odpovida
fadkovy vektor se slozkami komplexné sdruzenymi ke slozkdm vektoru |u). Skaldrni soucin je pak
dan prostym nasobenim matic

Matici (B*)T, kterou ziskdme z matice B transpozici spoleéné s komplexnim sdruZenim, nazyvame
matici adjungovanou (hermitovsky sdruzenou) s matici B a zna¢ime BT

Tedy |u)t = (u|

Pro vyjadiovani pravdépodobnosti je tieba, aby byl stav normovan, tj. aby vektor stavu mél
jednotkovou délku: (ulu) = 1, v nasem ptikladu |u;|? + |ug|? + -+ + u,[? = 1

Skalarni souc¢in mé primy fyzikalni vyznam:

Je-li systém ve stavu |¢), pak amplituda pravdépodobnosti nalezeni systému ve stavu |¢) je
rovna (p|1) a pravdépodobnost je rovna |{p|)|?

To znamend, ze pokud provadime na systému ve stavu |¢)) méfeni, které umozni rozhodnout, zda
je systém ve stavu |p), bude vysledkem méfeni odpovéd ,ano“ s pravdépodobnosti |{p|)|?

N4&s priklad s fotonem — ozna¢me stav fotonu po dopadu na déli¢ svazki jako |¢), déle stav fotonu,
ktery projde, jako |p), a stav fotonu, ktery se odrazi, jako |o). Vidéli jsme, ze foton je po dopadu
v superpozici obou moznosti, tedy [1)) = (|p) + |0))/v/2 a plati (o|y)) = (p|) = 1//2

V1/3
(1+i)/v3

. . . 1
pravdépodobnost, Ze jej najdeme ve stavu (0), resp. <(1)) ?

Priklad: necht je systém ve stavu |u) = ( ) Jaka je amplituda pravdépodobnosti a

10



3 Popis kvantového systému

Odpovéd: amplitudy jsou (1,0) <<1 : 11)//3\@) = /1/3, resp. (0,1) ((1 T 11)//3\/5) = (1 +1)/V3.

Pravdépodobnosti jsou ¢tverce abs. hodnot amplitud, tedy 1/3 a 2/3.

Kazdé fyzikalni veli¢iné A (energii, poloze, hybnosti, momentu hybnosti atd.) ptislusi linearni
zobrazeni (operator) A na Hilbertové prostoru H.

Operator je linedrni, coz znamené, Ze pro kazdé dva vektory |u), |v) a komplexni ¢islo ¢ plati
Alu) +[v)) = Alu) + Alv),  A(clu)) = cAlu)
Vysledek ptisobeni operatoru A na bazovy stav |ey) lze vyjadiit opét pomoci bazovych stavi:

Aler) =~ Aes)

Pisobeni operdtoru A na stav |u) je pak
k k ik ik

tj. zatimco vektor |u) je reprezentovan matici se slozkami u;, je vektor A|u) reprezentovan matici
se slozkami ), A;yux; matici reprezentujici vektor Alu) tedy dostaneme z matice reprezentujici

vektor |u) nasobenim matici Az, kterd reprezentuje operator A

Kli¢ovy je vyznam vlastni hodnoty operatoru:

veli¢ina A muze nabyvat jen téch hodnot, které jsou vlastnimi hodnotami operatoru A

Ve vlastnim stavu |a) s vlastni hodnotou a (tedy Ala) = ala)) mé veli¢ina A piesnou hodnotu
a.

Existuji i veli¢iny, které maji spojité spektrum vlastnich hodnot (napf. souradnice). Tyto veli¢iny
mohou nabyvat libovolné hodnoty (popt. libovolné hodnoty z néjakého intervalu)

Pravdépodobnost nameéteni hodnoty a; je dana

P(a;) = (i, )" = Koalv) [,

ovSem vektor «; musi byt normovany: (o;|a;) =1

Jestlize vektory o, o; prislusi riznym vlastnim hodnotdm a; # a;, pak jsou tyto vektory orto-
gonalni, tj. (a]a;) = 0.

Proc¢? Protoze pokud je systém ve stavu «; a veli¢ina A mé tedy danou hodnotu a;, nemutze mit
A souc¢asné hodnotu jinou, tedy a;. Proto dle pfedchoziho bodu [{;|a;)[* =0

Kromé toho museji byt vlastni hodnoty realné. Tyto dvé vlastnosti splnuji tzv. Hermitovské ope-
ratory. Hermitovsky operator je takovy, pro néjz plati

(u|Av) = (Aulv)

11



3 Popis kvantového systému

Jakou matici reprezentujeme stav (Au|? Zjevné matici (u| AT

Proto je hermitovsky operator v maticové reprezentaci dan tzv. samosdruzenou matici, pro kterou
plati A = AT = (A*)T a pro slozky tedy Ay, = Af,

Veli¢ina A musi mit v kazdém stavu néjakou hodnotu. Tj. nemohu mit stav, v némz bych pfi
méfeni veli¢iny A dostal odpovéd, Ze hodnota neexistuje. Proto je mozno kazdy stav systému
rozlozit do vlastnich stavii veli¢iny A, tedy tyto stavy tvoii bazi {|«;)} Hilbertova prostoru H

Vektory béaze navic mohu normovat, aby (o, ;) = (o;|a;) = ;5. Pak mohu snadno nalézt koefi-
cienty vektoru |u) v bazi {|a;)}:

(ajlu) = E cilag|ag) = E ciij = ¢;,
i

proto

lu) = Z a;ilu) Jag) = Z i) (i |u) (1)

i

Na sumu ), |o;) (| 1ze pohlizet jako na jednotkovy operator (identitu) — rovnice (1) je vlastné
rozklad jednotkového operatoru do projekénich operatort na jednotlivé vlastni stavy operatoru A

Méame-li rozklad (1) pro dané u, je ptisobeni operatoru A na stav u snadno zjistitelné:
Ay = Ajai)(ailu) =Y aile) (eilu)

a na sumu Y, a;|og) (i = 3. o) a; (a;| 1ze pohlizet jako na vyjadieni operatoru A; jde o tazv.
spektralni reprezentaci operatoru A

Po vynasobeni rovnice (u| zleva dostaneme

(ulAju) =Y asulas){aulu) =Y ail{ailu)?
Velidina |(a;|u)|? udéva pravdépodobnost P(a;) nalezeni systému ve stavu ;. Proto (u|A|u) vy-
jadfuje stfedni hodnotu veli¢iny A ve stavu u:

(A) =) aiP(a) = alalu)]® = (ulAlu)

7 %

Stredni hodnota operatoru mé piimy fyzikalni vyznam: budeme-li opakované méfit velicinu A ve
stavu |u), budeme dostavat rizné (ndhodné) hodnoty; hodnotu a; naméfime s pravdépodobnosti
|(v;|u)|?, proto bude priimér naméfenych hodnot konvergovat ke stiedni hodnoté (u|A|u)

Uvedené poznatky si ilustrujme na prikladu operatoru A na Hilbertové prostoru dimenze 2 repre-
zentovaného komplexni matici 2 x 2:

p 01

=(10)

12



3 Popis kvantového systému

3.3

— Vlastni hodnoty operatoru A:

‘O—/\ 1

1 0_)\‘:0 = )\172:|:1

. . ;. (V2 1/V2 y
Vlastni vektory operatoru A jsou |a;) = (1/\/—) lag) = (_1/\/5 , protoze

(o) (e)=1ia) (3 0) (a) =1 (Bia)
2 dehoi plyne, 7e ve stavu G;\\g) je hodnota veli¢iny A rovna 1, ve stavu (_11//\/\%) pak

—1. Jinych hodnot nemftize veli¢ina nabyvat

— Vlastni vektory operatoru A, tj. (};%) <_11//\/3§), tvori bazi Hilbertova prostoru C?

— Rozklad jednotky pomoci vlastnich vektort:

1= ol + lasytasl = 1)V ) VB + (V7 ) ave-1ve

(v )+ (A ) =00 1)

— Stiedni hodnota operatoru A v obecném stavu (Zl>:
2

0 1 u . .
(o) = atous) (g ) (1) = g+ s

Soucinem operatortt A a B rozumime takovy operator C' = AB, ze plati C |v) = A(B 1)) pro
vSechna [1))

Jsou-li operatory A a B reprezentovany maticemi, pak operator AB je reprezentovan soucinem
obou matic

Pro dvojici operatorit A a B definujeme jejich komutator jako [A B] = AB — BA; pokud je
[A B] =0, tj. AB = BA fikdme, Ze operatory komutuji; obecné operatory nekomutuji podobné
jako matice

Spin 1/2 a Pauliho spinové matice

Spin je vnitini moment hybnosti ¢astice, kterd nemé analogii v klasické mechanice. Nékdy si jej
predstavujeme jako rotaci ¢astice kolem jeji osy, ale tato pfedstava muze byt zavadéjici

Budeme se nyni zabyvat ¢astici se spinem 1/2, napt. elektronem; Hilbertiv prostor takovéhoto
spinu ma dimenzi 2 a operatory na ném lze tedy reprezentovat maticemi 2 x 2

Zvolime si soutadnicovou soustavu x,y, z libovolnym, ale pevnym zptisobem. Po danou osu o lze
definovat veli¢inu S, ,,prumeét spinu do osy o

13



4 Casovy vyvoj a Schrédingerova rovnice

Ukazuje se, ze at je osa o vybrana jakkoli, mize prumét S, nabyvat jen dvou moznych hodnot, a
to +h/2; tedy odpovidajici operator S, ma tyto dvé vlastni hodnoty

Zvolme za osu o osu z a jako bazi Hilbertova protoru vezméme vlastni stavy operatoru S.. V této
bézi lze vyjadrit operatory priméty spinu do tii soutadnicovych os:

. Rh/0 1 R/ 0 —i . R/(1 0
Sx_§(1 0)’ Sy_§(i o)’ Sz_§<0—1> (2)

Matice v rovnici (2) (tedy matice bez pocatecniho h/2) jsou tzv. Pauliho spinové matice a
znaci se 0,,0y,0,

Vlastni stavy operatoru S, jsou |z+) = ((1)) alz—) = <(1)

jsme zvolili préavé jako bézi vlastnich stavit S.; tyto stavy nékdy znadéime prosté |+),]|—) nebo
[T 1D
Operator Az predchoziho prikladu je prave o,, takze hned vidime, ze operator prumétu spinu do

osy  mé vlastni stavy |z+) = (1?:;-3) alr—) = (j{%) a vlastni hodnoty +h/2

) , protoze bazi, ve které vSe pocitame,

Podobné vlastni stavy operatoru S‘y jsou |y+) = (1//g> aly—) = ( 1//\(/%) a vlastni hodnoty
i —i

jsou opét +h/2

Casovy vyvoj a Schrédingerova rovnice

Dosud jsme se nezabyvali ¢asovym vyvojem kvantového systému, ale jen jeho stavem v daném
okamziku

Pro popis ¢asového vyvoje kvantového systému slouzi tzv. Schrodingerova rovnice, fundamentalni
rovnice QM

Schrédingerova rovnice méa podobny vyznam jako Hamiltonovy rovnice v klasické mechanice, da
se Tici, Ze je jejich primou analogii

Ve stavovém vektoru kvantového systému je ukryta veskerd informace o systému, proto stav
systému v dané chvili urcuje i vSechny pozdéjsi stavy

Pti znalosti poc¢atecniho stavu systému a schopnosti vytesit Schréodingerovu rovnici mizeme v prin-
cipu pfedpovédét budoucnost systému na libovolné dlouho dopiedu. V tomto smyslu je kvantova
mechanika deterministicka.

Musi platit

oy
2 (),

kde O je néjaky predpis, ktery pfifazuje stavu ¢ néjaky jiny stav O(v) z téhoz Hilbertova prostoru

Ukazuje se, ze tento pfedpis je linedrni a O(v)) je tedy akci néjakého linedrniho operatoru O na

b, O(¥) = Oy

14



4 Casovy vyvoj a Schrédingerova rovnice

e Operator O napiseme ve tvaru O = H /ih, takze

ih— = Hy

coz je slavna Schrédingerova rovnice
e H je tzv. Hamiltonuv operator

e 7 klasické limity kvantové mechaniky plyne, ze fyzikalni veli¢ina odpovidajici Hamiltonovu ope-
ratoru je Hamiltonova funkce H, H je tedy vlastné operatorem zobecnéné energie.

e Schrodingerova rovnice je podobné fundamentélni (a v jistém smyslu analogickd) jako Hamiltonovy
rovnice v klasické mechanice

Priklady:

— Cdstice o hmotnosti m v potencidlovém poli V (r) — klasickd Hamiltonova funkce je

a Hamiltontiv operator je

— Spin elektronu v magnetickém poli
Se spinem elektronu je spojen magneticky dipolovy moment, pfes néjz spin interaguje s mag-
netickym polem. Je-li velikost dip6lového momentu p, pak Hamiltontiv operator lze vyjadrit
pomoci Pauliho spinovych matic

H = 6B = (6.8, + 6,B, +6.B.) = pu ( B.  B.,—iB, )

B, +iB, —B,
e Vyznamné jsou vlastni stavy hamiltonianu — tzv. stacionarni stavy:
Hi; = Exy
Pro né ma Schrédingerova rovnice jednoduchy tvar i feseni

s

ih
ot

ik
= Eii, ¥i(t) = :(0) exp (— t) ;
takze Casovy vyvoj spociva pouze ve zméné faze stavu
e Rovnice pro vlastni stavy Hamiltonidnu, tedy
Hy = By

se nazyva stacionarni Schrédingerova rovnice

15



5 Souradnicova reprezentace

e Je-li systém ve staciondrnim stavu [¢);), neméni se s ¢asem pravdépodobnosti nalezeni systému v
daném stavu

(e li() [ = [{ple™ i (0))* = |7 Mol (0)) P = [{pl1s(0) 2,
ani stfedni hodnoty fyzikalnich veli¢in:
(A1) = (Wi Aeha(t)) = (€ ";(0)] AJe™ i/ M45;(0)) = (3(0)| Ali(0)) = (A(0))
e To je také divod, pro¢ se témto staviim Fika stacionarni — skoro nic se v nich neméni (az na fazi
stavu)
o Priklad casoveého vyvoje — spin elektronu v magnetickém poli se smérem osy y:

— UvaZzujme pole ve sméru y, tedy B = (0, B,0). Pak hamiltonian je

4 0 —iuB
H_(iuB 0 )

Tento hamiltonian je ndsobkem Pauliho matice o,, mé tedy i stejné vlastni stavy |y+) =

(}?g) (vlastni hodnota uB) a |y—) = (_11/ /\%) (vlastni hodnota —uB).

— Casovy vyvoj téchto stavi je dle predchoziho |y+(t)) = |y+) e B/ a |y—(t)) = |y—) eHBU/R,

2
bazovych stavi a jejich opétovnym slozenim:

(Z;Eg) = %(Ul — iug) <1//£> o—inBt/h %(u1 + ius) (_{X/}) iuBt/h

uy cos(uBt/h) — ug sin(uBt/h)
uy sin(uBt/h) + ug cos(uBt/h)

[ coswt —sinwt Ul
sinwt coswt Usg
— Je vidét, ze stav v Case t lze ziskat ze stavu v case 0 aplikaci operatoru reprezentovaného

., [ coswt —sinwt \ ;
matici .
sinwt coswt

— Casovy vyvoj obecného stavu (Zl> 1ze pak ziskat jeho rozlozenim v bézi |y+), |y—), vyvojem

5 Souradnicova reprezentace

e Zatim jsme uvazovali veli¢inu (napf. spin), kterd muze nabyvat diskrétnich hodnot. Mnoho fyzi-
kalnich veli¢in vsak nabyva hodnot ze spojité mnoziny — napf. souradnice

R I Toto plati obecné: pro kazdy systém a dvojici ¢asti ¢1,t2 existuje unitarni operator U(tg, t1) takovy, Ze plati [¢(t2)) =
U(ta,t1)|t(t1)); U se nazyva evoluéni operator a lze jej vyjadrit jako

U(t27t1)=exp< h t2—t1) Zexp(—E )) |9i) (i
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5 Souradnicova reprezentace

e Uvazujme ¢astici vazanou na primku, tj. majici jeden stupen volnosti — napf. elektron ve specialni
heterostruktufe v polovodici, kdy se mtze pohybovat jen jednim smérem

e Definujeme operator soufadnice & a jemu piislusné vlastni stavy |z) takové, ze Z|x) = z|x).
Naptiklad [3mm) je stav, ve kterém ma soutradnice pfesnou hodnotu 3 mm, tedy Z|3mm) =
(3mm) - [3mm)

e Operator & je hermitovsky a ma spojité realné spektrum

e Jaky bude skalarni soudin (x|y)? Ur¢ité 0 pro = # y (z ndm jiz zndAmého duvodu — jestlize ma
¢astice hodnotu soufadnice s jistotou napf. 3 mm, pak nemize mit souc¢asné 4 mm), ale ¢emu
bude rovno (z|y) pro x = y?

e Je to véc normovani. Pfedevsim chceme, aby se s bazi {|z),z € R} dobfe pracovalo. V diskrétnim
pripadé jsme méli
i) =) lag){aglas) =D lag)d = fas),
J J

protoze ), [a;)(c;| je jednotkovy operator

e Ve spojitém pripadeé je tfeba nahradit sumaci integraci, tedy analogie predchozi rovnice bude
o) = [ i) dy = [ o)1) dy
R R

o Jaka funkce f(x,y) splivje, Ze [, g(y)f(z,y) dy = g(x)? Tzv. Diracova d-funkce d(x — y)

e Neni to funkce v pravém slova smyslu, ale tzv. distribuce (zobecnéné funkce) s vlastnostmi

/R 5(x — a)f(x) dz = f(a)

dzx)=0 Vo #0

Tedy je nenulova jen v bodé x = 0, kde je nekonec¢né, a to nekonecno je pravé tak velké, aby
plocha ,,pod funkci“ byla jednotkova

o Méme tedy (y[z) = (z]y) = d(y — )

e Rozklad jednotky je pak

i:/R]x)<:U]dx

) = / 1) (e]) da

e Pro kazdy stav |¢)) pak plati

e Stav systému jsme tedy vyjadfili v bazi stavi |x) podobné, jako jsme to udélali u konecnéroz-
mérného systému (rovnice (1)), koeficienty rozkladu jsou (z|¢). Zde je vSak sloupecek nekonecné
dlouhy, takze jde vlastné o komplexni funkci realné proménné x: (x[i) = ¢ (x)

() se nazyvéa vlnova funkce ¢astice, popt. soufadnicova reprezentace stavu |1)); charakterizuje
plné stav systému?, podobné jako [1)

2yInové funkce oviem nepopisuje spinovou ¢ast stavu ¢astice, protoze ta neni svizéna s prostorovym pohybem éastice
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5 Souradnicova reprezentace

e VInova funkce mé primy fyzikdlni vyznam: je to amplituda pravdépodobnosti nalezeni castice v

bodé x
e Proto je [1(z)|? hustota pravdépodobnosti nalezeni édstice v bodé x 3

e Podminka normovdni vinové funkce:

[ @k =1

e | Jakd je soufadnicova reprezentace samotného vlastniho stavu soufadnice, napf. |y)? Je to J-
funkce: (z|y) = d(z — y)

e Jaky je u¢inek operatoru & na vlnovou funkei, tj. jaka je vinova fce stavu z|¢)?

(@]2|) = (Tzlv) = z{x]) = wip(x)

Zde jsme ptisobili operatorem & doleva na (x| a protoZe je hermitovsky, dalo to z(z|. Uéinek
operatoru Z na vlnovou funkci je tedy nasobeni souradnici

e Jak vyjadiime skalarni souéin dvou stavii pomoci jejich vlnovych funkci? Vlozime mezi né
jednotkovy operator, coz da

(o16) = tel [ 1o)alae) 1) = [ (elobtete a

= [aleraiinar = [ play vt ds

R

e Stfedni hodnotu soufadnice x ve stavu 1) vypoc¢teme vloZzenim dvou jednotkovych operatort:
(5) = (@lile) = [ @lo)elilo) o) dody = [ (@la)uste — ) lv) dedy
R R
= [P
R

jde vlastné o vaZeny primér soufadnice = vazeny pravdépodobnosti |1 (z)|?
e Ve tiech dimenzich — vse analogické, ale integraly jsou dx dydz a integracni obor je R?
e Tok pravdépodobnosti

— Casovou derivaci hustoty pravdépodobnosti p = ¢*(z)1(z) v daném misté vypoc¢teme pomoci
Schrodingerovy rovnice:

dp

ot

* a¢(x) 8¢* (I) _ ih % 11 N

vr(0) 2 S ) = gy - ()]

— Rovnice kontinuity: ubytek pravdépodobnosti —0p/0t je dan divergenci 9j /0 néjakého vek-
torového pole j, které udava ,,proudéni pravdépodobnosti:

3p 8] . . ih £\/ Py

ot =0 = (") — ™|

C 2m
3to znamena, %e pravdépodobnost nalezen{ ¢astice v intervalu (z,z + Ax), je rovna |¢(z)|? Az pro malé Axz.
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5 Souradnicova reprezentace

— j — tok pravdépodobnosti, ve tfech dimenzich
i= 5 Ve vy
m

— Pro stavy |p) s danou hybnosti p plati

kde v = p/m je rychlost ¢astice

5.1 Operator hybnosti

e 7 klasické mechaniky vime, Ze s posunutim v prostoru tzce souvisi hybnost (je generatorem
posunuti)

e Ukazuje se, ze i v kvantové mechanice je tomu podobné

e Zkusme najit operator, odpovidajici posunuti vlnové funkce o malou (infinitezimalni) vzdalenost
a. Tedy takovy, ktery dava D,y (x) = ¢ (x — a). Pro malé a plati rozvoj

b=y = o) - 5= (1-a g ),

tedy D, ~1—ad/0x. *
e Tento operator zachovava skalarni soucin, protoze
(DutsiDug) = [ v7(a = (e @) de = [ v w)ew)dy = Wl
R R
e Operatory zachovavajici skalarni soucin se nazyvaji unitarni, v kvantové mechanice velice vy-

znamna trida operatori

e Unitarni operatory zachovavaji skalarni souciny a proto i amplitudy a pravdépodobnosti — souviseji
tedy s vratnymi procesy v kvantovych systémech (rotace, posunuti, ¢asovy vyvoj apod.)

e Sdruzeny operator k D, znaéime ﬁl, proto
(Dato|Dap) = (WD Dap) = (¥)

e Proto DID, = 1 a soudasné i D,Di = 1 a tedy D;' = D! — vlastnost kazdého unitarniho
operatoru

e V maticové reprezentaci je unitarni operator reprezentovan unitarni matici

40perator posunuti o vétsi (nikoli infinitezimalni) vzdalenost a lze formalné napsat jako ﬁ(a) = e_a%, protoze

i) =3 TP D) = wia ), (3)
n=0 ’

coz je vlastné Tayloriiv rozvoj funkece ¥ (z — a) kolem bodu x.
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5 Souradnicova reprezentace

Jak piisobi operator DI na 1)(z)? Posunuje je na druhou stranu:
(Dusle) = [ (o~ pl@)de = [ 6@ty +a)dy = wIDly)
R R

Akce operatoru na vlastni stav polohy je
Dqlx) = |z + a)
— to plyne jednak z definice |z) a toho, jak D pusobi, nebo k tomu lze dojit i jinak:
(Dalt)) = (| Div) = ¥(x + a) = (x + alt)
Operator 0/0x je piimo Gmérny operatoru hybnosti, mizeme napsat p = k9d/0x, kde k je
dosud neznamy faktor

Tento faktor musi byt ryze imaginarni (viz cviceni) z divodu hermitovosti p a jak lze zjistit
limitnim piechodem ke klasické mechanice, je roven —ih

Operator hybnosti ma tedy tvar
0
) = —ih — 4
p=—ih 5 (4)

V obecném piipadé trojrozmérného pohybu, kdy vinové funkce ¢ (z,y, z) je funkei vSech prosto-
rovych soutfadnic, je

0 0 0

Jednotlivé slozky hybnosti spolu komutuji, protoze parcialni derivace podle rtiznych souradnic
jsou zaménné

Komutator souradnice a ji pfislusné hybnosti je roven ih, t;j.
[fl],ﬁm] = [yvpy] = [Z7ﬁz] - ih? ale [‘rvﬁy] =0 (5)

Vlastni stavy hybnosti:

., O ipx
—1h6—; =pyY, = Yy(r)=-exp (?) ,
ve tfech dimenzich
1 1pr
VYp(r) = exp | = (pox +pyy + pﬂ)} = exp {%}

Vlastni funkce hybnosti ma tedy tvar komplexni rovinné viny
Vlnova délka viny — nejmensi vzdalenost, po které se ¢ opakuje, tedy pA/h =27 = X\ =27h/p

Cim vétsi hybnost, tim mensi vinova délka. Napt. pro kdmen 1 kg, 1 m/s je A = 6 x 1072* m, pro
elektron o rychlosti 1 m/s uz ale asi 0,6 mm. Proto se kvantové vlastnosti kamene v milimetrovém
méritku neprojevi, ale elektronu ano
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5 Souradnicova reprezentace

Vztah A = 2wh/p plati i pro kvanta svétla (fotony), lze si z néj snadno vypocitat hybnost fotonu,
zname-li jeho vlnovou délku: pro zelenozluté svétlo (A = 500 nm) je p ~ 10727 kgm/s

Obecné kazda Castice s hybnosti p je spojena s uréitou vlnou s vlnovou délkou 27h/p — tzv.
deBroglieho vIna

Vlastni stavy hybnosti nelze normovat na jednic¢ku (souvisi to se spojitym spektrem hybnosti
podobné jako u soufadnice), proto budeme chtit, aby (¢,,1,) = é(p — p’). Odtud dostaneme

normovanou vilnovou funkeci
() 1 (ip:c)
r) = exp [ —
b \V2mh P h
1

Pravdépodobnost nalezeni ¢éstice je stejnd vsude: [¢,(z)|> = 7= = konst. — Géstice s danou
hybnosti mé zcela neurcitou polohu

Chceme-li znat presnéji polohu, musime zmensit oblast, kde se vina nachézi, ale k tomu potiebu-
jeme jiné vlnové délky a tedy i hybnosti

Superpozici mnoha vin s riznymi hybnostmi lze vytvorit tzv. vlnové klubko — prostorové ohra-
ni¢enou vlnu, kterd odpovida viceméné lokalizované c¢astici

Informaci o tom, jak vypadaji mozné hybnosti ¢astice, ndm dava tzv. impulzova reprezentace
kvantového stavu

Impulzova reprezentace stavu |1), kterou oznacime a,(p), je amplitudou toho, Ze ¢astice ve stavu
|1)) mé hybnost p; je to tedy vlastné soucin (p|)

Pro ptechod od soufadnicové k impulzové reprezentaci vyuzijeme toho, Ze zname (x|p), a vloZeni
jednotkového operatoru:

1
vV 2rh

as(p) = (pl) = / (ple) (o) da = / (elp) () di =

1 .
T Jo o)

Tedy vlnova funkce v souradnicové a impulzové reprezentaci jsou vzajemné spojeny Fourierovou
transformaci; jde o podobné spojeni jako ma difrakéni miizka s difrakénim obrazcem

/Reipz/hz/z(:c) dz
() =

Znama véc z teorie difrakce — ¢im mensi (nebo jemnéjsi) je struktura, na které probiha difrakce,
tim vétsi (hrubsi) je difrakéni obrazec

Stejna zakonitost plati i v kvantové mechanice: ¢im mensi bude prostorova sitka vlnového klubka,
tim vétsi bude jeho impulzova sitka a naopak
Priklad: Gaussovo vinové klubko

1 o 2 1 2 .
a(p) = i exp [—%} = P(r) = —W exp (—%) exp (%) )
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5 Souradnicova reprezentace

5.2 Hamiltonian a Schrédingerova rovnice v souradnicové reprezen-
taci

Céstice v jednom rozméru ve vnéjsim silovém poli, ve kterém m4 potencialni energii V (), ma
hamiltonian

~2 2 o2
- D h* 0
H=—+4+V(@)=——=—+V
2m + V(@) 2m Ox? +V(z)
a Castice ve tfech dimenzich
52 2 2 2 2 2
~ D I3 0 0 0 I3
H=—+Vr)=—|—+—+— Vir)=——A+V
om (r) 2m (8:{;2 N Dy? To2) " (r) o= (r).
a Castice ve tifech dimenzich v elektromagnetickém poli
—ihV — qA(7)]?
A )
m

kde A, ¢ je vektorovy a skalarni potencial; tento hamiltonian je analogii klasického hamiltonidnu

_ 2
H— (pQZnA) +qp

Resme Schrodingerovu rovnici pro volnou &astici (pfi absenci pole V(x)) v jedné dimenzi

LOU(t) 1 0N )
ih———=————"
ot 2m  0x?

Rovnici feSime separaci proménnych, tedy predpokladame ¢ (x,t) = X (x)T(t). Takto dostaneme
pro T" a X rovnice

h2

ihl, = ET, ——X,. = EX,

2m
kde indexy znaci derivace podle pfislusnych veli¢in (vSimnéme si, Ze druhd rovnice je vlastné
HX = FX, tedy rovnice pro stacionarni stavy; takovéto rovnici se proto rika stacionarni Schro-
dingerova rovnice). Odtud obecné Feseni rovnic

2mE
72

iEt

Tt)=ce n,  X(z)=ae* +be ™ kdek=

Tedy vinova funkce

Y(z,t) = (Aeikx + Be_ikx) e 1Bt/ — pellke—wt) | pe-ilketwt)

Je vidét, ze jde vlastné o dvé vlny, jedna bézi podél osy x a druha v opa¢ném smeéru. Soucasné
vidime, Ze tyto vlny jsou i vlastnimi stavy operatoru hybnosti p s vlastnimi hodnotami po radé
p = thk. S kazdou vlnou je spojeno vlnové éislo k = p/h (a tedy vinova délka A\ = 27/k =
27h/p), frekvence w = E/h a energie £ = p*/2m.

Méme-li vinové klubko s relativné tizkym rozdélenim hybnosti (tizkou funkei |(p|)|?) se stiedni
hybnosti pg, pak lze definovat tzv. fazovou a grupovou rychlost:

dE  po
Vp = — = — = —

w E  po dw
= — v, = — = — =
E p 2m’ Y dk dp m’

pfi¢emz fazova rychlost nam ¥ika, jak rychle bézi jednotlivé viny v klubku (u vln na vodé vrcholek
nebo udolicko), zatimco grupova rychlost vyjadiuje rychlost celého klubka
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5 Souradnicova reprezentace

Vidime tedy, Ze misto maximalni pravdépodobnosti nalezeni ¢astice se pohybuje rychlosti v, rov-
nou klasické rychlosti odpovidajici stfedni hybnosti klubka py.

Uvazujme vIinové klubko, které je v case t = 0 dobte lokalizované; jak bude vypadat po néjakém
dlouhém case?

Je-li dobfte lokalizované, pak je velka sitka rozdéleni jeho hybnosti; lze tedy cekat, ze po dlouhé
dobé bude klubko sirsi, protoze obsahuje riizné hybnosti a tedy i rychlosti — je neurcita dréha,
kterou urazi

Pfesné toto chovani dava presny vypodet nebo i experiment (kdyZ napf. nechdme vyletovat elek-
trony ze zdroje jen v kratkych ¢asovych intervalech, v detektoru je zachytime naopak s relativné
velkou ¢asovou neurcitosti, protoze neni jednoznacné, jak dlouho leti)

Toto chovani se nazyva rozplyvani vinového klubka a je déno disperzi vin odpovidajicich
riznym hybnostem

5.3 Ulohy s jednorozmérnym potencidlem (jamy, bariéry atd.)

Uvazujme Castici vdzanou na piimku (kterd se tedy muZe pohybovat jen v jednom sméru) v
potencidlu V(x), kde z je soufadnice méfend podél piimky

V soufadnicové reprezentaci budeme hledat staciondrni stavy castice, tedy feSeni staciondrni
Schrédingerovy rovnice ¢astice v jedné dimenzi

N h2
Hip = =54 + V()i () = Ed(a), (6)
kde ¢ = d2¢/ da?

Pozadujeme, aby vlnova funkce pro x — 400 nedivergovala (protoze divergujici funkce by nepo-
pisovala zaddnou fyzikalni situaci)

Zajimaji nas nejen feSeni rovnice (6) (tj. vlnové funkce ¢)(x)), ale také hodnoty energie E, pro
které viibec néjaké feseni existuje; tyto hodnoty tvori energiové spektrum

Podle charakteru potencidlu dostaneme rtizné typy spektra vlastnich hodnot energie

Finitni pohyb je takovy, Ze pohyb klasické ¢éstice se stejnou energii ve stejném potencialu by
byl omezen na kone¢nou oblast prostoru (pfimky), infinitni pohyb — nekone¢na oblast

Obecné plati, zZe je-li pohyb finitni, je energiové spektrum diskrétni, pro infinitni pohyb je spojité

Je-li potencial takovy, ze se ¢astice mize dostat do nekonec¢né mnoha oddélenych oblasti, z nichz
kazda ma kone¢nou velikost (napf. periodicky potencidl), pak je spektrum pésové — existuji inter-
valy energii, kterych c¢astice miize nabyvat, a intervaly, energii z nichz ¢astice nemize nabyvat

Priklady:

— Harmonicky oscilator — pohyb je finitni pro kazdou energii, proto je spektrum vsude diskrétni

— Nekonec¢né hluboka potencidlova jama — pohyb je finitni pro kazdou energii, proto je spektrum
vsude diskrétni
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6 Heisenbergovy relace neurcitosti

6

— Volna c¢astice — pohyb je infinitni pro kazdou energii, proto je spektrum spojité

— Potencidlova jama konecné hloubky — v jameé je pohyb finitni, vné infinitni, proto jsou energie
v jameé kvantovany, vné jamy pak libovolné

— Elektron v poli atomového jadra — pohyb finitni pro £ < 0, infinitni pro £ > 0, proto je
spektrum pro E < 0 diskrétni, pro £ > 0 spojité

— Periodicky potencial pro elektron v krystalu pochézejici od pritazlivosti atomovych jader —
pasova struktura znama z fyziky pevnych latek, napt. vodivostni a valenéni pas

Heisenbergovy relace neurcitosti

~

Veli¢ina A nabyva urcité presné hodnoty jen ve vlastnich stavech prislusného operatoru A; v
ostatnich stavech je hodnota A vice ¢i méné neurcita

Neékteré dvojice veli¢in nemohou soucasné nabyvat presnych hodnot, nebot neexistuje stav, ktery

by byl vlastnim stavem obou soucasné, napt. pro Pauliho matice 6, = ( (1) (1) ) ag, = ( (1) _(1) )

To, zda veliCiny A, B souc¢asné mohou nabyvat presnych hodnot, tésné souvisi s tim, zda komutuji:
jestlize [A, B] = 0, pak mohou, jestlize [A, B] # 0, pak nemohou®

Existuji urcité nerovnosti pro neurcitosti takovychto veli¢in — tzv. relace neurcitosti
Uvazujme stav [¢)) a dvé veliCiny reprezentované hermitovskymi operatory A, B

Budeme zkoumat kvadratickou neurcitost A a B, tedy

A

(A4)* = (A= (A)*), (AB)’ =((B~(B)))

(AA)? souvisi s rozptylem naméfenych hodnot pti opakovaném méieni velic¢iny A
Zavedeme pomocné operatory
U=A— (A1, V=B-(B)]I,

kde 1 je jednotkovy operator. Tim si , posuneme® veli¢iny A a B o jejich stiedni hodnoty — tedy
U,V maji oba nulovou stfedni hodnotu, ale maji stejnou neurcitost jako A, B

Definujme (ponékud umeéle) stav

@) = (U +iAV)[), AeR

Spoc¢teme druhou mocninu velikosti |¢), coz musi byt nezdporné ¢islo:

0 < (plp) = @WIU = AV)U +iAV)[) = (U%) + N (V?) +iX([0, V])

5Posledni tvrzeni neni zcela piesné; nap¥. pro operatory z-ové a y-ové slozky momentu hybnosti existuje jeden spoleény
vlastni stav, ackoli nekomutuji. Neexistuje ale baze Hilbertova prostoru slozena z jejich spoleénych vlastnich stavi.
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6 Heisenbergovy relace neurcitosti

, R o 5 .o A e P D
Zvolme nyni A = —1%. Toto ¢islo je redlné, protoze (p|VU|p) = ((p|UV]p))* (U,V jsou

hermitovské!) a tedy ([, V]) je ryze imaginarni. Pak

- OV (O VD? oy (O V)
— U2 o <[ 7A + 7A — U2 4 7A >0
{ple) = (U) e 202 {U) Mo
Proto NS
~ U, v
<U2><V2> Z _<[ 74 ])
Nakonec tak dostavame o
aans > 1A .
Piiklad: pro A = &, B = p mame [&,p] = ihl = ([2,p]) = ih, coz dava nejznaméjsi relaci

neurc¢itosti — relaci pro hybnost a soufadnici: AxAp > h/2

Jiny piiklad — slozky momentu hybnosti: protoze [L,, L,] = ihL., plati AL,AL, > h{L.)/2 a
cyklicky; dtsledkem je, ze pokud ma mit moment hybnosti vSechny tii slozky urcité, musi byt
vSechny nulové

Lze ukazat, ze jsou-li A B komutujici hermitovské operatory, pak existuje baze Hilbertova prostoru
z jejich spole¢nych vlastnich stavi

Priklady na relaci neurcitosti pro souradnici a hybnost

— Odhad velikosti atomu vodiku: Predpokladejme, Ze elektron je zhruba v oblasti o po-
loméru r. Podle relace neurcitosti je neurcitost jeho hybnosti ve vSech smérech asi Ap =
h/Ax ~ h/2r. Kinetickd a potencialni energie je tedy pfiblizné

1 1 3h2 e?
T — Zmo? — Zmfo? + 02 + 02) ~ _
M 2m(vx oy +vz) 8Smr2’ Amegr
Celkova energie tedy
3h? e?

E=T+V~x —
+ 8mr?  dmegr

Elektron by se rad ptiblizil co nejtésnéji k jadru, aby snizil svoji potencialni energii, ale pokud
bude jen v malé oblasti okolo jadra, bude zase velka jeho kineticka energie. Celkova energie
nabyva minima pro urcité r = rg:

dFE 3h? e? 3meoh?
= =0 = 7=

— =
dr dmr3  4dmegr? me2

Po dosazeni hodnot pro elektron vyjde 0.40 x 107% m. To jsou asi tii ¢tvrtiny Bohrova
polomeéru atomu, tedy typického poloméru atomu vodiku. Z relaci neurcitosti tedy mitizeme
ziskat velmi dobry odhad velikosti atomu.

— Odhad energie ¢astice v nekone&né& hluboké jamé: Castice je v jaAmé o sifce a. Podle
relace neurcitosti je neurcitost jeji hybnosti asi Ap = h/a. Kineticka, potencialni a celkova
energie je tedy priblizné

1 h? h?
?rn —— V=0 E=T+V=

2ma?
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7 Aplikace

z Ve . v z . 252 7z Vv’ . 7z v
Jak se dozvime pozdé€ji, je skuteCné energie £ = %, tedy 72 krat vétsi. Vidime ale, Ze

relace neurcitosti dava celkem dobry odhad energie.

— Odhad rozlisSovaci schopnosti dalekohledu (nap¥. astronomického): Necht je primeér
objektivu d. Foton prilétajici z hvézdy je tedy lokalizovan v pricném smeéru s presnosti d.
Jeho pficna slozka hybnosti tedy nemize byt uréena presnéji nez h/d. Pomér pticné hyb-
nosti a podélné hybnosti je ovSsem roven thlu, pod kterym foton dopada do objektivu. Tedy
neurcitost thlu je asi

_ Appic, - i A

2mh

A ~ -
4 Ppod. DY 2nd

Dalekohled tedy nedokaze rozlisit objekty thlové mensi nez ptiblizné \/2wd, proto ¢im vétsi
objektiv, tim lepsi rozliseni. Proto se stavi velké dalekohledy.

Aplikace

Harmonicky oscilator

Oscilator — velice Casta situace, kdykoli existuje néjaka sila vracejici téleso do rovnovazné polohy

Vétsina redlnych osciladtori neni harmonickych, ale pro malé vychylky je 1ze ¢asto za harmonické
povazovat

Klasicky oscilator — napt. zavazi na pruziné nebo kyvadlo

Kvantovy oscilator — napf. dvouatomové molekuly Cl,, HCl nebo viceatomové molekuly CO; (to je
spise systém spfazenych oscilatori); energie soustavy je nejmensi pfi ur¢ité vzdalenosti atomovych
jader, pti vzdaleni ¢i priblizeni jader se tedy objevi sila, kterd se snazi vratit situaci zpét; neni
presné harmonicky

Také mdéd elektromagnetického pole, podobné jako kmitovy mdd struny, se chova jako HO, tento
oscilator je presné harmonicky

Hamiltonian harmonického oscilatoru (H.O.):

~2 ~2

3 p L o P 1 2,2

H = — — ]{j = — — 8

om 2" Tam T ®)

kdew = \/E.
V soutadnicové reprezentaci

R PyY(x) 1 2,2

o g2 + imw z Y (z) = Ey(x)
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7 Aplikace

Tuto rovnici bychom mohli fesit a najit mozné hodnoty energie a stavy; my se ale o totéz pokusime
algebraicky, bez pouziti soufadnicové reprezentace

Definujeme operatory

mw

A

1 mw 1
P+ b, Al =& )
2h vV2hmw N 2h V2hmw b

Operétory @ a a' jsou vzajemné hermitovsky sdruzené, samy o sobé nejsou hermitovské.

Komutaéni relace pro a, a':

Pomoci a,a' vyjadiime hamiltonian takto:

- hw 1
H:7(A&T+€J&) :m(a*m—)

(v posledni rovnosti jsme vyuzili komutac¢ni relaci)

Predpokladejme, Ze jsme nasli néjaky stacionarni stav ¢ s vlastni hodnotou F, tedy
% (aa' + a'a)y = Erp.
Zkusme, jak ptisobi hamiltonidn na stavy ai a G+, pricemz opét vyuzijeme komutacni relaci
[a,al] = 1:
Hay = (aat +afa)ay =
Haly =

Tedy i stavy ai a ali jsou vlastnimi stavy hamiltonidnu s vlastnimi hodnotami posunutymi
0 Fhw. 7Z libovolného stacionarniho stavu v tedy dokazeme generovat nové stacionarni stavy
a™p, (af)"1p. Jde to tak ale donekone¢na? Asi ne dolfi, protoze tézko si predstavit, ze by energie
harmonického oscilatoru mohla byt zaporna. A skutec¢né: plati

E 1

0 < llaluhP = wla'als) = (= 3 ) I )

proto £ > hw/2 = Fyin

Pri kazdé aplikaci a se snizi hodnota energie o hw, takze se nékdy musime dostat pod mezni
hodnotu E,,;, — neni to spor s rovnici (9)7

Co kdyz budeme mit stav s energii pravé rovnou FE,,;, a zaptisobime na néj anihila¢nim operato-

es ee

a spor je odstranén

To znamena, Ze nejnizsi vlastni hodnota hamiltonidnu je pfesné fuww/2 a vlastni hodnoty energie
jsou tedy E, = hw(n +1/2), kde n=10,1,2,...

27



7 Aplikace

Plati H = hw(a'a + 1/2), proto operator 7 = a'a ma vlastni hodnoty 0,1,2..., fikime mu
operator poctu excitaci

Méame tedy tplny systém vlastnich stavii Hamiltonidnu (a soucasné operatoru n), ktery oznacime
{10),11),12),...,}, a plati

Hn) = hw <n + %) In), @ln) =n|n)

Nejniz$i mozna hodnota energie je hw/2. Je néjaky fyzikalni divod pro to, Ze neni nulova? Ano,
kdyby byla nulova, musela by byt ¢astice v klidu (aby byla nulové kineticka energie) a byt v bodé
x = 0 (aby byla nulova potencialni energie). To v8ak neni mozné kvili relacim neuréitosti

Je to véc jakéhosi ,kompromisu“ souvisejiciho s relacemi neurcitosti: aby byla co nejmensi poten-
cialni energie, ¢astice se snazi byt blizko bodu x = 0. Ale pokud by byla ptili§ dobfe lokalizovana,
zase by byla velka neurcitost hybnosti a kinetickéa energie by byla velka. Minimum celkové energie
nastava pro lokalizaci ani prilis izkou, ani moc Sirokou, ale nékde mezi

Zadny H.O. tedy nemtize byt tiplné v klidu, vzdy méa né&jakou kladnou energii

Pro bézné oscilatory kolem nas — napt. kyvadlo délky 30 cm mé frekvenci w = 5.7 rad/s, proto
kvantum energie hw je asi 6 x 1073* J — naprosto zanedbatelnd energie

Ale pro molekuly atd. — nesrovnatelné vyssi frekvence: napt. molekula HCl ma ,tuhost vazby*
cca 480 N/m a redukovanou hmotnost 0,98 amu, tedy w = 5 x 10* Hz a kvantum tedy bude
hw = 0,3 eV

Energie vibraci molekuly nemtize nabyvat libovolnych hodnot, ale jen diskrétnich — dobfe pozo-
rovatelné ve vibrac¢nich spektrech molekul

Svétlo — je ekvivalentni souboru H.O. Tedy celou teorii H.O. miZeme aplikovat na méd (zptsob
kmiténi) svétla v dutiné nebo i v otevieném prostoru

Disledek — energie elektromagnetického pole se nemtize ménit po libovolné malych mnozstvich,
ale po kvantech o velikosti hw(= hv, kde v je frekvence svétla) — tzv. fotonech

Stav |0) — tzv. vakuum — nejnizsi mozny stav, presto je v ném néjaké energie a nenulova fluktuace
elektromagnetického pole

Stav |n) — stav s n fotony a 7 — operator poctu fotont

Mtzeme mit stavy svétla, které jsou superpozici stavit s riznym poc¢tem fotonti, napf. (|0) +

1)/v2

Na zékladé predpokladu o kvantovani svétla lze odvodid Planckav vyzarovaci zakon, ktery ndm
rika, jak zari zhava télesa; bez predpokladu kvantovani pole bychom dostali nesmyslny vysledek,
télesa by zarila nekonecné silné, celd fyzika by musela byt jina

Fotoelektricky jev — jeho charakter rovnéZ prokazuje, Ze svétlo interaguje s hmotou po kvantech,
tj. ze svétlo je kvantované
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7 Aplikace

Kmity krystalové miizky — soubor sprazenych oscilatori, kazdy kmitovy mod je kvantovan; tato
kvanta — tzv. fonony, daly by se vznesené nazvat ,Castice zvuku*

Vrafme se k vlastnim stavim hamiltonidnu a uvazujme normovany n-ty stav |n). Bude stav af|n)
také normovany? Nikoli:
(nlaaln) = (n|( + 1)[n) = n +1

Stav a'|n) tedy nenf normovén a je roven v/n + 1-ndsobku normovaného stavu |n + 1):

a'ln) = vn+1|n+1), aln) = v/nin —1)

(druhd rovnice plyne z podobnych tGvah o stavu a|n))

Chceme-li nyni ziskat stacionarni feSeni Schrédingerovy rovnice v soufadnicové reprezentaci, staci
si uvédomit, ze & — x, p — —ihd/dx a proto

1 . ip \ _h mw 0
a—\/ﬁ (\/mw:c—i— —mw) T ( 5 x+8x>

Pro zékladni stav vy s energii £ = hiw/2 plati ayyy = 0. Nalezneme jej tedy feSenim diferencidlni

rovnice a0 ( )
mw olz)
h l’?ﬂo(fﬁ) + diL‘ = O,

kterou fesime separaci proménnych. Po normovani dostavame vinovou funkci zakladniho stavu ve

tvaru )
mw MW
Yo(z) = {/ — exp (— )

mh 2h

Neurcitosti souradnice a hybnosti v tomto stavu jsou

A:U:,/i’ Apzﬂm_“}h
2mw 2

VInové funkce dalsich stacionarnich stavi [1),]2),... ziskdme opakovanou aplikaci operatoru af
na vy

Fyzikalni vyznam operatoru a,a':

— Stav klasického harmonického oscilatoru je dan amplitudou A a fazi ¢, x(t) = R(A4e'¥) a lze ho
reprezentovat jako vektor (tzv. fizor) ve fazovém prostoru (z,p). Casovy vyvoj je reprezentovan
obéhem tohoto bodu po elipse okolo pocatku soutadnic fazového prostoru. Vhodnym naskalovanim
soufadnice a hybnosti (zavednim X = zv/mw, P = p/\/mw) lze docilit toho, ze bod obihd po
kruznici kolem pocatku (X = 0, P = 0) thlovou rychlosti w:

X (t) = X(0) coswt + P(0)sinwt, P(t) =—X(0)sinwt + P(0) coswt

— Ekvivalentné lze reprezentovat stav harmonického oscilatoru tzv. fazorem — komplexnim ¢islem
2z = X +iP. Casovy vyvoj fazoru je dén jednoduchym vztahem z(t) = z(0)e “*

— Jak je to s kvantovym harmonickym oscildtorem?
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7 Aplikace

7.2

— Kvuli symetrii ve fazovém prostoru nejprve zavedeme nové operatory X, P, které vzniknou ze
starych Z, p stejnym naskalovanim jako v klasickém pripadé:

A~

~ ~ ~ P ~ W, 59 o
X =iy pP=-1Lt_ —= H=2((X2+P
TV, Nk 5 (X547

— Zavedeme operator fazoru 2 = X +iP a k nému sdruzeny operator 27 = X —iP. Vydélenim faktorem

1/\/% pak

— Operétor a je vlastné, az na faktor 1/v/2h, kvantovym operdtorem fazoru:

. mw . i R X +iP z At 3t
a = — X + p = = s aq' = ——
2h V2hmw V2h V2h 2h

Shrnuti harmonického oscilatoru: jeho energie je kvantovana, nejnizsi hladina mé kladnou energii
fuw /2, kazda dalsi je vzdalena o hw od té pfedchozi, rozsédhlé disledky v mnoha oblastech fyziky

Moment hybnosti

Jedna z velmi dtlezitych a zajimavych veli¢in v kvantové fyzice

Moment hybnosti (M.H.) je zékladni veli¢ina pozivana pii popisu atomt a molekul, Gzce souvisi
s jejich energii

Moment hybnosti ¢astice bez vnitini struktury je spojen s jejim pohybem (tj. jeji polohou a
hybnosti), jde o tzv. orbitalni moment hybnosti L, =7 x p

Existuje i vnitini moment hybnosti, tzv. spin, ktery mize byt nenulovy i tehdy, je-li castice v
klidu

Budeme nyni zkoumat celkovy moment hybnosti kvantového systému vzhledem k danému bodu,
bez rozlisovani na orbitalni nebo spinovy

Podobné jako operator hybnosti zprostfedkoval posunuti vlnové funkce, operator M.H. zprostied-
kuje jeji pootoceni

Kvantovani momentu hybnosti plyne z vlastnosti naseho trojrozmérného prostoru pfi rotacich

I skladani obycejnych rotaci v prostoru je malo predstavitelné, v kvantové fyzice ma dalekosahlé

disledky

P1i hledani vlastnich stavii momentu hybnosti postupujeme algebraicky, obdobné jako u harmo-
nického oscilatoru

Vyjdeme z komutacnich relaci pro operatory slozek momentu hybnosti

3
Li, L] =10 e,

=1

kde e je Levi-Civitav antisymetricky symbol. Tedy

(Lo, L,) =ihL,, [L,,L.|=ihL., |[L.,L,] =ik,
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7 Aplikace

Tyto komutaéni relace plynou z vlastnosti trojrozmérnych téles pfi rotacich®

Pro orbitalni moment lze navic komutac¢ni relace ziskat pfimym vypoctem z jejich definice (viz
rovnice (11) v nésledujicim oddilu)

Protoze slozky M.H. spolu nekomutuji, nemohou souc¢asné vsechny nabyvat pfesnych hodnot kvili
relacim neurcitosti”

Kdyz nemizeme najit spolecné vlastni stavy dvou slozek momentu hybnosti, zkusme to alespori
pro jednu slozku, napt. L8

Ukazuje se ale, ze zadani hodnoty samotného L. by nestacilo k jednozna¢nému urceni stavu;
vezméme proto navic ¢tverec velikosti momentu:

[P=12+12+12
ktery komutuje se vSemi slozkami momentu: [ﬁZ, [A/Z] = (; budeme hledat spolecné vlastni stavy
I?a L,

Definujme vzajemné sdruzené operatory

A

Ly=1L,+iL, L. =1L,-iL,
Komutacni relace o o o
[L.,L,]=hL,, [L.,L.]=-hL_, [L* Li]=0
Predpokladejme, Ze jsme nasli stav 1, ktery je vlastnim stavem jak L2, tak L,:

LY =\, Lab =~y

Co se stane, zaptusobime-li na ) operatorem Lr? Vysledkem bude opét vlastni stav jak ﬁz, tak
L, coz plyne z komutacnich relaci:

LPLyp = Lo L = ALy, L.Lyp=Lo(L.+h)y=(y+h) Ly,

tedy ﬁ+¢ je vlastnim stavem L? se stejnou vlastni hodnotou jako mél 1) a soucasné vlastnim
stavem L, s vlastni hodnotou o h vétsi, nez mél 1.

Podobné je tomu se stavem L_1), ovSem vlastni hodnota L, je o h mensi, nez mél .

Mame tedy podobnou situaci jako u harmonického oscilatoru. Jakmile nalezneme néjaky vlastni
stav L2 a LZ, mizeme vytvaret dalsi a dalsi vlastni stavy opakovanym pisobenim Ly na . Pritom
se méni vlastni hodnota L, po skocich h, ale vlastni hodnota L? se neméni

5Moment hybnosti je generdtorem rotace podobné jako hybnost je generatorem translace. Pokud néjaké téleso pooto-
¢ime nejprve kolem osy o; o thel ¢; a potom kolem osy o2 o thel 5, dostaneme jinou polohu télesa, nez kdyz rotace
provedeme v opacném pofadi. V pripadé€, Zze o1 je osa x a 02 je osa y a ¢1,¢p2 < 1, lisi se obé vysledné polohy télesa
natocenim kolem osy z o thel ¢1¢s5. To se v kvantové mechanice odrazi ve faktu, ze [L,:, L( |= L, L — L, L, =ihL,

"jedinou vyjimkou je piipad, kdy vSechny slozky L jsou rovny nule; pak je na pravé strané relace neuréitosti (7) nula,
proto mohou jednotlivé veli¢iny mit soucasné presnou hodnotu

vSe, co bude nésledovat, by fungovalo i pro slozky L, a L,; samotnou osu z mizeme vybrat zcela libovolné, nezavisle

na vnéjsich podminkach
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7 Aplikace

e Ovsem casem jisté nastane situace, kdy ¢tverec vlastni hodnoty L. pieroste vlastni hodnotu L2,
coZ by bylo divné, nebot L* = L2 + L?QJ + L?. Proto asi dojde k podobnému ,useknuti“ jako u
harmonického oscilatoru

e Abychom to ukazali fadné, vyuzijeme identit
Pob —i2—iini. PD,—i?—i%—ni.
e Protoze L_ a E+ jsou vzajemné sdruzené, plati pro normu vektori ﬁ+¢ a ﬁ_¢ nasledujici vztahy:
0 < |[Lawll® = (WILrLalg) = (WIL* = L2F AL)|w) = X =+ F Iy (10)
e Tedy A\ > (v £ h).

e Ziejmé plati A > 0 2 proto polozime X\ = A%j(j + 1), kde j je n&jaké nezéporné realné ¢islo. K
jakémukoli A > 0 lze nalézt j > 0 tak, aby to platilo.

e Zaroven polozime v = hm, kde m je néjaké realné cislo.
e 7 nerovnosti A > (v £ h) pak plyne, Ze
jG+1) =m(m+1),  j(i+1)=m(m-1) = —J<m<j

e Opakovanym ptisobenim operatoru [:+ na v stale zvétsujeme m, ale j zistava konstantni. Jakmile
nastane m > 7, musi uz byt prislusny stav nulovym vektorem, jinak bychom méli spor s faktem,
zem < j.

e Zaroven podle rovnice (10) vime, Ze toto nastane, pravé kdyz plati rovnost A — % — Ay = 0 neboli
m = j. Pro dané j tedy budou mozné hodnoty m tyto: 7,7 — 1,7 —2,...

e Podobnymi tvahami o L_ zjistime, Ze dalsi mozné hodnoty m jsou m = —j,—j +1,...

e Tyto dvé fady museji navazovat, proto rozdil j — (—j) = 25 musi byt celo¢isely.

e | Proto j miize nabyvat hodnot 0,1/2,1,3/2,2,... a pro dané j mtize m nabyvat hodnot —j, —j +
1,....,7—1,7

e Mozné kombinace m, j tedy jsou:

17| m

0 0

1 _I1

2 272

1 —1,0,1

3 _3 _1'13

2 27 27272

2 —2,-1,0,1,2
5 _5 _3 _1 135
2 2’ 2’ 272722
31-3,—-2,—-1,0,1,2,3

e Toto kvantovani momentu hybnosti mé dalekosahlé dusledky, napf. pro rota¢ni spektra mo-
lekul, stavy elektronti v atomu, vybérova pravidla pro prechod mezi stavy atd.

“Ize to ukazat tieba tak, Ze pro stav [¢)) (je-li normovn) plati A = (WIL2[) = (W|L2|Y) + (|L2 ) + (Y| L2 |¢) a kazdy
z poslednich tiech ¢lentt je nezdporny — napt. (¢|L2|y) = | L,|) |? atd.
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7 Aplikace

7.2.1 Orbitalni moment hybnosti

e Budeme zkoumat orbitalni moment hybnosti spojeny s pohybem ¢astice (nikoli s jejim spinem):

L, = 2p, — @p, (11)

Budeme hledat vlnové funkce castice, ktera je ve spoletném vlastnim stavu operatort I?a L,
(moment hybnosti vztahujeme k pocatku soustavy soufadnic)

Od obecného algebraického popisu prejdeme k popisu v soufadnicové reprezentaci

Chceme-li najit vlastni stavy L? a L, v soufadnicové reprezentaci, piejdeme nejprve ke sférickym
soufadnicim, které jsou pro popis momentu hybnosti vhodnéjsi nez kartézské:

x =rcospsinf, y=rsinpsinf, z=rcosb,

V téchto soufadnicich lze kartézské slozky operatoru momentu L a operdtory L2 a L. vyjadiit
takto:

ﬁx =ih (Sinﬁﬂ%+00t9cosgp%)
s 0 .0
L, =ih (—COSQD%—i—COtQSIHQO%)

. 0
L.=—ih——
1 8gp

A 1 0 0 1 02
2= —Rr2|— =~ (ginf— - —
Lin&@@ <Sm 89) * sin298§02}

. (0 0
L. = hev [ == 1 -
L =he (89 +100t9890>

R . 0 0
_pa—ie [ Y il
L_=he ( 89+1C0t98g0>

vSimnéme si, ze zadny z operatort neobsahuje derivaci podle r; to znamena, ze radialni zavislost
vlnové funkce nema vliv na moment hybnosti

e Uz vime, Ze existuji spolecné vlastni stavy L? a L, indexované kvantovymi ¢isly 7, m. Oznacme
jejich vlnovou funkei ve sférickych soufadnicich jako Y., (6, ¢) (zévislost na r prozatim neuvazu-
jeme)

e Plati tedy L.Yjm (6, ) = hmY;,.(6, ) a proto

Y
I

=imYj,, = Yju(0, ) = Pjn(0)e™? (12)

e Muzeme mit m polocisené? Nikoli: chceme-li, aby Y;,,,(6, ¢) byla jednozna¢na funkce, pak musi
byt periodickou funkei tthlu ¢ s periodou 27. Vzhledem k faktoru ™% pak m musi byt celé &islo,
m =0,+1,£2, ..., a nasledkem toho i j musi byt celé, 7 =0,1,2,...
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7 Aplikace

7.3

Toto odlisuje orbitalni moment od spinového nebo celkového momentu hybnosti — spinovy nebo
celkovy muze byt celociselny i polociselny, orbitalni jen celociselny

Kvantové ¢islo j se v pripadé orbitalniho momentu vétsinou znaci jako [, mame tedy funkce

Yim (0, @), P (0) atd.

Jak najdeme P, (#)? Snadné to bude pro P;(f), protoze vime, ze musi platit L, Yy = 0

0= L,Yy = he¥ (% +icoté %) Pyu(0)e"?

Odtud pak dostaneme

dp,
d_ell = [ cot QBZ = P”(9> =C Sinl 9,

kde ¢; je normovaci konstanta

Po normovani pak dostavame pro Y,

(1) [@+ 1)

Il
5111 = sin’ 6 e*?

}/Zl(07 gO) =

Dalsi stavy Y, (6, ) s m < [ dostaneme postupnou aplikaci snizovaciho operatoru L_ na stav
Y (Q, SD)

Takto ziskdme (véetné normovani)

Yorl6,0) = (—1)! éme \/(2z+1)! (l+m)!< d )’—msin2l9

21 sin™(0) 47 (I—m)! \dcosd

Prvnich nékolik normovanych Y},,:

/3 /3 A
Yio =1/ — cosf, Yii =F4/— sinfet?,
47 ’ 8
5 15 - 15 .
Yoo =1/ = (3cos® —1), Yaoi; = F4/— sinfcosfe™™ Yy g = 1/ ——— sin? fe*H?,
167 ’ & ’ 327w

Jak je to s radialni ¢asti vinové funkce? Ta muze byt libovolna, protoze r v operatoru L vibec
nevystupuje. Celkové vlnové funkce pak budou souciny Y}, (6, ) s libovolnou funkei R(r)

Atom vodiku

Resime tlohu o pohybu elektronu v piitazlivém centralnim poli s potencialni energii V = —a/r,
kde o = €2 /4me
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7 Aplikace

Stacionarni Schrédingerova rovnice ma tvar

h2 2
— =F 1
2m, Ay Aeg 7"¢ 4 (13)
kde A je Laplacetiv operator
0? 62 0?
- . = 82 82 62
022 o Tom T T

Vzhledem k symetrii potencialu budeme rovnici fesit ve sférickych souradnicich, kde je nejjedno-
dussi tvar potencialu. Pfevedeme Laplacetv operator A do téchto souradnic:

2 0r or r2 |sinf 06 a6 sin? 6 0?2

Je zajimavé, Ze operétor ¢tverce orbitdlniho momentu hybnosti L2 = L2 + i; + L2 méa podobny
tvar jako druhé ¢4st Laplaceova operatoru, az na faktor —1/h%r?:

sy o 10 0 1 8_2
L7 =—=h Lm@@@ Sm@a@ +sin2@8902

Pak mtzeme Schrodingerovu rovnici prepsat takto:

i ( a¢)+ L - y—Ey (14)

2mr? or or 2m,r? dmeor

Rovnici budeme fesit separaci proménnych — predpokladame, Ze feseni je ve tvaru soucinu radialni
a uhlové funkce:
U(r,0,¢) = R(r)Y (0,¢)

Dosazenim do rovnice (14), vydélenim ¢ a vynasobenim 2mr? dostaneme

LY 19 20R s B e?
m
Y R Or (97° r 4regr

Leva strana nyni zavisi na ¢, 6, prava pak jen na r. Proto se obé museji rovnat téze spole¢né
konstanté \. Tato podminka nam dava dvé diferencidlni rovnice

LY = \Y (15)

2
77122(7“ aR)wme (E+ ‘ )R:)\R, (16)

or or 4regr

Uhlova ¢&ast: Tim, Ze v rovnici (15) vystupuje operator momentu hybnosti, je to vlastné rovnice
pro nalezeni vlastnich stavit L?, coZ jsme jiz fesili; feSenimi jsou ndm jiz zndmé funkce Y;,,(6, ¢),
vlastnimi hodnotami pak A = h2[(I + 1), kde [ =0,1,2, ...

Radialni &ast: rovnici (16) snadno upravime za pouziti A = A%[(l + 1) takto

2 2 2
h g(r2@>+h1(z+1)R e

" 2mr? or or

- —F 1
2m,r? 471507“R r (17)
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7 Aplikace

Pro lepsi pfedstavu, jak asi budou vypadat FeSeni této rovnice, nahradime funkeci R(r) novou

funkci v(r) pomoci substituce R = ¥ a pfepiSeme rovnici (17) takto:

R dPe  [RA+D) €
2m, dr? 2m,r? 4dregr

v = Fv,

Tato rovnice se da chapat jako rovnice pro pohyb ¢astice v jedné dimenzi v efektivnim potencialu

R+ 1 2
Ver = (1) ‘

2m,r? dmeor’

coz je stejny potenciél, jako se dostane pfi feSeni pohybu klasické ¢astice v Coulombovském poli
jadra (jen misto L? v klasickém ptipadé mame nyni R2(l + 1), coZ je oviem skoro totéZ, protoze
R2I(I + 1) je vlastni hodnota pravé operdtoru L?)

Vratime se nyni k rovnici (17) a zavedeme substituce

h? 4meq 2 \’m u
= — —), E=- — €, R=-
"Tme P (47r50) h? p

Rovnici tak prevedeme na

d? 2 l(l+1
u—i—(—— (L+ )—€>U:0

a2 " \p P
Uvahami o asymptotickém chovéni funkce u(p) pti p — 0 a p — oo dostaneme
u(p) = pe ™V f(p),
kde f(p) hleddme ve tvaru mocninné fady f(p) = Y .o @ip’
Dalsimi ivahami dojdeme k tomu, Ze u mocninné fada pro f(p) musi byt kone¢na

Nakonec zpétnym prechodem k R dostaneme

1 —\/€
Ru(p) = ;pl“e Verf(p),

kde f(p) je polynom stupné n — I — 1, kde n € N,n > [ (tzv. pfidruzeny Laguerriiv polynom)
n se nazyva hlavni kvantové ¢islo

Hodnota hlavniho kvantového ¢isla n pro dané [ maze byt [ + 1,1+ 2,. ..

Tedy pro dané n existuje n moznych hodnot [: 0,1,2,...,n — 1

Prvnich nékolik radialnich funkci R,,;:

1\ 32
Ryo(r) =2 (_) e "/,

Qg

1 3/2 T 1 1 3/2 T
R —92( — 1 — — | e "/2a0 R - (= — e~ "/2a0
20(7") (2&0) < 2&0) © ’ 21(T> \/g (2@0) ao © ’

kde ag = 4meoh?®/mee* = 0,53 x 1071% m je tzv. Bohriiv polomér atomu (pfirozend jednotka délky
v atomu vodiku)
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7 Aplikace

e Vlastni hodnoty energie jsou pak

kS (18)

n2

Enl:_

2 2
e me
(471'80) 2h?

e Konstanta v hranaté zévorce — 1 Rydberg (R), R = 13,6 €V, je to ioniza¢ni energie atomu vodiku
v zakladnim stavu

e | Energie zavisi jen na n, ale nikoli na [, natozpak na m. Energiové hladiny v atomu vodiku jsou
tedy silné degenerované

e Degenerace energie vzhledem k [ neni samoziejma a souvisi s tvarem Coulombovského potencialu
V = —a/r; pro jiny potencidl by energie zavisela i na [. Néco podobného nastéava i v klasické
mechanice — jen pro potencidl V' = —a/r dostaneme pohyb po uzavienych trajektoriich (elipsach);
pro jiny potencial by se trajektorie neuzaviely

e Stacionarni stavy, které jsme hledali, maji tedy celkovou vinovou funkci
Qﬂnlm(n 97 SO) = Rnl (T)YEm(ey QD)

e Spin — Jestlize jesté uvazime, ze elektron ma spin 1/2, bude vazany stav elektronu v atomu vodiku
urcen ¢tyfmi kvantovymi ¢isly n (hlavni), [ (vedlejsi), m (magnetické), s (spinové), jejichz rozsahy
jsoun =123 ...;0=0,1,....n—1,m=—-l,-l+1,...,0—1,1; s = £1/2, a energie zavisi
pouze na n podle vztahu (18)

e Shrneme-li vSechny mozné kombinace kvantovych ¢isel n, [, m, s elektronu v atomu vodiku, dosta-
neme tuto tabulku

nil m S
110 0 +1/2
210 0 +1/2
1 —-1,0,1 +1/2
0 0 +1/2
311 —-1,0,1 +1/2
2 —-2,—-1,0,1,2 +1/2
0 0 +1/2
411 —-1,0,1 +1/2
2 —-2,—-1,0,1,2 +1/2
3| -3,-2,-1,0,1,2,3 | £1/2

e Pfi znaceni stavil elektrontt v atomu se vedlejsi kvantové cislo nahrazuje pismenem podle klice
0—s,1—p2—d,3— [ atd., takze napt. stav 3p znaci stavsn =3 al = 1.
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8 Piiblizné metody

8

8.1

PribliZzné metody

Poruchova teorie
Ne vzdy dokéZeme presné vyfesit Schrodingerovu rovnici, at uz stacionarni ¢i nestacionarni
Byla by ale skoda, kdyby to znamenalo, Ze o kvantovém systému nic nedokazeme fici
Nékdy dokazeme Schrodingerovu rovnici fesit pro podobnou, ale trochu jednodussi situaci

Priklad: umime pékné analyzovat atom vodiku bez vnéjsiho elektromagnetického pole. Jak se
situace zméni, kdyz jej dame do homogenniho elektrického pole?

Ptidané pole bude jisté slabé proti Coulombovskému poli jadra (pole protonu ve vzdalenosti
Bohrova poloméru m4 velikost asi 6 x 10" V/m). Proto feSeni Schrédingerovy rovnice bude asi
docela podobné teseni bez pole

Pridané pole miiZzeme nazvat ,poruchou”, novy Hamiltontiv operator pak ,porusenym* oproti
puvodnimu, ,neporusenému‘

Hleddme rozvoj reseni Schrodingerovy rovnice s porusenym hamiltonidnem pomoci feseni s ne-
porusenym, pficemz rozvijime do prvniho, druhého atd. fadu podle velikosti poruchy

Nékdy nés zajima, jak se posunou energiové hladiny (vlastni hodnoty hamiltonianu). Tim se
zabyva stacionarni poruchova teorie

Jindy chceme védét, zda pridané pole ¢i interakce nezptlisobi tfeba prechod systému do jiného
stavu, nez v jakém se ptivodné nachazel. Tim se zabyva nestacionarni poruchova teorie

8.1.1 Stacionarni poruchova teorie

Hamiltonian systému:

H = Hy+ \G,
kde H, je neporuseny hamiltonian a G je porucha. Malost poruchy vyjadiime malym parametrem
A

Predpokladejme, Ze zndme vlastni stavy (funkce) hamiltonidnu Hy:
Hoty = Egthy, n=12,...

které tvori bazi Hilbertova prostoru. Navic predpoklademe, Ze energiové hladiny nejsou degenero-
vané, tedy ze F, # E,, pro m #n

Rozlozme zatim neznamou vlastni funkci ¢/, hamiltonidnu H v bazi téchto ,,:

w;n = Z Cmn¢n

e Protoze v, je vlastni stav H, plati

HY,, = B, (19)
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Abychom néjak vyuzili toho, Ze porucha je malé (malé \), budeme ¢,,,, i E/, hledat ve tvaru fady,
jejiz jednotlivé ¢leny odpovidaji jednotlivym fadtim v malosti poruchy:

Cmm = O 4 Xl 222 E =E9 4+ \EMD 4 \2E®
(¢arku u ¢lenti fady pro E uZ nepiSeme)
Zatim jsme nic nepiedpokladali o stavu 7],. Budeme tedy pfedpokladat, Ze pii vymizeni poruchy

(A = 0) by stav 1/, splyval se stavem v, tedy zZe v/, je poruseny stav 1,,. To dava podminku

0 = Omn, kde 0., je Kroneckerovo delta rovné nule pro m # n a rovné jedné pro m = n. Navic

jisté bude B = E,,.

Spocitejme levou stranu rovnice (19):

HY, = (Ho+AG) ) (6mn + Al + Ncl) + . )y

n

= Z Omn Enthn + A Z (cgzlEnwn + 5mnéwn) L2

(uspofadali jsme ¢leny podle mocnin \)

A dale pocitame pravou stranu rovnice (19):

oy, = E., = (EQ+XED +NED + . ) (Onn + Al + X2+ )y

n

= ZamnE°>¢n+AZ SVED + 0mnED) thy + A2 -

k k
Porovnanim ¢lent u stejné mocniny A v obou rovnicich nyni zjistime néco o B2 BEW,

Nulty rad nam fekne jen to, co uz vime:

Prvni fad je zajimavéjsi:

n n

Odtud dostaneme R
> AMNE, = B, = (ES) — G)b,

Abychom se zbavili stavi ¢, a dostali rovnice jen pro ) a Efn), vynasobime rovnici zleva skalarné

stavem 1,,. S vyuzitim ortonormality stavi ¢, to da 0 = — (Y| G0, ©

= (V| Gl¥m),

a tedy oprava prvniho fadu k energii m-tého stavu je rovna stfedni hodnoté poruchy v tomto
stavu
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Nyni rovnici vynasobime zleva skalarné stavem v, kde k # m. To da

D co(Bn = En)bin = —(ilCln) = e = % (20)

n

Poruchova teorie bude fungovat dobfe, jestlize |c,k| je pro k # m malé proti jednicce, tj. jestlize
(k| AG [ Ym) | < | B — Ei

V prvni aproximaci teorie poruch tedy plati

o[ AG 1, , A
o= vt S ST g B = B Gl
ntm m n

Dalsi fad dostaneme tak, Ze porovname ¢leny s A2

Cim vyssi fad, tim jemnéjsi opravy dostavame

Priklad: Cdstice v nekoneéné hluboké potencidlové jdmé

Neporusend situace — jama se rozprostird od 0 do a, tedy uvniti intervalu (0, a) je potencial
roven nule, vné intervalu pak +oo

Porucha — na intervalu <“T_b, "’TH’> pridame slaby potencial V'

Neporusené vlastni funkce hamiltonianu a odpovidajici energie jsou

nw mh

2
n = - ] — En - ]‘7 27 R
() \/; sin g a2 n (n )

Prvni oprava k energii bude ES” = (|G| thn):

a+b
2

2V Vb V
B = (wnlGlin) = 2 [ 7 a(@) do =7 = - cosnmsin T
a Job a nw a
Pro maly pomér %” bude sin ”T’Tb R ”T”b, zaroven cosnm = (—1)", takZe pro mala b bude

b
EW =2V = (n liché)
a

EW =0 (nsudé)

Pro mala b tedy posun energie tedy nenastane pro sudé hladiny, kterym odpovidaji vlnové
funkce s nulovou hodnotou v bodé r = 5. NemiiZeme se divit, Ze se tyto hladiny vlivem
poruchy neposunou — ve stavech se sudym n si ¢astice ani ,nevsimne*“, ze se objevil pridavny
(poruchovy) potencidl, protoZe se v misté objeveni poruchy (z = ) nevyskytuje. U lichych n
se ale Castice v misté objeveni poruchy (z = §) vyskytuje s velkou pravdépodobnosti, proto
porucha jeji stav (a energii) ovlivni silné.

1)

Koeficienty c,
2V =R

cip = (B~ B) Jous V(1) () d
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8 Piiblizné metody

8.1.2

(1)

. je nenulové jen tehdy, kdyZz m i k jsou obé licha ¢isla. V tomto

— P1i vypoctu se ukaze, ze ¢
ptipadé (pfi b < a) pak
(1) i 2V b —k

=2 T
B Bl Y’

cmk

c 1w ~ ’ . 1 0 1: , ,
— Je vidét, ze s rostoucim |m — k| bude velikost cfni klesat kvili rostoucimu vyrazu E,, — Ej
ve jmenovateli
Stacionarni poruchova teorie — degenerovany piipad

Dilezity je pripad, Ze nékteré energiové hladiny neporuseného hamiltonianu jsou degenerované
(jako napf. v atomu vodiku — o energii rozhoduje jen kvantové ¢islo n, nikoli I ¢ m).

Porucha méni energii téchto degenerovanych hladin a miize se stat, ze tato zména bude riizné pro
rizné stavy v ramci jedné degenerované hladiny

Je zfejmé, Ze vyse vysvétleny postup nemtizeme piimo pouZit, protoze napf. v rovnici (20) by ndm
vysly ve jmenovateli nékterych ¢lend nuly praveé kvili degenerovanym vlastnim hodnotam energie

Vybér bazovych stavii s danou energii neni jednoznac¢ny, lze vybrat rtizné linedrni kombinace
Je tfeba nalézt takové bazové stavy, které se pod vlivem poruchy nezac¢nou ,michat®.
Index 2 nam bude rozliSovat jednotlivé stavy s toutéz energii:
Hoyy) = By
— naptiklad u atomu vodiku by ¢ rozlisSovalo hladiny s riznymi [, m

Rozlozme nezndmou vlastni funkei ¢/, hamiltonianu H v bazi téchto wr(f );
W = )+ Y ST gl +

Ptibyly nam neznamé koeficienty o, 3; atd., coz je odrazem skutecnosti, ze zatim nevime, které
by mély byt ty ,,pravé“ stavy

Dosazenim do rovnice (19) a skaldrnim nasobenim s ¥ dostaneme

Y a{UPGY) = AEa;

Za predpokladu, ze bychom znali Er(,i), je to soustava homogennich line4rnich rovnic pro «;, ktera
ma vzdy nulové feseni. Nas ale zajima feseni nenulové, které existuje, prave kdyz jsou rovnice za-
vislé, tj. odpovidajici determinant je roven nule (zcela analogické situace jako pti hledéni vlastnich
frekvenci soustavy sptrazenych oscilétori)

Oznacime-li gj; = ( 9 [€ |1/17(7?>, vede tato podminka na vynulovani determinantu

g11 — Er(rp 912 " ce g1d
—EYY
9?1 g22 ' g.2d —0, (21)
Ja1 Jaz covo Gdd — EY

kde d je dimenze podprostoru vlastnich stavi Hy s energii F,,
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8 Piiblizné metody

. ’ ’ 1 v o ’ vz ~ ’ .o
Tato rovnice nam da d hodnot Efn), coz jsou opravy prvniho fadu k neporusené energii F,,

e | Tyto opravy jsou obecné ruzné, takze pivodné degenerovana hladina se rozstépi na nékolik
(maximalné d) hladin — fikdme, Ze porucha snimé degeneraci

Nalezenim kombinaci (04(1), a®, a(d)) dostaneme ,spravné® stavy neporuseného hamiltonianu,
které se poruchou v prvni aproximaci jiz nemichaji

Pro ty zvidavejsi — slo vlastné o diagonalizaci poruchy Gv podprostoru vlastnich stavii Hy s
energii I,

e | Praktickd aplikace — napi. atom vodiku v homogennim elektrickém nebo magnetickém poli uz
nema hladiny tolikrat degenerované jako mél bez pole, dochazi k jejich rozstépeni a tedy i k
rozstépeni spektralnich car ve svétle vysilaném atomem

Pro aplikaci poruchové teorie na atom vodiku ale ani neni tfeba davat atom do vnéjsiho pole;
ve skutecnosti hamiltonidn pro atom vodiku, ktery jsme pouzili v rovnici (13), neni zcela pfesny.
Pro jeho zpresnéni by bylo tfeba zahrnout tzv. relativistickou korekci kinetické energie T', protoze
presny vztah je

T = /m2c* + p2c2 —me” = — —

a ¢len —p*/8m3c? 1ze chépat jako poruchu. Vysledkem prvniho fadu poruchové teorie pak je

E? 4n
E}) =™ -3
ml 2mc? (l+1/2

— vidime, Ze energie jiz zavisi na [ a tedy sejmula se degenerace. Podobné by bylo tfeba zahrnout
tzv. spin-orbitalni interakci a také hyperjemnou strukturu vlivem interakce spinu jadra se spinem
elektronu, coz by dalo dalsi stépeni hladin

e Rozstépeni hladin atomu v elektrickém poli — tzv. Starktv jev, v magnetickém poli — Zeemantiv

jev

8.1.3 Nestacionarni (na ¢ase zavislad) poruchova teorie

e Zajima nés nyni situace, kdy hamiltonidn zavisi explicitné na ¢ase (jako napf. v ptipadé elektronu
v proménném elektromagnetickém poli)

e Nezajimame se tolik o staciondrni stavy (protoZe ty vlastné ani neexistuji, nebot se hamiltonidn
méni), ale spiSe o to, jak se dany stav bude ménit s ¢asem

e Hamiltonian systému:

H(t) = Hy + \G(2),
kde Hy je ¢asové neménny neporuseny hamiltonian a G(t) je porucha obecné zavisla na case.

e K rozkladu obecné vlnové funkce ¢(¢) budeme pouzivat stacionarni stavy neporuseného hamilto-
nianu H, vcetné jejich casové zavislosti:

ﬁ0¢n = nwm %(t) = 1/)ne_iEnt/ha n = ]-7 27 S

Opét predpoklademe, ze energiové hladiny nejsou degenerované

42



8 Piiblizné metody

e Rozlozme vinovou funkei (t) v bazi téchto stavii ¢, (t):

= cal®)u(t)
e Ze Schrédingerovy rovnice ifith(t) = Hib(t) dostaneme

lhz Yo g dc" =23 .Gt (22)

e Skalarnim vynasobenim se stavem 1,,(t) pak

de,,

hgp = A LG en =23 Grnlt) 55 e, (23)

kde Gn(t) = (¥ (0)|G(£)[10,(0)) je maticovy element poruchy G(t)

e Predpokladejme, Ze se systém ptivodné (v ¢ase t = 0) nachézel ve stavu 1. Jaky bude jeho
priblizny casovy vyvoj?

o Napisme ¢, (t) = 8, + Act)(t), piicem# i) (0) = 0 (nebot v ase t = 0 je systém ve stavu )
Dosazenim do (23) a porovnanim ¢lent s prvni mocninou A dostdvame

dc,(ﬁ)

in
R

= Gp(t) e Fm=ER/A (24)

— toto je diilezity vysledek: je vidét, Ze systém bude prechazet ze stavu ¢, do stavu ¢, tim rychleji,
¢im vetsi je maticovy element (1, (t)|G(t)|1k(t)); pokud bude tento element nulovy, nebude systém
v prvnim pfibliZeni piechazet vitbec!®

e Tuto rovnici mizeme integrovat:

.t
1 . ’
(1) = - / Gy ()&l Em=ERE/R Q! (25)
0
Integral jsme vzali jako urcity s dolni mezi rovnou nule, ¢imz automaticky zapocitavame pocatecni
podminku ¢ (0)=0

e Kdy bude tento koeficient vyznamné rust s éasem (a tedy systém prechdzet na m-tou hladinu)?
Jen tehdy, kdyz maticovy element G,,x(t) se bude ménit s frekvenci blizkou wyx = (E,, — Ex)/hk;
jinak vlivem rychle oscilujiciho ¢lenu e!(®==En)t'/7 hude integral stale maly

e | Z toho je vidét, ze aby systém s rozumnou pravdépodobnosti ptfesel z néjaké hladiny na jinou
hladinu vzdalenou o AE, musi byt porucha periodicka s frekvenci blizkou AFE /A (viz nésledujici
ptiklad)

Priklad — harmonickd porucha

— Typicka situace — atom v poli monochromatického elektromagnetického zafeni (napf. z laseru)

OmiZe oviem prechizet ve druhém piibliZeni, coZ odpovida pFechodu pfes néktery tieti stav, tedy prechodu v, —

¢l _)wm
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8 Piiblizné metody

poruchu budeme piedpokladat ve tvaru G = Fe ! 4+ FTelt kde F' je na ¢ase nezavisly
operator. Potfebujeme oba ¢leny, aby byl vysledny operator G hermitovsky

Integral (25) lze snadno spocitat:

. ¢ . t
67(7]1-) (t) — _% mk/ ei(wmk_w)t/ dt, — %F’:m/ ei(wmk+w)t/ dt’
0 0
_ Fo [1 _ el(wmk_w)t] N Fy . [1 _ el(wmww)t} (26)
Pwmk — w) (Wi + w)

Koeficient osciluje s frekvenci odpovidajici ,rozladéni“ — Rabiho oscilace

Tento vyraz pro Y (t) lze samoziejmé pouzit, jen je-li wy, +w # 0, tedy E,, — Ey # +hw;

pro E,, — E;, = +hw ale lze vyrazy dodefinovat jejich limitami

l. ka |:1 _ ei(wmk_w)t] B lka t
i (wpmk — w) B h
F];k [1 . ei(wmk-l—w)t] iF*
li m = ——kmy 27
oo Pk + ) h 0

Pravdépodobnost prechodu na hladinu m, kde m # k, spoéteme snadno jako P, (t) =
em(®) = | (1)
Uvazujme nyni situaci, kdy energiova hladina Ej, na které byl systém ptvodné, lezi v dis-

Vs oes

Budeme nyni hladiny ve spojitém spektru indexovat spojitou proménnou v na rozdil od
diskrétniho indexu m

Navic ve vyrazu (26) pro ¢, zanedbame druhy ¢len proti prvnimu, protoze E, — Ej + fuw je
velké proti E, — Ey — hw. Tak pro pravdépodobnost prechodu P,(t) dostaneme

|1 _ ei(wuk—w)t’2 gin2 (wyr—w)t

=4|F)? 5—2— 28
R (wyr — w)? | Fui 2 (wyr — w)? (28)

Py(t) = V(O = [ Rl

v

Zkoumejme nyni tento vyraz pro velka t. Jak se lze presvédcit, plati

sin? at — 5(a), (29)

im
t—oo Tta?

Pomoci rovnice (29) muzeme pro velka ¢ pfepsat vztah (28) jako

TPt [ wr —w
P,(t) = ) :
(1) = Tl . (30)
S vyuzitim vlastnosti J-funkce 0(azx) = d(x)/|a| a toho, ze hw,i, = E, — Ej, dostaneme
21| Fil® t
p 1) = 2 5, (31)

Pro dlouhé casy je tedy pravdépodobnost prechodu nenulova pouze do stavu, ktery lezi energe-
ticky pfesné o hw vyse nez energie, kterou mél systém ptivodné. Tato skutecnost je znama spise
obracené — pri prechodu mezi dvéma energiovymi hladinami liSicimi se o energii AFE zafi systém
na frekvenci w = AFE/h
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8 Piiblizné metody

— Rovnice (31) vyjadiuje tzv. Fermiho zlaté pravidlo pro pravdépodobnost prechodu pod
vlivem periodické poruchy

— Spocitame nyni pravdépodobnost, ze systém za cas t pirejde nékam do okoli hladiny F,, + hw,
ale nezajima nas, kam presné

— K tomu budeme integrovat pravdépodobnost P,(t) pfes v v intervalu obsahujicim takové vy,
aby E,, = Ej, + hw. Za index v nyni bereme pfimo energii F,:

. 27T|Fyk|2t

27| F' 2¢

h

(32)

Zde jsme kvtli jasnosti zavedli oznaceni F'g, 1 p, g, pro maticovy element operatoru F mezi
stavy s energiemi Ej, + hw a Ej (ptivodni oznaceni bylo Fy).

— Rovnice (32) nam ¥ik4, ze se pravdépodobnost pfechodu s ¢asem neustéle linedrné zvysuje.
Po urcitém case t by tedy méla jisté prevysit jednicku, coz je ovSsem nesmysl. Jak to tedy je?

— Skuteénd pravdépodobnost prechodu jisté nikdy nebude vétsi nez jedna. Problém s formuli
(32) je v tom, Ze jde jen o prvni aproximaci teorie poruch a nejedna se tedy o pfesnou
celkovou pravdépodobnost. Ve skutecnosti je rovnice (32) dobrou aproximaci tehdy, jestlize
ji vyjadiend celkova pravdépodobnost je mnohem mensi nez 1. Jakmile se P(t) zacne blizit
k jedné, musime vzit dalsi ¢leny teorie poruch, které nam pravdépodobnost zase ,srazi“.

e Priklad — porucha ve formé predaného impulzu sily pro harmonicky oscildtor
— uvazujme harmonicky oscilator s hamiltonidnem (8) a poruchu ve formé potencidlu —\z/At,
ktera zacne pusobit v okamziku ¢t = 0 a pfestane v okamziku ¢ = At, pfi¢emz At < 1/w

— protoze je poruchova potencialni energie timérné soutradnici, jde o homogenni silové pole,
tedy vlastné o konstantni silu F' = A\/At; tato sila na Castici pisobi po dobu At, takze
bychom intuitivné mohli oc¢ekavat, Ze ji preda hybnost FAt = A

— predpokladejme, Ze je systém v ¢ase t = 0 v zakladnim stavu |0); pak dosazenim do rovnice

(25) dostaneme koeficient cﬁi)(t) v okamziku ukonceni ptisobeni sily jako

oAt . , i At
C(l)(t) — _ﬁ/ Gmoel(Em—Eo)t /hqt = X <m|£|0>/ plwmt’ 44/
0 0

— Protoze ¢as At je mnohem kratsi nez 1/w, je exponent po celou integraéni dobu s dobrou
presnosti roven jedné a proto

WAL = A iiatoy = A a0 — i L o/
o (AY) h<m|x\0> - 2mw<m|(a+a)|0) i\ 2mhw<m|1> i\ 2m7iw51m’ (33)

kde jsme vyuzili vyjadieni operatoru souradnice pomoci krea¢niho a anihilainiho operatoru

&= /52 (a+al).

2mw

— V okamziku At tedy bude stav systému priblizné

D(A0) = [0) + 7 D (Anlm) =10) + x5 1) (34)
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8 Piiblizné metody

8.2

— vypocitejme stiedni hodnotu hybnosti v tomto stavu:

~

hmw a—at

(1) = | 5 )

S p(A0) = A

— Jaky je pFirtstek hybnosti oproti ptivodnimu (zakladnimu) stavu? Je znadmo, ze v zakladnim
stavu (a dokonce v kazdém stacionarnim stavu) harmonického oscilatoru je stfedni hodnota
hybnosti nulovéa, takze prirtistek je roven A, tj. impulzu sily, kterd na systém piusobila. Do-
stali jsme tedy zajimavy vysledek: sila pisobici na systém vyvolala zménu stfedni hodnoty
hybnosti stejnou, jako by vyvolala u klasického systému.

Varia¢énl metoda

Pouzivéa se pro nalezeni zékladniho stavu (popft. prvniho excitovaného stavu) systému, u néhoz
tento stav neumime nalézt analyticky ani pomoci poruchové teorie

Nesmirné dtilezita v chemii pii vypoctech konfiguraci molekul; dava zakladni stavy, od nichz se
odviji chemické vlastnosti dané latky

Metoda je zaloZena na nerovnosti

(W H[p) > Ey,

kde Ej je energie zakladniho stavu a |¢) je libovolny normovany stav. Tuto nerovnost neni tézké
dokéazat, jestlize rozlozime |¢)) do vlastnich stavii |u,) Hamiltonianu: |¢) = )" c,|u,). Pak

(WIH) = e en(tm|Hlun) =Y |ea*E, > E. (35)

Zde jsme vyuzili toho, Ze stav [¢) je normovén, tedy Ze Y |c,|* =1, a toho, Ze E, > Ey, nebot
Ey je nejnizsi mozna energie systému.

Minimalizaci (w|f[ |1)) ptes v8echny normované stavy tedy lze nalézt zakladni stav v, pro ktery

(o H|too) = Ey

Prakticky to provadime tak, Ze nehledame 1y v celém Hilbertové prostoru stavi systému, ale jen
v néjaké jeho podmnoziné — napriklad predpokladame urcity tvar 1y, v némz ponechame jeden
nebo nékolik volnych parametrii

Cim vice partametr, tim pfesnéjsi aproximaci zédkladniho stavu dostaneme. Vypocetni vykon
modernich pocitac¢ii umoznuje mit mnoho parametri, proto jsou nalezené vinové funkce témér
uplné presné

Varia¢ni metodou lze hledat i prvni a dalsi excitované stavy (pokud jiz zname zakladni), ale ¢im

vvvvvv

Priklad — hledani priblizného zdkladniho stavu harmonického oscildtoru
— Méame harmonicky oscilator s hamiltonianem

3 p 1 242
2m = 2



9 Identické c¢astice

— Predstavme si, ze bychom neuméli najit zédkladni stav analyticky a Ze bychom se z néjakého
divodu domnivali, ze zakladni stav by mohl mit tvar

1/}a(x) = \/ae—am

(lze se presvéddit, ze tato vinova funkce je spravné normovana)

Hleddme nyni takové a, pro které 1,(z) nejpresnéji aproximuje vinovou funkei skute¢ného
zakladniho stavu

Spocitame tedy E(a) = (¢|H|1):

a2 h2 Mw?
H o =
— Derivovanim E(a) podle a pak dostaneme podminku pro a:
dE h? 2
(a) _ah’ mw 0 = q— mw

da m 2a3

V2h

— Po dosazeni ay do energie dostaneme

E(ap) = % = \/§E07

tedy energie nam vysla docela blizka presné energii zakladniho stavu

— Jak lze spocitat, neurcitost = je pak

Axvar. = \/_Awskut s

\/_mw

kde (AZ)gut. = \/h/2mw je neurditost ve skutecném zéakladnim stavu; tedy neuréitost polohy
nam vysla jen nepatrné vétsi nez je skutecna neurcitost v zakladnim stavu

— Vysledek tedy neni viibec tak Spatny, a to jsme méli jen jeden paramter a; s vice parametry
by to mohlo byt jesté lepsi

9 Identické cdastice

e Zajimava otazka: 1ze od sebe odlisit dvé ¢astice stejného druhu, napt. elektrony?
e Jesté zajimavejsi odpoveéd: nelze, a to ani v principu

e Elektrony jsou natolik stejné, ze pokud jsme méli v ¢ase t = 0 dva elektrony (oznacime je 1 a 2) a
v ¢ase t = T mame dva elektrony (a a b) — napiiklad pfi pruzné srazce dvou elektront, viz obr. —
nemuzeme s jistotou fici, Ze ptivodni elektron 1 je ted a a 2 je ted b nebo naopak. Ve skutecnosti
nastanou obé moznosti jakoby ,nardz“ — v ndm znamé kvantové superpozici

b b
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9 Identické c¢astice

Kvantové ¢astice stejného druhu tedy nelze v pravém smyslu od sebe odlisit. Rikdme proto, Ze
jsou nerozlisitelné

Rozptylovy experiment — dva elektrony leti proti sobé, odchyli se a jdou detegovany (na obrazku
— elektrony vyletuji z bodu 1 a 2 a detektory jsou v bodech a, b)

Pouzijeme obecné pravidlo — amplituda detekce elektront je sou¢tem amplitud obou moznosti (ale
z jistych divodi jednu moznost musime vzit se zadpornym znaménkem ):

A(1,2 - a,b) = Al - a,2 —=b) — A(1l - b,2 — a)
Pokud budou detektory a,b velmi blizko u sebe, bude platit A(1 — a,2 — b) = A(1 — b,2 — a),
proto A(1,2 — a,b) = 0 a pravdépodobnost takové detekce = 0; dva elektrony tedy nemuiZzeme

detegovat ve stejném misté. Pro rozlisitelné castice bychom ovsem dostali nenulovou pravdépo-
dobnost

Jestlize mame stav s vlnovou funkei ¢ (1, ..., z,) néjakych n stejnych ¢astic (napi. elektront) a
vyménime dvé ¢astice i, j (pro ¢(z1,...,x,) to odpovidd zaméné z; < z;), méli bychom dostat
fyzikalné stejny stav. Ovsem jak znamo, fyzikalné stejné stavy se mohou lisit fazi:

V(T Ty ooy Ty ) = €P(X1, o Ty Ty T (36)

Provedeme-li znovu stejnou zaménu, dostaneme jesté jednou stejny fazovy faktor a vratime se
k ptvodnimu stavu:

V(T oo Ty ooy Ty, ) = €PU(@y, Ty 1) = @B, Xy Ty )

Vidime, ze €*¥ = 1, proto musi platit e'¥ = +1
Ukazuje se, ze pro jeden druh ¢astic nastava vzdy stale stejnd moznost

Céstice s e'¥ = 1 se nazyvaji Boseho ¢éstice (zkrdcené bosony; piikladem je foton, atom vodiku,
7 mezon) a Castice s €Y = —1 pak Fermiho éastice (zkracené fermiony; piiklady — elektrony,
nukleony, neutrino)

Z kvantové teorie pole plyne, Ze ¢astice se poloc¢iselnym spinem jsou fermiony a ¢astice s celoci-
selnym spinem jsou bosony

Vidime tedy, Ze pro kazdy stav n bosoni plati

V(X1 Ty Ty oo ) = (T1, o Ty Ty e, Ty, (38)
tedy vlnova funkce je tplné symetricka vzhledem k zaméné dvou castic
Naopak pro kazdy stav n fermiont plati

Y1, Ty Ty T) = —(X1, Ty T Ty), (39)
tedy vlnova funkce je uplné antisymetricka vzhledem k zaméné dvou cCastic

Mame-li nyni napiiklad pét bosont a tii z nich jsou ve stavu 1, a dva ve stavu 15, nema smysl
fikat, které z nich jsou ve stavu v, a které ve stavu 5. Diilezity je jen pocet ¢astic v daném stavu
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9 Identické c¢astice

Proto zavadime tzv. obsazovaci ¢isla — pro kazdy mozny stav systému fekneme, kolik je v tomto
stavu castic

Pro nas priklad: 3,,2,,), pokud mame jiz mozné stavy (mddy) definovany a ocislovany, pak jej
muizeme znacit [34,2,,) =13200 ...), obecné |my, Ny, 0pPy, --.) = mnop ...)

Obsazovaci ¢isla pro fermionovy stav mohou byt jen z mnoziny {0, 1}, pro bosonovy stav pak z
mnoziny Ny = {0,1,2,3,...},

9.1 Fermiony

Predstavme si, Ze mame k fermiont ve stavech 11 (), ..., ¥x(x). Jak jsme vidéli, musi byt celkova
vlnovéa funkce tplné antisymetricka. Nejlépe ji vytvorime pomoci determinantu

Yi(z1) Ya(z1) -0 Yr(w1)

1/)($1, o ’xk) _ ¢1(9€2) ¢2(9€2) e ¢k($2) (40)

i) o) o i(an)
— tzv. Slateruv determinant (nenormovany)

Pravé determinant mé totiz tu vlastnost, ze pfi zdméné dvou fadka (coz je vzhledem ke tvaru
rovnice (40) totéz co zaména dvou soufadnic z; a z;) zméni znaménko.

Napf. pro k£ = 2 mame

| (@) () | — o(x T
Y(x1,2) = V1 (12) () = Y1(z1)Ya(x2) — Ya(x1)1(22) (41)

Jak je vidét, neméa smysl stav, ve kterém jsou dva nebo vice fermionil ve stejném stavu. Pak by
totiz dva sloupce determinantu byly totozné a determinant by tudiz byl nulovy.

Podobné amplituda nalezeni dvou fermionil ve stejném misté je nulova, protoze pak jsou stejné
zase dva radky

To je obsahem Pauliho vylucovaciho principu — dva fermiony nikdy nemohou byt ve stejném
stavu

Neplést si prosim Pauliho princip s elektrostatickym odpuzovanim elektrontt — nema to s tim nic
spolecného!

Pauliho vylucovaci princip ma za nasledek periodickou strukturu Mendélejevovy tabulky prvki:
elektrony, pokud by mohly, by v atomu vSechny obsadily nejnizsi hladinu a vSechny atomy by si
byly docela podobné. Kvili Pauliho principu to vS8ak nemohou a proto musi obsazovat stale vyssi
hladiny. To je divodem k chemické rozmanitosti prirody a v posledku i moznosti existence Zivota

Zakladni stav skupiny neinteragujicich fermiont — jeden fermion je v jednocasticovém zakladnim
stavu, dalsi v prvnim excitovaném atd.

Fermiho energie — az po ni jsou pti nulové teploté vyplnény stavy

Priklad — stav dvojice elektroni vcetne zapocteni spinu
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9 Identické c¢astice

— stavovy vektor elektronu musi popisovat jak prostorovou, tak spinovou ¢ast stavu elektront
— celkovy stav musi byt antisymetricky

— toho lze docilit rtizné: napt. udélat spinovou ¢ast symetrickou a prostorovou antisymetrickou
nebo naopak

— existuji t¥i nezavislé symetrické spinové stavy dvou ¢astic se spinem 1/2:
1

|‘1]1> = |+>|+>7 |\I!2> = |_>|_>7 |\I!3> = \/§

() [=) +1=)1+)
a jeden antisymetricky:

1
V2

— trojici symetrickych stavi se fika triplet a trojici antisymetrickych stavt se fika singlet.

Wa) = —=([H)[=) = [=)[+)

— ve stavech |¥;_3) je celkovy spin roven 1, ve stavu |¥y,) je roven nule

9.2 DBosony

Na rozdil od fermionii mohou byt bosony ve stejném stavu a dokonce se da fici, Ze k tomu tihnou
Zajimavy experiment prokazujici tuto vlastnost — viz [4]
Nerozlisitelnost fotoni byla mnohokrat experimentalné ovérena

Cim vice uz je fotonti v néjakém stavu, tim je vétsi pravdépodobnost, Ze se k nim pfida dalsi — to
je napf. princip tzv. stimulované emise v laseru

V laseru — v jednom stavu jsou miliardy, biliény ¢i jeSté mnohem vice fotonti

Bose-Einsteinova kondenzace — nastava napt. v extrémné zchlazeném oblaku atomu s celoci-
selnym spinem, kdy vSechny atomy pfejdou do téhoz kvantového stavu a vykazuji makroskopicky
pozorovatelné kvantové chovani

Uplné symetricky bosonovy stav vytvoiime podobné jako u fermionti, ale znaménka u vsech &lent
v sumé budou plus:

¢(m17 o 7Ik‘) = Z 2/}7'1 ($1)¢r2 (IQ) to wm (xk)7 (42)

(r1,.7k)

kde (71, ...,7x) zna¢i permutaci indexu 1,2, ..., k a suma probihé pfes vSech k! moznych permu-
taci. Napf. pro kK = 2 mame

Y(21,22) = Z Uiy (21) 0, (2) = 1(21)Ya(22) + Y2(21) 1 (22) (43)

(r1,72)
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10 Provazanost (entanglement)

10

Provazanost (entanglement)

Ryze kvantovy jev, neméa v klasické fyzice obdoby
Zasadni pro kvantovou informaci a komunikaci

Uvazujme kvantovy systém slozeny ze dvou podsystémi 1 a 2 — napiiklad atom vodiku slozeny
z protonu a elektronu, nebo dvé prostorové oddélené castice

Predpokladejme, ze podsystém 1 je v ¢istém stavu [¢)1) a podsystém 2 je v ¢istém stavu [t)q)

Stav celého systému je tedy

) = |v1) @ [¢2) (44)

V tomto piipadé je stav celého systému tenzorovym soucinem stavii obou podsystémi. Rikame,
Ze stav je separabilni, tedy neni provazany (entanglovany)

Jestlize stav celého systému nelze vyjadfit ve tvaru soucinu (44), pak je stav provazany (entan-
glovany)

Ptiklad: tzv. Bellovy stavy dvojice ¢astic se spinem 1/2

v = % (lzH)lz=) +lz=)]=4)),  [¥7) =

1 _ 1
E(IZ+>|Z+>+|Z—>IZ—>), @ >=E(IZ+>|Z+>—|Z—>|Z—>),

kde |z+) a |z—) jsou stavy spinové polarizace ve sméru a proti zméru osy z. Tyto stavy maji
maximalni mozné provazani

(lzH)]z=) = [2=)|2+))

Sl

) =

Provazané stavy vykazuji silnou kvantovou korelaci. Napiiklad pokud je systém ve stavu |[¥~) a
méfeni spinu prvni ¢astice da vysledek 0 (spin sméru osy z), pak vysledek méfeni spinu druhé
castice bude 1 a naopak; neni to ovSem tak, ze by od pocatku bylo jisté, jaky spin méa ktera castice.
To se rozhodne az v okamziku méreni spinu prvni ¢astice a tim a dojde i ke kolapsu stavu druhé
¢astice. V urcitém smyslu to tedy vypada, jakoby na sebe ¢astice plisobily na dalku — méfeni na
jedné silné ovlivni stav druhé, kterd se mezitim vzdalila tfeba o svételny rok

Ukazuje se vsSak, Ze toto pusobeni na dalku nelze vyuzit napt. ke komunikaci nadsvételnymi
rychlostmi, protoze jiné zakony kvantové mechaniky nam to prekazi

Nepochopitelnost a zvlastnost kvantové provazanosti a jeji zdanlivé paradoxni disledky podnitila
A. Einsteina se spolupracovniky k silné kritice kvantové mechaniky [5], kterd se ovsem ukézala
neopravnénou

Kvantova provazanost je klicovym zdrojem pro tzv. kvantové pocitani a kvantovou informatiku
(quantum computing and information )

Provazani mohou vykazovat i riizné stupné volnosti téhoz systému. Napiiklad po dopadu kruhové
polarizovaného fotonu na nikol (dvojlomny krystal islandského vapence) je foton v superpozici
dvou stavi: (1) leti s vertikdlni polarizaci jednim smérem a (2) leti s horizontalni polarizaci
druhym smérem. Jde tedy o provazani polarizacniho a polohového stupné volnosti. Podobné je
tomu u Stern-Gerlachova experimentu'!.

Hpodrobné je Stern-Gerlachtiv experiment rozebran v [2]
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11 Matice hustoty
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Matice hustoty

Uvazujme kvantovy systém slozeny ze dvou podsystémtl, které budeme rozlisovat indexy (Y a ) .
Je-li baze Hilbertova prostoru prvniho podsystému {|u;)V} a druhého {|v;)®}, je baze Hilbertova
prostoru celého systému {|u;)|v;)P} a obecny stav systému v této bézi lze vyjadit jako

) = Zcij|ui>(1)|vj>(2) (45)

ij

Zkoumejme stfedni hodnotu néjakého operatoru oW, ktery puisobi jen na prvni podsystém (tedy
odpovidajici fyzikalni veli¢ina je veli¢inou vztahujici se k prvnimu podsystému). Dosazenim rovnice
(45) do vztahu pro stfedni hodnotu dostaneme

(@(1)> ¢|O Z%Cu Ul| Uk|(1)é(1)|ui>(1)|vj>(2)

ijkl
coz diky ortonormalité stavii |v;) mizeme prepsat jako
1) A1
WIOW[) = ey (usl VOV )@ = 5o O,
ijk ik

kde
1 % 1
P = ciicry O = (ur|MOW uy)

J
Elementy p( ) tvoii tzv. matici hustoty podsystému 1
Plati tedy (O) = Tr (pMOM), kde Tr znadi stopu matice (soucet jejich diagonélnich elementti)

Kdybychom ztratili pfistup k podsystému 2 (napft. by to byla ¢astice, ktera se nékde absorbovala),
pak matice hustoty je veskera informace, kterda nam o systému zbyla. V takovém pripadé navic
uz nelze popsat stav podsystému 1 vektorem z Hilbertova prostoru, ale iplny popis podava prave
matice hustoty; fikame, Ze systém je ve smiseném stavu

Matici hustoty lze definovat samoziejmé i tehdy, kdyz ani zadny systém 2 neni; Je-li stav systému
popséan stavovym vektorem |p) = > ¢;|u;), pak jeho matice hustoty je pg. = cicp. V takovém
pripadé je systém v tzv. Cistém stavu

Matice hustoty ma nékolik dilezitych vlastnosti:

1) Hermitovost: pr; = D _; ckjci; = >, Z]Ckg 0L,
2) Jednotkovou stopu: Y-, pii = > cijcy; = Y. |eil* = 1 kviili normovéni stavu [1)).

Lze definovat tzv. operator hustoty p takto:
p=">_ pirlus) (ux|
ik

Elementy p;; jsou vlastné maticové elementy operatoru hustoty: p;r, = (u;|p|ur)

Operétor hustoty jiz nezavisi na zvolené bazi |u;)

92



11 Matice hustoty

Operator hustoty poskytuje nejobecnéjsi popis jakéhokoli systému pii ignorovani ostatnich sys-
témi

Pokud je systém ve stavu popsaném operatorem hustoty p, pak pravdépodobnost jeho nalezeni
ve stavu |¢) je rovna (¢|p|o)

Pro stav |u;) je tato pravdépodobnost (u;|p|lu;) = pii, coz déavd diagondlnim elementii matice
hustoty vyznam pravdépodobnosti nalezeni podsystému 1 ve stavech |u;)

Predpokladejme, ze stav 1) je soucinem néjakého stavu podsystému 1 a néjakého stavu podsys-
tému 2:
W) =16)VIM®, kde [T =3 &lu)®, @ = mfv)®

Pak plati ¢;; = &, a
1 %k * *
P = DG = GEL Y Ingl” = &
J J
kvili normovani stavu |n).

Operator hustoty bude v takovémto piipadé
A = ™ ik us) unl = 1)V (€D,
ik

je tedy dan projekénim operatorem projektujicim na stav £ y(1)

Pravd&podobnost nalezeni ¢astice ve stavu |¢) je pak (¢|p|o) = ([€)(€]p) = [(#]€)]?, coz vime, Ze
musi platit

Lze ukazat, ze kazdy operator hustoty lze vyjadrit jako
p=Y_ pil&) (&,

kde p; je pravdépodobnost nalezeni ¢astice ve stavu |&;) a plati ) . p; =1

V praxi nelze kvantovy systém udrzet izolovany od okoli, bude tedy vzdy s okolim interagovat;
casto ale nemuzeme zahrnout do popisu celé okoli, takZze musime popsat jen nas systém, a to lze
obecné jen pomoci matice hustoty
Casovy vyvoj operatoru hustoty systému, ktery neintereaguje s jinymi kvantovymi objekty, je dan
obdobou Schrédingerovy rovnice

dp -

ih— =1[H,p
3 = 7]

Casovy vyvoj p systému, ktery intereaguje s jinymi kvantovymi objekty, je dan rovnici zvanou
master equation

Piiklad — dvojice ¢astic se spinem 1/2
— Mam dvoucasticovy stav
() = alH) ) +bl+) =)+l =) ) +d] =) =) = al ) H) 40+ D) e =) V]4) @ td] ) V] )@,

kde |a|* + |b]* + |c|? 4+ |d|* = 1 (normovaci podminka)
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12 Meéreni v kvantové mechanice a kolaps stavu

12

— Tedy koeficienty c¢; jsou
cii=a, cp=>b, ca=c can=d

— pak matice hustoty systému 1 je dana jako

2 2
P11 = chjCL = lal> + [B],  pr2 = chjczj' = ac” +bd”

j=1 j=1

2 2

* * * * 2 2

P21 = E ngClj =ca + db y P22 = E ngCQj = |C‘ + ’d‘
Jj=1 Jj=1

— matice hustoty 1. ¢astice tedy bude

1y _ la|? + |b]*  ac* + bd*
o= \ear +db* | +|d]?

— podobé matice hustoty 2. ¢astice bude

(2) _ |a|2 + |C|2 ab* + cd*
P= \ba +der b2 +|d?

Meéreni v kvantové mechanice a kolaps stavu

V klasické fyzice lze vliv méfeni na méfeny objekt snizovat limitné k nule, takze jej 1ze vétsinou
zcela zanedbat

V kvantové fyzice je tomu jinak: méfeni ma vzdy vyznamny vliv na systém, na némz se méfeni
provadi

Meéfenim se nedozvime celou informaci o stavu, ve kterém se systém nachazi, ale jen jeji malou
cast

Uvazujme méteni veli¢iny A, kterd ma soubor vlastnich stavi |«;) a vlastnich hodnot a;, pfi¢em?z
jsou tyto hodnoty nedegenerované

Pro systém ve stavu [¢) je pravdépodobnost naméfeni hodnoty a; rovna |{a;|¢)|?
Aktualni naméfena hodnota veli¢iny A se rozhoduje zcela ndhodné

To, jakou hodnotu veliciny A naméii pristroj, je tedy mozné predpovédét pouze pravdépodob-
nostné

Vlivem méfeni dojde k pfechodu systému do vlastniho stavu |o;) operatoru A — tzv. kolaps
(neboli redukce) stavu

Dalsi méfeni jiz proto neméa smysl, protoze vlivem prvniho méreni systém presel do stavu, ktery
se lisi od ptvodniho, a proto nam neda zadnou novou informaci

Velice vyznamny dusledek pro provazané stavy: kolaps se diky provazani projevi na celém stavu,
takze v ur¢itém smyslu méreni na jednom podsystému ovlivni stav druhého
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e Piiklad — dvojice provazanych ¢astic se spinem 1/2
— vezmeéme singletovy stav dvou castic
1

V2

— provedeme méfeni spinu ve sméru dané osy na prvni ¢astici; mozny vysledek je +4/2 odpo-
vidajici |+), |—) (obé& moznosti se stejnou pravdépodobnosti 1/2)

9) = 197) = —= (V)@ = |5 D))

— novy stav po méfeni je dan projekci ptivodniho stavu na naméfeny stav, tedy v pripadé
naméieni f/2:

1 1
N — (EOFENICY — (EOFANICY M _y@) _ @)\ @2)y — M) _y(@2)
= (D (+ = — (| DH D) (|+ @)= |+
[ = (I (+)1) \/5(|>(|)(|>|> |>|>)\/§|>|>
v pfipadé naméfeni —h/2 pak
1 _ 1
V2 V2
— v piipadé naméfeni //2 na prvni ¢astici je tedy jisté, Ze druhd ma pramét spinu rovny —h/2
a naopak

[0') = (1) (=" ) = —= (=)D (1)) = [-)D]+)) ) ]4)

— tedy jde o jisté ,ovliviiovani na dalku“, dokonce libovolnymi rychlostni
— lze ale ukazat, ze toto ovlivnéni nelze pouzit ke komunikaci nadsvételnou rychlosti

— souvislost s no-cloning theorem — kvantovy stav nelze kopirovat — nemohu sestrojit pristroj,
ktery by dokazal kopirovat kvantovy stav

T:¢) = |9)le)

Meérici pristroj je klasicky objekt, ktery se ptilis nefidi zakony kvantové mechaniky — predevsim pro
néj neplati princip superpozice a jeho ukazatel se nemtize nachazet v superpozici dvou nameétrenych
hodnot (proto také nikdy nenaméfime superpozici, ale jen jednu hodnotu fyzikalni veli¢iny, a na
superpozici usuzujeme pouze nepiimo — viz oddil 3.1)

e Problém méreni v kvantové fyzice neni dosud uspokojivé vytfesen, hranice mezi klasickymi a kvan-
tovymi objekty je nejasna, snad to dokonce souvisi s nasim védomim

e Problém provazani systému s télesy v okoli — tzv. dekoherence — zadny kvantovy systém neni
uzavieny a okoli na ném stale provadi jakasi ,méfeni“, ¢imz se systém urcitym zptisobem stava
klasickym

e To je pravdépodobné dtivod pro klasické chovéani velkych (makroskopickych) objektt
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