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Kapitola 1

Uvod

1.1 Zakladni ideje metody Monte Carlo

Metodami Monte Carlo se nazyvaji numerické metody reSeni matematickych tloh pomoci
modelovani ndhodnych veli¢in a statistického odhadu jejich charakteristik.
V souvislosti s timto podtrhnéme dvé nasledujici fakta:

e Metoda Monte Carlo je numerickd metoda (muZe tedy konkurovat klasickym nume-
rickym metodam a ne analytickym metodam feSeni aloh).

e Metodou Monte Carlo je mozné fesit libovolné matematické ulohy (a nejen tlohy
pravdépodobnostniho charakteru).

Zaklad metody Monte Carlo byl znam jiz ddvno; napr. v roce 1873 se objevil ¢lanek
A. Halla o urceni ¢isla pomoci ndhodného hazeni jehly na rovinu pokrytou rovnobézkami.
Tento ndhodny pokus je znam pod nazvem Buffonova tloha o jehle.

Predstavme si rovinu, na niz jsou narysovany rovnobézky a jejichz vzdélenost je d. Na
tuto rovinu hazime nadhodné jehlu délky [, [ < d. Ptame se: Jaka je pravdépodobnost, ze
jehla pfetne nékterou z rovnobézek ?

Jestlize si oznacime vzdalenost stfedu jehly od nejblizsi rovnobézky jako = a thel,
ktery sviré jehla s rovnobézkami jako ¢, pak poloha jehly na roviné bude popséna dvojici
(p,z), kde 0 < ¢ < 7w a0 < x < d/2. Jehla pfetne nékterou rovnobézku pravé tehdy,
kdyz bude platit x < (1/2)sin ¢. Jestlize si zobrazime soutadnice (¢, x), dostaneme obr.
1.1.

Soufadnice stfedu jehly (¢, ) mohou nabyvat libovolné hodnoty ze ¢tverce €2, k pre-
tnuti nékteré rovnobézky dojde tehdy, kdyz soutradnice stfedu jehly budou lezet ve vysra-
fované oblasti A.

Pravdépodobnost P protnuti rovnobézky bude rovna poméru plochy oblasti A a plochy
¢tverce €. Tedy

s L X
P 200 (1.1)
P(Q) wmd/2  wd’ ‘
V tomto experimentu je tedy pravdépodobnost pretnuti rovnobézky jehlou vyjadiena
pomoci ¢isla 7. Jestlize provedeme n hodi a stanovime ¢etnost m hodi, kdy jehla pretnula

rovnobézku, mizeme potom pomoci relativni ¢etnosti n/m odhadnout pravdépodobnost
P a vypocitat ¢islo m podle vztahu 21/(nd) = m/n.

P =
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Napriklad Volf v roce 1850 provedl 5000 hodu a dostal pro @ odhad 3.1596. Je jasné,
ze shora popsand metoda urceni ¢isla je zna¢né zdlouhava. Po zavedeni pocitaci se vSak
naskytla prilezitost tento pokus nasimulovat na pocitaci a rychlost ,pokusi” o nékolik
radi zrychlit.

d/2
x 0
1/2 __
) i
0 s 2

Obrazek 1.1: Soutadnice stfedu jehly.

Podobné pristupy se objevovaly i v pozdéjsich pracich, ale k vétsimu rozsifeni metody
Monte Carlo doslo az po rozsifeni pocitaci.

V roce 1944 J. Neumann navrhl pouzit aparat pravdépodobnosti za pomoci pocitace
pri vyvoji atomové bomby. Na rozpracovani metody se déle podileli S. A. Ulam, N. Met-
ropolis, H. Kahn a E. Fermi. Termin ,metoda Monte Carlo” byl poprvé pouzit v praci N.
Metropolise a S. Ulama v roce 1949. Od té doby se objevilo mnoho dalsich praci [1].

Prehled postupti metody Monte Carlo, zejména v matematice a fyzice, lze nalézt v
monografiich [2] a [3]. Metoda Monte Carlo tedy vyuziva aparat teorie pravdépodobnosti a
matematické statistiky. V néasledujicich dvou oddilech jsou stru¢né shrnuty zakladni pojmy
a vety teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky a zavedena terminologie tak, jak
bude pouzivana déle. Hlubsi vyklad teorie pravdépodobnosti a matematické statistiky lze
nalézt v [4].

1.2 Teorie pravdépodobnosti

Zakladnim pojmem v teorii pravdépodobnosti je pojem ndhodny pokus. Pokus je vymezen
podminkami, které se pti jeho provadéni dodrzuji a mnozinou vysledki, jejichz vyskyt
sledujeme. Vysledky nadhodnych pokust se pfi opakovaném provadéni nahodné meéni a
nejsme schopni predpovédét, jaky vysledek pokusu ptfi daném provadéni nastane, prestoze
jsou podminky pokusu stéle dodrzovéany.

Jednotlivé mozné vysledky pokusu se nazyvaji elementarni jevy, mnozina vSech moz-
nych vysledki pokusu se nazyva prostorem elementarnich jevi. Prostor elementarnich
jevu se oznacuje €2, jednotlivé elementarni jevy oznacujeme w (popf. w s indexy). Déle se
na prostoru elementarnich jevi zavadi systém podmmnozin prostoru €2, ktery je uzavieny
vzhledem ke spocetnému sjednoceni a operaci tvofeni dopliiku vzhledem k mmnoziné €.
Tento systém se nazyva (mnozinova) o—algebra A a jeji prvky se nazyvaji nahodné jevy
vzhledem k A. Nahodné jevy budeme oznacovat velkymi tiskacimi pismeny ze zacatku
latinské abecedy. Uspotradana dvojice (£2,.4) se nazyva jevové pole. Na o—algebie se pak



definuje pravdépodobnost, jakoZto mnozinova funkce P : A — R, ktera spliuje nésledujici
podminky:

1.
P(Q) =1 (1.2)

P(A) > 0 pro v8echny nédhodné jevy € A (1.3)

3. pro kazdou posloupnost jevit A , které jsou navzajem disjunktni (tj. 4;NA; =0
Vi, 7) plati

o0

P(E_j A;) = ZP(AZ-). (1.4)

Pro libovolny jev A ¢islo P(A) nazyvame pravdépodobnosti jevu A a uspofadanou trojici
(Q, A, P) nazyvame pravdépodobnostni prostor. Dalsim velmi dulezitym pojmem je po-
jem nahodné veli¢iny. Predpokladejme, ze (2, A, P) je pevné dany pravdépodobnostni
prostor. Pak realnou funkci X : 2 — R nazyvame nahodnou veli¢inou na jevovém poli
(Q, A), jestlize pro kazdé realné ¢islo € R plati

{fwe X(w)<z}eA. (1.5)

Protoze pojem nahodné veli¢iny ma zasadni vyznam pro metodu Monte Carlo, budeme
se tomuto pojmu vénovat podrobnéji.

Nahodnou veli¢inu miizeme chapat jako ¢iselné ohodnoceni jednotlivych vysledki po-
kusu. Nahodnou veli¢inou je napt. velikost chyby pfi fyzikdlnim méreni, velikost vyhry
ve Sportce apod. Jaké hodnoty ovSem nédhodnéa veli¢ina nabude pfi konkrétnim pokusu
nemuzeme predpovédét, protoze nemizeme predpovédét vysledek provadéni pokusu.

[lustrujme si uvedené pojmy na piikladé. Uvazujme pokus, ktery spoc¢iva ve dvou ho-
dech jednou minci a predpokladejme, Ze pfi kazdém hodu jsou mozné jen dva vysledky:
wpadne lic” (ozna¢ime L) a ,padne rub” (ozna¢ime R). Pak muzeme jako vysledek uvazo-
vaného pokusu pozorovat vzdy pravé jeden z elementarnich jevi

w1 = (L, L), wy=(L,R), ws=(R,L), ws=(R,R). (1.6)

Prostor elementéarnich jevi tedy obsahuje ¢tyfi prvky, Q = {w;, ws, w3, wy} , c—algebra A
nahodnych jevii bude

A = {O, {wl}, {u)Q}, {u)3}, {w4}, {wl, WQ}, ey {wl, Wa, w3}, (]_7)
{wa, ws, wat, {wr, wo, wa}, {wr, ws, wa}, Q} .

Pokud mince bude homogenni a symetricka, je ziejmé, ze pravdépodobnosti elementarnich
jevi wi, wo, w3, wy budou stejné a tedy rovny i. Z vlastnosti pravdépodobnosti pak
muzeme vypocitat pravdépodobnost libovolného ndhodného jevu.

Definujme nyni ndhodnou veli¢inu X, kterd nam bude udavat pocet lict, které padly
pri daném provadéni pokusu. Bude tedy

X(wi1) =2, X(wg)=1, X(ws)=1 X(wy)=0. (1.8)

Hodnotu nahodné veli¢iny X ovSem miizeme urcit az po provedeni pokusu.



Néhodné veli¢iny (tj. funkce) budeme oznacovat velkymi tiskacimi pismeny z konce

latinské abecedy, napi. X,Y, ..., hodnoty ndhodnych veli¢in (tj. realna ¢isla) budeme
oznacovat odpovidajicimi malymi tiskacimi pismeny z konce latinské abecedy, napt. x =
Xw), y=Y(w), ....

Hodnoty ndhodné veli¢iny (realizace nahodné veli¢iny) se v literatuie o metodé Monte
Carlo nazyvaji nahodna ¢isla. Je ovSem tieba rozliSovat mezi ndhodnou veli¢inou (t;j.
funkci) a ndhodnym c¢islem (tj. realné ¢islo). Je zfejmé, Ze na pocitac¢i mizeme pracovat
pouze s ndhodnymi ¢isly.

Vlastnosti ndhodné veli¢iny jsou plné popsény tzv. distribu¢ni funkci. Distribuc¢ni
funkce F' : R — R nahodné veli¢iny X, definované na pravdépodobnostnim prostoru
(Q, A, P), je definovana vztahem

F(z)=P({weQ, X(w)<z}) (1.9)

pro v8echna x € R. Distribu¢ni funkce existuje pro libovolnou ndhodnou veli¢inu. Pozna-
menejme, ze byva zvykem misto pravé strany (1.9) psat

P(X <z), (1.10)

smysl ovSem zustava tyz. Obdobné se zkracuje zapis i v jinych pripadech. Mezi ndhodnymi
veli¢inami maji nejvétsi vyznam dva druhy nahodnych veli¢in - diskrétni ndhodné veli¢iny
a spojité ndhodné veli¢iny. Nahodné veli¢ina se nazyva diskrétni, jestlize mnozina jejich
hodnot je nejvyse spocetni. Funkce P : R — R definovana vztahem

P(z) = P(X = 1) (1.11)

se nazyva pravdépodobnostni funkei diskrétni ndhodné veli¢iny X.

Distribu¢ni funkce F' ndhodné veliciny X indukuje Lebesgue - Stieltjesovu miru pp
na borelovské o—algebfe v R. Mira pupr se nazyva rozdéleni pravdépodobnosti ndhodné
veliciny X. Jestlize existuje nezaporna funkce f : R — R takova, Ze pro libovolnou
borelovskou mnozinu B plati

pr(B) = [ f()de, (1.12)

pak se nahodné veli¢ina X nazyva absolutné spojita. Funkce f se nazyva hustota rozdéleni
pravdépodobnosti nebo téz hustota nahodné veli¢iny.

V souvislosti s témito pojmy uvedeme poznamku o terminologii pouzivané v literatufte.
Necht napt. X je absolutné spojita nahodnéa veli¢ina s hustotou

, -0
202 R 0. 1.13
T f, 0 €R, o> (1.13)

Nahodna veli¢ina s touto hustotou se nazyva normalni ndhodna veli¢ina. Hovotrime rovnéz
o normalné rozdélené ndhodné veli¢iné nebo o nahodné veli¢iné s normélnim rozdélenim.
Hodnoty (realizace) této nahodné veli¢iny, tj. ndhodna ¢&isla, se pak nazyvaji ndhodna
¢isla s normalnim rozdélenim nebo normalné rozdélené ndhodné ¢isla. Rozdéleni nahodné
veli¢iny, popsané hustotou (1.13) se oznacuje N(u, o). Je-li X normalni ndhodna veli-
¢ina, pisSeme X ~ N(u,0). O dalsich vyznamnych rozdélenich a jejich oznacovani bude
pojednano pozdéji.

fz) =



Jestlize X je ndhodné veli¢ina, definované na pravdépodobnostnim prostoru (2, .4, P)
a existuje a je kone¢ény Lebesguetv integral

/X(w) P,

pak se cislo

E(X) = /X(w) ap (1.14)

nazyva stfedni hodnota nahodné veli¢iny X. Je-li X absolutné spojitd nahodné veli¢ina
s hustotou f a Y nahodna veli¢ina, definovana vztahem

Y = g(X), (1.15)
kde g : R — R je borelovsky métitelna funkece, pak ze vzorce (1.14) dostavame vztahy
E(X) = / of(x)dz, E(Y) = / 9(x) f(z) dz . (1.16)
Cislo
D(X)=E((X - B(X))?) (1.17)

pokud existuje, se nazyva rozptyl ndhodné veliciny X a ¢&islo o, = /D(X) se nazyva
smérodatna odchylka nahodné velic¢iny X.

Z definice a vlastnosti stfedni hodnoty a rozptylu (disperze) ndhodné veli¢iny X vy-
plyva vyznam téchto veli¢in. F(X) charakterizuje polohu rozdéleni nahodné veli¢iny, za-
timco D(X) charakterizuje kolisani hodnot nahodné veli¢iny X kolem stfedni hodnoty.
Vzajemny vztah téchto dvou charakteristik je charakterizovan CebySevovou nerovnosti

D(X)

P(IX - B(X)| > &) < 220 (1.18)
ktera plati pro libovolnou ndhodnou veli¢cinu X s koneénym rozptylem a pro libovolné
e > 0.

P1i pouziti metod matematické statistiky se ¢asto odhaduje neznama veli¢ina pomoci
aritmetického primeéru hodnot ndhodné veli¢iny. O chovani aritmetickych primeérti nés
informuji nasledujici véty.

Véta 1 (silng zdkon velkych c¢isel) Necht X; je posloupnost nezdvislijch stejné rozdélenijch
velicin, které maji konecnou stiedni hodnotu E(X;) = p. PoloZme

_ 1™
Xp==> Xi. (1.19)
"=
Pak plati
P(lim X, =pu)=1. (1.20)

Rikéme, ze posloupnost X,, konverguje skoro jisté k p vzhledem k pravdépodobnosti P.
Tato konvergence se ponékud odlisuje od obyc¢ejné konvergence, protoze v nékterych pii-
padech (jejichz pravdépodobnost je oviem nulova) nemusi X,, konvergovat k .

Rozdéleni pravdépodobnosti aritmetickych primeéri popisuje tzv. centralni limitni
véta.

10



Véta 2 (centrdlni limitni véta) Necht X; je posloupnost nezdvislijch stejné rozdélengch
ndhodngch velicin se stredni hodnotou p a nenulovim rozptylem D(X). Pak posloupnost
distribucnich funkci nahodnych velicin
1 n

Y, =—— X;— ). 1.21

o i (1.21)
konverguje pro n — oo k distribucni funkci normdalniho rozdéleni N(0,1) pro vSechna
r € R.

1.3 Matematicka statistika

V teorii pravdépodobnosti jsme vysli od pojmu nahodného pokusu, k jeho popisu jsme za-
vedli pravdépodobnostni prostor (€2, A, P). Vysledky pokusu obvykle sledujeme pomoci
nahodnych veli¢in, které jsou definovany na pravdépodobnostnim prostoru (2, A, P).

Cilem teorie pravdépodobnosti jsou vypovédi o hodnotéch a vlastnostech nahodnych
jevi a ndhodnych veli¢in, pri¢emz pravdépodobnostni prostor (a tedy i pravdépodobnost)
je znam a pevné dan.

V matematické statistice je situace obracena. Obvykle jsou znamy nékteré vysledky
nahodného pokusu, které pozorujeme prostiednictvim hodnot jedné nebo vice nahod-
nych veli¢in a z téchto vysledki mame usuzovat na néjaky pravdépodobnostni prostor
(pfedevsim na pravdépodobnost), ktery by odpovidal sledovanému pokusu. Pritom ¢asto
predpokladéme, ze vysledky pokusu, tedy jednotlivd pozorovani, které mame k dispozici,
jsou hodnoty nezavislych ndhodnych veli¢in, které maji stejné rozdéleni pravdépodob-
nosti s distribu¢ni funkci, o niz vime, Ze je prvkem néjaké mnoziny distribu¢nich funkci
{F,, v €T} Ukolem potom je pomoci naméfenych dat odhadnout hodnotu parametru
v, ktery se v naSem pokusu realizoval. Protoze vysledky pokusu jsou hodnoty nahodnych
veli¢in muzeme formulovat pojmy matematické statistiky pro ndhodné veli¢iny.

Jestlize X1, Xy, ..., X, jsou nezavislé nahodné veli¢iny, které maji stejné rozdéleni
pravdépodobnosti s distribu¢ni funkei F,, pak n-tici X;, Xy, ......, X, nazyvame néa-
hodnym vybérem rozsahu n z rozdéleni o distribuéni funkci F,. Libovolnou nahodnou
veli¢inu, ktera je funkei jednoho nebo vice ndhodnych vybéri nazveme statistikou.

Pro praxi maji nejvétsi vyznam dvé nésledujici statistiky

X, = 1 > (1.22)
n;3
a 1 n
Sp = S (@i — X)?, (1.23)

které se nazyvaji vybérovy pramér a vybérovy rozptyl. Vybérovy prumér a vybérovy
rozptyl jsou nestrannymi a konzistentnimi odhady stfedni hodnoty a rozptylu nahodnych
veli¢in X.

Pripomenme si uz jen na zavér, ze pro norméalni rozdéleni na zakladé vybérového pri-
méru a vybérového rozptylu mizeme sestrojit 100 (1 - «) % interval (D, H) spolehlivosti
pro neznamou stfedni hodnotu

S

(D,H) = (Xn—tl%(n— 1)%, X +ti-a(n— 1)%) : (1.24)
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kde t;_g(n — 1) je (1 — §) kvantil Studentova rozdéleni s n — 1 stupni volnosti.

1.4 Metoda Monte Carlo

Nejcastéjsi postup metody Monte Carlo je modelovini takové ndhodné veliciny X, Ze
jeji stfedni hodnota E(X) je rovna hledané hodnoté a. Pfesnéji feceno: abychom mohli
priblizné vypocitat skalarni veli¢inu a, musime najit takovou nahodnou veli¢inu X, Ze
plati

EX)=a. (1.25)

Pak, jestlize vypocteme n nezavislych realizaci Xy, ; X, ..., X, ndhodné veli¢iny X, mi-
zeme odhadnout a pomoci aritmetického priméru

ai%(X1+X2+...+Xn). (1.26)
Obecné feceno, existuje nekonecné mnoho ndhodnych velicin X takovych, ze
EX)=a. (1.27)
Proto teorie metody Monte Carlo musi odpovédét na dvé otazky:

1. Jak vybrat ndhodnou veli¢cinu X, resp. jak vybrat nejvhodnéjsi ndhodnou veli¢inu
X pro vypocet hledané veli¢iny ?

2. Jak najit hodnoty =, x5, ... libovolné ndhodné veli¢iny X 7

Odpovédi na tyto otdzky budou dany v nésledujicich kapitolach. Co se tyce druhé otazky
lze Tici, ze v prevazné vétsiné metod Monte Carlo se postupuje tak, Ze se nejdiive gene-
ruji hodnoty nahodné veli¢iny Y rovnomérné rozdélené na intervalu (0, 1) a ty se pak
transformuji transformaci

Ti = f(yz', Yi—1, ) ) (1-28)

kde f je vhodné zvolena funkce, na hledané hodnoty =i, xs, ... . Vypocet hodnot z;
nemusi byt zadan piimo funkéni zavislosti, ale miize se provadét pomoci vhodného algo-
ritmu. Druhé otazka se tedy redukuje na otazku generovani nahodnych ¢isel rovnomérné
rozdélenych na intervalu (0, 1) a nalezeni vhodné transformace. Obecné schéma vypoctu
metodou Monte Carlo je tedy nasledujici:

1. Generuji se ndhodna ¢isla y; s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1);

2. ndhodna disla y; se transformuji na ndhodné cisla z; se slozitéjsim rozdélenim;

3. pomoci nahodnych ¢&isel z; se bud piimo pocitaji odhady charakteristik nahodné
veli¢iny X (v tomto piipadé z; = ;) nebo se poéitaji pomoci vhodného algoritmu
hodnoty x; a odhady charakteristik nahodné veli¢iny;

4. ziskané vysledky se statisticky zpracuji.

12



Odhad chyby miizeme ziskat pomoci éebyéevovy nerovnosti (1.18). Predpokladejme tedy,
ze odhadujeme stfedni hodnotu E(X) pomoci aritmetického priméru z n hodnot z;, xs,
..., T, ndhodné veli¢iny X. Jestlize zvolime dostatecné malé a a polozime

D(X
e 2K (1.29)
no
dostaneme
12 D(X)
Pl|- i —EX)| <\ |——=|>1—-qa, 1.30
(nz () < m)_ a (130

coz znamena, ze s pravdépodobnosti 1 — « se aritmeticky prumeér nezavislych realizaci
nahodné veli¢iny X nelisi od E(X) vice nez y/D(X)/n. Pi fixovanych a a D(X) chyba
klesa jako 1/4/n.

Jestlize jsou splnény predpoklady centralni limitni véty, pak pii dostatecné velkém
n muzeme predpokladat, ze veli¢ina 3 x;/n mé norméalni rozdéleni se stfedni hodnotou
E(X) adisperzi D(X)/n. To nam dava moznost sestrojit interval spolehlivosti pro hleda-
nou hodnotu E(X), tak, jak bylo uvedeno v odstavci vénovaném matematické statistice.
Hodnota disperze, ktera urcuje chybu, miize byt urc¢ena jediné v pribéhu vypoctu. Mi-
zeme tedy v prubéhu vypoctu urcit c¢islo n, které nam zabezpeci pozadovanou chybu se
zadanou pravdépodobnosti.

Jak je vidét metoda Monte Carlo je spojena s tlohou odhadu parametri normalniho
rozdéleni. Pfitom odhad stfedni hodnoty nam davé hledanou hodnotu a odhad disperze
zabezpecuje odhad chyby. Tfebaze fad ubyvani chyby O(1/y/n) neni pfili§ vysoky, pro
presné vypocty existuji rizné transformace nahodnych velic¢in, které zachovavaji stredni
hodnoty a snizuji disperzi ndhodné veli¢iny, ¢imz se snizi i chyba metody Monte Carlo.

Odhad chyby a konvergence metody Monte Carlo ma tu zvlastnost oproti klasickym
numerickym metodam, Ze zde nejde o obyc¢ejnou konvergenci, resp. obycejny odhad chyby,
ale o konvergenci skoro jisté a pravdépodobnostni odhad chyby. Tim se oviem cena metody
Monte Carlo nijak nesnizuje, protoze napt. vysledky méfeni maji stejny charakter jako
vysledky metody Monte Carlo.
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Kapitola 2

(Generovani rovnomérnych nadhodnych
Cisel

Vypocetni schéma Monte Carlo predpokladéd modelovani ndhodného procesu pomoci ope-
raci s ndhodnymi ¢isly. Podminkou tspéchu je moznost ndhodny proces mnohonésobné
opakovat. K tomu je zapotiebi mit k dispozici dostateény pocet nahodnych ¢isel s nej-
ruznéjsimi distribuénimi funkcemi F'. Jak vyplyne z dalsiho, neni zapotrebi sestrojovat
specialni generatory nahodnych ¢isel pro kazdy typ distribuéni funkce, ale vystacime s
generatorem nahodnych ¢isel R(0,1) s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, 1). Na-
hodné veli¢iny s jinym typem rozdéleni lze potom ziskat z R(0,1) bud metodou inverzni
funkce ¢i metodou zamitaci.

Pojem nahodnych ¢isel a ndahodnych cislic je dulezity pro dalsi vyklad. Pod pojmem
nahodné ¢islice rozumime konecnou posloupnost ¢islic, kterou lze povazovat za posloup-
nost realizaci nezavislych nahodnych veli¢in z diskrétniho rozdéleni

P(X=i)=10"", i=0,1,...,. (2.1)

Pod pojmem ndhodnd ¢isla zde rozumime kone¢nou posloupnost ¢isel z intervalu (0, 1),
kterou lze povazovat za posloupnost realizaci nezavislych nahodnych veli¢in z rovnomeér-
ného rozdéleni R(0,1).

Néahodné cislice takto zavedené jsou vlastné dekadické ndhodné cislice. Zcela analogicky
vsak miizeme zavést pojem nahodnych ¢islic o jiném c¢iselném zakladu, napi. binarni
nadhodné c¢islice.

Jak vyplyva z nasledujici véty, je jedno, zda mame k dispozici nahodné ¢islice nebo
nahodna dcisla.

Véta 3

1. Necht X1, Xs, ... je posloupnost nezdvislyjch stejné rozdélenyjch ndahodnyjch velicin
s rozdélenim (2.1). Potom ndhodnd velic¢ina

Y =) 107'X; (2.2)
=1

md rovnomérné rozdéleni R(0, 1).

2. Necht ndhodnd velicina Y md rovnomérné rozdéleni R(0, 1). Potom posloupnost
X1, Xo, ... z desetinného rozvoje Y = 107X, je posloupnost nezdvisljch stejné
rozdélenych ndhodnijch veli¢in s rozdélenim (2.1).
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Dukaz. Necht y €(0, 1) a necht jeho dekadicky rozvoj je y = § 107z, Jev {Y < y} lze
i=1

vyjadrit jako sjednoceni disjunktnich jevi

oco [i—1
{Y <y}=U [M{Xk =z} N X; <
i=1 Lk=1
V dusledku nezavislosti je
00 i—1 0o .
P(Y <y)=> P(X; <) [[ P(Xy = ) 210 2100 =3"107"; =y,
i=1 k=1 =

coz dokazuje prvni ¢ast véty. Druhou c¢ast véty dokdzeme indukci. Necht z; je néjaka
dekadicka cislice. Je-li Y = 3 107°X; dekadicky rozvoj Y, je P(X; = x;) = P(107 'z,
<Y <107 (z;+1)) = 107!, Pfedpokladejme nyni, Ze X1, ..., X,_; jsou nezavislé stejné
rozdélené ndhodné veli¢iny s rozdélenim (2 1) auz,.. xn jsou néjaké dekadické cislice.
Potom P(X; =z, ..., X,, =z,) = (Z 107, <Y < Z 10~%2;4+107") = 107" Spolu
s indukénim predpokladem z toho Vyplyva ze Xy, .. X JSOU nezavislé stejné rozdélené
nédhodné veli¢iny s rozdélenim (2.1), z ¢ehoz Vyplyva tvrzenl vety.

2.1 Generatory ndhodnych cisel

Nahodné ¢isla b;’/vajl’ ziskavana nékolika zpﬁsoby. O nékterych historicky nejzajimavéjsich

vvvvvv

Jednim z nejjednodussich generatori je obyéejnét hraci kostka, poskytujici nahodné

¢islice 1, 2, ..., 6. Pro praxi je vSak nejvyhodnéjsi mit k dispozici nahodna cisla
0, 1, 2,..., 9, a proto byly pro tyto ucely zkonstruovany desetisténné kostky. Vyuziti

hracich kostek jako generatori ndhodnych ¢islic ma vSak omezené uziti jednak pro prak-
tickou neuskutecnitelnost dostatecné dlouhé rfady pokust nutné ve vétsiné praktickych
tloh a jednak pro nepravidelnosti takto ziskanych posloupnosti ndhodnych ¢isel, které se
i pres sebepeclivéjsi vyrobu kostek projevi.

Jako priklad generatoru bindrnich ndhodnych ¢islic mize slouzit hazeni minci. Padne-li
rub, vezmeme ¢islici 0, padne-li lic, vezmeme ¢islici 1. I zde se vsak miize projevit nepra-
videlnost mince, takze napt. ziskavame 1 s pravdépodobnosti p a 0 s pravdépodobnosti
q = 1 — p, pficemz p # 1/2. Ukazme si, jak miuzeme eliminovat vzniklé nepravidelnosti
pravdépodobnostnimi prostiedky. Generujeme-li uvedenym zptsobem dvojice binarnich
nadhodnych &slic, ma (za predpokladu, Ze jednotlivé pokusy konadme nezavisle) dvojice
11 pravdépodobnost p?, 10 pravdépodobnost pg, 01 pravdépodobnost gp a 00 pravdépo-
dobnost ¢?. Vidime, Ze pravdépodobnost dvojice 10 je stejna jako pravdépodobnost 01.
Miuzeme tedy uvazovat novou posloupnost binarnich ¢islic, sestrojenou na zakladé dvo-
jic generovanych vyse uvedenym zptisobem. Pfi vysledku 10 vezmeme 1, pii vysledku 01
vezmeme (. Dvojice 11 a 00 ignorujeme. Nevyhodou uvedeného postupu je priblizné ¢tyi-
nasobny pocet hodli minci ve srovnéni s pivodnim generovanim. Je zfejmé, Ze uvedeny
obrat mizeme vyuzit nejen pri hdzeni minci.

Pro jednodussi manuélni vypocty jsou vitanou pomickou tabulky nahodnych cisel. V
historii jich byla publikovana cela fada. Nékteré z nich vyuzivaly sestav ze s¢itani lidu,
jiné prostiednich ¢islic tcastnickych ¢isel v telefonnich seznamech apod. Presto, Ze tyto
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tabulky nebyly prilis rozsahlé (fadové desitky tisic), odhalily statistické testy nepiiznivé
vlastnosti takovychto tabulek.

Nejrozséahlejsi tabulky (milion dekadickych nahodnych ¢islic)byly publikovany spo-
le¢nosti RAND. Byly porizeny pomoci tzv. ,elektronické rulety”. I zde se objevily jisté
nepravidelnosti a tabulky byly specialnimi metodami upravovany.

Pro feseni praktickych problémi je tifeba zhruba nékolika desitek tisic ndhodnych
¢isel k tomu, aby bylo dosazeno zadané presnosti vysledki. Kdyby bylo nutné uchovavat
v paméti takové mnozstvi nahodnych ¢&isel spolu s programem vypoctu a dalsimi daty,
dochéazelo by k tomu, Ze by operacni pamét i velkych pocitacu nestacila tolik informaci
pojmout.

Je mozné pouzit vnéjsich paméti (diskety, disky, atd.) pro uskladnéni tabulek nahod-
nych ¢isel. To vSak vede k nutnosti komunikace mezi vnitini a vnéjsi paméti, ktera znacné
prodluzuje vypocty. Uz jenom zavedeni téchto tabulek do paméti pocitace je zdlouhava
zalezitost. Navic se muze stat, ze simulac¢ni experiment vyzaduje vice nahodnych ¢isel nez
obsahuji tabulky
pripustné pouzivat stale stejnou posloupnost ndhodnych 01sel pro vsechny problémy.

Uzivani tabulek nahodnych ¢isel neni tedy piilisS vhodné ve spojeni se samocinnym
pocitac¢em. Vhodnéj$im zdrojem nahodnych ¢isel v tomto piipadé je fyzikdlni generdtor,
pripojeny k pocitaci a generujici v potiebny okamzik nahodné ¢islo. Tento typ generatoru
je zalozen na analyze ndhodnych fyzikalnich pochodi, jako jsou radioaktivni rozpad, Sum
elektronickych prvki, apod.

Uved'me si nejprve ¢innost generatoru binarnich nahodnych ¢isel zaloZeného na detekci
poctu emitovanych ¢astic z n&jakého radioaktivniho materialu. Detektor (¢itac¢ pulsi) za-
znamenava pocet pulsi v intervalu délky At. Je-li pocet pulsu sudy, vezme se 0, je-li
lichy, vezme se 1. Nezavislost takto generovanych ¢islic plyne z fyzikdlni podstaty. Je-li
pravdépodobnost vyzéareni jedné Géstice za infinitezimalni ¢as 0t rovna Adt, potom prav-
dépodobnost vyzareni n ¢astic za koneény casovy interval délky At je dana Poissonovym
rozdélenim .
= %e_)‘m n=0,1,... (2.3)
se stfedni hodnotou poctu ¢astic zaznamenanych za dobu At rovnou AAf.

Pravdépodobnost toho, ze v daném intervalu bude registrovan sudy pocet ¢éastic je

)\At 1 1
—AAL Z = e M cosh(AAL) = = 4 —e 28! (2.4)
P ) 22

a pravdépodobnost toho, Ze bude registrovan lichy pocet castic je

(AA)+1 11
—AA MG OAY) — & S em2AAE 9.
E 2kt 1) e sinh(AA?) 5~ 3¢ (2.5)

Je tedy vidét, ze obé ¢islice dostaneme s priblizné stejnou pravdépodobnosti pro AAt
t dostatecné velké, napiiklad fadové (1/2)In0.01. Zde dochézi k praktickym potizim.
Abychom dostavali ndhodné ¢islice dostatecné rychle, musi byt At malé. Volime-li latku
s velkym A\, zacina se projevovat tzv. ,mrtva doba” citace a ¢itac¢ prestava spolehlivé
fungovat. Béhem této mrtvé doby, ktera je urcena fyzikalni podstatou procesu detekce, je
detektor necitlivy, tj. dopadajici ¢astice nejsou béhem této doby registrovany.
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Vysetreme nyni druhy zptisob ziskdni ndhodnych veli¢in X zaloZzeny na detekci vlast-
niho Sumu elektronek. V elektronkach jsou vzdy vlastni Sumy, zptisobené nepravidelnym
uvoliovanim elektroni z katody. Zesilenim tohoto Sumového spektra muzeme ziskat do-
statetné silné vystupni napéti U(t), které bude ndhodnou veli¢inou vzhledem k ¢asu t.
Hodnoty této nahodné veli¢iny lze vybirat v ¢asovych okamzicich tq, to, ..., t; dostatecné
vzdélenych od sebe, aby bylo mozno s jistotou povazovat veli¢iny U(ty), Ul(ts), ..., U(ty)
za nezavislé.

Definujme nyni veli¢inu y; podminkou

0 U(tz) <h
“ :{ 1 U(t) > h. (26)

Je tfeba vybrat hodnotu h, tj. rozhodovaci hladinu tak, aby pravdépodobnost rovnosti
P(y = 1) byla rovna jedné poloviné. Hlavni potiz tkvi ve spravné volbé hodnot h. Abychom
zajistili, ze pravdépodobnost vyskytu jednotky, tudiz i nuly, je co mozna nejblizsi k jedné
poloviné, pouzivame rtznych zpisobu zpiesnéni. V nejjednodussim pripadé se kontroluje
dvojice hodnot y; a ;11 a vytvari se veli¢ina x; podle pravidla

Ly =15 4y =0
X = 2.7
{O Yi=0; yip1=1. (27)

Jestlize vSak y; = y;11, potom pro urceni X; se bere prvni z nasledujicich dvojic y;x,
Yi+k+1, Které maji rizné hodnoty. Pravdépodobnost, ze X; = 1 je dana vztahem
Plyi=1)[1 = Py =1)]

1
P =)= 5 D Py D) 1 Pl =D)Pm=D 2~ *Y

Jak snadno nahlédneme, proces vyhledavani vyhovujici dvojice y;x, ¥i+x+1 konc¢i po pri-
mérném poctu krokt

1/P(y: = D[L = Py = 1] - (2.9)

Pii hodnotach pravdépodobnosti P(y; = 1) &~ 1/2 pramérny pocet kroka ¢ini 4. Dalsi
podrobnosti tykajici se tohoto typu generatoru jsou uvedeny v [5].

Takovéto typy generdtori mohou byt bud soucasti pocitace, nebo pfipojeny na jeho
vstup. Kromé nékterych kladnych zkuSenosti je vSak s jejich pouzivanim opét spojena
nost nahodnych ¢isel a ze je nutné fesit problém kontroly, zda poskytovana cisla jsou
stale ndhodna. Kromé toho se okamziky, v nichz ¢isla v zafizeni vznikaji, obvykle lisi od
okamziki, ve kterych je potfebuje pocitac¢, coz vyuziti téchto zarizeni zna¢né komplikuje.

V soucasné dobé, kdy jsou ulohy metodou Monte Carlo témér vyhradné feSeny na
pocitaci, dominujicim typem generatori nahodnych cisel se stal tieti typ zalozeny na
aritmetickych procedurach. Nahodna ¢isla se vytvéareji pomoci specidlnich rekurentnich
vzorcu. V pravém slova smyslu se tedy nejednda o nadhodna ¢isla, nebot jsou ziskavana
prisné determinovanym zpusobem - oznacuji se proto jako pseudonahodné ¢isla. Na rozdil
od predeslych dvou typi generatoru lze je ziskat pifimo pocitacem a to rychle a v dosta-
tecném poctu. Navic neni podstatné, jak nahodna ¢isla ziskdme, ale zda budou vyhovovat
statistickym testim. Na zakladé statistickych testu (viz. dale) mizeme rozhodnout, a to
jesteé s jistou pravdépodobnosti, o tom, je-li néjaka posloupnost ¢isel posloupnosti hodnot
nédhodné veli¢iny s rozdélenim R(0,1).
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Dalsi problém spociva v tom faktu, ze realizace hodnot nahodné veli¢iny s rozdélenim
R(0, 1) predpoklada ¢isla s nekoneénym poc¢tem desetinnych mist. V poéitaci vsak musime
pro reprezentaci ndhodného ¢isla pouzit pouze a-mistné celé dvojkové ¢islo. Nahodna ¢isla
pak mohou nabyvat hodnot

k2% k=0,1,...,2°—1. (2.10)

s pravdépodobnosti 27 Dostaneme tedy pouze rovnomérné diskrétni rozdéleni. Cisla z
s timto rozdélenim muzeme vSak transformovat na ¢isla x s ma desetinnymi misty podle
vztahu

r=> 27", (2.11)
=0

kde m volime podle potieby. Problém generovani ndhodnych ¢isel se tedy nyni redukoval
na problém generovani rovnomérného diskrétniho rozdéleni.

Predchiidcem modernich metod ziskdvani pseudonahodnych ¢isel je von Neumannova
metoda "prostrednich rddi druhé mocniny”, navrzena v roce 1946. Princip metody je
velmi jednoduchy a lze jej vystihnout nasledujicim postupem:

1. voli se vhodné (napi.dekadické) pocatecni ¢islo xg, které je zobrazeno na 2a deka-
dickych mistech (a =1, 2, ...),

2. spocte se x3, jehoz obraz (po pifpadném doplnéni nulami zleva) je ulozen v 4a
desitkovych mistech,

3. prostiednich 2a &islic z tohoto &fsla 3 ndm vytvoif nové ¢islo ;.

Takto vytvorime celou posloupnost 2a-mistnych pseudondhodnych cisel xg, 1, zo, .. ..
Rekurentné lze tuto proceduru vyjadrit vztahem

Top1 = Int(2? /10%) — 10**Int (22 /10°) | (2.12)

kde Int(x) znaci celou cast ¢isla x.

Von Neumannova metoda ma v soucasné dobé cenu pouze historickou, nebot jak se
ukazalo, méa celou fadu nedostatki. Je pomérné pomalé, ¢isla se brzy zacnou opakovat a
ziskana posloupnost ma tedy malou periodu.
tory navrzené v roce 1951 Lehmerem.

Posloupnost pseudonédhodnych ¢isel z intervalu (0, M) je vytvarena pomoci rekurent-
niho vztahu

Tpi1 = 0Ty + ... + apTp_p + b mod M (2.13)

pri danych pocateénich hodnotach xg, ..., x; a konstantach ag, ..., ag, b. Kongruenci
zde minime zbytek po déleni. Cislo ZTni1 je tedy zbytek po déleni ¢éisla agx,+. . .+apx,_p+b
¢islem M.

Néhodna ¢isla Y; z intervalu (0, 1) pak dostaneme délenim ¢&isla z; ¢islem M

y; = x; /M . (2.14)

Pro vypocet mizeme rekurentni vztah (2.13) pouzivat ve tvaru

k
ps = F (z A ) | (2.15)

=0
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s poc¢atecnimi hodnotami
yi=x;/M, i=0,...,k (2.16)

c=0b/M .

Fr(z) oznacuje desetinnou ¢ast ¢isla. Vyuzili jsme zde véty:
Necht a = b mod m. Potom a = b — Int(b/m)m = Fr(b/m)m.

Statistické vlastnosti i perioda tohoto generdtoru zavisi na ¢islech M, aqg, ..., ag, b
a na volbé pocate¢nich hodnot zg, ..., xp. Konstanty M, ag, ..., ag, b se voli podle
pouzitého typu poéitace (binarni ¢i dekadicky a bere se v uvahu délka slova). Napiiklad v
bindrnim pocitaci se voli za M mocnina 2, v dekadickém mocnina 10, vzdy pokud mozno
co nejvetsi. Je-li totiz generator programovan ve strojovém jazyku nebo assembleru, je
mozné vytvaret zbytky po déleni pomoci logickych operaci (posuv doleva a doprava),
které jsou oproti aritmetickym operacim daleko rychle;jsi.

Pii specidlnich volbach konstant a; a b maji generdtory zvlastni nazvy. Prikladem
aditivniho generdtoru je Fibonacciiv generator

Tpg1 = Ty + Tp_1 mod M . (2.17)

Lehmer uvetejnil multiplikativni generdtor
Tpy1 = ax, mod M . (2.18)
Spojime-li aditivni a multiplikativni generator dostaneme kongruencni smisenou metodu

Tpy1 = aZ, +bmod M . (2.19)

2.2 Vlastnosti nejpouzivanéjsich generatori pseudona-
hodnych c¢isel

vvvvvv

pseudonahodnych ¢isel. Detailni rozbor této problematiky lze naptiklad nalézt v [12].

Jak jsme jiz uvedli, budeme na generatorech nahodnych ¢i pseudonédhodnych ¢isel po-
zadovat, aby poskytovaly posloupnost ¢isel, ktera ma vlastnosti realizaci nezéavislych rov-
nomérné rozdélenych ndhodnych veli¢in. Odvodit teoretické charakteristiky generatort je
obtizné, v nékterych pripadech prakticky nemozné. Rovnéz neexistuje zadny teoreticky
predpis, jak takovy vhodny generator realizovat. Velky vyznam ma proto testovani ge-
neratori ndhodnych ¢isel a bude o ném pojednano pozdéji. Zde se zminime o problému
periody a o serialni korelaci nejuzivanéjsich aritmetickych generatort. Malé periody (tj.
korelované) jsou témér nejvétsim nebezpecim, se kterym se setkivame u generator vyu-
zivajicich rekurentni vztahy.

Vsimejme si periody kongruenéniho generatoru (2.13). Zde i v dalsim predpokladame,
ze koeficienty ag, ..., ag, bjsou nezaporna cela ¢isla, modul M ¢éislo prirozené a pocatedni
hodnoty g, ..., zx nezaporna cela ¢isla. Jestlize (K + 1)-tice se poprvé znovu objevi po
H krocich, pak nazyvame ¢islo H periodou generdtoru (2.13). Tak napf. generator

Tpi1 = Tp + Tpq mod 3 (2.20)
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s poc¢atecnimi hodnotami xy = x; = 1 generuje posloupnost 1, 1, 2, 0, 0, 2, 2, 1, 0, 1, 1,
2,0, ...a ma periodu H = 8. Pro kazdé nezaporné m tedy plati

Ty =Tpimug n=01,.... (2.21)

Poznamenejme, Ze perioda definovana vyse uvedenym zptisobem nemusi vzdy existovat.
Uvazujme napi. multiplikativni generator

Tpy1 = 18z, mod 20 . (2.22)

Pro xq = 1 dostaneme posloupnost 1,18,4,12,16,8,4,12.... Poc¢ateéni hodnota 1 se tedy
v generované posloupnosti jiz nikdy nevyskytne, stejné tak jako hodnota 18. Abychom
pokryli i tyto pripady, museli bychom definici periody upravit nasledujicim zptsobem:
jestlize se v generované posloupnosti néjaka (K + 1)-tice poprvé znovu objevi po H kro-
cich, nazveme ¢islo H periodou. V nasich iivahach vSak plné vystac¢ime s prvné uvedenou
definici.

V (K + 1)-tici (zp_g, ..., T,) nabyva kazdy prvek jednu z M moznych hodnot, takze
nejpozdéji po M**1 krocich se musi néktery z generovanych vektorii zopakovat. Je tedy
H = MkJrl'

V nasledujicim uvedeme, za jakych podminek lze dosahnout nejvétsi mozné, tj. maxi-
malni periody u smiSené kongruenc¢ni a multiplika¢ni metody.

Véta 4 Necht'b a M jsou nesoudélnd. Necht a = 1 mod p pro kaZdy prvocinitel p prvoci-
selného rozkladu M. Necht a = 1 mod 4 je-li M ndsobek 4. Potom md generdtor

Tpi1 = aT, +bmod M
mazimdlni periodu rovnou M pro kaZdé pocdtecni xg.
Véta 5 Necht pro nejuétsi spolecny délitel ¢isel a, xo, M plati (a, M) = (zo, M) = 1.
Necht prvociselny rozklad cisla M je
M = 2" H pzz )
i=1
kde p; jsou riznd lichd prvocisla. PoloZme

Ap?) = P p—1) pliché

A2Y) = 1 a=0,1
= 2 a=2
= 2 a>2.
Necht
a® # 1mod p}’ O<n<)\(pfi),z’:1,...,r,
a = 1mod 2, je-li =1,
= 3 mod 4, je-li v =2,

= 3 nebobmod8, je-lia>2.

Potom je perioda generdtoru x,.1 = ax, mod M maximdlni a je rovna
H(M) = NSN(A2), A(p("), .., Alp: ™)),

kde NSN oznacuje nejmensi spolecnyj ndsobek.
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Véta 6 Nechta=1mod 4 a b= 1mod 2. Potom mad generdtor
Tpi1 = ax, +bmod 2%, o >1

maximalni periodu rovnou 2% pro kaZdé pocdatecni xq .

Véta 7 Necht a =3 mod 8 nebo a =5 mod 8 a necht o > 3. Potom mad generdtor

Tpi1 = ax, mod 2¢

maximdlni periodu rovnou 2% pro kazdé liché xy.

Véta 8 Nechta =1mod 20 a b = 1,3,7 nebo 9 mod 10. Potom md generdtor
Ty = azn, +bmod 10°, 5 >2

mazimdlng periodu rovnou 108 pro kazdé pocdtecni x.

Véta 9 Nechta = 3, 13, 27, 37, 53, 67, 77, 83, 117, 123, 133, 147, 163, 173, 187 nebo
197 mod 200. Necht xy =1, 3, 7 nebo 9 mod 10. Potom md generdtor

Tpi1 = ax, mod 1000
mazimdlni periodu rovnou 100 a generdtor
Tpi1 = ax, mod 107 , B>3
mazimdlni periodu rovnou 5 x 10572,

Daleko vétsi problémy nez problémy periody prindsi studium korelace sousednich resp.
vzdalenéjsich ¢lenti posloupnosti generovanych vyse uvedenymi metodami. Uvedeme zde
proto jen nékteré ilustrativni vysledky.

Ozna¢me py, korelacni koeficient mezi X,, a X, 1k, F(X,,) stfedni hodnotu ¢isla a D(X,,)
jeho disperzi. Budeme-li predpokladat, ze X,, ma ptiblizné rovnomeérné rozdéleni R(0, M),
potom

E(X,)~ M/2 (2.23)

D(X,) ~ M?*/12
a pro p; lze odvodit priblizny vyraz

1 6/b\° 6b
~—+—-|—] — —. 2.24
1 a+a<M> aM ( )

Pro nékteré kombinace hodnot a,b a M je tato aproximace dobra, pro nékteré hodnoty
je v8ak nevyhovujici. Jisté zpfesnéni pfiblizného vzorce pro p; podal Greenberger, ktery
odvodil ptiblizné meze pro p;

1 6/b\° 6 o«
=) =+ —. 2.2
a+a<M> aM M ( 5)
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Je tieba vSak upozornit na to, Ze i pro hodnoty a, b, pro které jsou meze v (2.25) malé,
muze byt nékteré p; velké a takovyto generator mize znehodnotit providéné simulace. Ani
exaktni vysledky ohledné korelaci nemusi dat prakticky ndvod pro nalezeni optimalnich
hodnot a a b. V praktickych simulacich je tedy tfeba uzit bud vyzkouSeného generé-
toru nebo podrobit vlastni generator sérii statistickych testii, o kterych bude pojednano
pozdéji.

S problémy serialni korelace castecné souvisi problém sdruzeného rozdéleni dvojic
(X, Xnak), k> 1, k pevné. Tyto dvojice by hypoteticky mély mit rozdéleni

PY =i Z=5)=M73? ij=01,...,M—1. (2.26)

Uvazujeme-li vSak smiSenou kongruen¢ni metodu, nejsou ¢isla z a x,,, nezavisla, nybrz
lze odvodit, ze x, je jednozna¢né urceno x, vztahem

Tpik = T, + b, mod M . (2.27)

Proto existuje nejvyse M riznych dvojic, které se mohou vyskytnout s hledanou prav-
dépodobnosti. Predpokladejme, Ze uvazovany generator ma plnou periodu M. Potom
generované posloupnost x,M5! je permutace ¢isel 0, 1, ..., M — 1. Generované dvojice
jsou (bez ohledu na potadi)

(n,apn + b, mod M), n=0,1,..., M—1. (2.28)
Vyuzijeme-li véty za vztahem (2.1), miizeme generované dvojice také zapsat ve tvaru
<n,MFr<M>), n=0,1, ..., M—1. (2.29)
M
Grafem funkce
f(z) = MFr (W), 0<z< M (2.30)

jsou paralelni usecky, takze body (2.29) lezi na téchto tseckach. To samoziejmé neodpo-
vida predstavé o rovnomérném rozdéleni dvojic (x,, Z,1x) na ¢tverci. Ve skutecnosti byva
situace daleko horsi, protoze body (2.29) byvaji koncentrovany na daleko mensim poctu
tsecek nez odpovida grafu funkce (2.30). Tato situace je pro generator

ZTpi1 = Dz, + 1 mod 16 (2.31)

a pro k=1, 2, 4 zndzornéna na obr. 2.1. Pro tento generator plati

Tptr2 = 9, + 6 mod 16, z,.4 = x, + 12 mod 16 . (2.32)
Generované hodnoty jsou nésledujici:
Tp o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Tpy1 16 11 0 5 10 15 4 9 14 3
Tpnio 6 15 8 1 10 3 12 5 14 7 0
Tpyg 1213 14 15 0 1 2 3 4 5 6
T 11 12 13 14 15
Tpy1 8 13 2 7 12
Tpniz 9 2 11 4 13
Tpya 78 9 10 11
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Zavérem je vSak tfeba upozornit na tu skutecnost, ze pseudondhodna c¢isla ziskana
aritmetickymi generatory je tieba vzdy interpretovat zepredu, pokud mozno cela. Jed-
notlivé cifry, zvlasté nizsich rada nemaji vlastnosti ndhodnych ¢islic. Demonstrujme tuto
skutecnost na nasledujicim prikladeé.

Uvazujme multiplikativni generator

Tpi1 = D, mod 2° (2.33)

s poc¢atecni hodnotou xy = 1. Pomoci tohoto generatoru dostaneme posloupnost (ve dvoj-
kové soustave)

2 = 0 0 0 0 1
z; = 0 0 1 0 1
2 = 1 1 0 0 1
23 = 1 1 1 0 1
2, = 1.0 0 0 1
zs = 1 0 1 0 1
2z = 0 1 0 0 1
27 = 0 1 1 0 1
zs = 0 0 0 0 1

Posloupnost poslednich cifer mé tedy periodu 1, posloupnost ¢isel z poslednich dvou cifer
mé také periodu 1, posloupnost ¢isel z poslednich tii cifer mé periodu 2, posloupnost ¢isel
z poslednich ¢tyt cifer méa periodu 4 a konec¢né cela posloupnost mé ma periodu 8.

2.3 Neékteré konkrétni generatory pseudondhodnych ¢i-
sel

V soucasné dobé témeér vsechny pocitace byvaji vybaveny tzv. ,generatorem nahodnych
¢isel”, ktery nejcastéji vytvari hodnoty nahodné veli¢iny X rovnomérné rozdélené v inter-
valu (0,1). Vétsinou je mozné pomoci vstupniho parametru generatoru volit pii kazdém
opakovani vypoctu jinou ¢ast posloupnosti nagenerovanych cisel.

Firma IBM vybavuje pocitace fady IBM /360 generatorem

Tpy1 = 655397, mod 2°! | (2.34)
kde za xy je mozné zvolit libovolné liché ¢islo. Pro binarni pocitace se casto uzivaji gene-

ratory typu
Tpyp1 = 527z, mod 2%, (2.35)

které maji maximélni periodu. Podobné pro dekadické pocitace se uziva
Tpy1 = 742, mod 10% . (2.36)
Konkrétni takové navrzené generatory jsou
Tpi1 = 5z, mod 242 | (2.37)

Tpyo = 5z, mod 2% . (2.38)
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Prvni z nich (2.37) ma periodu opakovani posloupnosti pseudondhodnych &isel 24°.

V pripadé, kdy uzity programovaci jazyk resp. jeho preklada¢ nedovoluje vyuzit struk-
turu pocitacového slova a je tedy jedno, zda se provadi operace mod M pro M majici
souvislost s danym typem pocitace ¢i ne, je vyhodné za M volit prvocislo. Tak napft.

Miller a Prentice doporucuji generator
Ty = Tp_9 + Tp_3 mod 3137 . (2.39)
Autori uvadéji periodu 9 843 907. Jiny generator tohoto typu uvadéji Downham a Roberts
Tpy1 = 81922, mod 67099547 . (2.40)

Tento generator ma maximalni periodu.

Na zavér uvedme jedno obecné uzivané doporuceni pro tuto volbu multiplikativni
konstanty a. Doporucuje se volit a blizké k M'/2. Velmi mala piipadné velka a nedavaji
dobré vysledky.

2.4 Kombinované generatory

Ukazuje se, ze kongruenéni generatory jsou vyhovujici pro znacnou ¢ast simula¢nich tloh.
Jsou v8ak specialni typy tloh, ve kterych se vyznamné projevi nékteré jejich nedostatky.
Napriklad nékteré jednoduché funkce n-tic pseudonahodnych ¢isel nemaji rozdéleni, které
by se ocekavalo na zakladé teorie. SmiSené kongruenéni metody jsou v tomto ohledu horsi
nez metody ryze multiplikativni. Pfesto ani multiplikativni generator nedava pri reSeni
podobnych tloh dobré vysledky. Pritom dosud nejsou znamy tak efektivni a piipadné v
jinych smérech tak kvalitni generatory kongruenéni. Ve snaze zachovat vypocetni jedno-
duchost kongruenc¢nich generatorti a odstranit nékteré jejich nedostatky, byly navrzeny
metody, které k vytvareni jedné posloupnosti pseudonahodnych ¢isel pouzivaji dvou nebo
vice kongruen¢nich generatori. Zakladni myslenkou kombinovanych generatort je potiit
nebo alespon zna¢né zredukovat jakoukoliv zavislost ¢lenti nové vzniklé posloupnosti.
Metodu smisengjch generdtoru navrhli Maclaren a Marsagia. Méjme dva generatory, z

nichz jeden produkuje pseudonéhodna ¢isla yo, 41, ...z rovnomérného rozdéleni R(0,1) a
druhy pseudonahodné ¢isla rg, rq, ... z diskrétniho rovnomérného rozdéleni R(1,...,n).
Prvnich n ¢lent yo, y1, ..., Yn_1 se ulozi do paméti na adresy 0, 1, ..., n — 1. Nova

posloupnost pseudondhodnych &isel z; z rozdéleni R(0, 1) se vytvari nasledovné: za xq se
vezme Y., a Yp, se v paméti nahradi ¢islem y,; za x; se vezme y,, a y,, se v paméti na-
hradi ¢islem y,,11, atd. Nahodné ¢islo r; tedy udava misto v paméti, ze kterého se vezme
nahodné ¢islo z;; na toto misto se zarovein dosadi nésledujici hodnota y,,1. Praktické
testovani tohoto generatoru ukazalo, Ze vyhovi i testiim, kterym jednoduché generatory
nevyhovi. Pouze v pripadé, kdy jsou oba generdtory velmi Spatné, selze i kombinovany ge-
nerator. Nevyhodou této metody je jednak vétsi narok na pamét pocitace, jednak potieba
generovat dvé pseudondhodné ¢isla k ziskani jednoho nového.

Jinou metodou generovani pseudondhodnych ¢isel s vyuzitim dvou kongruenc¢nich ge-
neratorti navrhnul Neave. Tato metoda vychéazi z néasledujiciho lemmatu.

Lemma 1. Necht nezavislé ndhodné veli¢iny Y, Z maji rovnomérné rozdéleni R(0,1).
Potom nahodna veli¢ina X =Y + Z mod 1 ma rovnomérné rozdéleni R(0,1).
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Uvazujme dva kongruen¢ni generatory se stejnym modulem M produkujici posloup-
nosti {y;} a {y/}. Nova posloupnost je definovana vztahem

1
T = M(yl +y)mod 1. (2.41)

Tuto metodu muZzeme zobecnit i na piipad, Ze posloupnosti {y;} a {y/} jsou vytvareny
generatory s moduly M resp. M’. Novou posloupnost pak definujeme vztahem
/
Y Y;
Y=t
Ve srovnéni s metodou smiSenych generatorii je tato metoda méné narocna na pamét
pocitace.

mod 1. (2.42)

2.5 Linearni rekurentni generator mod 2

V roce 1965 Tausworthe [13, 15] navrhnul tzv. ,shift-register sequence random number
generator”, ktery generuje posloupnost ndhodnych binarnich ¢isel. Necht a = {a,} je
posloupnost 0 a 1 generovana podle rekurentniho vztahu

m—1
ap = Z CiGg—; + Ap—_py mod 2, (2.43)
i=1
pricemz konstanty ¢; (i =1, 2, ..., m — 1) mohou nabyvat jen hodnoty 0 nebo 1.

Tento algoritmus se da snadno rozsitit i na pripad, kdy potfebujeme generovat po-
sloupnost n-bitovych celoc¢iselnych ndhodnych ¢isel. Tato ¢isla mizeme vlastné povazovat
za posloupnost n jednobitovych nahodnych ¢isel. Dostavame tedy pro n-bitova ndhodna
¢isla rekurentni vztah

Tk =C1Tp-1 D ... D Cp1Th—pi1 D Tp—p , (2.44)
kde & oznacuje s¢itani mod 2 bit po bitu. Platitedy 0 +0=1+1=0a0+1=1+0
= 1 (exclusive or). Nejjednodussi piipad tohoto algoritmu je nasledujici

Tk = Tk—q D Tk—p - (245)

Je jasné, ze vlastnosti tohoto generatoru zavisi na vybéru konstant ¢ a p. Vhodna volba
je napt. ¢ = 103, p = 250.

Pro libovolné pocateéni podminky {z;, ..., z,}, pfiemZ alesponr jedna z téchto
hodnot neni rovna nule, a pfi splnéni podminky, Ze charakteristicky polynom 1 & cix &
o’ ®. .. Depa™, je primitivai polynom mod 2, dostaneme pro tento generator maximalni
moznou periodu N = (2" — 1).

Poznamka:
Pro primitivni polynom mod2 musi platit:

1. nesmi byt polynomem typu 1 ® x , kde k < N =2" — 1,

2. nesmi byt rozlozitelny na faktory.

Primitivni polynomy, zajistujici posloupnost maximalni délky jsou uvedeny v tabulce 2.1.

Podle uvedené tabulky se napt. pro fdd n = 5 dosahne maximalni periody, kdyz ¢; =
co = c4 = 0 ac3 =c; = 1. Nevyhodou tohoto generatoru je Ze je treba zadat pocatecni
podminky {z1, ..., x,,}. Tyto hodnoty lze vytvorit pomoci jiného typu generéatoru.
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ftdad ¢slo 2 11 111 11111
n koet. 0 9 8 7 65 43210987625 43210
3 1011
4 10011
) 100101
6 1 0000O0T171
7 1 000O0O0T11
8 100011101
9 1000010001
10 10000O0O01O0O01
11 10000O0O0O0OO0OT1CO0T1
12 10000O01O0O1O0O0T171
13 10000O0OO0O0CO0OT1TT1O0T11
14 1000100010O0O0O0T11
15 100000O0OO0OO0OO0OO0OO0O0OO0T1T1
16 10001000O0OO0OO0OO0O0OT1O0TI1
17 10000O0O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OT1IO0G©O0T1
18 1000000O0OO0OO0OO0O1TO0O0O0OO0OO0O01
19 1000000O0OO0OO0OO0OCO0OO0OO0OI1IO0OO0TITI1T1
20 1000000O0O0OO0OO0OO0OO0OO0OO0OO0O0T1®O0G©O0T1

Tabulka 2.1: Koeficienty primitivnich polynomai.

2.6 Kvazinadhodna cisla

V algoritmech, kde pracujeme s ndhodnymi (i pseudondhodnymi) ¢isly, mé konvergence
pravdépodobnostni charakter. Existuji vSak i slozité algoritmy [5], pomoci nichz se daji
vytvorit posloupnosti tzv. kvazindhodnych ¢isel, majicich fadu vyhod: Konvergence je
vzdy zajisténa, nejsou nutné statistické testy a konvergence je vidy témér rychlosti 1/n.
Tato cisla se tedy daji s vyhodou vyuzit v algoritmech metody Monte Carlo. Okruh
problémii, pro které jsou kvazindhodnéa ¢isla vhodné, je ale omezen. Dalsi nevyhodou,
kromeé slozitého algoritmu vypoctu, je to, Ze tato ¢isla se mohou pouzivat pouze v zadaném
poradi.

Prikladem takové posloupnosti kvazindhodnych ¢isel rozdélenych rovnomérné v inter-
valu (0, 1) je 1/2,1/4,3/4,1/8,5/8,3/8,7/8,1/16, ...nebo 1/3,2/3,1/9,4/9,7/9,2/9,
5/9,8/9, ....

Zavérem této kapitoly o riaznych typech generatorti pseudonahodnych c¢isel je vhodné
jesté jednou zdtraznit, Ze neni podstatné, jakym zptisobem jsou tato ¢isla ziskavana, ale
podstatné je, zda spliuji pozadavky nahodnosti, ktera jsou od nich ocekavana. Z tohoto
hlediska je tfeba vénovat velkou pozornost statistickym testim. Pri praktickych vypo-
¢tech je vhodné nepouzivat pouze jediny typ generatoru, ale nékolik a vysledky simulace
porovnat.
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Kapitola 3

Testovani generatort nahodnych cisel

Pted provadénim simulaci vétsiho rozsahu je nutné prezkouset vlastnosti pouzitého gene-
ratoru. K tomuto ucelu slouzi cela rada testi, které ovéruji, zda poskytované posloupnosti
nahodnych ¢isel splhuji kritéria nahodnosti.

3.1 Frekvenéni test - y? test dobré shody

Test je pouzivan k ovéfeni rovnomérného rozdéleni generovanych ¢isel. Pravdépodobnost,
ze nahodna veli¢ina, majici rovnomérné rozdéleni v intervalu (0,1), nabude hodnoty z po-
dintervala (o, ), kde 0 < o < 8 < 1, je rovna rozdilu 5 — a.

Rozdélime-li tedy jednotkovy interval na k tseki a generujeme n nahodnych ¢isel, mi-
zeme testovat nulovou hypotézu Hy o shodé ocekavanych a skuteénych cetnosti vyskytu
nahodnych &sel v jednotlivych podintervalech. Vhodnym testem je napt. x? - test dobré
shody [9]. Zvolime-li hladinu statistické vyznamnosti, mizeme ovérit, zda nedojde k pie-
krocen{ kritické hodnoty rozdéleni x? (s k-1 stupni volnosti) u testovaci veli¢iny

T = zkj ”pf) (3.1)

Jj=t Dj

kde n; oznacuje pocet hodnot, které padly do j-tého intervalu a p; je ocekévana pravde-
podobnost vyskytu ¢isel v j-tém intervalu.

Jak jiz bylo fec¢eno diive, vétsi problém nez rovnomérnost rozdéleni pseudonahodnych
¢islic predstavuji jejich korela¢ni vlastnosti. V mnoha konkrétnich dlohach potiebujeme
vytvéaret rovnomérné rozdélené body v s-rozmérné jednotkové krychli. Na testovani této
vlastnosti miZzeme pouZit ,yicerozmérny” x? - test dobré shody. S-rozmérnou krychli roz-
délime na k = r® stejnych krychli o objemu r~*. Pfedpoklddejme, Ze jsme vygenerovali n
nahodnych bodi yfs), ..., y%¥) v s-rozmérné krychli a necht n; jich padlo do prvni krychle
o objemu 7% ny do druhé krychle, atd. (n; + ... + ny = n). Testovaci veli¢inou pro
srovnani shody predpovédi a pozorovani je

T= ) z:(nZ —nk™1)? . (3.2)

Rozdéleni veliciny T je asymptoticky x? s k-1 stupni volnosti.
Tento vicerozmérny x? - test patii k nejsilnéjsim testiim a odhali chyby generatort
nadhodnych c¢isel, které by mohly jednorozmérnému testu uniknout. Nevyhodou tohoto
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testu je ¢asova narocnost. Jestlize pozadujeme, aby do kazdé krychle padlo okolo 20 bodi
(nutné pro pouziti - x? rozdéleni), celkovy pocet generovanych ndhodnych ¢isel bude velmi
vysoky.

Kritické hodnoty x?- rozdéleni pro maly pocet stupiiii volnosti lze nalézt v [9]. Pro
pocet stupni volnosti n > 40 lze s dostatecnou presnosti pouzit aproximaci distribu¢ni
funkce x2- rozdéleni

F\2(z,n) i@(@ <\3/§+93—1)> : (3.3)

n

kde ®(z) je distribu¢ni funkce normalniho rozdéleni N (0, 1). Tento vztah i pfesnéjsi apro-
ximace jsou uvedeny v [15].

Ukazme si testy nékterych uvadénych generatort. Jako nejlepsi pro 16 bitova cela ¢isla
se ukazal generator dle [13] , generujici ndhodna ¢isla dle vztahu

Tpn = Tpn—_250 + Tn_103 mod (215 — 1) . (34)

Nahodn4 &isla z R(0,1) pak dostaneme délenim x,, ¢islem 215 - 1. Vysledky x? — testu
pro 5000 nahodnych ¢isel a pro déleni intervalu (0, 1) na 50 stejnych podintervala jsou
uvedeny v tab. 3.1. Pocate¢nich 250 nahodnych ¢isel bylo generovano pomoci funkce
random integer v Turbo - Pascalu.

1 1 2 3 4 5
n; | 91 108 106 110 107
l 6 7 8 9 10
n; | 93 119 100 111 102
1 11 12 13 14 15
n; | 115 90 95 109 95
? 6 17 18 19 20
n; | 91 105 105 100 80
1 21 22 23 24 25
n; | 117 97 98 94 98
1 26 27 28 29 30
n; | 100 103 95 101 101
l 31 32 33 34 35
ni| 94 92 95 96 99
l 36 37 38 39 40
n; | 74 117 96 109 91
1 41 42 43 44 45
n; | 96 81 115 107 106
1 46 47 48 49 50
n; | 100 8 106 108 96

Tabulka 3.1: Vysledky y*- testu pro gemerator (3.4): t = 45.140, odpovidajici hladina
vyznamnosti je 0.63, hypotéza je potvrzena.

Na zakladé tohoto testu muzeme posloupnost takto generovanych ¢isel povazovat za
posloupnost nahodnych ¢isel z R(0, 1). Naopak pro generator uvadény v [12], pracujici dle
vztahu

Ty = Tp—o + T3 mod 3137 (3.5)
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s po¢atecnimi hodnotami o1 = 1671, x5 = 3033, x5 = 1055, dostavame pomoci x? — testu
vysledky uvedené v tab. 3.2.

1 1 2 3 4 5
n; | 100 130 82 159 90
l 6 7 8 9 10
n; | 80 152 135 &84 69
1 11 12 13 14 15
n; | 78 105 130 92 116
? 16 17 18 19 20
n; | 101 38 8 71 101
1 21 22 23 24 25
n; | 63 130 89 105 126
1 26 27 28 29 30
n; | 130 111 88 128 63
? 31 32 33 34 35
n; | 103 70 81 38 103
l 36 37 38 39 40
n; | 115 89 126 107 75
1 41 42 43 44 45
n; | 72 81 135 144 81
1 46 47 48 49 50
n; | 90 149 82 126 103

Tabulka 3.2: Vysledky x?- testu pro generdtor (3.5): ¢ = 384.28, hypotéza zamitnuta na
hladiné vyznamnosti 0.001.

Hypotézu o rovnomérném rozdéleni takto generované posloupnosti zamitame s rizikem
0.001. Jak pozdéji uvidime v odstavci, vénovaném grafickému testu, mé tento generator
velmi Spatné vlastnosti.

3.2 Kolmogoroviv - Smirnoviv test dobré shody

Tento test, zalozeny na sledovani odchylek empirické S,,(x) a hypotetické F'(z) distribu¢ni
funkce, je uveden v [9]. Testovaci veli¢inou u tohoto testu je

Z = \/n max|S,(z) — F(z)|, (3.6)

kde n je pocet testovanych cisel. Jestlize Z bude vétsi nez kriticka hodnota Z,, pak
hypotézu o daném rozdéleni zamitame s rizikem «. Uvedme si nékolik kritickych hodnot
pro rizné « : Zyog = 1.63; Zoos = 1.36 a Zp; = 1.22. Pro generator (3.4) dostéavame
vysledky uvedené v obr. 3.1. Z testu dostavame Z = 0.77, hypotézu o rovhomérném
rozdéleni prijimame. Celkovy pocet testovanych ¢isel byl 5000.
Zajimavéa situace nastane pii testovani generatoru podle [15], ktery generuje ndhodné
¢isla dle vztahu
Tp = 125x,,_1 mod 8192 (3.7)

s r1 = 1. Empirickd a teoretickd distribu¢ni funkce pro 5000 ¢isel na obr. 3.2 splyvaji v
jednu ¢aru. Zda se tedy, ze shoda obou distribu¢nich funkei je vyborna a hypotéza o rov-

30



110 T T T T T T T T

0,6 4

$,(), F(X)

0,4 -

0,2 _

0’0 L 1 L 1 L 1 L 1 L
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Obrazek 3.1: Kolmogorovav - Smirnoviv test generatoru (3.4).
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Obrazek 3.2: Kolmogoroviv - Smirnovoviv test generatoru (3.7).

nomérném rozdéleni je potvrzena. Z Kolmogorovova - Smirnovova testu vSak dostavame
7 = 0.23. Pravdépodobnost, 7Ze Z < 0.25 je v8ak priblizné 3 x 10~® . Shoda je tedy tak
dobra, Ze je to mélo pravdépodobné a hypotézu o rovnomérném rozdéleni musime zamit-
nout. Jak uvidime pozdé&ji, generator (3.7) generuje ¢isla nikoli ndhodn4, ale pravidelné
rozlozené na intervalu (0, 1) a diky tomu je shoda tak dobra. Stejny vysledek dostaneme
i pti x? — testu.
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3.3 Test ndhodnosti vyskytu cislic

Generovana nadhodné ¢isla obsahuji urc¢ity pocet dekadickych mist, jenz je dan délkou
slova pouzitého pocitace. Posloupnost ¢isel miizeme prevést na fadu ¢islic a testovat na-
hodnost vyskytu jednotlivych ¢islic. Lze napiiklad stanovit pravdépodobnost, Ze mezi
dvémi stejnymi ¢islicemi je k jinych déislic, vyrazem

P, =09"x0.1. (3.8)

Test spociva v tom, Ze se zvoli urc¢ita ¢islice a vypoctou se relativni ¢etnosti vyskytu ,me-
zer” riuznych délek a testuje se, zda se shoduji s teoreticky zjisténymi pravdépodobnostmi
P. K tomu tc¢elu mizeme pouzit napt. Kolmogoroviv - Smirnoviv test.

3.4 Poker test

Nézev tohoto testu je odvozen od znamé karetni hry. Testuji se zde cCetnosti vyskytu
kombinaci ¢islic, které jsou analogické rtuznym figuram v této hie. Naptiklad pro péti-
mistna ndhodna ¢isla mizeme testovat, zda empiricky zjisténé cetnosti vyskytu urcitych
kombinaci se dostatecné shoduji s teoretickymi ¢etnostmi spoc¢tenymi za piredpokladu
nahodnosti. Pro testovani shody empirickych a teoretickych cetnosti obvykle pouzijeme
x? - testu dobré shody.

Uvazovana pétimistna ¢isla mohou byt napf. tvofena 5 prvnimi ¢islicemi ndhodnych
¢isel z R(0, 1). VSimnéme si pro jednoduchost pouze dekadickych ¢islic. Ozna¢me a, b, c,
d, e libovolné ¢islice 0, 1, ..., 9. Pravdépodobnosti vyskytu kombinaci (za predpokladu
rovnomeérného rozdéleni ¢islic) jsou v tab. 3.3. Vzhledem k velikostem teoretickych prav-

Kombinace Pravdépodobnost
abcde 0.3024
aabcd (dvojice) 0.5040
aabbc (2 dvojice) 0.1080
aaabc (trojice) 0.0720
aaabb (full) 0.0090
aaaab (poker) 0.0045
aaaaa (pétice) 0.0001

Tabulka 3.3: Pravdépodobnosti riznych kombinaci pri poker testu.

dépodobnosti je v8ak zapotiebi generovat posloupnost o minimélné 50000 ¢lenech, nebot
x? — test je test asymptoticky. Pfi testovani kratsich posloupnosti se obvykle posledni dvé
kombinace v tab. 3.1 slucuji.

3.5 Test maxima

Je-li dana posloupnost nezavislych nahodnych veli¢in s rovnomérnym rozdélenim v jed-
notkovém intervalu X, X,, ..., X, Ize definovat ndhodnou veli¢inu Z, vztahem

Z =max(Xy, ..., X,). (3.9)
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Potom maé veli¢ina Z" rovnomeérné rozdéleni v jednotkovém intervalu. Test spociva v
tom, Ze generujeme posloupnost nahodnych ¢isel xq, xo, ..., postupné pocitame hodnoty
21 = max(zy, ..., Tn), 20 = max(Tpi1, -.., Tan), ... a hodnoty 2l', 25 ... registrujeme.
Pomoci frekvenéniho testu zjistujeme, zda veli¢ina z" je rovnomérné rozdélena.

3.6 Test autokorelace

Dalsi dulezitou vlastnosti posloupnosti ndhodnych ¢isel je nezévislost mezi ¢leny jdoucimi
po sobé. Uvazujme napt. posloupnost 0.001, 0.501, 0.002, 0.502, 0.003, 0.503, ..., 0.499,
0.999. Aplikujeme-li na ni frekvené¢ni test s délenim na deset stejnych intervalt, bude vse
zdanlivé v poradku, nebot empirické ¢etnosti se budou shodovat s teoretickymi, ovsem
tuto posloupnost nemitizeme povazovat za dobrou posloupnost nadhodnych ¢isel. K odhaleni
zévislosti mezi sousednimi, popfipadé vzdalenéjsimi ¢leny generované posloupnosti, slouzi
seriadlni korela¢ni koeficienty. Pro £ < n jsou tyto koeficienty definovany vztahem

n—k _ _
Y(n—k)'S (X - X)(Xipg — X)
Ry = = - : (3.10)
1/n Y (X — X)?
i=1

kde |
X=-) X,. (3.11)

s
Lze ukazat, ze jsou-li Xq, Xy, ...nezavislé stejné rozdélené nahodné veli¢iny s kone¢nou

disperzi D(X) = 02 | potom m4 nahodna veli¢ina y/n Rj, pro n — oo a k pevné limitni
normalni rozdéleni N(0, 1). Pro testovani shody rozdéleni hodnot \/n Ry s rozdélenim
N(0, 1) 1ze pouzit x?- test dobré shody. Lze odvodit, Ze za hypotézy ndhodnosti je

1 1

E(Rg) = —— D(Ry) = —. 3.12
(Bi) = ——— » D(B) = (3.12)
Poznamenejme, ze posloupnost R;, Rs, ... se nazyva korelogram. Obvykle se poc¢ita né-
kolik prvnich ¢lent této posloupnosti a obecné se nedoporucuje pocitat tyto koeficienty
pro k > n/4.
Pro rovnomérna nahodna ¢isla se nékdy uziva zjednoduSenych statistik pro studium
seridlni korelace, a to
~ 1 et 1 1
R LS D (e l). 13
P =k = 2 L (3.13)
Pro k£ > 0 je za platnosti hypotézy ndhodnosti
—~ —~ 1
E(Ry) =0 D(R,) = ——— . 3.14

Radu dalsich ucinnych testd (test na soucet m rovnomérnych nédhodnych ¢isel; test
minima; Grunbergertiv d?- test; test na extrémni body:; test podle znamének; iterace pod
a nad medidnem; Spearmantiv koeficient korelace poradi) lze najit napiiklad v [12]. Z
hlediska aplikaci simulac¢nich technik jsou znacné nebezpecné korelace mezi po sobé jdou-
cimi prvky posloupnosti nahodnych ¢isel, popiipadé mezi prvky R; a R;. pro k > 0,
1=1,2,.... Vysledky testi na autokorelaci v8ak patii mezi nejméné publikované charak-
teristiky riznych generatort.
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3.7 Graficky test

V posledni dobé, v souvislosti s rozvojem pocitacové grafiky, se objevil novy jednoduchy
vizualni test. Jeho podstata je nasledujici. Na obrazovce monitoru postupné zobrazujeme
body, jejichz souradnice jsou ur¢eny dvojicemi po sobé jdoucich ¢isel z generované posloup-
nosti. Vizualné kontrolujeme, jak probiha zaplhovani obrazovky, zda probiha rovnomérné
a ndhodné a zda vznikly obrazec nevykazuje néjaké rysy pravidelnosti.

1,0 T T T T T T T T A T T T T T T T
0.9 p
0,8 A
0.7 / -
0.6 S l
05 ) / l
0.4 /

0.3

0,2 S /.-' i
0,1} / S i
0,0 :/ L | L | L | L | L VI L | L | L | L | L ]
00 01 0,2 03 04 05 06 07 08 09 1,0
X.

Obrazek 3.3: Graficky test generatoru (3.5).
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Tento test je pres svoji zdanlivou jednoduchost velmi silny a umoznuje objevit i takové
nenahodnosti v dané posloupnosti nahodnych ¢isel, které nelze objevit pomoci jednodu-
chého x? - testu nebo Kolmogorovova - Smirnovova testu. Tento test bude tim efektivngjsi,
¢im vyssi bude rozlisSovaci schopnost monitoru, ¢im vice rtznych barev pro jediny bod
budeme moci vyuzit - padne-li ndhodny bod vicekrat do stejného bodu, zménime ade-
kvatné barvu (resp. jas) tohoto bodu. Na zékladé rychlého vyvoje pocitacové grafiky se
da predpokladat, ze zanedlouho budeme moci provadét grafické testy pro rozlozeni bodu
v tfirozmérném prostoru.

Vzhledem k velké sile a jednoduchosti doporucujeme tento test provadét jako zakladni
test generatorti nahodnych ¢isel. Pro generator (3.5) dostavame vysledek uvedeny na
obr. 3.3.

Je vidét, ze tento generator ma velmi Spatné vlastnosti. Misto aby byla obrazovka mo-
nitoru zaplnéna ndhodné po celé plose, vzniknou pouze dvé ¢ary. Tuto vadu by spolehlivé
také odhalil dvojrozmérny x? — test. Pro generator (3.7) dostaneme jiny vysledek, viz
obr. 3.4. Kvalitni generéator, napt. generator (3.4), dava vysledky podobné obr. 3.5.

Abychom posoudili kvantitativné, zda takto generované body maji skutecné rovno-
mérné rozdéleni po plose, testovali jsme tuto hypotézu pomoci dvojrozmérného x2- testu.
Vysledek je uveden v tab. 4. Z testu dostavame, ze s pravdépodobnosti 0.77 mohou byt
odchylky od oc¢ekavanych 20 bodt v jednom policku vétsi. Hypotézu o rovnomérném roz-
déleni bodu prijiméme.
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Obrazek 3.4: Graficky test generatoru (3.7).
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Obrazek 3.5: Graficky test generatoru (3.4).
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21 24 12 13 23 22 14 15 25 28 24 27 20 15 15 28 18 19 21 17
22 28 18 20 22 15 21 13 17 26 20 17 25 19 17 15 17 24 19 26
21 31 24 19 31 22 20 21 19 17 19 18 23 22 24 24 23 19 26 24
21 21 25 22 21 19 18 17 17 27 17 23 17 22 23 28 21 13 23 16
15 21 17 25 18 25 16 20 16 19 21 18 17 23 20 17 12 18 16 20
24 22 20 23 19 20 24 16 15 25 22 26 15 19 22 20 20 31 18 19
21 15 15 18 17 16 15 26 14 17 18 18 18 16 28 22 16 20 18 21
16 15 21 19 20 24 25 22 21 15 20 32 25 19 16 20 20 24 16 20
19 23 26 27 27 18 25 20 16 13 20 17 15 25 19 20 18 25 13 25
23 16 23 23 18 20 14 22 14 19 24 19 19 21 20 20 23 18 23 20
19 26 18 22 20 18 19 21 16 17 17 15 18 14 17 19 25 18 16 13
16 11 12 27 25 38 8 17 14 18 17 18 21 31 24 17 16 20 22 18
18 19 23 21 16 12 26 24 17 22 19 26 18 25 20 21 20 12 15 20
20 22 24 18 14 16 23 19 19 23 28 20 28 23 8 21 18 27 12 11
16 13 13 12 23 20 15 16 22 20 25 24 19 29 34 17 11 27 23 19
26 25 25 23 13 17 16 13 21 20 18 21 18 25 14 19 22 20 23 17
18 20 25 21 21 22 20 13 18 13 15 12 23 17 23 19 16 16 24 22
17 26 22 16 17 26 27 23 21 17 19 16 19 19 23 21 15 22 22 18
26 28 23 26 14 22 25 20 15 19 25 24 16 20 28 17 22 21 16 20
21 13 26 19 23 20 22 17 13 15 17 21 25 21 23 21 28 19 22 20

Tabulka 3.4: Vysledek dvojrozmérného x? - testu pro body z obr. 3.5. Déleni 20x 20, pocet
bodi 8000, generator rnd3, ¢isla oznacuji pocet bodi v prislusném policku. Statistika t =
378.00 , odpovidajici hladina vyznamnosti 0.77, hypotéza je potvrzena.
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Kapitola 4

(Generovani ndhodnych cisel s danym
rozdélenim pravdépodobnosti

Doposud jsme vénovali pozornost pouze generaci ndhodnych ¢isel z rovnomérného roz-
déleni R(0,1) resp. R(0,M). Mame tedy k dispozici ndhodnou veli¢inu Y s rozdélenim
R(0,1) se stfedni hodnotou

EY)=1/2 (4.1)

a s disperzi

D(Y)=1/12. (4.2)

Na pocitaci vSak miizeme realizovat pouze k-mistné diskrétni ¢isla xp,.. a tudiz skutecné
parametry pocitacové realizace budou

E(Ypoe) = (1 -27")/2 (4.3)
D(Yyoe) = (1—475)/12.. (4.4)
Pokud budeme mit pocitac¢ s kratkym zobrazenim cisla, je 1épe pracovat s veli¢inou
2k
2k‘ + 1xpOC . (45)

Abychom mohli simulovat rizné nidhodné procesy, musime mit k dispozici i ndhodné
veli¢iny s jinym typem rozdéleni nez pouze R(0,1). Potfebujeme tedy generovat obecné
nédhodnou veli¢inu na daném intervalu (a, b) se zadanou hustotou pravdépodobnosti fx(x)
¢i distribu¢ni funkei Fy(x).

Ukazuje se, ze k tomu, abychom ziskali ndhodna ¢isla s danym rozdélenim pravdé-
podobnosti, sta¢i mit k dispozici generator nahodnych ¢isel R(0,1) a tato ¢isla vhodné
transformovat. Tomuto procesu se téz iika rozehrat nahodnou veli¢inu X.

Pro transformaci nahodnych ¢isel R(0, 1) na hodnoty ndhodnych veli¢in byly vyvinuty
¢tyTi obecné metody:

e rozehravani diskrétni nahodné veli¢iny
e metoda inverzni funkce (transformace)
e metoda vybéru (metoda Neumannova)

e metoda superpozice.
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4.1 Rozehravani diskrétni ndhodné veliCiny

M¢jme diskrétni ndhodnou veli¢inu X zadanu pomoci tabulky

X:<x1 5 x> o)

pPr P2 ... Dn

tj. P(X = x;) = p;. V pocitaci vytvorime vektor o n slozkach: pi, p1 + p2, p1 + p2 + ps,
.., 1 (obr. 4.1). Nyni vygenerujeme jedno nadhodné ¢islo y € R(0, 1) a uréeme, do kterého
intervalu padne, tj. budeme vySetfovat podminku

J
y<> pi (4.7)
=1

Prvni interval j, pro ktery bude tato podminka splnéna, urci prislusnou hodnotu X = x;.
Timto zpusobem tedy realizujeme ndhodnou veli¢inu X zadanou pomoci tabulky (4.6).

41 D2 D3

0 P p1+ P2 P1+ P2 + Ps3 1

Obrézek 4.1: Generovani hodnot diskrétni nahodné velic¢iny

4.2 Metoda inverzni funkce

Tato metoda je zalozena na nésledujici véte.

Véta 10 Necht F(x) je distribucéni funkce, necht F~' (y) = sup{x € R, F(x) <y}, 0 <
y < 1, je odpovidajici kvantilovd funkce a mecht ndhodnd veli¢ina Y md rovnomeérné
rozdéleni R(0,1). Potom ndhodnd velicina X = F~YY) md rozdéleni s distribucni funkci

Diikaz. Nejprve ukdzeme, 7ze F(z) < y pravé kdyz z < F~1(y). Je-li F(z) <y, pak zfejmé
r < F7(y). Na druhou stranu, je-li # < F~!(y), pak pro kazdé ¢ > 0 existuje z takové,
ze x — e < z, pri¢emz F(z) < y. Distribu¢ni funkce je neklesajici, takze F'(x — ) < y pro
kazdé € > 0, a je zleva spojita, takze F'(z) < y.

Tuto vétu pouzijeme pro generovani nédhodnych ¢isel s distribuéni funkei F'(x), v pii-
pads, ze miizeme F~'(y) snadno vypocitat. Jestlize F'(z) bude rostouci, pak F~!(z) bude
rovna inverzni funkci k funkei F'(z). Pro diskrétni ndhodnou veli¢inu dostaneme metodu
uvedenou v predchozim odstavci.

P1i pouziti metody inverzni funkce generujeme nahodné ¢isla yg,y1,... 2z rozdéleni
R(0,1) a transformovana ¢isla g = F~!(y), 1 = F~(y1), ...potom tvori posloupnost
nahodnych &isel z rozdéleni s distribuéni funkei F'(x).
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Uvazujme napf. ndhodnou veli¢inu s exponenciadlnim rozdélenim, tj. s distribu¢ni
funkci

l—e ™ £>0
F(x)—{o <0 (4.8)
Potom 1
Fﬁl(y):—xln(l—y), O<y<l. (4.9)

Ma-li nahodné veli¢ina Y rovnomérné rozdéleni R(0, 1), potom mé ndhodna veli¢ina
1
X = -3 In(1-Y) (4.10)

rozdéleni exponencialni s distribu¢ni funkei (4.8). Jelikoz Y € R(0,1) ma rovnéz ndhodna
veli¢ina 1 — Y rozdeéleni z R(0, 1), a proto sta¢i generovat posloupnost

1
T = —Xlnyi . (4.11)

Generovani ¢isel podle tohoto vztahu (4.11), i pres jeho relativni jednoduchost, bude
pomérné pomalé, nebot kromé podprogramu pro ziskidvani kvazirovnomérnych pseudoné-
hodnych ¢isel je tfeba volat i podprogram (standardni funkei) pro vypocet piirozeného
logaritmu. Existuje proto fada vice ¢i méné efektivnich algoritmi, které obsahuji naprt.
logaritmickou transformaci.

Pokud nelze jednoduse analyticky vyjadiit kvantilovou funkci F~1(y), jako nap¥. v
uvedeném pfipadé, musime pro jednotlivé hodnoty y; vyfesit vzhledem k x; jednoznacné
rovnici

/f(l") dz =y, , (4.12)

abychom ziskali hodnoty spojité ndhodné veli¢iny X charakterizovanou hustotou pravdeé-
podobnosti f(x).

Metoda generovani libovolnych rozdéleni metodou inverzni funkce je sice univerzélni,
ale neni vzdy vyhodné a dokonce nékdy muze v disledku zaokrouhlovacich chyb pocitace
i selhat - dostaneme nahodné ¢isla s jinym nez zadanym rozdélenim; zvlasté se to tyka
chovani ,chvosti” rozdélovacich funkei.

4.3 Metoda vybéru

Tato metoda pochéazi od J. von Neumanna a lze ji s vyhodou pouzit v ptipadech, kdy
nelze analyticky vyjadfit inverzni funkei F~1 (y) v piechézejici metodé.

Necht hustota pravdépodobnosti fx(z) nahodné veli¢iny X je ohrani¢ena na intervalu
(a,b). Oznac¢me M = sup{ fx(z),a < x < b}. Algoritmus metody vybéru je nasledujici:

1. Nagenerujeme dvé hodnoty x; a x5 ndhodné veli¢iny X z R(0,1).
2. Vytvotime ¢isla w; = a + z1(b — a), tzn. wy z R(a,b) wy = Mo, tzn. wy z R(0, M).

3. Bude-li bod P o soufadnicich (wy,ws) lezet pod kiivkou z = fx(x) (obr. 4.2), tj.
bude-li wy < fx(w;), pak za ndhodné ¢islo vezmeme x = w;. Nebude-li podminka
splnéna, nagenerujeme novou dvojici x; a xo, tj. prejdeme k bodu 1.

Nevyhodou zamitaci metody je, ze ne vSechny dvojice generovanych rovnomérnych
¢isel jsou vyuzity pro generovani nahodného ¢isla x.
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Obrézek 4.2: Generovani nahodnych ¢isel metodou vybéru.
4.4 Metoda superpozice

Méame za tkol generovat ndhodnou veli¢inu X s distribu¢ni funkei F(x). Podstatou této
metody je rozlozeni distribu¢ni funkce F'(z) do tvaru

F(r) = ipiFi(x) : (4.13)

kde p; jsou pravdépodobnosti, tj. >1" p; = 1 a F;(z) distribu¢ni funkce. Zavedeme diskrétni
nédhodnou veli¢inu W s rozdélenim

W:<1 2 ... m>. (4.14)
pP1 P2 ... Pm
Nagenerujeme-li dvé nezavislé hodnoty y; a y, velic¢iny Y, rozehrajeme-li ¢islem ¢, hodnotu
W = k (viz. rozehrani diskrétni nahodné veli¢iny) a pak z rovnice Fi(z) = yo uréime z,
potom plati, Ze distribu¢ni funkce veli¢iny X je rovna F(x).

Prirozenym pozadavkem vsak je, aby generovani ¢isel s rozdélenim Fj(z) bylo jedno-
duché. Je-li mozné provést rozklad F'(z) nékolika zptsoby, voli se takovy, pro ktery

> pT; — min, (4.15)

i=1

kde T; jsou stiedni doby potiebné pro generovani hodnot s rozdélenim F(z).

4.5 Modelovani n-rozmérného nahodného bodu

Jestlize jednotlivé soufadnice nahodného bodu budou nezavislé, lze kazdou z nich mo-
delovat zvlast pomoci diive uvedenych metod. Pokud méame generovat body z oblasti
slozitého pribéhu, je vhodné zobecnit metodu von Neumannovu. Nejdiive zvolime jedno-
duchou oblast, které v sobé obsahuje zadanou oblast. Potom generujeme nahodné body v
této nové vétsi oblasti a testujeme, padnou-li do nasi ptivodni oblasti. Pouze takové body
zachovame a ostatni vylouc¢ime.
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4.6 Transformace typu X = f(Y7, ..., Y),)

V soucasné dobé existuji i jiné typy transformac¢nich metod, nez které byly dosud uve-
deny. Tyto algoritmy konstruuji nahodnou velicinu X pomoci nékolika hodnot veli¢iny
Y(n > 2). Dilezité pripady si ukdzeme pii feSeni konkrétnich prikladi.

4.7 Efektivnost generatoru

P1i rozsahlych simula¢nich vypoctech limitujicim faktorem se stavéa rychlost generovani
nadhodnych ¢isel. Pokud pomineme otazku kvality ziskdvanych ndhodnych ¢isel, jedinym
kritériem vhodnosti generatoru bude doba potifebna ke generovani jednoho nahodného
¢isla. U vétsiny generatort je tato doba nadhodné veli¢ina. Z tohoto divodu budeme uva-
zovat o stfedni dobé t potifebné ke generovani jednoho nahodného ¢éisla. Efektivnosti ge-
nerdtoru rozumime veli¢inu

U=1/t. (4.16)

Pro porovnani efektivnosti dvou generdtoru A, B pouzivame relativni efektivnost
Ua/Up, (4.17)

kde Uy resp. Up je efektivnost generdtoru A resp. B. Stfedni dobu t lze priblizné, pro
nase ucely vsak zcela vyhovujicim zptsobem, vyjadrit ve tvaru

t=tptg, (4.18)

kde tp je uréena typem pouzitého pocitace a nezavisla na generatoru a tg je zavisla pouze
na pouzitém generatoru. Veli¢ina ts je napt. dana celkovym pocétem strojovych operaci
nebo poc¢tem rovnomeérnych nahodnych ¢isel potiebnych ke generovani pozadovaného roz-
déleni, poc¢tem v algoritmu pouzitych elementarnich funkci apod. Pribliznost spociva v
tom, ze riizné pocitace mohou mit riznou logiku hardware i rtizné algoritmy pro vypo-
¢et hodnot elementarnich funkci. Pro praktické ucely vSak tato faktorizace vyhovuje a
umoziuje porovnavat rizné generatory bez ohledu na typ pouzitého pocitace.

Co se tyce metody vybéru, bude efektivnost tmérné poméru S stiedniho poc¢tu neza-
mitnutych dvojic (wy,ws) k po¢tu generovanych dvojic. Pro S tedy muzeme psat

1
S=P < =—. 4.19
(2 < fxw0) = 36— (119)
Uvazujeme napt. nahodnou veli¢inu X s hustotou pravdépodobnosti
—4 - 0<z<1
= ¢ ml4a?) == 4.20
fx(x) { 0 jinak ( )
Odpovidajici distribu¢ni funkce tedy je
0 <0
F(z)={ —Zarctgz 0<z<1 (4.21)
1 z>1
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a pro inverzni funkci dostavame

Fly) = tg Gy) L 0<y<l1. (4.22)
Néhodnou veli¢inu X s rozdélenim (4.20) muizeme tedy generovat pomoci rovnomér-
nych nadhodnych &isel yo, y1, ... jako F~*(yo), F~'(y1), .... Jind moZnost je pouZiti
metody vybéru. V tomto piipadé M = 4/7, takze pro efektivnost této metody dosté-
vame S = w/4 = 0.79. Na generovani jednoho nahodného ¢isla x se tedy v praméru
spotfebuje 2/S = 2.5 rovnomérnych nédhodnych ¢isel. Vypocet elementéarni funkce tedy

bude v prevazné vétsiné potifebovat mnohem vice strojovych instrukei nez generovani 2 a
3 rovnomérnych nadhodnych cisel, takze zamitaci metoda je zde efektivnéjsi.
Nyni si uvedeme dulezité pripady transformace nahodnych velic¢in.

4.8 Generovani nahodnych cisel specialnich spojitych
rozdéleni

4.8.1 Rovnomérné rozdéleni

Méame rozehrat veli¢inu X rovnomérné rozdélenou na intervalu (a,b). Pro jeji hustotu
pravdépodobnosti musi tedy platit

1
)y oa<az<b
fx(x) = { 0  jinak. (4.23)
Distribu¢ni funkce této rovnomérné rozdélené veliciny X tedy je
0 r<a
Flz)=¢ 72 a<z<b (4.24)
1 x>b.
Stredni hodnota a rozptyl jsou
b
E(X) = a; , (4.25)
bh— 2
pix) = =9
12

Pro rozehrani X pouzijeme metodu inverzni funkce. Ze vztahu (4.24) dostavame jedno-
duchy vztah
X=a+Y((b—a), (4.26)

kde Y je z R(0,1). Rovnomérné rozdéleni je uréené hodnotami dvou parametri a, b nebo
pfimo hodnotami F(x) a D(z), protoze feSenim soustavy rovnic (4.25) dostavame

a=E(X) - (3D(X))"/?, (4.27)

b= E(X)+ (3D(X))"/2.
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4.8.2 Normadalni rozdéleni

Toto rozdéleni hraje nejen dilezitou roli v teorii pravdépodobnosti, ale i v praktickém
pouzivani statistickych metod.
Nasim tkolem je tedy generovat nahodnou velicinu X s hustotou pravdépodobnosti

1 (z —p)?
= — —_— 4.28
pete) = e | -0 (4.5
pfi¢emz pro normalni rozdéleni N(0,1) je stfedni hodnota a disperze rovna
EX)=p=0, (4.29)

D(X)=0?=1.

Vzhledem k pomérné zdlouhavému vypoctu kvantilové funkce normalniho rozdéleni se
v praxi neuzivd metoda inverzni funkce. Nejjednodussi je vyuziti centralni limitni véty
aplikované na soucty nezavislych rovnomérné rozdélenych ndhodnych velic¢in.

Necht Y7, ..., Y, jsou ndhodné veli¢iny z R(0, 1). Potom pro stfedni hodnotu a disperzi
jejich souctu plati

E (i m) =, (4.30)

Pro n — oo méa veli¢ina
12

n
x, = |12 (Z X, - ln> (4.31)
n \;5 2
asymptoticky normalni rozdéleni N(0,1). Za prakticky vyhovujici se povazuje n = 12,
takze
12
Xp=) X;—6. (4.32)
i=1
Na obr. 4.3. miizeme porovnat empirickou distribu¢ni funkci takto generovanych ¢isel
s distribu¢ni funkci normélniho rozdéleni.

Z Kolmogorovova-Smirnovova testu dostavame z = 0.846, hypotézu o normalnim roz-
déleni takto generovanych c¢isel prijimame. Uvedeny zptsob generovani je obvykle po-
stacujici v simula¢nich tlohach, ve kterych neni podstatné chovani ,chvosti” rozdéleni.
Musime si totiz uvédomit, Ze se jedné pouze o aproximaci. Napf. skuteéna nadhodné ve-
licina nabyva i velké odchylky od stfedni hodnoty sice s malou pravdépodobnosti, ale na
zékladé vztaha (4.31, 4.32) je ziskat nemtzeme vibec. V piipadé (4.32) je rozdéleni Xio
oboustranné useknuté v bodech —6 a +6, tj. P(| X2 < 6) = 1.

Byly proto vyvinuty postupy, které vysledky zpresiiuji, ovSsem za cenu snizeni rychlosti
vypoctu. Napt. Bolsev navrhl transformaci

1
Z,=X,+—I[X3-3X,]. 4.33

Rozdéleni Z,, je dostatecné blizké normalnimu jiz pro n = 5.
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Obrézek 4.3: Empiricka a teoretickd distribu¢ni funkce pro ¢isla generované podle vztahu

(4.32).

Jednoduchy generdtor normalnich ndhodnych ¢isel navrhli Box a Miiller. Necht Y7, Ys
jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rozdélenim R(0, 1). Potom

X; = /—2InY)sin (27Y5) (4.34)
Xy = /—2InY]cos (27Y3)

jsou nezavislé nahodné veli¢iny s rozdélenim N (0, 1).

Jako primocaré vyuziti uvedené transformace pro generovani norméalnich ndhodnych
¢isel se nabizi generovani posloupnosti rovnomérnych nahodnych ¢isel yq, y1, ... a vypocet
hodnot zy, x4, ze vztahu

To; = 4/ —21In Y2i sin (27Ty2i+1) y (435)
Toiy1 = /—2Inygcos (2mygiyr), i=0,1,....

Ukazuje se vSak, ze pti uziti kongruencni metody pro generovani hodnot g, vy, ... serialni
korelace (autokorelace) posloupnosti y; nepfiznivé ovlivni rozdéleni hodnot x;. Doporucuje
se proto uzivat dvou posloupnosti rovnomérnych nahodnych ¢isel y; a y., z nichz kazda
pochézi z jiného kongruencéniho generatoru a pocitat

T9; = —2Iny;sin(2my)) , (4.36)

Toip1 = —2Iny;cos(2myl), i=0,1,....
Pottebujeme-li ndhodnou veli¢inu Z s rozdélenim N (u, 0%) staci X, linedrné transformovat

Zn=0Xn+ 1. (4.37)

4.8.3 Vicerozmérné normalni rozdéleni N,(u, X)

Prirozenym zobecnénim normalniho rozdéleni je vicerozmérné normélni rozdéleni. Necht
nahodny vektor X mé p-rozmérné normalni rozdéleni N,(u,) s regularni kovarian¢ni
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matici 3. Lze dokazat, Ze existuje jedina dolni trojuhelnikova matice C tak, ze

01 012 O1N
021 0929 ... Oa9N

»=cCcCc’ = : (4.38)
ON1 ON2 ... ONN

kde o;; je rozptyl i-té slozky, o;; kovariance mezi i-tou a j-tou slozkou pro ¢, 7 =1, 2, ...,
N. Matici C = [¢;5] lze z prvka matice ¥ vypocitat nasledujicim postupem:

i = oulon) V2 prol <i< N,
i-1
i = (ouw— Y )2 prol <i <N,
ket (4.39)
cij = (oy— /;::1 Cik;cjk;)cj_jl prol<j<i<N,
cij = 0 proi < j.

Potom X lze vyjadrit ve tvaru
X=p+CY, (4.40)

kde ndhodny vektor Y mé p-rozmérné normalni rozdéleni Np(0,1). Hodnotu ndhodného
vektoru X muzeme tedy generovat pomoci p nezavislych normalnich nahodnych veli¢in
Yi, ..., Y,z N(0,1).

Pro piipad dvourozmérného norméalniho rozdéleni s kovarianéni matici

2
3= < o1 pog ) : (4.41)
PO102 0y
kde p je koeficient korelace mezi slozkami, dostavame
. 01 0
Predpis pro generovani vektoru X ma tvar
Xi oY1 M1
(%)= m (i ) (1) - 00

Slozky vektoru X maji rozdéleni N(uy,0?), resp. N(uo,03) a koeficient korelace mezi
nimi je roven p.

4.8.4 Logaritmicko-normalni rozdéleni

Tohoto rozdéleni se ¢asto uziva pro aproximaci prijmovych rozdéleni a v teorii spolehli-
vosti. Hustota pravdépodobnosti méa tvar

1 1 ({lnx—p ?
f(@) =1 oz 27Texp [_§< o )] v (4.44)

0 r<0.
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Stredni hodnota a rozptyl jsou rovny:

E(X) = o2, (4.45)
D(X) = E*X)(e” —1).

Z tvaru hustoty pravdépodobnosti logaritmicko-normalniho rozdéleni je patrné, ze mé-
li ndhodna veli¢ina X logaritmicko-normélni rozdéleni, ma nahodna veli¢ina Z = InX

rozdéleni N(u,o0?) a veli¢ina
C InX —p

Vv 4.46
: (4.46)

ma rozdéleni N (0, 1). ReSenim této rovnice vzhledem k X dostévéme
X = etttV (4.47)

coz predstavuje vztah, podle kterého 1ze ziskat hodnoty logaritmicko-normalniho rozdéleni
na zakladé hodnot normélniho rozdéleni N (0, 1).

4.8.5 Exponencialni rozdéleni

V nékterych pripadech (napf¥. rozpad radioaktivnich jader, modely teorie hromadné ob-
sluhy atd.) se setkdavame se situacemi, kdy

1. pravdépodobnost vyskytu ur¢itého jevu béhem casového intervalu je tmérné délce
tohoto intervalu,

2. nastoupeni jevu je statisticky nezavislé na minulosti procesu.

V téchto pripadech délky intervalt mezi vyskyty jevi maji exponencidlni rozdéleni, jestlize
pravdépodobnost

1. nastoupeni jevu béhem intervalu (t,¢ + At) je A At + O(At), kde A je konstanta
nezavisld na ¢ a na jinych cinitelich,

2. vyskytu vice jevii béhem intervalu (¢,¢ + At) klesa k nule rychleji nez AAt pii
At — 0, tj. je rovna O(At).

Hustota pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni ma tvar

™ A>0,2>0
flz) = { 0 <0 : (4.48)
Distribué¢ni funkce je potom
Flz)=1—e"". (4.49)
Stredni hodnota a rozptyl jsou
1
E(z) = 1 (4.50)
E(z) 1
D = =—.
() DY



Je ziejmé, 7ze exponencialni rozdéleni ma pouze jeden parametr (\), ktery je roven pie-
vracené hodnoté E(X). Poznamenejme jesté, Zze ma-li nahodné veli¢ina exponenciélni
rozdéleni s parametrem 1 ma nahodné veli¢ina X /A exponencialni rozdéleni s paramet-
rem \. Staci tedy mit k dispozici generator ndhodnych ¢isel z exponencialniho rozdéleni
s parametrem 1.

Standardni zpiisob generace takovéto nahodné veli¢iny je zaloZen na inverzni transfor-
maci a byla zde jiz uvedena - vztah (4.11). Generovani hodnot exponencialniho rozdéleni
takovymto zptusobem je vSak pomérné pomalé, protoze kromé procedury na ziskavani na-
hodnych ¢isel je tfeba pokazdé vyvolat standardni funkcei, slouzici k vypoctu pfirozeného
logaritmu. Byla vyvinuta cela fada vice ¢i méné efektivnich algoritmi, které logaritmickou
transformaci obchézeji.

Jeden z takovychto urychlujicich algoritmt navrhli Ermakov a Michajlov.

Necht nahodné veli¢iny Y, ..., Y., Z], ..., Z!_, jsou rovnomérné rozdéleny v intervalu
(0, 1). Necht Z(_yy < ... < Z,_1 je uspofadany nahodny vybér ze Z, ..., Z]_; a necht
Zoy =0, Zn) = 1. Potom

Xk = (Z(k—l) - Z(k)) ln(Y1 .. Yn) k= 1, o n (4.51)

jsou nezavislé veli¢iny a jejich hustota pravdépodobnosti je e, x > 0. Popsany postup
nam tedy umoznuje na jeden vypocet logaritmu ziskat n hodnot nahodné veli¢iny X, ¢imz
se vypocet zrychli. Ukazuje se, Ze optimum, pfi némz dosdhneme vice nez dvojnésobného
zrychleni oproti standardnimu algoritmu se docili pro n = 3.

Jiny zptsob urychleni navrhl Marsaglia a tento zptsob se opird o nésledujici vétu.

Véta 11 Necht nezdvislé nahodné veliciny N, P maji rozdélent

P(N =i) = — i=12,... (4.52)
P(P=i) = (e—1)e ™ j=01,....

Necht Y1, Ys, ... jsou nezdvislé steyné rozdélené ndhodné veliciny s rovnomeérnym rozdéle-
nim R(0,1) a nezdvislé na N a P. Potom ndhodnd veli¢ina

X =P +min(Yy,...,Y,) (4.53)
md exponencidlni rozdéleni s parametrem 1.

Algoritmus generovani ndhodného ¢isla z exponencialniho rozdéleni spoc¢iva tedy v tom, ze
postupné generujeme nahodna ¢isla n, p, yi, ..., y, a vypocteme z podle (4.53). Nahodna
¢isla z rozdéleni (4.52) muZeme generovat metodou inverzni funkce. Podrobnéji o tom
pojednédme v odstavci o generovani nahodnych ¢isel ze specidlnich diskrétnich rozdéleni.

4.8.6 Rozdéleni gama

Rozdéleni gama, jehoz specidlnim ptripadem pro k=1 je exponencidlni rozdéleni, ma hus-
totu pravdépodobnosti

1 k. k—1_—X\x
mAl’ e l'>0,

flz) = { 0 =0 (4.54)
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a zavisi na dvou parametrech k > 0, A > 0. Stfedni hodnota a rozptyl jsou

E(X) = %, (4.55)
D(X) = ;.

Je-li parametr k prirozené ¢islo, potom se tento specidlni piipad rozdéleni gama nazyva
rozdéleni Erlangovo, které ma hustotu pravdépodobnosti

)\4xk—le—kx

ﬂ@:{_ﬁﬁr-w>m

4.56
0 z <0, ( )

nebot pro pfirozené k plati

T(k) = (k—1)! . (4.57)

Erlangovo rozdéleni je rozdéleni souctu k£ nezavislych exponencialné rozdélenych velicin s
parametrem A\ a mizeme ho tedy generovat nasledovné

k k
x:;xi:—%;lnyi, (4.58)

kde y; jsou ndhodna ¢isla z R(0,1). Tento vztah mizeme upravit do vhodnéjsiho tvaru

1 k
z=5 In <Z:1_[1 yi> : (4.59)

Na nasledujicim pripadé budeme demonstrovat pouziti metody superpozice. Mame najit
nédhodnou veli¢inu X definovanou na intervalu (0,2) s hustotou pravdépodobnosti

b}

f(x)zﬁ

[T+ (z—1)4. (4.60)
Pouzijeme-li metodu inverzni funkce, budeme muset vytesit vzhledem k X rovnici
(X =1 +5X =12Y — 1, (4.61)

kde Y je ndhodna veli¢ina z R(0,1). Proto ddme pfednost metodé superpozice. Hustotu
pravdépodobnosti f(x) slozime ze dvou hustot

ﬁ@o:%, ﬁug:g@—1f, (4.62)
£() = 2hi(e) + 5 hole)

Metoda superpozice ndm tedy davéa nésledujici jednoduchy algoritmus pro urceni veli¢iny

X:

X:{QE Yi < (4.63)

1+ (2Ys — DY5 vy >
kde veli¢iny Y7 a Y3 jsou z R(0, 1).

(=¥ [e) e [e]
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4.8.7 Nahodny bod v kouli o poloméru R

Nasim tkolem je rozehrat nahodny bod P, ktery je rovnomérné rozdélen v kouli o po-
loméru R. Jeho kartézské soutadnice ozna¢me z, y, z. Jelikoz se jedna o rovnomérné
rozdéleni v kouli, hustotu pravdépodobnosti lze vyjadrit nasledovné

fp(l’,y,Z) = 1 ! (464)

1 _p3 -
37TR

Protoze vyjadreni hustoty pravdépodobnosti pro jednotlivé kartézské souradnice je tézko-
padné, 1ze s vyhodou pfrejit od této souradné soustavy k sférické soustavé soutradnic:

= rsinfcosy, (4.65)
= rsinfsiny,

z = rcosb.
V nové soustavé soufadnic se koule transformuje na kvadr:
0<r<R, 0<f0<m, 0<p<2r. (4.66)
Jelikoz Jacobian urcujici transformaci soutfadnic je roven

a(x,y,?:) 2
0.0 rsinf (4.67)

pro hustotu pravdépodobnosti dostavame
fe(r,0,¢) = [(4/3)7R*| 'r?sinf . (4.68)
Jak je snadno vidét, tato hustota je vytvorena ze soucinu t¥i hustot pravdépodobnosti
fp(r,0,0) = (3r*R™3)(27 sin0)(27) ", (4.69)

a tedy sférické soutradnice rp,0p, pp bodu P jsou nezévislé veli¢iny. Abychom mohli ro-
zehrat ndhodny bod P, musime pro jednotlivé hodnoty Yi, Yo a Y3 z R(0,1) vyfesit
nasledujici integraly vzhledem k rp,0p a pp :

Tp

0p
3r2dr sin 8 d6 d
[P =y | —1-Y, [FE=Y. (4.70)
0 0

Odtud dostavame hledané vztahy

re = RV, (4.71)
cosfp = 2Yo—1,
pp = 27Y;.

Transformaci (4.65) muzeme zpétné vyjadiit polohu ndhodného bodu P pomoci kartéz-
skych souradnic.
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Zde odvozené vztahy mizeme s vyhodou pouzit i pfi rozehravani nahodného sméru
v prostoru. V tomto piipadé se bude nahodny bod P pohybovat pouze po plose koule s
jednotkovym polomérem. Ozna¢me smérové kosiny jako wi, wy a ws, tj. plati

w = wit+wyj + wsk, (4.72)
wWwitwitw: = 1,

kde 2, 7, k jsou jednotkové vektory ve sméru os x, y, z. Smérové kosiny spocteme ze
znamych vyraza

wy = cospV1—cos?b, (4.73)
wy = sinpV1—cos?d,

ws = cosb.

4.8.8 Rozehravani ndhodné veli¢iny X zadané na intervalu (0, 1)
s distribu¢ni funkci F(x) = z".

Takovou ndhodnou veli¢inu mizeme jednoduse rozehrat pomoci metody inverzni funkce
X =Y (4.74)

kde Y je z R(0, 1). Existuje v8ak ¢asové uspornéjsi algoritmus
X =max(Y1,Ys,...,Ys), (4.75)

kterého se téz s vyhodou vyuziva pri vypoctu n-té odmocniny z ndhodného cisla.

4.8.9 Generovani ndhodnych ¢isel ze specialnich diskrétnich roz-
déleni

Obecna metoda generovani nahodnych ¢isel z diskrétnich rozdéleni vychazi z diskrétni
aplikace metody inverzni transformace. Uvazujme nahodnou veli¢inu X, ktera ma rozdé-

leni

Nahodné ¢islo x z tohoto rozdéleni ziskame tak, Ze generujeme nahodné ¢islo y z rozdéleni
R(0,1), nalezneme index ¢ spliiujici relaci

i—1 7
Y <y<>op; (4.77)
j=1 j=1

a polozime X = z; .
Pokud je mozno uchovat v paméti kumulativni soucty

i
G%=).D, (4.78)

j=1
je vhodné pro urychleni vypoctu spocitat tyto hodnoty pred vlastni simulaci. Prestoze
je tato metoda univerzalni, neni vzdy z c¢asovych divodi nejekonomic¢téjsi. V mnoha

pripadech je vyhodnéjsi volit specialni postupy Sité pfimo na miru daného problému.
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Uzivame-li metodu inverzni transformace, je v mnoha piipadech diskrétniho rozdéleni
vyhodné pocitat pravdépodobnosti pp pomoci rekurentniho vztahu

Pk+1 = Ak-i—lpk (4'79)

a kumulované soucty pocitat pomoci

Qk+1 = Gk + Pr+1 - (4.80)

Veli¢ina Ay, zavisi na tvaru rozdéleni. Poznamenejme, Zze pro rozdéleni nabyvajici s
nenulovou pravdépodobnosti nekoneéné mnoha hodnot, musime vypocet kumulovanych
souctu ¢ a tedy i pravdépodobnosti pi, provadét v kazdém kroku simulace. Je tedy
zadouci co nejvice vypocet téchto veli¢in zjednodusit - viz. (4.79). Vyvojovy diagram této
metody je na obr. 4.4.

generace
y z R(0,1)

1 —
vypocet p;

Pi — G

ano

( ¥< Ty — T

ne

konec )
vypocet Ay

k. + Pkri — Qi1

AptiDk — Dieti

k+1—k

Obrazek 4.4: Vyvojovy diagram pro metodu (4.79 - 4.80).

N2 ~

Uvedme si nyni metodu Marsagliovu, které je sice naro¢néjsi na pamét pocitace, ale
je zato rychlejsi nez predchéazejici metoda. Mé&jme nadhodnou velicinu X, ktera nabyva
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kone¢né mnoha hodnot x4, ..., x, s pravdépodobnostmi pq, ..., p,.. Pfedpokladejme, ze
p; jsou udéna ve tvaru kone¢nych desitkovych rozvoju. Pro konkrétnost predpokléadejme,
ze jde o trojmistny rozvoj — p; jsou tedy vyjadiena v tisicindch. Modifikace metody pro
jiny pocet mist bude zfejmé z dalsiho postupu. V paméti poé¢itace obsadime prvnich 10%p;
bunék éislem x4, dalsich 10%py bunék &islem x5 atd.

Nyni nagenerujeme néhodné ¢islo y z R(0,1). Jeho desetinny rozvoj necht je Y =
0.dydods . ... Za ndhodné ¢islo x potom vezmeme ¢islo na adrese ddyds.

Na zavér uvodnich poznamek si ukazme na konkrétnim piipadé, jak znalost prubéhu
rozdéleni miize byt s vyhodou vyuzita na zefektivnéni generovani nahodnych ¢isel. Mé&jme

nadhodnou veli¢inu X, ktera nabyva hodnot zy, ..., z, s pravdépodobnostmi p; < ... <
pr. V tomto piipadé je efektivnéjsi generovat nahodné ¢islo x takovym zptsobem, Ze
vytvarime postupné kumulativni soucty s, = p, , s,_1 = p, +pPr_1, ..., S1 = 1l azax

vezmeme z; takovd, ze ¢ ndex ¢ spliuje relaci
Siv1 < Y <sg; , Y z R(O, 1) , (481)

kde s;11 = 0. Vztah za¢iname testovat z ¢ = r a postupné klademe : =r — 1, r —2, ....
Podobné lze tento postup modifikovat, zndme-li modus generovaného rozdéleni. Potom je
vhodné vychazet z hodnoty kumulovaného souc¢tu odpovidajictho modu.

4.8.10 Binomické rozdéleni

Pocet vyskyti jevu A v sérii n nezavislych pokusu se ridi binomickym rozdélenim. Tento
nahodny pokus je ekvivalentni vybéru s vracenim z ,urny”, ve které jsou prvky dvojiho
druhu, pricemz pravdépodobnost vybrani prvku jednoho druhu pii jednom tahu je p.
Binomické rozdéleni ma velky vyznam v problematice vybérovych Setfeni, v tlohach z
oblasti kontroly jakosti apod. V simulaci mé fadu pouziti napt. v modelovani procesu
selhdvani riznych ¢asti zarizeni nebo pii feSeni obnovovacich problémi. Hodnoty bino-
mického rozdéleni maji pravdépodobnosti

P(X:k:):pk:<z>pk(1—p)”_k k=0,1,....n. (4.82)

Pro velka n se binomické rozdéleni blizi normalnimu.

Nejjednodussi metoda generovani hodnot binomického rozdéleni spociva v reprodukci
série n ndhodnych pokust na pocitaci a registraci po¢tu nastoupeni jevu A. Veli¢inu X
muzeme tedy vyjadiit vztahem

xX=31r, (4.83)
=1

kde I; jsou nezavislé alternativni ndhodné veli¢iny, tj. P(I; = 1) = p, P(I; =0) =1 — p.
Veli¢iny I; generujeme jednoduse tak, ze generujeme nahodné ¢islo y z R(0, 1), v ptipadé
y < p polozime I; = 1, v opa¢ném piipadé polozime I; = 0.

Jiny zptisob je zaloZen na metodé inverzni transformace, kterou mizeme aplikovat
dvojim zpusobem. Pokud mame k dispozici dostatecné velkou pamét, je vyhodné spocitat
pred vlastnim generovanim kumulativni soucty qq, . . ., ¢, a ulozit je do paméti. V opa¢ném
piipadé postupujeme podle algoritmu uvedeného na obr. 4.4. (zde v8ak zac¢indme indexovat
od nuly!), kde

Aprr = £ (4.84)



Efektivni zptisob generovani nahodnych ¢isel z binomického rozdéleni spociva vsak ve vyu-
ziti znalosti pribéhu pravdépodobnosti (4.80). Je znamo, Ze modus binomického rozdélent
je

m = Int [(n + 1)p] (4.85)
a tudiz plati
P0< .. <DPmy Pm>...>ppn. (4.86)
Polozme .
Q= ];ka : (4.87)

Néahodné ¢islo x z rozdéleni (4.82) muzeme ziskat podle nésledujiciho algoritmu:

1. Generujeme néhodné ¢islo y z rozdéleni R(0,1). Je-li y > @, piejdeme k bodu 2,
jinak k bodu 3.

2. Postupné klademe k = m, m + 1, ... a zjistujeme, kdy nastane

k k+1
> PiSy< P
=0 =0
V pripadé platnosti relace polozime z = k + 1.

3. Postupné klademe k = m, m — 1, ...a zjisStujeme, kdy nastane
k—1 k
> <e<Y p-
5=0 j=0

V pripadé platnosti relace polozime x = k.

Tento postup je vyhodny i v pripadé, kdy mame kumulativni souc¢ty ulozené v paméti.

Poznamenejme, Ze pro velka n se da diskrétni funkce (4.82) dobfe aproximovat hus-
totou pravdépodobnosti normalniho rozdéleni. Této skutecnosti je mozné v nékterych
simula¢nich tlohéch vyuzit.

4.8.11 Geometrické rozdéleni

Geometricky rozdélenid nahodna veli¢ina X predstavuje pocet zdari v posloupnosti Ber-
noulliho pokust predchézejicich prvnimu nezdaru a pro jeji rozdéleni plati

P(X =k)=p"(1—-p), k=0,1,.... (4.88)

Nejpfrirozenéjsi zpusob geometrického rozdéleni predstavuje reprodukei série nahod-
nych pokust na pocitaci. Generovani tedy probiha podle algoritmu:

1. Polozime z = 0.

2. Generujeme nédhodné ¢islo y z R(0, 1). Je-li y < p, zvétsime x o jednicku a opakujeme
bod 2. Je-li y > p, je x pozadované nahodné ¢islo.
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Druhy zptsob generovani ndhodnych ¢isel z tohoto rozdéleni vychézi opét z algoritmu
uvedeného na obr. 4.4. s tim, Ze indexace za¢ind od nuly, po =1—p a Ax 1 = p.

Tteti moznost generace vyuziva vztahu mezi geometrickym a exponencialnim rozdeé-
lenim. Ma-li totiz ndhodna veli¢ina W exponencidlni rozdéleni s parametrem A, pak plati

Pk<W<k+1)=e™1-e?), k=01,..., (4.89)

takze
P(Int(W) =k) =e (1 —e?). (4.90)

Nahodn4 velicina X = Int(W) m4 tedy geometrické rozdéleni s parametrem p = e~*. Stadi
nam tedy generovat ndhodna ¢isla z exponencialniho rozdéleni s parametrem A = — Inp.

4.8.12 Poissonovo rozdéleni

Toto rozdéleni ma nahodna proménné, ktera nabyva celé nezaporné hodnoty k s pravdeé-
podobnosti

PX=k=e*" k=01, . (4.91)

Poissonovo rozdéleni dava pravdépodobnost vyskytu k udalosti v daném c¢asovém inter-
valu, jsou-li tyto udalosti nezavislé a vznikaji s konstantni rychlosti (viz. exponencialni
rozdélent).

Kromé obecné metody generovani diskrétnich nahodnych veli¢in (obr. 4.4) lze pro
generovani nahodnych ¢isel z Poissonova rozdéleni uzit souvislosti tohoto rozdéleni s ex-
ponencialnim rozdélenim. Jsou-li délky casovych intervalii mezi vyskytem po sobé nasle-
dujicich jevi urcitého typu rozdéleny exponencialné s hustotou pravdépodobnosti

f)y=xe™, t>0, (4.92)

jsou pocty vyskytu tohoto jevu béhem ¢asového intervalu ¢ rozdéleny podle Poissonova

rozdélen{ i
DY AN

P(X:k):ﬁe y

k=0,1,.... (4.93)

Piimym dusledkem tohoto vztahu je, Ze hodnoty Poissonova rozdéleni (4.91) lze chapat
jako poc¢ty nastoupeni jevi ur¢itého druhu v jednotkovém casovém intervalu (M — p),
pri¢emz casové intervaly mezi jevy se fidi exponencidlnim rozdélenim se stfedni hodno-
tou (coz se ¢iselné rovna 1/p). Tato uvaha tvoii zéklad generovani nadhodnych hodnot
Poissonova rozdéleni.

Néhodné ¢islo z Poissonova rozdéleni ziskdme tedy tak, ze generujeme nédhodné ¢isla
20, - -, 2p+1 %z rozdéleni exponencidlniho s parametrem p tak dlouho, az plati

k
ZZ]' <1<
=0

>z (4.94)

j=

Cislo k je potom néhodné éislo z Poissonova rozdéleni. Obvykle generujeme z pomoci
nédhodnych ¢isel y z R(0,1) podle vztahu
1
z; = 2 Iny; . (4.95)
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Po dosazeni do vztahu (4.94) pak dostavame

k k+1
—Y Iny; <p <> Iny (4.96)
J=0 J=0
nebo-li
k k+1
[Tvi<e* <]y - (4.97)
J=0 J=0

Tento vztah je pro vypocet nejvhodnéjsi, nebot konstantu e * miizeme spocitat pred
vlastnim generovanim.

4.8.13 Empiricka rozdéleni

V predchozich odstavcich jsme se zabyvali generovanim hodnot nahodnych veli¢in za pred-
pokladu, Ze jsme znali jejich rozdéleni ve tvaru matematického zakona.

P1i konstrukci simula¢nich modeli vSak mélokdy disponujeme apriorni znalosti na-
hodnych veli¢in, které se v modelech vyskytuji. Prvni tikol, pied kterym stojime, spoc¢ivéi
v ziskani dat priméreného rozsahu a kvality, na jejichz zakladé se snazime popsat pravdeé-
podobnostni zdkony, podle nichz nabyvaji veli¢iny svych hodnot.

Nejprve je tieba zjistit, zda empiricky zjisténé rozdéleni l1ze s dostatec¢nou presnosti
aproximovat nékterym ze standardné pouzivanych rozdéleni. K testovani shody empiric-
kych rozdéleni s teoretickymi se pouZivaji testy dobré shody (x? — test, Kolmogoroviv
— Smirnoviv test). Pokud na zvolené hladiné vyznamnosti nejsou odchylky podstatné,
miizeme vétsSinou pouzit nékteré diive uvedené metody ziskdvani hodnot ndhodnych ve-
licin. V mnoha ptipadech vSak tomu tak neni a je lepsi generovat nahodna ¢isla primo z
empirického rozdéleni. Pro diskrétni rozdéleni je pak mozno pouzit primo metodu inverzni
transformace.

Generovani nahodnych ¢isel ze spojitych rozdéleni na zékladé znalosti empirické dis-
tribu¢ni funkce lze provadét pomoci nasledujiciho postupu. Necht je dana n-tice vysledku
méteni nahodné veliciny X — &, ..., &, usporadana podle velikosti od nejmensi k nejvetsi
hodnoté. Empiricka distribu¢ni funkce potom je

0 pro x<&,
Sp(x) =X i/n pro x€ (&), i=1,...,n—1, (4.98)
1 pro x >¢&, .

Misto této schodovité funkce budeme uvazovat spojitou distribu¢ni funkeci F(x), ktera
bude po ¢astech linearni a spojita a S,,(&;) = F(&),i=1,...,n.Tan., zepro§; < x < &4

je
Sn(&iv1) — Sn(&) S (x —&)
(0= &) = Sule) + 0~
§it1— & n(&iv1 — &)
Aplikujeme-li nyni na tuto distribu¢ni funkci metodu inverzni funkce, dostavame pro
rozehrani nahodné velic¢iny ze zadaného empirického rozdéleni nasledujici algoritmus:

F(z) = Su(&) + (4.99)

1. Generujeme nahodné ¢islo y z rozdéleni R(0,1).

2. Je-liy > S,(&,), y zamitneme a piejdeme k bodu 1.
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3. Ur¢ime k takové, ze S, (&) <y < Sp(&kv1) -

4. Polozime
z =11 — &)Y — Snl&e)] + &k - (4.100)

4.8.14 Generovani ndhodnych permutaci

V nékterych simula¢nich modelech, napt. pro generovani ndhodnych vybéra bez vraceni,
je tfeba generovat ndhodné poradi N prvku.

Oc¢islujme uvazované prvky ¢isly 0, 1, ..., N-1. Existuje potom N! rtuznych permutaci.
Jedna z metod generovani ndhodnych poradi ¢isel 0, 1, ..., N-1, navrzend Marshallem a
Halem, je zaloZzena na vzajemné jednozna¢ném prifazeni mezi prvky dvou mnozin:

e mnoziny A, jejiz prvky jsou ¢isla 0, 1,2, ..., NI -1;
e mnoziny B, jejiz prvky jsou vSechna poradi ¢isel 0, 1,2, ..., N —1.
Zobrazeni mnoziny B na mnozinu A lze provést tak, Ze pro kazdou permutaci by, by, ba,
oo, byoq cisel 0,1, 2, ..., N —1 najdeme ¢isla a pro k =1, 2, ..., N — 1, kterd znaci
pocet Cisel, jez jsou v fadé by, by, ..., by_1 uvedena za Cislem k a jsou mensi nez k. Napf.
v posloupnosti (N = 8)
3,7,1,0,4,5,6,2 (4.101)

jear =1,a3 =0,a3 =3, a4 =1,a5 =1, ag = 1, a; = 6. V dané permutaci je naprt.
a1 = 1, protoze za ¢islem 1 se vyskytuje pouze jedno mensi ¢islo nez 1, totiz ¢islo 0.

Pro urceni ¢isel a, pro k=1, 2, ..., N — 1 definujeme ¢islo I vztahem
[:a,l 1!-'-0,22!-'-...4—0,]\7,1 (N—l)', (4102)
které je pro kazdou permutaci jedinec¢né. Toto ¢islo, jak je zfejmé, lezi v mnoziné A a lze
jej pouzit jako poradového ¢isla permutace by, by, ..., by_1.
Naopak kazdému prvku mnoziny A (celému ¢islu I € [0, N! — 1]) miZeme nejprve
prifadit ¢isla ay, asg, ..., ay_1 tak, ze postupnym délenim [ ¢isly (N — 1), (N —2)!, ...,

2! nalezneme koeficienty rozkladu (4.101). Zbyva jesté ukazat, jakym zpusobem lze na
zékladé znalosti hodnot a vytvorit prisluSnou permutaci. To je jiz snadné, uvédomime-
li si, ze a; urcuje vzajemnou polohu c¢isel 0 a 1, as vzajemnou polohu ¢isel 0, 1 a 2,
atd. Naptiklad pro soustavu ¢isel a;, uvedenou pro permutaci (4.101) budeme postupovat
nasledovné

za jednickou ma nasledovat jedno mensi ¢islo,

1 0
1 0 2 za dvojkou nenésleduje zadné mensi cislo,
3 1 0 2 zatrojkou nasleduji tfi mensi ¢isla,
31 0 4 2
31 0 4 5 2
31 0 4 5 6 2 ...
3 7 1 0 4 5 6 2 zasedmickou nasleduje pravé sest mensich cisel

Generovani ndhodnych permutaci N ¢&isel tedy spociva v generovani celych ¢isel [ z
intervalu [0, N! — 1], které maji stejnou pravdépodobnost vyskytu, nalezeni koeficientii
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rozkladu a ve vztahu (4.102) a konstrukei poradi ¢isel 0, 1, ..., N — 1 podle uvedeného
algoritmu.

Je zfejmé, Ze postup je realizovatelny pouze pro pomérné malé N. Napiiklad u pocitaci
s délkou slova 24 biti mé smysl uvazovat N < 10 (pokud nepouzijeme dvojné aritmetiky),
nebot 11! jiz pfesahuje moznosti zobrazeni ¢isel v pevné radové carce.

Pro vétsi pocet prvku lze pouzit algoritmus zaloZeny na principu ndhodného ,promi-

chavani”. Jestlize x1, xo, ..., oy je urcita permutace N prvki, ziskdme dalsi permutaci
nasledujicim postupem.
Proi= N, N —1, ..., 2 se provedou operace 1) az 3):

1. generuj y z R(0, 1),
2. k =1+ Int(iy),

3. vyméni se prvky xp a z; (tj. xp <« ;).

4.8.15 Markovovy retézce

V tomto odstavci si v kratkosti vSimneme Markovovych Fetézci, jednak z toho diavodu, ze
Markovovy Tetézce maji siroké uplatnéni v prirodnich védach, a jednak proto, ze jedna z
metod TeSeni linearnich algebraickych rovnic vede k simulaci Markovova fetézce. S timto
pojmem se rovnéz setkdme v kapitole vénované statistické termodynamice.

V radé modelu popisujicich chovani dynamickych systému se vyskytuje potieba zachy-
tit vazby mezi situacemi néasledujicimi po sobé. Dochazi-li ke zménédm stavt v diskrétnich
casovych okamzicich a jedna-li se o mnozinu diskrétnich stavii mizeme nékdy predpo-
kladat zavislost mezi stavy systému pouze v okamzicich ¢ a t + 1. Nezavisi-li tvar této
zéavislosti na ¢, lze uvazovat o pouziti homogennich Markovovych Fetézci pro pravdépo-
dobnostni popis vyvoje takového systému.

Mozné stavy systému zobrazme do mnoziny prirozenych cisel, tj. provedme jejich
oCislovani ¢isly 1, 2, ..., N. Okamziky, v nichz muze dochazet ke zménam stavii, ozna¢me
0, 1, 2, .... Markovoviv fetézec je definovan vektorem pravdépodobnosti stavii systému
v pocateénim okamziku, tj. vektorem

N
p(0) = [p1(0), p2(0),...,pn(0)], pi(0) >0, D pi(0)=1, (4.103)
i=1
kde p;(0), proi =1, 2, ..., N, je pravdépodobnost, Ze systém je v okamziku ¢t = 0 v i —
tém stavu a matici podminénych pravdépodobnosti pfechodu
N
P=pjl, p;>0 > pj=1 pro i=12...,N, (4.104)
j=1

jejiz prvky p;; znaci pravdépodobnost, Ze systém, ktery je v okamziku ¢ ve stavu ¢, bude v
okamziku t 4 1 ve stavu j. Zadanim vektoru p(0) a stochastické matice P je Markovoviv
fetézec plné popsan (v pravdépodobnostnim smyslu), nebot plati vztah

p(k) =p(k —1)P =p(0O)P* pro k=1,2,.... (4.105)

Je-li systém v okamziku ¢ ve stavu 2, bude v nasledujicim okamziku ve stavu 1 s pravdépo-
dobnosti p;1, ve stavu 2 s pravdépodobnosti p;o, ..., ve stavu N s pravdépodobnosti p; .
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Generovani nasledujiciho stavu je vlastné generovanim hodnoty diskrétni ndhodné veli¢iny
s hodnotami 1, 2, ..., N, jez se vyskytuji s pravdépodobnostmi udanymi i—tym fadkem
matice podminénych pravdépodobnosti prechodu. Z matice P je vyhodné vytvofit matici
kumulovanych pravdépodobnosti F' = [Fj;] podle vztahu

J
Fj=> ps pro i=12,...,N. (4.106)
k=1

Jednoduchy algoritmus generovani stavu systému v okamziku ¢ + 1 za predpokladu, ze v
okamziku ¢ byl ve stavu 7, miizeme zapsat nasledovné:

1. generovani ¢isla y z R(0, 1),
2. nalezeni nejmensiho j, pro které plati y < Fj;.

Nékdy se vyskytuje pripad tzv. vicenasobné vazby, kdy nasledujici situace nezavisi jenom
na pritomném stavu, ale i na stavech v nékolika predchozich okamzicich. Ukazeme, Ze i
pro tyto pripady se problém generovani posloupnosti stavii nijak podstatné nekomplikuje.
Podstata bude patrnd na dvojné vazbé, algoritmus lze zfejmym zpiisobem zobecnit na

P1i dvojné vazbé je pravdépodobnost, Ze systém bude v okamziku ¢ + 1 ve stavu k za
predpokladu, ze v okamziku ¢ je ve stavu j a v okamziku t—1 byl ve stavu 7, udana prvkem
Piji- Pro urceni fetézce tohoto typu je nutné udat stavy (popt. vektory pravdépodobnosti
stavil) ve dvou poc¢ate¢nich okamzicich. Zde podminéné pravdépodobnosti prechodu tvori
krychlovou matici

N
k=1

kde i je ¢islo vrstvy, j je Cislo sloupce, k je ¢islo fadku. Pro generovani je opét vhodné
spocist veli¢iny Fjjp,

k
Fijr = Z Pijm - (4'108)
m=1

Generovani stavu v okamziku ¢ + 1 (byl-1i systém v okamziku ¢t — 1 a ¢ ve stavech i a j)
spociva v krocich:

1. generujeme nahodné ¢islo y z R(0, 1),
2. nalezneme nejmensi k, pro které plati

y < Fiji - (4.109)

V praxi se vyskytuji i pripady, kdy aproximace homogennim Markovovym fetézcem
nepostacuje k vystizeni zmén stavi systému. Nékdy je to zptisobeno tim, ze podminéné
pravdépodobnosti prechodu se méni s ¢asovymi okamziky, takZze musime pracovat s mati-
cemi P(t), které popisuji prechody uskuteénéné mezi okamziky ¢ — 1 a t. Predev§im jsou
zajimavé pripady, v nichz se matice P(t) po uré¢ité dobé opakuji, takze posloupnost matic
ma tvar

P(1),P(2)....,P(k),P(1),P(2),...P(k),P(1),... .

Ani zde nepredstavuje vytvofeni algoritmu generovani ndhodnych posloupnosti stavi
vazny problém.
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Kapitola 5
Vypocet urcitych integrali

Pro vypocet hodnoty urcitého integralu se pouziva celé fady znamych numerickych metod
(lichobé&znikové pravidlo, Simpsonova formule, Gaussovy vzorce apod.), které ve vétsing
pripadt umoznuji ziskat vysledek se zddanou presnosti, aniz by objem vypocetnich praci
presahl rozumnou mez. Pro jednorozmérné integraly metoda Monte Carlo neobstoji v sou-
tézi s uvedenymi metodami, nebot k dosazeni stejné presnosti obvykle vyzaduje mnohem
vice vypocetnich tkoni. Situace se vSak zméni, kdyz prejdeme k vypoctu vicerozmérnych
integrali. Budeme-li pfi vypoc¢tu jednorozmérnych integralt brat funkéni hodnoty v n
uzlovych bodech, pti prechodu k d-rozmérnému integralu pocet uzlovych bodu vzroste na
nd a doba vypoctu poroste toutéz rychlosti. Naproti tomu v metodé Monte Carlo doba vy-
poc¢tu roste s prechodem k d-rozmérim pouze d—krat. Z tohoto divodu je metoda Monte
Carlo zakladni numerickou metodou pro vypocet vicerozmérnych integrala.

Pokud mame integrovat néjakou hladkou funkci f na vhodné oblasti integrace G,
tak se ukazuje, ze pouziti metody Monte Carlo je vyhodné&jsi, nez pouziti klasickych
kvadraturnich vzorci pro dimenzi d > 3. Bude-li funkce f spojitd jen po ¢astech nebo
bude-li oblast integrace slozita, pouziva se metoda Monte Carlo jiz pro d > 2. Pouziti
metody Monte Carlo muze byt vyhodné i v jednorozmérném priipadé, pokud funkce f mé
mimoradné slozity prubéh.

Jelikoz jde o vyklad principi této metody, zaméfime se na problematiku pfibliznych
vypocti jednoduchych integrali, na niz se zakladni problémy daji nazorné ilustrovat.
Efektivnost vypoctu integralii riznymi zptsoby budeme demonstrovat na konkrétnim
prikladé [2, 5, §|.

5.1 Jednoduché metody pro vypocet integralt

Nasim tkolem bude vypoéitat integral z funkce f(x) na intervalu (a,b)

I:/f(x) dz . (5.1)

Tento vypocet muzeme provést dvéma zptisoby.
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5.2 Vypocet pomoci stfredni hodnoty

Tato metoda vypoctu integralu I vyuziva nasledujiciho faktu. Necht X je ndhodné velic¢ina
s rovnomérnym rozdélenim na intervalu (a,b) a ndhodna veli¢ina Y je dana vztahem
Y = f(X). Pak pro stfedni hodnotu veli¢iny Y plati

; 1 1
:a/f(x)b_adx:b_al. (5.2)

7, druhé strany stfedni hodnotu nahodné veli¢iny Y muzeme odhadnout pomoci aritme-
tického priameéru nezavislych n realizaci nahodné veli¢iny Y

Zf (5.3)

kde x; jsou nezavislé realizace nahodné veliciny X, tj. ndhodna ¢isla s rovnomérnym
rozdélenim na intervalu (a, b). Pro hodnotu integralu I pak dostavame

3

b—alzn:f . (5.4)

5.3 Geometrickd metoda

Metoda vyuziva tzv. geometrické pravdépodobnosti. Situace je znédzornéna na obr. 5.1.
Y
h L - &

fla)p-am-aoe- [\ N

Yi F--m------- 9

Obrazek 5.1: Geometrickd metoda vypoctu integralu

Geometricka pravdépodobnost plochy pod kiivkou y = f(z) je rovna

I

T

(5.5)

Nyni si predstavme nésledujici pokus. Zvolme v obdélniku ABCD nahodné body. Necht
rozdéleni téchto bodu je rovnomérné na plose obdélniku ABCD. Pak pravdépodobnost,
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ze takto ndhodné zvoleny bod padne do plochy pod kiivkou y = f(z) je rovna pravé
geometrické pravdépodobnosti této plochy.

P1i vypoctu integralu I budeme postupovat nasledovné. Generujme n ndhodnych ¢isel
x s rovhomérnym rozdélenim na intervalu (a,b) a posloupnost n nadhodnych ¢isel y s
rovnomérnym rozdélenim na intervalu (0, h) (oznaceni viz. obr. 5.1).

Dvojice (z;, y;) pak predstavuji soufadnice ndhodnych bodu v obdélniku ABCD. Po-
moci podminky

zjistime, kolik bodu lezi pod kiivkou y = f(x). Jejich pocet ozna¢me n'. Relativni ¢etnost
n'/n pak bude odhadem geometrické pravdépodobnosti

I n'
Pr=———=— 5.7
! (b—a)h n (5:7)
a pro hodnotu integralu dostdvame vztah
/
I=h(b—a)> . (5.8)
n

Obé dvé metody vypoctu integrali dle naseho nazoru krasné ilustruji podstatu metody
Monte Carlo. Pro vypocet hodnoty urcitého integralu, coz je konkrétni, pevné dané ¢islo,
jsme nasli ndhodné veli¢iny (napt. Y = f(X) u prvni metody), jejichz charakteristiky
(u prvni metody stiedni hodnota E(Y)(b — a)) jsou rovny hledané hodnoté integralu a
hodnotu téchto charakteristik uré¢ime simulovanim hodnot ndhodnych veli¢in a odhadem
z téchto hodnot pomoci matematické statistiky.

Z detailnéjsiho rozboru obou metod vyplyvé, ze geometrickd metoda ma vétsi nebo v
optimalnim pripadé stejny rozptyl jako prvni metoda zaloZzena na vypoctu stfedni hodnoty
a byva proto méné presna.

5.4 Odhad Gc¢innosti metody

Obdobné jako v piipadé generatoru nahodnych veli¢in s danym rozdélenim musime se
divat na uc¢innost dané metody jednak z hlediska pfesnosti vypoc¢tu daného integrédlu a
jednak z hlediska vypocetni rychlosti. Z tohoto diivodu je rozumné za kritérium vhodnosti
metody vzit soucin ¢asu potifebného k vypoctu jednoho odhadu integralu I a odpovidajici
disperze.

Urcit rozdéleni odhadu integralu primo se vSak ve vétsiné piipadit nepodari. Proto
musime postupovat jinak. VyuZzijeme toho faktu, Ze hodnotu integralu odhadujeme po-
moci aritmetického priméru. Pokud jednotlivé ¢leny v aritmetickém priaméru budou mit
disperzi D(X), pak disperze aritmetického praméru bude D(X)/n, kde n je pocet clent
aritmetického praméru. Jestlize tedy spoc¢teme disperzi D(X) jednotlivych ¢lent aritme-
tického priméru, pak disperze odhadu integralu bude D(X)/n.

Pro nézornost aplikujme toto kritérium pro piipad vypoctu integralu

I :/1\5/5dx (5.9)
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obé&ma vyse uvedenymi metodami. Tento integral je roven 5/6. Postupujeme-li podle prvni
metody, dostdvame pro vypocet I vztah

1 n
== ¢, (5.10)
n;3

a disperze nahodné veli¢iny Y = (X)° (X z R(0, 1)) bude

[ s 5\2 5
DY:/ d—(—) S 5.11
) S0 6) T 2 (5.11)
V pripadé geometrické metody dostavame pro I vztah
1S
I= EZji : (5.12)
i=1
kde
ji = 1 pro yi<xl-1/5 (5.13)

1/5

i

Ji = 0 pro yi=>w
Uvédomime-li si, Ze stfedni hodnota ¢tverce ndhodné velic¢iny J je rovna

E(J*) =1°P(Y < f(z)) =1 (5.14)
potom pro disperzi veli¢iny J dostavame

DUy =T-1 =222, (5.15)
6 36 6
Pokud bychom porovnali pouze disperze u obou pripadi, je prvni metoda jednoznac¢né
vyhodnéjsi. Uvazime-li i pocet operaci potiebnych pro ziskani jednoho ¢lenu v souctech
tvoricich odhady I, bude situace komplikovanéjsi. V metodé zalozené na urceni stfedni
hodnoty funkce f(x) musime nagenerovat nahodné ¢islo x; a poéitat patou odmocninu
z tohoto ¢isla, coz je obvykle ¢asové naro¢né procedura. V pripadé geometrické metody
musime nagenerovat dvé ndhodné ¢isla y; a x; a testovat podminku y; < :1:3/ 5, kterou
lze prevést na ekvivalentni podminku y? < ;. Vyhodnoceni této podminky je Casove
daleko méné narocné nez vypocet odmocniny a geometrickd metoda i pres vétsi disperzi
je vhodnéjsi metodou. Vzpomeneme-li si vSak na vypocet n-té odmocniny z ndhodného
¢isla podle vztahu (4.75), vypocet odmocniny se zrychli a situace se obrati — prvni metoda
se stane vice jak trikrat efektivnéjsi, nez geometrickd metoda. Z uvedeného prikladu je
ziejmé, ze volba nejvhodnéjsiho algoritmu v metodé Monte Carlo neni vzdy jednoduchou
zalezitosti.

5.5 Metody snizovani disperze

Konvergence obvyklé metody Monte Carlo je pomald — imérna n~/2. Snizovani disperze
zvySovanim poc¢tu pokusu neni tedy prilis efektivni zptusob. Existuji vSak specidlni metody

snizujici disperzi a nékteré z nich si nyni uvedeme.
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5.6 Nalezeni hlavni ¢asti

b
Myslenka spociva v rozdéleni integralu [ f(z)dx na dvé éasti - hlavni ¢ast, kterou lze

a
spocist analyticky ¢i jinou numerickou metodou a korekéni ¢ast, kterou urcéime pomoci
metody Monte Carlo. Nejdfive tedy najdeme funkei g(x) blizkou f(z), jejiz integral zname

I = /g(:c) dz . (5.16)

Korekei spo¢teme napf. metodou stfedni hodnoty pro funkei f(z) — g(z) a pro hledany

integral méame
n

Sl a) = glz)] + 1o (5.17)

i=1

Iib—a

n

Oznac¢me si jako ndhodnou veli¢inu V
V=(0b-a)[f(X)-g(X)]+ 1. (5.18)

Pro jeji disperzi dostavame

b

D) = (b=a) [If(x) = g@)Pde — (I = 1)? (5.19)

a

5.7 Metoda vazeného vybéru

Doposud jsme ndhodné c¢isla x generovali rovnomérné rozdélend na intervalu integrace.
Jak vyplyne z dalstho, je nékdy vyhodnéjsi volit tato ¢isla s takovym rozdélenim, Ze jejich
hustota vyskytu bude vétsi v téch oblastech integrace, které vice prispivaji k hodnoté
integralu 7. V nejjednodussim pripadé lze postupovat tak, ze obor integrace rozdélime
na jednotlivé vhodné zvolené podintervaly a v nich opét generujeme ndhodné ¢isla x; z
rovnomeérného rozdéleni. Hustotu rozdéleni volime podle velikosti integrované funkce v
diléim intervalu. Vysledny odhad pro integral I potom dostaneme jako soucet vysledki z
jednotlivych podintervali. Této metodé se téz iika metoda vybéru po skupinéach.

V obecnéjsim piistupu volime ndhodnou veli¢inu X s hustotou pravdépodobnosti p(z)
spojité se ménici v intervalu |a, b|. Hledany integral upravime do tvaru

T

) b ) bM
I /f(x) dz / ( >p(x) dz . (5.20)

p(x

Zavedeme-li ndhodnou veli¢inu V' = f(X)/p(X), bude pro ni platit £(V') = I. Jako odhad
integralu proto miizeme vzit

znj f(gj?) , (5.21)

do —I*. (5.22)




7 tohoto vztahu plyne dulezity zavér, ze vhodnou volbou hustoty pravdépodobnosti mi-
zeme podstatné zmensit disperzi. Teoreticky bychom mohli snizit disperzi az na nulu,
kdybychom za hustotu pravdépodobnosti p(z) vybrali funkei

p(z) = @l (5.23)

17l dr

Problém je oviem v tom, jak takovouto hustotu pravdépodobnosti (vyjma jednodu-
chych piipada) realizovat. V praxi postupujeme tak, Ze generujeme takovou nahodnou
veli¢inu X, jejiz hustota pravdépodobnosti se co nejvice podoba |f(x)| a je snadno reali-
zovatelné.

Obrazek 5.2: Symetrizace funkce f(z)

5.8 Metoda symetrizace integrované funkce

Uvédomime-li si, Ze disperze konstanty je nula, a ze disperze integralu bude tim mensi, ¢im
méné se bude integrovana funkce na intervalu integrace ménit, dostaneme dalsi metodu
snizovani disperze. Budeme se tedy snazit vhodnym zptisobem upravit integrovanou funkci
tak, aby na daném intervalu |a, b] p¥ili§ nekolisala a tim snizime disperzi. Konkrétni aprava
zavisi na tvaru funkce f(z).

Pokud je funkce monotonni (obr.5.2), je vhodné ji symetrizovat funkei

g9(x) = Slf (@) + fla+b—=)] (5.24)
pricemz plati
b b
/f(x) dr = /g(x) dz . (5.25)

Odhad hodnoty integralu je potom dan vztahem
1 n
IT=—>f(z)+ fla+b—ux). (5.26)

2n =
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Doba vypoctu jednoho ¢lenu se prodlouzi priblizné dvakrat. Lze vSak dokazat, ze v
pripadé monoténni funkce disperze klesne minimalné dvakréat.

T .

s uspéchem pouzit této metody, musime ziskat co nejvice informaci o integrované funkei.

5.9 Priklady integracnich metod se sniZenym rozpty-
lem

V této ¢asti porovname vyse uvedené algoritmy na jednoduchém integralu ( jehoz hodnotu
zname)

1
[:/exdx:e—l . (5.27)
0

Disperzi nahodné veli¢iny V', kterou lze vyjadiit jako V = g(X) a jejiz stfedni hodnotou
je hodnota I, budeme pocitat ze vztahu

D(V) = /g2(x) dz — 17 (5.28)

5.10 Metoda stredni hodnoty

Odhad hodnoty integralu je dan vztahem

1 n
I=— Z e’ (5.29)
=
a disperze nahodné veliciny V = eX je
1
D(V) = 5(62 —1) — (e —1)* = 0.2420 . (5.30)

5.11 Geometrickd metoda

Odhad hodnoty integralu je dan vztahem
1= £ Zvi ., v=1pro vy <e® ! jinak wv;=0. (5.31)
iz

Zvolili jsme h = e. Disperze bude v tomto piipadé znacna

D(V)=hl —I?=ele—1)—(e—1)>=e—1=1.7183. (5.32)

65



5.12 Metoda nalezeni hlavni ¢asti

Funkci f(z) = exp(z) miZeme rozvinout do fady 1+ z + x?/2!+.... Za hlavni ¢ast si v
intervalu [0,1] zvolme funkci g(z) = 1 + x. Jeji integral lze analyticky spodcist a je roven
I,=3/2. Pro odhad hodnoty integralu a disperze dostavame

n 3 1 1
I = (" —z—1)+-==> (" —x;) + =, (5.33)
i=1 2 ni 2
1
D(V) = / (€ —1—a)%dz — (e — 2.5)% = 0.0437 . (5.34)
0

5.13 Metoda vazeného vybéru

e Funkce exp(z) je monotonné rostouci funkce na intervalu [0, 1]. Rozdélme tento
interval na dva podintervaly [0,1/2) a [1/2, 1]. V prvnim podintervalu vezmeme
40 % a ve druhém 60 % hodnot, coz odpovida poméru ploch odpovidajicich danym
intervaliim. Pro vypocet integralu dostavame

1 0.4n , 1 n ,
O.8n;€ +12ni£ne » ¥ T, ¥ (1+2z), zzR(0,1)
(5.35)
Disperze bude
1 1
D(V)=—D+ -—D =0.0614 . '
(V)= 1D+ 4P =006 (5.36)

. . 2
e Za hustotu pravdépodobnosti p(x) Ty
nadhodnou veli¢inu miizeme rozehrat pomoci metody inverzni transformace

/p(x) de =Y, Yz R(0,1) (5.37)

a tedy
=v1+3Y —-1. (5.38)
Hodnota integréalu je dana vzorcem

T

_3

" e
= 5.39
2n Zz:l ( )
a disperze této hodnoty je urcena vztahem
g 1
D)=+ / —dz — (e — 1) = 0.0269 (5.40)
0

5.14 Metoda symetrizace integrované funkce

Jelikoz dané funkce f(z) = e” je monotonni, sta¢i provést jednoduchou symetrizaci. Do-
stavame | &
I=_—) (e"+e"™) (5.41)

2n =
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D(V) = 0.0039 . (5.42)

Z uvedenych piikladi je zfejmé, Zze popsané metody snizovani disperze jsou efektivni a
Ize s jejich pomoci snizit disperzi a podstatné zkratit vypocet — v nasem piipadé doslo ke
zlepSeni disperze vzhledem k nejjednodussi metodé stfedni hodnoty o jeden az dva tady.
Pti volbé optimalniho algoritmu bychom museli vzit do tivahy i pocet potiebnych operaci
a teprve potom rozhodnout o vyhodnosti algoritmu. V piipadé funkce f(z) = e* by
ziejmé zvitézila posledni metoda majici vyrazné nejnizsi disperzi i jednoduchy algoritmus
vypoctu.

Jednotlivé metody vypoctu byly naprogramovéany. Pro vypocet jedné hodnoty inte-
gralu bylo pouzito vzdy 100 ndhodnych ¢isel a pro kazdou metodu byl vypocet desetkrat
opakovan. 7Z téchto deseti hodnot byl spoc¢ten aritmeticky prumér a odhadnuta disperze.
Na zakladé téchto hodnot byl uréen 90 % interval spolehlivosti. Vysledky vypoctia jsou
uvedeny v tab. 1.

U kazdé metody je v tab. 5.1. uvedeno deset hodnot opakovaného vypocétu hodnoty
integralu (pro rizna nahodna ¢isla), odhadnuté stfedni hodnota, ktera predstavuje vy-
poc¢tenou hodnotu integralu, a disperze. Déle je uveden 90 % interval spolehlivosti pro
hodnotu integralu ve tvaru  + 0, T — 0 a uvedena hodnota §. Na poslednim fadku je
uvedena chyba vypoctu. Vysledky potvrzuji nase predchozi teoretické tivahy.

<

X

Obrézek 5.3: Geometrickd metoda vypoctu vicerozmérnych integrali.
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standardni metoda
1.7301 1.5713 1.7013  1.7385 1.7604
1.6622 1.6809 1.7092  1.6333 1.7212
stfedni hodnota 1.6908 disperze 3.1706x1073
90 % interval spolehlivosti | 1.658 1.723 4 3.26x1072
spravna hodnota 1.7183  chyba  -2.743x1072
geometrickd metoda
1.5000 1.7400 1.6500  1.8900 1.5600
1.8600 1.6500 1.5600  1.7700 1.6500
stfedni hodnota 1.6830 disperze 1.6890x1072
90 % interval spolehlivosti | 1.608  1.7580 & 7.53x1072
spravna hodnota 1.7183  chyba  -3.528x1072
metoda hlavni ¢asti
1.7459 1.6979 1.7494  1.7251 1.7343
1.7188 1.7315 1.7085 1.7613 1.7482
stfedni hodnota 1.7321 disperze 3.9520x10~*
90 % interval spolehlivosti | 1.721 1.744 £ 1.15x1072
spravna hodnota 1.7183  chyba  1.3804x1072
metoda symetrizace
1.7116 1.7121 1.7115  1.7294 1.7131
1.7111 1.7242 1.7127  1.7119 1.7233
stfedni hodnota 1.7161 disperze 4.6177x107°
90 % interval spolehlivosti | 1.712 1.720 4 3.94x1073
spravna hodnota 1.7183  chyba  -2.202x1073
metoda vazeného vybéru
1.7033 1.7078 1.7138  1.7375 1.7397
1.7358 1.7433 1.7214  1.7175 1.6990
stiedni hodnota 1.7219 disperze 2.6299x10~4
90 % interval spolehlivosti | 1.713 1.731 4 9.40x1073
spravna hodnota 1.7183  chyba  3.6224x1073

Tabulka 5.1: Vysledky vypoctu integralu (5.27) raznymi metodami Monte Carlo. Integral
z funkce exp(z) od 0 do 1, celkovy pocet ndhodnych ¢isel je 100 (generator rnd3).
5.15 Vicerozmérné integraly

Nasim tkolem je vypocitat integral

1= [ f(Pp(P)ap,

G

(5.43)
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kde p(P) je zadana hustota pravdépodobnosti v oblasti G a P je bod z této oblasti.
Nejjednodussi pripad odpovida konstantni hustoté pravdépodobnosti p(P) = 1/G.

Vétsinu vyse uvedenych metod mizeme zobecnit na pfipad d-rozmérnych integrali.
V metodé stfedni hodnoty vezmeme ndhodné body Py, P, , .. .s hustotou p(P) a zavedeme
nédhodnou veli¢inu V' = f(P), jejiz stfedni hodnota je [

E(V) = / F(P)p(P)dP =1 . (5.44)
a
Za odhad integralu vezmeme veli¢inu
>_f(B). (5.45)

Analogicky muzeme zobecnit i geometrickou metodu. Predpokladejme, ze funkce f(P)
je v oblasti integrace G omezen4, tj. plati 0 < f(P) < h. Obdobné jako v jednodimenzi-
onalnim piipadé si vytvorime novou d + 1 rozmérnou oblast G x (0, h) s objemem Gh a
v ni budeme generovat nahodné body ¢; (obr.5.3). Pak budeme zkoumat, kolik z téchto n
nahodnych bodu ¢; bude lezet pod povrchem plochy z = f(P) — jejich pocet ozna¢me n'.
Pro integral I pak dostaneme odhad

I=Gh . (5.46)
n

I v ptipadé vypoctu vicerozmérnych integrali je nékdy vyhodné pouzit metod snizu-
jicich disperzi. Situace je v8ak komplikovanéjsi nez v jednorozmérném piipadé. Na druhé
strané vSak zde vznika moznost snizit disperzi u téch integréli, u nichz lze analyticky inte-
grovat pies nékteré proménné tim, ze tyto integrace provedeme pred pouzitim numerické
metody.

5.16 Problémové pripady integrace

Casto se setkavame s tlohou spocist integral pfes neomezenou oblast, napt. ptes interval
(—00,00). V téchto pripadech nemiizeme pouzit metody Monte Carlo piimo, ale musime
se uchylit k jednomu ze tii obrati:

1. z oblasti G vyfizneme dost velikou konec¢nou oblast a integrujeme pouze pfes nf;
2. pretransformujeme oblast na konec¢nou;

3. pomoci metody vazeného vybéru vezmeme hustotu pravdépodobnosti, ktera dosta-
tecné rychle klesa pii prechodu k nekonecnu.

Integrovana funkce f(P) muze mit v oblasti integrace G singularitu, dejme tomu typu
1/x*. V tomto piipadd nemiizeme pouZit obvyklych odhadt integrdlu, protoze disperze
aproximujici ndhodné veli¢iny V' bude nekonecéna. I zde vSak muzeme uzit metodu va-
7eného vybéru a zvolit hustotu pravdépodobnosti té7 typu 1/z% Vypocet se sice timto
obratem zpomali, ale dospéjeme ke spravnému vysledku.
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Kapitola 6

Interpolace funkci mnoha proménnych

Nasledujici tloha patii téz mezi problémy, ve kterych je pouziti metody Monte Carlo pfi
vétsim poctu proménnych mnohem uc¢innéjsi nez klasické metody.

Mé&jme funkei f(zq, ..., z,,) 0 m proménnych a necht jsou zadény jeji hodnoty pouze
v rozich jednotkové m-rozmérné krychle. Nasim tkolem je stanovit hodnotu této funkce
v néjakém bodé o soufadnicich (z1, ..., x,,) uvnit¥ krychle. Podle kazdé soufadnice bu-
deme interpolovat linearné. Interpola¢ni vztahy pro jedno a dvoudimenzionalni pripad
jsou

m=1 fl) = (1—a) f(0)+ a1 f(1) .
m=2 f(z1,29) = (1—x1) (1 —x2) f(0,0)+21(1 —x2) f(1,0)+ (6.2)
+ (=) 22 f(0,1) + 2120 f(1,1).

Interpola¢ni vztah (6.2) mizeme zapsat v kompaktni formé

1

flo,xg) = Y ck)e(k) f(kr, ko) (6.3)

k1,k2=0

kde
1—x pro k; =0,

T pro k; =1, (6.4)

) = {
pri¢emz pro vrcholy (z; = 0, 1) jsme zavedli index k; . Stejnym zptisobem miZzeme zapsat
interpola¢ni vztah pro pripad m proménnych

1

fl@,oomn) = > k). .clkpn)f(kr,. o k) (6.5)
Kty km =0
Vypocet vztahu (6.4) a (6.5) je v principu jednoduchy. S rustem m vSak pocet ¢leni
v interpola¢nim vztahu rychle vzrista a nap¥. pro m = 30 dosahuje hodnoty vétsi nez 10°
[10].
Naproti tomu algoritmus feSeni téze tilohy metodou Monte Carlo je velmi jednoduchy
a Casové méné narocny. Vytvoime m nezavislych ndhodnych veli¢in X3, ..., X, a necht
kazd4a z nich nabyva hodnoty 0 nebo 1 s pravdépodobnostmi

P(Xi=0) = 1—a,
1) = i=1,...,m. (6.6)
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Kazdy bod (X3, ..., X,,) predstavuje tedy néktery vrchol jednotkové krychle. Hodnoty
X; uréime pomoci ndhodného ¢isla y z R(0, 1) podle predpisu

X, = 0 pro y; >ux;

X; = 1 pro y <ua;. (6.7)
Véta 12 Stredni hodnota veliciny (X1, ..., Xn) je
E(f(X1,...,Xn) = f(z1,...,2m) . (6.8)

Dikaz:
Ze vztahi (6.4) a (6.6) je vidét, Ze plati P(X; = k;) = c(k;). Spocteme-li nyni stiedni
hodnotu veliciny f(Xy, ..., Xin)

1
E(f(Xl,,l'm)): Z f(k’l,...,k’m)P(Xl:kfl,...,Xm:k?m) s (69)
k1,eokm=

vidime, Ze pravd strana tohoto vztahu pfechdzi prave v pravou stranu vztahu (6.5), odkud
okamzite vyplyvd tvrzeni véty.

Mame-li interpolovat funkei f(xq, ..., ,,) 0 m proménnych v néjakém bodé (71, ...,
Zm) uvniti krychle, postupujeme v metodé Monte Carlo nasledujicim zpusobem. Nejprve
vytvofime n bodi o ndhodnych souradnicich (x%l), ey x%)), j=1,..., n, pricemz kazda
z nich nabyva hodnoty 0 nebo 1 s pravdépodobnostmi (6.6). Pomoci téchto ndhodnych
vrcholt uré¢ime hodnotu funkce f v zadaném bodé

1 & : ;
F@@, . am) = =3 @Y 2y (6.10)
n =
7j=1
Timto zpusobem muzeme provést interpolaci funkce f(xy, ..., x,,) v nékolika bodech
soucasné pri pouziti stejné posloupnosti usporddanych m—tic rovnomérné rozdélenych
nadhodnych ¢isel yq, ¥2, yY3, -+ -\ Ym.

Jestlize potfebujeme interpolovat v jinych bodech nez v bodech v jednotkové krychli
nebo méme zadany hodnoty interpolované funkce v jinych bodech nez ve vrcholech jed-
notkové krychle, potom vhodnou transformaci souradnic prevedeme tento problém opét
na interpolaci v jednotkové krychli.
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Kapitola 7

Inverze matic a reSeni soustav
linearnich algebraickych rovnic

Zna¢na ¢ast vypocetnich postupti metody Monte Carlo spoc¢iva v ptrevedeni nékterych
typt tloh (feSeni soustavy linearnich rovnic, inverze matic, feSeni diferencialnich rovnic s
okrajovymi podminkami, uréeni vlastnich ¢isel operatort, feseni integralnich rovnic apod.)
na problém odhadu charakteristik ndhodnych veli¢in, jejichz hodnoty zavisi na posloup-
nostech stavi specialné vytvorenych Markovovych fetézci. Misto stavové terminologie
Markovovych Fetézcii je pro nékteré pfipady nézornéjsi pouziti terminologie ndhodnych
prochézek po mnoziné bodi.

Ve vétsiné pripadi se pouziva fetézci, v nichz se vyskytuji absorpcni stavy, tj. stavy,
z nichz neni mozny vychod - pravdépodobnost setrvani v absorpénim stavu je jednotkova.
Dalsim typem stavi, které se v fetézcich objevuji, jsou tzv. transientni stavy, které jsou
po urcitém poctu krokii déje opustény bez ohledu na vychozi stav.

7.0.1 Metoda reSeni soustavy linearnich rovnic souvisejicich s me-
todou jednoduchych iteraci

Cilem tohoto a nasledujictho paragrafu je ukazat pouze dva zptsoby feSeni soustavy lineér-
nich rovnic [6] pomoci modelit ndhodnych procesi spojenych s feSenim soustav linearnich
algebraickych rovnic.

Zde uvedené modely se hodi pouze pro specialni pripad matic, které jsou ,blizké” k
jednotkové matici ve smyslu, jenz bude objasnén déle. Tato tfida matic je shodna s tridou
matic, pro které 1ze odpovidajici soustavu linedrnich rovnic fesit metodou jednoduchych
iteraci. Model se konstruuje podle principu markovského procesu konciciho s pravdépo-
dobnosti 1 po koneéném poctu krok.

Uvazujme systém linearnich rovnic, zapsany ve vektorovém tvaru

Ax =b. (7.1)

Zde A je n—rozmérné ¢tvercova matice, x a b jsou n—rozmérné vektory. Necht lze soustavu
reSit metodou jednoduchych iteraci, tj. matici A lze vyjadrit ve tvaru

A=F—-B, (7.2)
kde FE je jednotkova matice a vlastni ¢isla matice B maji absolutni hodnotu mensi nez 1.
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Soustava (7.1) je ekvivalentni se soustavou
r=Bx+b. (7.3)
Regeni soustavy (7.1) lze vyjadiit ve tvaru
x=A"1b. (7.4)
Za uvedenych predpokladt inverzni matice miize byt vyjadiena fadou
A'=E+B+B?*+...+B"+.... (7.5)

Tato fada konverguje praveé tehdy, jestlize vlastni ¢isla matice B maji absolutni hodnotu
mensi nez jedna, tj.

IA(B)| <1. (7.6)
Dosadime-li nyni vyraz (7.5) do (7.4), dostaneme feSeni ve tvaru fady

x=b+Bb+B?*+...+B"b+.... (7.7)

Céstecné soucty této rfady muzeme ziskat znamym itera¢nim postupem, klademe-li po-
stupné

zd = b, (7.8)
z?® = Bz"W+b=Bb+b,
2% = Bzt YVip=B¢ Y1 B*2Dp1 1+ Bbtb.

Konvergence metody jednoduchych iteraci je ekvivalentni s konvergenci posloupnosti &),
@, ... xz®_ . .. Pro vypocet & prejdeme k soufadnicovému zépisu. Prvky matice B
budeme oznacovat B;;. Potom m — ta souradnice z,, vektoru « je rovna

Ty — bm—l—z Bmzbz—l— Z Bm’ilBil’igbig +.. —f- Z, Ce 7iTBmi1Bi1i2 e Birflirbr—’_' e (79)

11,12 11,82

Jde o to, abychom nasli metodu pro vypocet souc¢tu (7.9). Uvazujme nejprve piipad, kdy
prvky matice jsou nezédporné a soucet prvkiu v kazdém tadku je roven jedné, tj.
n

Bhi=1. (7.10)

i=1

Potom lze veli¢iny B,,; vySetfovat jako soubor pravdépodobnosti pro tplnou soustavu
vzajemné se vylucujicich jevi.

Tyto jevy mizeme vysSetifovat, jako by byly spojené s nékterou situaci vybéru kouli
z n uren. Predpokladejme, Ze v kazdé urné jsou koule n rtznych druhi. Pritom necht
pravdépodobnost vytazeni koule i—tého druhu z m—té urny je rovna B,,;.

Vytdhnéme nahodné kouli z m—té urny a definujme ndhodnou veli¢inu Z,, tim zptso-
bem, Ze za jeji hodnotu zvolime ¢islo b;, jestlize byla vytazena koule —tého druhu. Stfedni
hodnota ndhodné veli¢iny Z,, je zfejmé rovna

E(Z,) = Z Buibi (7.11)



tj. je rovna druhému séitanci v fadé (7.9). Snazme se nyni ziskat ndhodnou veli¢inu V,,, |
jejiz stfedni hodnota je rovna tfetimu séitanci fady (7.9). Za tim tcelem nejdiive vytah-
neme kouli z m—té urny. Je-li vytazena koule 7;—tého druhu, vytahneme dalsi kouli z #,—té
urny. Je-li tato koule 75—tého druhu, polozime hodnotu veli¢iny V,,, rovnou b;,.
Je jasné, ze pravdépodobnost, s niz ndhodné veli¢ina V,,, nabyva hodnoty b;,, je rovna
n
> Buiy By, - (7.12)
=1
Predpokladame, ze tahy kouli z jednotlivych uren jsou na sobé nezavislé. Stredni hodnota
veli¢iny V' je zfejmé rovna
E(V,) = Z By Biyisbi, - (7.13)
11,22
Vysetfovana konstrukce ptipousti jednoduché zobecnéni, které umoznuje ziskat ndhodnou
velicinu X,,, jejiz stfedni hodnota je rovna souc¢tu rady

E(Xp) = T - (7.14)

Modelujeme-li nyni proces ziskani nahodné veli¢iny X,, N-krat a dostaneme-li pti tom
posloupnost hodnot z! , 22, ..., N miZeme za piibliznou hodnotu hledané veli¢iny x,,
vzit aritmeticky primér

o+t + .+l
Ty =

N
Veli¢inu X, zkonstruujeme nasledujicim zptsobem. Kazdy prvek matice B zapiSeme
jako soucin dvou prvku

(7.15)

ij = ijpmj ’ (716>

kde P,; € (0,1); pro B,,; = 0 polozime P,,; = 0. Analogicky upravime i prvky vektoru
pravé strany b

kde p,, € (0,1). Volbu prvka P a p provedeme tak, aby platilo
Pm+ Y Pmy=1. (7.18)

Rovnici (7.9) miZzeme nyni prepsat do tvaru
T = fmPm + Z Foi fi Pripi + Z FoisFiviy - Fi, i, fir Priy Piviy - Py, 0i + -0

01,82,y enylp
(7.19)
Predpokladejme, Ze mame n uren a v kazdé z nich lezi koule (n+ 1) druhu. Pravdépodob-
nost, Ze z k—té urny vytahneme kouli i—tého druhu (i < n), je rovna Py; pravdépodobnost
vytazeni koule (n + 1)-ho druhu z k—té urny je rovna py.

Nejprve vytdhneme kouli z m~té urny. Vytahneme-li kouli druhu 4y (i; < n), je tim
urceno, ze dalsi kouli je tfeba vytahnout z i—té urny.

Je-li vytazena koule (n + 1)-ho druhu, nevytahujeme jiz zadnou kouli a v tomto pii-
padé za hodnotu ndhodné veli¢iny X,, vezmeme ¢&islo f,,. Jestlize koule (n + 1)~ho druhu
byla vytazena z i—té urny, kdyz predtim byly postupné vytazeny koule z uren s porado-
vymi Cisly m, 11, 19, ..., i, klademe hodnotu veli¢iny X,, rovnou F,;, Fy,i,- - Fi._yi, [i,-
Pravdépodobnost toho, ze nahodné veli¢ina nabude dané hodnoty, je rovna

Wmilig...ir = th Pi1i2 o Pir_lirpir . (720>
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Stredni hodnota nahodné velic¢iny X, je rovna
E(Xn) = Wiirig..inFmis Fivio - - Fiy i, [ (7.21)
Dosadime-li (7.20) do (7.21) a srovname-li vysledek s (7.19), dostaneme
Tm = FE(Xp) . (7.22)

Odtud tedy vyplyva, ze modelovani ndhodné veli¢iny X,, umoziuje ziskat s urcitou
pravdépodobnosti feSeni soustavy linearnich algebraickych rovnic. Existuji i jiné procesy
Monte Carlo takovéhoto druhu, kde statisticky model je vhodny pro nalezeni inverzni
matice nebo pro feSeni soustavy s obecnéjsi matici A.

Vyhoda vylozené metody tesSeni je v tom, Ze pii standardni metodé TFeSeni soustav
linearnich rovnic je tfeba pro vypocet jedné neznamé urcit i vSechny ostatni, zatimco v
uvedené metodé ur¢ime pouze jedinou neznamou x, aniz musime soucasné pocitat vSechny
ostatni neznamé. Dusledkem je, Ze doba vypoctu je imérna poc¢tu rovnic n a ne jejich
kvadratu n? jako v jinych metodach. Pokud vSak musime ur¢it viechny neznamé dané
soustavy rovnic, dame prednost nékteré ze standardnich metod, nebot vypocet metodou
Monte Carlo je pii pozadavku dostateéné presnosti dosti pomaly.

7.0.2 Druhy pravdépodobnostni model pro reSeni soustavy linea-
rnich algebraickych rovnic
Nyni se budeme zabyvat jinou metodou feSeni linearnich soustav, vhodnou pro stejnou

tfidu uloh. Zkoumejme tuto metodu pro piipad nalezeni inverzni matice A~! . Vyjadieme
prvky matice B = E — A ve tvaru

Bij = vi;Wi; (7.23)

kde .
> Wiy=1 a 0<W;<1.

j=1
Uvazujme Markovsky proces, ktery predstavuje soustavu majici n + 1 stavi: wy, ws ,
.+, W, Pricemz pravdépodobnosti prechodu p jsou definovany podminkou

W, jestlize 1< n,j<mn,i#k,
0, jestlize i1=n+1,7<n,
)0, jestlize 1<n,j=n+1,i#k,

P=1 1, jestlize i=j=n+1, (7.24)
W, jestlize 1=k, 5 <n,
1l—a, jestlize i=k,j=n+1.

Hodnotu parametru a0 podrobime pouze podmince
0<a<l. (7.25)

V kazdém konkrétnim pripadé hodnota parametru o muze byt zvolena tak, aby doba
potiebna k vypoctu byla minimélni.
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Snadno nahlédneme, Ze stav w, 1 je absorp¢énim stavem vySetfovaného Markovského
procesu a ze soustava () pfejde s pravdépodobnosti 1 po kone¢ném poctu kroki do stavu
wni1 - Popsany Markovsky proces je specidlné predurcen pro vypocet k-tého sloupce
matice A.

7. definice naseho Markovského procesu plyne, Ze jeho prubéh je s pravdépodobnosti
1 popsan takovymto schématem:

Wl — Wi, — Wiy — oo — Wi — Wi (7.26)

tj. predtim, nez prejde do absorpéniho stavu, musi soustava projit k—tym stavem. Aby-
chom vypocitali prvek g; matice G = A™', vezmeme za pocatedni stav procesu stav
wy.

Podle obecného schématu definujeme nahodnou veli¢inu X5 ktera souvisi s vySet-
rfovanym Markovskym procesem a je funkci jeho prubéhu. K tomu polozime

XUR) = X (1 iy, 00, .. iy, k) = s, Uiy - - i p(1— )70, (7.27)

kdyz prabéh procesu je popsan schématem (7.26). Pfitom jsme oznaéili

“= { 1(}1’/04)1)@-]- , 2 i Z . (7.28)

Je-li pribéh procesu popsan schématem w; — w41 , polozime X = (1 — a)~ L.
Vypocteme nyni stfedni hodnotu této ndhodné veliciny:

E(X(l’k)) = (1l —a)(l— oz)_1 +
+ Y Wiy - k(1 — @) T P iy - Dik(1 — @) =

11,82, 00

= O+ Z biiy bivig - - - Uik - (7.29)
Srovnéme-li tento vztah se vztahem (7.9), vidime,ze
E(XUR) = g . (7.30)

Zvolime-li totiz ve vztahu (7.1) za b vektor, jehoZ k—ta soufadnice je rovna 1 a v8echny
ostatni jsou 0, potom sou¢in = A~'b je roven k-tému sloupci matice A, tudiz I-ta
soufadnice vektoru = udava prvek gy matice G = A~'. Timto zptisobem jsme tedy
ziskali metodu pro vypocet prvki inverzni matice.

Vypoctéme rozptyl ndhodné veli¢iny X:

D(X) = E(X?)—(B(X))?=d(1-a) +
+ Zulilui”‘Q - uluk(l — Oz)_lblz‘lbi”‘Q .. bi,,k — gl2k; . (731)

Neni rovnéz tézké napsat vyraz pro stfedni dobu prechodu systému do absorpéniho
stavu
T =03l —a)+ Z (v + 2)pii, Piis - - - Pik(1 — @) - (7.32)
11,82, 0yin
Volbu vyjadieni matice B ve tvaru (7.23) a volbu parametru je tfeba provést tak, aby pii
dané presnosti byla doba vypoc¢tu minimélni, tj. aby byl minimalni sou¢in 7D(z).
Nekteré dalsi zptisoby feSeni linearnich algebraickych rovnic lze nalézt napi. v [10].
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Kapitola 8

Reseni Laplaceovy rovnice

Simulace ndhodnych procesii se da s vyhodou pouzit pii reSeni mnoha klasickych rovnic
matematické fyziky [11]|. P¥istup metody Monte Carlo k feSeni téchto problému si budeme
demonstrovat na tloze stanoveni elektrostatického potencialu v zadané oblasti, jestlize
zname jeho hodnotu na hranici oblasti. Mame tedy fesit Dirichletovu tlohu

AV =0 ,uvnitf oblasti G, (8.1)
V = f(B) na hranici oblasti G . (8.2)

8.1 Algoritmus bloudéni v pravoiihlé siti

V roce 1944 Kakutani poprvé poukézal na vztah mezi brownovskym pohybem a teorii
potencialu. Spojeni mezi témito dvéma teoriemi nyni v kratkosti uvedeme.

Pti feseni Dirichletovy tlohy budeme postupovat obvyklym zptsobem podobné jako
pii klasickych metodach numerické matematiky [8]. Nejdfive si v dané oblasti G zavedeme
pravouhlou sit (dvoudimenzionalni piipad) s krokem h (viz. obr. 8.1) a pfevedeme diferen-
cialni rovnici (8.1) na rovnici diferen¢ni. V hrani¢nich bodech B oblasti G (znazornénych

\
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@ @
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Obréazek 8.1: Pravouhla sit pro feseni Laplaceovy rovnice

krouzky v obr. 8.1) pfifadime hledané funkci V' hodnoty V(B) = f(B). Ve vnitinich bo-
dech C oblasti G stanovime hodnotu potencidlu V(C') na zakladé znalosti potencialu v
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sousednich bodech C7, Cy, C3, C4 pomoci ¢tyrbodové aproximace
V(C)=1/4(V(Cy) + V(Cy) + V(C5) + V(Cy)) . (8.3)

Studujme nyni ndhodny proces bloudéni v pravothlé siti. Vyjdeme z néjakého vnitiniho
bodu C' a jednu ze ¢tyf moznych cest vedoucich z daného bodu volime se stejnou prav-
dépodobnosti, tj. s pravdépodobnosti 1/4. Ptejme se, jaka je pravdépodobnost W (C, B)
toho, ze po vypusténi z bodu C' dorazime po nahodné trajektorii do hrani¢niho bodu B,
kde jiz zustaneme. Protoze po vypusténi z bodu C' se hned prvnim krokem dostaneme do
jednoho ze ¢ty sousednich bodiu C', musi pro pravdépodobnost platit

W(C,B) = 1/4iw<ci, B), (8.4)

i=1
coz je jiny tvar diferen¢ni rovnice (8.3). Pro hrani¢ni body B polozime podminku

1 pro B=B,

0 pro B#B. (8.5)

W(B,B') = {
Pokud nyni cely proces bloudéni n—krat nasimulujeme na pocitaci a zaznamename pocet

pokust n’, pfi nichz jsme se dostali z daného bodu C' pravé do hrani¢niho bodu B, pro
pravdépodobnost W (C, B) dostaneme odhad

W(C,B)=n'/n. (8.6)

Zbyva nam jesté zahrnout do teseni vliv hrani¢ni podminky (8.2). Tohoto dosahneme
nésledujicim zpusobem. Kazdému bodu C' prifadime nahodnou veli¢inu U(C), ktera na-
byva jedné z hodnot f(By), ..., f(Bm), kde m je celkovy pocet hrani¢nich bodi, s prav-
dépodobnostmi W (C, B;). Stfedni hodnota ndhodné velic¢iny U(C') je tedy

V(C) = BU(C)) = 3. f(BIW(C, By) (8.7)

i=1

Funkce V(C') opét vyhovuje diferenéni rovnici (8.4) a soucasné i hrani¢nim podminkam
V(B) =Y [(B)W(B.B) = [(B). (8.8)

proto je jedinym fesenim Dirichletovy tulohy.

Chceme-li tedy ur¢it potencial v néjakém bodé P, postupujeme nésledujicim zptso-
bem. Nékolikrat simulujeme bloudéni v pravouhlé siti, pricemz vychozim bodem je bod
P. A7 protneme hrani¢ni oblast v bodé B, pfifadime ndhodné veli¢iné U hodnotu f(B).
Hledany potenciél je potom roven stfedni hodnoté velic¢iny U.

Jako testovaci priklad byla fesena Laplaceova rovnice

Au =0 (8.9)
na ¢tverci [0,1]x[0, 1] s nasledujicimi okrajovymi podminkami
u(z,0) = e, z€[0,1] (8.10)
u(z,1) = e *cos2
u(0,y) = cos2y y€l0,1]
u(l,y) = e ?cosy .
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Analytické Teseni této tlohy ma tvar
u(r,y) = e * cos2y . (8.11)

Ctverec jsme pokryli pravouhlou siti s krokem h = 1/40 a po¢citali jsme hodnotu funkce
u(x,y) ve stfedu ¢tverce. Trajektorie péti ndhodnych bloudéni jsou zobrazeny na obr. 8.2.
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Obrazek 8.2: Trajektorie pé&ti ndhodnych bloudéni pii feseni dlohy (8.9).

Pro 10 nahodnych bloudéni jsme dostali hodnotu (0.5, 0.5) = 0.1397, pro 100 nahod-
nych bloudéni hodnotu 0.1934 a pro 1000 ndhodnych bloudéni hodnotu 0.2026, pricemz
spravna hodnota je «(0.5,0.5) = 0.19877. Je ziejmé, Zze pii konkrétnich vypoétech by
bylo nutné volit po¢ty ndhodnych bloudéni vyssi, vypocty nékolikrat opakovat a tak urcit
stfedni hodnotu a disperzi vysledki.

Jestlize bychom chtéli fesit Laplaceovu rovnici s hraniéni podminkou

oV
o=k +f(B), (8.12)

potom se shora uvedeny algoritmus bloudéni zméni pouze v tom, Ze po dosazeni hrani¢niho
bodu dovolime s urcitou pravdépodobnosti dalsi bloudéni siti.

8.2 Algoritmus hledani s nAhodnym krokem

Nevyhodou algoritmu bloudéni v pravouhlé siti je mala délka kazdého kroku h. Tato
nevyhoda je odstranéna v nasledujici metodé, kterou navrhl Miiller a je oznacovana jako
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technika maximélnich sfér. Tento algoritmus téz umoznuje vypocet potencialu i v pfipadé,
ze oblast G je slozena z nékolika dielektrik.

Uved'me si nejprve teoreticky zaklad této metody. Jestlize oblast uzaviena uvnitt koule
je homogenni a neobsahuje zadné volné naboje, potom stifedni hodnota potencidlu na
povrchu koule je rovna potencialu ve stfedu koule

1
v(C :—]{VdS. 8.13
€)= 3o, (813)
Pokud se jedna pouze o dvoudimenzionalni pole, plati
1
V(Cs) = Vdl 8.14
(Cs) 2nrg Jig ’ (8.14)

kde integrujeme po uzaviené kiivce lg. Rovnice (8.10) a (8.11) vyplyvaji z Laplaceovy
rovnice.

Ss1, fs1
€
rg rl
s
€r2
Ss2, [s2

Obrazek 8.3: Konfigurace k vypoctu stfedni hodnoty - rovnice (8.15) a (8.16).

Jestlize stfed koule Cg lezi na rozhrani dvou dielektrik (obr. 8.3.) a je-li toto roz-
hrani rovinné (pfimka) uvnit¥ uvazované koule Sg, potom lze odvodit pro hodnotu V' (Cy)
nésledujici vztahy

€ 1 € 1

V(Cs) = — [ [vas 2 [ [vas|. 8.15
(Cs) Ery +Epy | 2712 E * Ery +Epy | 2712 E (8.15)

S1 Sa

Ery 1 Ery 1
V(Cs) = — —/de + /de , (8.16)
Ep + Epy 7T7“5l Ery T Ery 7r7"5l
S1 So

kde Sg, (Is,) je ¢ast plochy Sg(lg) lezici v oblasti s €, = ¢,,, Sg,(ls,) je ¢ast plochy Ss(ls)
lezici v oblasti s €, = &,,.
Je tfeba zdiraznit nésledujici skutec¢nosti, které se odrazi i v algoritmu vypoctu:

1. Vztahy (8.13) a (8.14) plati vzdy bez ohledu na velikost poloméru koule rg, jestlize
se nachazime v homogennim prostiedi.
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2. Vztahy (8.15) a (8.16) plati pouze tehdy, kdyz rozhrani mezi dielektriky je rovinné.
Neni-li rozhrani rovinné, musime zvolit polomér rg dostatecné maly, aby v ramci
této kulové oblasti bylo rozhrani alespon piiblizné rovinné.

Uvedme nyni algoritmus vypoc¢tu potencialu uvniti oblasti ohrani¢ené plochou S, na
obr.8.4. Odhad potencidlu V(Cy) v bodé Cy obdrzime provedenim velkého poétu expe-
rimenti ndhodného bloudéni s proménnou délkou kroku a ndhodnym smérem. Nahodné
bloudéni v kazdém experimentu zac¢ind z bodu Cj a je ukonceno, kdyz se dostaneme do do-
statecné blizkosti plochy Sj. Obycejné zvolime d > 0 dostatecné malé a ndhodné bloudéni
ukonc¢ime, kdyz vzdalenost bodu C} od plochy S, bude mensi nez d.

Hodnotu potencialu v nejblizsim bodé plochy Sy si oznacme V;(S,) (i indexuje jednot-
livé ndhodné bloudéni). Simulujme celkem n takovych bloudéni. Potencial v bodé Cy pak
je priblizné roven

V(Co) = Ve(Co) = >_[Vi(Se)l/n . (8.17)

i=1

Na obr. 8.4.je znazornéna uvazovana situace a je pouzito néasledujictho oznacent:
e S; je plocha uzaviena hrani¢ni plochou S, a lezici v jeji blizkosti,

e S! a S} jsou plochy lezici v blizkosti a na opa¢nych stranach plochy Sy,

d je normalova vzdalenost mezi S, a Sy , Sy a S,

Sa a S] (d je malé vzhledem k ostatnim dimenzim),

g, je relativni permitivita.

Obrézek 8.4: Konstrukce trajektorie pro feseni Laplaceovy rovnice v oblasti G pfi pouziti
bloudéni s ndhodnym krokem.

Uvazujme situaci, ze jsme se béhem bloudéni dostali do bodu Cyg. Néasledujici pozice
bodu (Csy1) lezi na sféfe Ss - bod Cg je stiedem této sféry. Jak vypocet polohy Cs,q na
sféfe Sg, tak i vypocet poloméru rg zavisi na poloze bodu Clg.
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Obrazek 8.5: Konstrukece trajektorie v ptipadé, kdy bod (Cs_1) pfechazi do druhého di-
elektrika.

Jestlize bod Cy nelezi na rozhrani dvou dielektrik, potom Cg, je vybran ndhodné a
rovnomeérné na plose Sg. Jestlize v8ak Cyg lezi na rozhrani dielektrik, bod Cs,; je vybran
nésledujicim zptisobem - viz. obr. 8.5. Bod Cg vznikl prenesenim bodu Cs_; (pfesel hranici
dielektrik) po pfimce spojujici body Cs_5 a Cs_; do prisec¢iku této piimky s rozhranim
dielektrik. Z bodu Cs_; se ndhodny krok nedéla. Nasledujici pozice (bod Csy1 na Ss) je
urcena nasledovné. Plochu Sg rozdélime na dvé casti Sg, a Sg,, kde Sg, je ¢ast plochy
Sg, lezici v oblasti s ¢, = ¢,,, Ss, je ¢ast plochy Sy, lezici v oblasti s ¢, = ¢,,. Bod
Cgy1 je vybran nadhodné a je rovnomérné rozlozen bud na ploSe Sg, nebo na plose Sg,.
Pravdépodobnost toho, ze bod se nachazi na plose Sg, je

Ery

Pp=— 8.18
! Ery + Ery ( )

kdezto pravdépodobnost polohy na plose Sg, je

Erqy

P=1-P=—7"—.
2 1 57~1+57~2

(8.19)

Poloméry ploch Sg zavisi na poloze Cg a jsou stanoveny nasledovné.

1. Necht Cgs je lokalizovan na dielektrickém rozhrani. Je-li timto rozhranim rovina
s
(pfimka ve dvoudimenzionalnim p¥ipadé), rg je rovno nejmensi vzdalenosti mezi Clg
a nésledujicimi plochami:

[ ] Sb
e rozhrani mezi dvéma dielektriky, ale jiné nez to, na kterém je Cg lokalizovano.

Napr. si vSimnéte kroku z pozice C, na obr. 8.4. Je-li dielektrické rozhrani, na kterém
je bod Cg lokalizovan, zakfiveno, jak je zobrazeno na obr.8.5., potom rg = d. Pokud
je d malé vzhledem k poloméru kiivosti dielektrického rozhrani, dopustime se malé
chyby pfi pouziti vztaht (8.15) resp. (8.16), které plati pfesné pro rovinné rozhrani.

2. Lezi-li Cg mezi S, a S}, Sq a S; nebo Sy a S, polozime rg rovno d. Tim vlastné
zkracujeme délky kroku, které maji moznost protnout bud plochu S, nebo Sy.
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3. Jestlize Cg je lokalizovano uvniti S, ale nepatii do oblasti 1 nebo 2 definovanych
nahote, potom za hodnotu rg zvolime nejkratsi vzdalenost mezi Cg a plochami S,
¢ Sy.

Rozehrani ndhodného bodu s rovnomérnym rozdélenim na kouli je trivialni. Jeden
zpusob rozehrédni ndhodného bodu s rovnomérnym rozdélenim na jednotkové kouli jsme
jiz uvedli v kap. IV. Druhy mozny zptisob navrhl Miiller.

Nejdiive vygenerujeme nahodné &isla x;, i = 1, 2, 3 z normalniho rozdéleni N (0, 1).
Poloha bodu Cs,; potom je

sy
_ T'sX2
rsks
2941 = 29+

(2% + a3 + 23)V/2

Vyhodou pouziti metody Monte Carlo k feSeni Laplaceovy rovnice jsou malé naroky
na pamét pocitace - nemusime zaznamenavat celou sit ani trajektorii, vystac¢ime pouze
se znalosti soufadnic okamzité polohy a poc¢ateéniho bodu. Efektivnost feseni Laplaceovy
rovnice metodou Monte Carlo roste s dimenzi prostoru. V dvourozmérném piipadé jsou
efektivnéjsi klasické algoritmy numerické matematiky, zatimco v tfirozmérném piipadé
je vyhodnéjsi metoda Monte Carlo. Hlavni prinos metody Monte Carlo vsak spociva v
tom, ze nemusime pocitat potencial ve vSech bodech oblasti G souc¢asné. Prvoradé pouziti
algoritmit ndhodného bloudéni bude tedy pii zpresiiovani prubéhu elektrostatického pole
ve vybranych kritickych bodech oblasti G.
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Kapitola 9

Metoda Monte Carlo v klasické
statistické termodynamice

Jak jiz vyplyva z nazvu této kapitoly, budeme se zabyvat pouze klasickou statistickou
termodynamikou. Piipadné zajemce o vyuziti metody Monte Carlo v kvantové statistické
fyzice odkazujeme na dostupnou publikaci [17].

Shriime si nejdfive zakladni fakta tykajici se naseho problému. Méjme dén systém N
¢astic, které se nachézi v objemu V' za teploty T'. Kazda i—ta ¢éstice je charakterizovana
skupinou dynamickych proménnych (s;) reprezentujicich pocet stupiiti volnosti. Stav sys-
tému je uréen bodem x = ((s1), ..., (sy)) ve fazovém prostoru €. Vyvoj systému je
popsan Hamiltonidanem H (), pfi¢emz z tohoto Hamiltonianu odec¢teme ¢len odpovidajici
kinetické energii, protoze tento ¢len se d4 vyhodnotit analyticky.

Ulohy klasické statistické termodynamiky se redukuji na vypoéet st¥edni hodnoty po-
zorovatelné veli¢iny A (napf. stfedni energie systému, stiedni pocet ¢astic), coz vede k
vypoctu integralu

Al =27 [ Aw) f(H(@))da, (9.1)
Q
kde f je distribu¢ni funkce uvazovaného systému a

Z:/f(H(a:))dm (9.2)

je parti¢ni funkce.

Analyticky vypocet integrali (9.1) a (9.2) lze provést pouze v nejjednodussich pripa-
dech. Ve vétsiné pripadi je tfeba pristoupit k numerické integraci, coz vede k vypoctu
integralnich sum. Jejich pocet je tak obrovsky, Ze i vypocet téchto sum klasickym zpiiso-
bem je tézko proveditelny. Daleko schiidnéjsi cesta vede pres ideu vazeného priméru, se
kterou jsme se setkali pfi vypoc¢tu jednodimenzionalnich integrali.

Predpokladejme, ze zkoumame kanonicky soubor. Jeho rozdélovaci funkce je

H()

f(H(x)) ~e FoT (9:3)

kde kg je Boltzmannova konstanta. Je vidét, ze vSechny stavy & odpovidajici velké energii
prispivaji k celkové hodnoté integralu velice malo. Pouze urcity pocet stavii bude davat
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velky prispévek. Kdybychom tedy postupovali obvyklym zptisobem, odhad stfedni hod-
noty by byl dan vztahem

A~ 30 Alw) F(H()/ 3 F(H () (9.4)

Cim vétsi pocet stavit systému bychom nasimulovali, tim lepsf odhad (A) bychom obdrzeli.
Jelikoz fazovy prostor je o vysoké dimenzi, museli bychom generovat obrovské mnozstvi
téchto stavii, pricemz vétsina z nich by pfispivala zcela nepatrné k celkové hodnoté [A].
Abychom snizili ¢asovou narocnost vypoctu integralu (9.1) a (9.2) na rozumnou mez,
nebudeme generovat mozné stavy systému se stejnou pravdépodobnosti, jako v pfipadé
(9.4), ale budeme preferovat ty stavy systému, které nejvice prispivaji k hodnoté [A].
Znamena to tedy, ze budeme generovat stavy systému s pravdépodobnosti P(x) a odhad
stfedni hodnoty pozorovatelné veli¢iny A spoc¢teme podle vztahu

S A(a;) P\ (w:) f(H ()
3P (@) [ (H ()

Zvolime-li

P(x)=Z""f(H(x)), (9.6)

tj. pravdépodobnost je rovna rovnovazné rozdélovaci funkci, bude disperze hledané veli¢iny
prakticky nulova a vztah (9.5) se redukuje na

Al ~ (1/m) Y Ala). (9.7

Timto postupem se vyhneme netnosné ¢asové naro¢nym vypoctim. Jenze v souvislosti
s touto metodou okamzité vznikd zakladni problém, jakym zptsobem generovat stavy
soustavy odpovidajici termodynamickym rovnovaznym stavim realného systému - jeji
rozdélovaci funkce totiZz neni a priori zndma. Tento zakladni problém vyfesil Metropolis a
jeho kolegové [1]. Jejich idea spociva ve vyuziti Markovova fetézce. Tento Fetézec startuje
z néjakého pocatecniho stavu @y a dalsi stavy jsou generovany takovym zpusobem, aby
jejich rozdéleni bylo dano priblizné P(x), pfi¢emz nastavajici a predchéazejici stavy lezi ve
fazovém prostoru blizko sebe.

Cely problém se tedy redukuje na stanoveni pravdépodobnost prechodu W (x,x') ze
stavu @ do stavu @’ za jednotku ¢asu. Abychom zajistili, Ze stavy generované v Markovove
fetézci budou priblizné rozdéleny podle pravdépodobnosti P(x), musime na W (x, ') klast
nasledujici pozadavky:

1. Pro viechny komplementarni dvojice (S,S) souborii fazovych bodii existuje € S
ax' €5 takové, ze W(x,x') # 0.

2. Pro vSechny x, ' : W(x,z’) > 0. (9.8)

3. Pro v8echny =: ¥ W(z, ') = 1.
wl

4. Pro vSechny x: > W(z,x')P(x') = P(x).
w/
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Prvni pozadavek se tyka ergodicity systému a druhy pripousti pouze kladné pravdépo-
dobnosti prechodu. Ergodicitou se zde rozumi, ze kazdy stav fazového prostoru musi byt
dostupny po koneéném poctu prechodu. Dalsi podminka vyjadiuje ten fakt, Ze celkova
pravdépodobnost prechodu do néjakého stavu « je rovna jedné. Tteti omezeni rika, Ze li-
mitni rozdéleni stavii systému odpovida rovnovaznému rozdéleni P(x), tj. tomu rozdélent,
které pozadujeme.
Predpokladejme, Ze pravdépodobnosti prechodi byly jiz specifikovany a stavy axq, @,
.. Vygenerovany. éasovy vyvoj pravdépodobnosti P(x;,t), podle niz jsou stavy rozdéleny
je popsan rovnici (Master equation)

dP(z,t)/dt = ZW z, ' )P(x,t)+ Y W' x)P(x't). (9.9)

Prvni ¢len na pravé stané popisuje rychlost vSech prechodi pry¢ z uvazovaného stavu,
zatimco druhy popisuje rychlost vSech prechodii do uvazovaného stavu. Pro stacionarni
pripad z (9.9) vyplyva vztah

Z W(x,z')P(x) = Z W(z',z)P(x') . (9.10)

S uvazenim tieti podminky v (9.8) odtud dostavame

Z W(x,z')P(x') = P(x) . (9.11)

Ze vztahu (9.10) je vidét, Ze silngjsim pozadavkem, nez ¢tvrty pozadavek v (9.8), je
pozadavek detailni rovnovahy

W(z,z')P(x) =Wz, z)P(z) . (9.12)

Pozadavek detailni rovnovahy je pouze dostacujici, ale ne nutny k tomu, aby Markoviv
fetézec konvergoval k pozadovanému rozdéleni! Ve vybéru pravdépodobnosti pfechodu
existuje znacné svoboda, protoze tyto pravdépodobnosti nejsou jednoznacné urceny.

UkaZzme si nyni jeden mozny zptisob vybéru pravdépodobnosti pfechodu. Necht wg g,
je realné kladné ¢islo takové, ze

ZCU;B,w/ =1 a u)wywl == wwlw . (913)
x ’
Jelikoz podminka detailni rovnovahy klade omezeni pouze na poméry pravdépodobnosti,
muzeme definovat pravdépodobnosti pfechodu pomoci poméri
P(x
W p(@)) pro x # @', P(x')/P(x) < 1
Wz, o) = wea prox #x', P(z')/P(x) =2 1
wea + 2 wex(l— P@)/P(x)) prox=a.
T
(9.14)
Konkrétni hodnoty redlnych ¢isel wg 2 stale nejsou jednozna¢né stanoveny, jejich
volba zavisi na naSem uvazeni. Cim vhodnéji provedeme volbu wg g+ tim rychleji budeme
v Markovové Tetézci generovat stavy odpovidajici termodynamické rovnovaze. Je tifeba
upozornit na ten zavazny fakt, ktery vlastné déla tuto metodu schiidnou, Ze ve vyrazu
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pro pravdépodobnost prechodu W (x, x’) (9.14) se nevyskytuji particni funkce Z — tyto se
totiz pokrati diky poméru P(x’)/P(x). Za tuto skutecnost v8ak platime tim, Ze parti¢ni
funkci Z nemiizeme spocist pifimo béhem simulace. Odtud plyne, Ze napiiklad volnou
energii
F=—ksTlnZ (9.15)
¢1 entropii
U—-F

S = — (9.16)

nemizeme spoc¢ist piimo. Existuje nékolik zpiisobt, jak spocist tyto veli¢iny. Jedna moz-
nost vypoctu entropie vede pfes vyuziti vztahu

kde p; je pravdépodobnost vyskytu stavu ;. V principu bychom mohli jednoduse zazna-
menéavat kolikrat se i — ty stav vyskytl (n}) a potom polozit p; = n}/n, kde n je celkovy
pocet simulovanych stavii. Podrobnéji se vSak touto problematikou dale nebudeme zaby-
vat.

Nyni miizeme shrnout zakladni algoritmus vypoctu MC:

1. Specifikace pocatecniho stavu @, ve fazovém prostoru.
2. Generace nového stavu x’.

3. Vypocet pravdépodobnosti W (x, x’).

4. Generace nahodného &isla y z R(0, 1).

5. Je-li pravdépodobnost prechodu W (x,x’) mensi nez ndhodné ¢islo y, potom stary
stav se pfijme za novy stav systému (& = x’) a vratime se k bodu 2)

6. Jinak pfijmeme novy stav (x — x’) a vratime se k bodu 2).

V prvnim kroku tedy inicializujeme vychozi stav systému. Vzhledem k tomu, ze v
Markovoveé fetézci ztracime informaci o poc¢atec¢nim stavu, nemusime se snazit prilis slozité
vybirat tento pocatec¢ni stav. Pozor musime davat pouze na to, abychom pocatec¢ni stav
nezvolili v prili§ bezvyznamné oblasti fazového prostoru. V druhém kroku vybirame novy
stav ndhodné. Budeme-li naptiklad uvazovat o plynném systému, nahodné si vybereme
¢astici plynu a u ni ndhodné zvolime novou pozici v rdmci predem zadaného poloméru. V
krocich tii az pét rozhodujeme o tom, zda prijmeme ¢i zamitneme tento novy stav. Toto
rozhodovani se dé&je pomoci ndhodné velic¢iny Y z R(0, 1), protoze P(Y < W(x,2’)) =
Wiz, z').

Drive nez zatneme zaznamenavat potiebné tidaje na vypocet stfedni hodnoty pozo-
rovatelné veli¢iny A, musime nechat odeznit vliv po¢ateénich podminek. Béhem vypoctu
sledujeme, zda se nenachézime v blizkosti termodynamické rovnovahy, rovnéz testujeme
vliv riiznych pocatecnich podminek i vliv délky Markovova fetézce na vysledky.
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9.1 Kanonicky soubor

V této casti budeme aplikovat poznatky uvedené v predeslych odstavcich na piipad ka-
nonického souboru, ktery je charakterizovin konstantnim poctem céastic N, konstantnim
objemem V a teplotou T'. V tomto pripadé pro stfedni hodnotu pozorovatelné veli¢iny A
mame

H
[A] = Z_l/A(m) exp _Hl=) de (9.18)
2 kgT
7z = e )
/exp( k:BT> dex
Q
Rovnovazna pravdépodobnost stavi je
H
P(x) = Z 'exp (— ké?) . (9.19)

Pozadujeme-li splnéni detailni rovnovahy, dostavame

W(x,z’) _ P(x’)
W(x', x) P(z)
AH = H(x)— H(z').

= exp(—AH/kgT) , (9.20)

Na zakladé vztahu (9.14)) pro pravdépodobnosti prechodu muzeme psat

exp(—AH/kgT) pro AH >0 |,

’ _ ) Yr'x
Wz, x) = { jinak (9.21)

Ye! x

Cisla Wt o Musi vyhovovat podmince (9.13), jinak jejich volba zévisi na nas. W (x, ')
urcuje pravdépodobnosti prechodu za jednotku ¢asu a veli¢iny urcuji ¢asové méritko.
V pripadé kanonického souboru algoritmus vypoctu vypadé takto:

1.
2.

SANEE

o N

Specifikace poc¢ate¢niho stavu souboru.

Generace nového stavu x’ .

Vypocet zmény energie AH.

Je-li AH < 0, prijmout novy stav a vratit se k bodu 2.

Spocist exp (—AH/kgT).

Generace nahodného ¢&isla y z R(0, 1).

Je-li y mensi nez exp (—AH/kgT), pfijmout novy stav a vratit se k bodu 2.

Jinak stary stav se stava zaroven novym stavem a vratit se k bodu 2.

Z tohoto algoritmu vidime zfetelnéji zptisob vybéru pravdépodobnosti prechodu. Sys-
tém se pohybuje po takové fazové trajektorii, ktera jej vede do stavil s minimalni energii
odpovidajici parametram (N, V,T). Krok ¢tyfi fikd, Zze vzdy pfijmeme tu novou konfi-
guraci, ktera méa nizsi energii nez predchazejici. Konfigurace, u nichz dochézi ke vzristu
energie, jsou prijimany pouze s pravdépodobnosti danou Boltzmannovym faktorem.
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9.2 Isingtiv model

Abychom demonstrovali MC algoritmus pro kanonicky soubor, budeme studovat Isinguv
model, ktery je definovan nasledovné. Necht G = L? je d-dimenzionalni miizka. Ke kaz-
dému uzlu ¢ odpovida spin s; , ktery mize nabyvat dvou hodnot: +1 nebo -1. Interakce
mezi spiny je charakterizovana veli¢inou J. Bude-li se mfizka nachazet ve vnéjsim poli K,
dostéavame pro Hamiltonian

H=—-J> sisj+uKY si. (9.22)

<,j> %

V prvni sumé na pravé strané budeme uvazovat pouze interakci mezi nejblizsimi sousedy.
Symbol p oznacuje magneticky moment spinu. M4&-li interakéni konstanta J kladnou hod-
notu, uvedeny Hamiltonidn bude modelovat ferromagnetickou latku, tj. vSechny spiny se
budou snazit orientovat do stejného sméru. Je-li interakéni konstanta J zaporné, dosta-
vame model anti-ferromagnetika a spiny se snazi byt navzajem antiparalelni. V dalsim
budeme predpokladat pripad J > 0.

Isingtiv model demonstruje fazovy prechod druhého druhu, ktery nastava pii kritické
teploté T, . Pro teploty T vétsi nez T, je vektor magnetizace m (pocet spint orientovanych
,nahoru” — pocet spini orientovanych ,dold”) nulovy v nulovém magnetickém poli. Pro
teploty nizsi nez T, dostavame dvojnasobné degenerovanou spontanni magnetizaci. Situace
je schematicky zachycena na obr. 9.1.

M

—1 +1
Obrézek 9.1: Schematicky fazovy diagram pro tfirozmérny Isingtiv model: T - teplota, T,
- kriticka teplota, M - magnetizace.

Prvni krok pii specifikaci algoritmu vypoc¢tu nas vede ke konkretizaci pravdépodob-
nosti prechodu z jednoho stavu do druhého. Ukazuje se, Ze nejvhodnéjsi a zaroven nejjed-
nodussi je zvolit pravdépodobnost, ktera popisuje prechod pouze jediného spinu, ostatni
spiny zustavaji fixovany. Symbolicky muzeme tuto situaci znazornit

Wi(sy: (51,585, -..,58) = (S1,--., =S4, .., 5N) (9.23)

kde W; je pravdépodobnost, Ze za jednotku cCasu i—ty spin pfejde ze stavu s; do stavu
-s;. Takovymto zpusobem dame po fadé moznost vSem spinim zaujmout novou polohu,
pricemz toto poradi mize byt presné zadano ¢i muze byt provedeno nahodné. Az projdeme
vSechny uzly souboru, vytvarime novy stav souboru. Tento model se nazyva ,single-spin-
flip Ising model”. Je jasné, Ze v tomto modelu neni pocet spini nahoru N; a pocet spinii
doli N| konstantni, pouze jejich soucet N = N; + N, je konstantni.
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Necht P(s) oznacuje pravdépodobnost stavu s. V piipadé termodynamické rovnovahy,
za konstantni teploty 7' a konstantniho vnéjsiho pole K, pravdépodobnost, Ze i—ty spin
je ve stavu s + 4, je imérna Boltzmannovu faktoru

P.,(s;) ~exp(—H(s;)/ksT) . (9.24)
Pozadujme splnéni detailni rovnovahy
Wi(si) Peg(si) = Wi(—5:) Peg(—51) (9.25)

nebo-li
Wi(—=s:) [Wi(si) = Peg(si) [ Peg(—5:) - (9.26)
Vezmeme-li do tivahy tvar Hamiltonianu (9.22) (K = 0), dostavame
Wi(s:) /Wi(=s;) = exp(—s;E; /kpT)/ exp(s;E; /kgT) (9.27)
kde Ez =J Z Sj.
<ij>
Podminky (9.24) — (9.27)) nespecifikuji pravdépodobnost prechodu W jednoznaéné.
Nejcastéji se za tuto hodnotu voli Metropolisova funkce

Wi(s;) = min(1/7, (1/7) exp(—AH/kgT)) (9.28)
nebo Glauberova funkce
Wi(s;) = (1/27)(1 — s; tanh(E; /kgT)) , (9.29)

kde 7 je libovolny faktor stanovujici ¢asovou skalu. Obvykle se za voli jednicka. Doposud
vSak neni vyfeSen problém, jaky je vztah mezi ¢asem vystupujicim v metodé Monte Carlo
a Casem realného systému. Lze dokézat, Ze obé volby pravdépodobnosti pfechodu (9.28 —
9.29) jsou z matematického hlediska ekvivalentni.

Volbou W jsme pripravili vSe pro vytvoreni algoritmu Isingova modelu :

1. Specifikace pocatec¢niho stavu. (9.30)
2. Vybér uzlového bodu 1.

3. Vypocet W; .

4. Generace nahodného ¢isla y z R(0,1).

5. Je-li Wi(s;) >y, potom s; — —s;.

6. Jinak pokracuj v bodé 2 az do doby, nez se projde vSsech N uzlu.

Na obr. 9.2. jsou uvedeny vysledky ziskané pro tifrozmérny Isingtiv model. Simulace
byla déldna pro 1000 MC krokt. Prvnich 500 kroki se nebralo do tivahy, stfedni hodnota
magnetizace byla poc¢itana z nésledujici série 500 kroku. Vypocty byly provadény pro
nékolik velikosti mifzek - podet uzli mifzek je N = L3.

Z uvedenych vysledkt je vidét, Ze hodnota magnetizace zavisi na velikosti mfizek. Efekt
je nejvétsi v okoli kritické teploty. Pro teploty mensi nez 7. jsou hodnoty magnetizace méné
citlivé na volbu velikosti souboru a rychle konverguji ke spravné termodynamické limité.
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Obrézek 9.2: Zavislost absolutni hodnoty vektoru magnetizace na teploté - Isingiv model.
T. - kriticka teplota, N = L3 - pocet uzlt miizky.

Pro vysoké hodnoty vychéazi nenulovid magnetizace, i kdyz v termodynamické limité zde
spontanni magnetizace neni. Tento jev souvisi s kone¢nou velikosti vzorku — ¢im vétsi
vzorek budeme studovat, tim vice se budeme blizit realné situaci, tim vice se projevi
korelace mezi jednotlivymi spiny. Je tfeba téZ upozornit na to, Ze magnetizace na obr. 9.2.
je udéna v absolutni hodnoté. Jak bylo fec¢eno jiz v tivodu, pro teploty nizsi nez kritickéa
teplota je nenulova pravdépodobnost prechodu konecné soustavy z kladné magnetizace
do zaporné magnetizace.

9.3 Grandkanonicky soubor

Tento soubor je charakterizovan objemem V', chemickym potencidlem a teplotou T'. Za-
kladni problém pfi sestrojeni odpovidajictho Markovova Tetézce je proménny pocet ¢astic
v souboru. Predstavme si, Ze objem V je v dany moment zaplnén N ¢asticemi. S ¢asem se
vsak tento pocet neustile méni, ¢astic muze pribyvati ubyvat. Vznika otézka, kterou ¢éastici
méame ze systému odstranit, pfipadné do jakého mista méme umistit novou ¢astici. Diive
nez zodpovime tento problém, uvedme si ¢emu se rovna stiedni hodnota pozorovatelné
veli¢iny A.

4] = Z7 S (VN / A& exp(—U(xN) /ksT) da™ | (9.31)
N Q

7 = %:(aN/N!)/exp(—U(ch)/kBT)dch,

kde a je definovano vztahem

a= (h?/2rmkgT) ™3\ (9.32)
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h je Planckova konstanta, m je hmotnost ¢astice; vyraz v zavorce vznikl integraci pres
hybnostni prostor. Faktor A se nazyva absolutni aktivita a je roven

A =exp(u/kgT) . (9.33)

Je vidét, ze struktura vyrazu je podobna jako u kanonického souboru, navic zde dostavame
proménlivy pocet ¢éastic. Algoritmus MC bude tedy zahrnovat tyto hlavni kroky:

1. Konfigura¢ni zmény v poloze ¢astic.

2. Vytvareni novych ¢astic.

3. Zanik castic.
Budeme pozadovat, aby v rovnovaze pocet kroku odpovidajicich presunu, vzniku a zaniku
castic byl stejny. Z (9.32) vyplyva, Ze konfiguraénimi zménami se nemusime jiZz zaobirat,
protoze algoritmus popisujici tuto ¢ast je naprosto stejny jako algoritmus uvedeny pro
pripad kanonického souboru. V dalsim se musime pouze zabyvat tvorbou a zanikem ¢astic.

Predpokladejme, ze jsme do objemu V' ndhodné rozmistili N ¢astic. Pravdépodobnost, ze
v tomto objemu bude N + 1 ¢astic je

PN = (™ /(N + 1)) exp(—U (2N /kpT)/ Z . (9.34)

Obdobné¢, bude-li objem V' obsahovat N ¢astic a my nahodné jednu odstranime, potom
pravdépodobnost toho, Ze systém bude obsahovat N — 1 ¢astic je

P 1) = (a1 /(N = D)) exp(—U (N1 /kpT)/Z . (9.35)

S ohledem na to, co jiz bylo Fec¢eno, mizeme pro pravdépodobnosti prechodu spojené se
vznikem ¢i zénikem castice psat
W (™, 2V = min[1, P(z" 1)/ P(zV)] , (9.36)

W(z™, 2V = min[1, P(z" 1) /P(z™)] . (9.37)

S témito pravdépodobnostmi prechodu mizeme nyni zformulovat celkovy MC algoritmus
grandkanonického souboru:

1. Inicializace pocatecni konfigurace s N Casticemi nachézejicimi se v objemu V.

2. Nahodny vybér se stejnou pravdépodobnosti jedné z procedur - PRESUN, VZNIK
a ZANIK.

~

3. PRESUN:
(a) Volba ¢astice uvnitf objemu a jeji nahodny presun.
(

b) Vypocet zmény energie AU = U(zx') — U(x).

d) Vypocet exp —AU/kpT.

)
)
(c) Je-li AU zaporné, ptijmout novou konfiguraci a vratit se k bodu 2.
(d)
(e) Generace nahodného ¢isla y z R(0,1).
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(f) Je-li y mensi nez exp (—AU/kgT), pfijmout novou konfiguraci a vratit se k
bodu 2.

(g) Jinak stara konfigurace se stava novou konfiguraci. Navrat na bod 2.
4. VZNIK:

(a) Zvolit ndhodné souradnice uvnit¥ objemu pro novou ¢astici.
(b) Vypocet zmény energie AU = U(x™N 1) — U(x?).
) Vypocet [a/(N + 1)] exp (—AU/kgT).

)

Je-li toto ¢islo vétsi nez jedna, prijmout novou konfiguraci a vratit se k bodu
2.

(e) Generace nahodného ¢isla y z R(0,1).
(f) Je-li y mensi nez [a/(N + 1)]exp (—AU/kgT), ptijmout vznik nové astice a
vratit se k bodu 2.

Jinak zamitnout generaci nové ¢astice a vratit se k bodu 2.
(2) g
5. ZANIK:

(a) Zvolit ndhodné jednu ¢astici z N ¢astic nachézejicich se v objemu V.
(b) Vypocet zmény energie AU = U(z™ 1) — U(z™).
) Vypocet (N/a)exp (—AU/kgT).

)

Je-li toto ¢islo vétsi nez jedna, prijmout novou konfiguraci a vratit se k bodu
2.

(e) Generace nahodného ¢isla y z R(0,1).
(f) Je-li y mensi nez (a/N)exp (—AU/kgT), piijmout zanik ¢astice a odstranit
¢astici z objemu V.

(g) Jinak zamitnout zanik castice a vratit se k bodu 2.

Rychlost konvergence systému k termodynamické rovnovaze zavisi na velikosti zmény
soutadnic castic, které dovolime, aby nastaly. Pripustime-li pouze malé zmény polohy
¢astic, bude tifeba generovat obrovské mmnozstvi stavi systému, abychom dospéli k ter-
modynamické rovnovéze, tj. konvergence bude pomala. Na druhé strané velké zmény v
poloze ¢astic mohou vést k tomu, Ze mnoho vygenerovanych stavii bude zamitnuto a opét
konvergence bude pomalé.

Je znam i modifikovany zptisob simulace grandkanonického souboru, ktery je zalozen
na té skutecnosti, ze maximéalni pocet ¢astic M, které se nejvyse mohou vejit do daného
objemu V, je kone¢ny. Postupuje se tak, ze se simuluje soubor o M ¢asticich, pricemz N
¢astic odpovida realné situaci a M — N ¢astice vystupuji jako virtualni. Vyhodou tohoto
algoritmu je snizeni poc¢tu netspéchii pri zméné poctu c¢astic, nevyhodou je, ze musime
pocitat energii souboru o M ¢asticich, coz zase prodluzuje dobu vypoctu.
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Kapitola 10

Transportni jevy

Pohyb ¢éstic latkovym prostiedim se ridi stochastickymi zakonitostmi. Urceni charakte-
ristik ¢astic (napf. koncentrace, driftova rychlost atd.) je mozné pouze vyuzitim metod ne-
rovnovazné statistické fyziky. Chovani ¢astic i—tého druhu se popisuje pomoci rozdélovaci
funkce f(r,v,t), kterou lze vypocitat z Boltzmannovy kinetické rovnice. Reseni Boltzman-
novy rovnice lze nalézt analyticky pouze ve specialnich pripadech nebo za zjednodusujicich
predpokladi. Pritom chovani ¢astic je stochastické se znamymi pravdépodobnostmi pro
jednotlivé elementarni procesy. Nabizi se tedy pouzit metodu Monte Carlo, ktera bude
spocivat v pifimém nebo ponékud modifikovaném modelovani skute¢nych procest.

Historicky prvni pouziti metody Monte Carlo ve fyzice transportnich jevii bylo mode-
lovani prichodu neutront latkou. Nyni se metoda Monte Carlo pouziva pro modelovani
pohybu ¢astic v mnoha dalsich prostiedich (plazma, plyn, pevné latky).

10.1 Model pohybu castice

Budeme uvazovat pohyb ¢astice latkovym prostfedim, pricemz uvazovana c¢astice s ostat-
nimi ¢asticemi latky neinteraguje na dalku (jedno¢asticovy model). K interakei ¢astice s
ostatnimi dochazi pouze pomoci srazek, u nichz predpokladame, Ze k nim dochazi pouze
v jednom bodé prostoru. Na ¢éastici miize ovsem piisobit vnéjsi makroskopické pole.

Predpokladejme, Ze naSe Castice ma v ¢ase t = 0 energii F a pohybuje se z bodu r
rychlosti v a ptisobi na ni vnéjsi pole silou F'. Pro ¢asy t > 0 se ¢astice bude pohybovat
podle zakont mechaniky az do té doby, nez dojde ke srazce nasi ¢astice s jinou castici
prostiedi. Pri srazce mize dojit k nasledujicim pripadtm:

1. c¢astice je zachycena, jeji draha tim kondi,

2. nastane pruzna srazka,

3. nastane nepruzné srazka,

4. nastane nepruzné srézka a vznikaji dalsi ¢astice.

Kazdy z téchto pripadi méa jistou pravdépodobnost, pricemz tyto pravdépodobnosti
jsou znamy. Po srézce bude mit nase ¢astice novou rychlost. Rozdéleni pravdépodobnosti
rychlosti po srazce je rovnéz znamo. Pokud c¢éstice nebyla zachycena, tak se cely pro-
ces volného letu a srazky opakuje. Jestlize tento proces budeme simulovat na pocitaci a
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zaznamenavat udaje, které nas zajimaji, pak po statistickém zpracovani mizeme ziskat
hledané hodnoty; napi. mizeme studovat priichod svazku neutront rovinnou deskou, viz.
obr. 10.1.

Jednotliva jadra atomi latky

O

O —

O

Svazek neutronu e

O
O

O

O o0
O o oo\o

O
oo ©

5 O

—

Obrazek 10.1: Pruchod neutront rovinnou deskou.

Jestlize budeme zaznamenéavat pocet proslych neutronti, mizeme po mnohonasobném
opakovani simulace pohybu neutroni odhadnout pravdépodobnost prichodu neutronu
deskou. Rovnéz miizeme zaznamenavat energie proslych neutroni a odhadnout distribué¢ni
funkci pro energie proslych neutront.

Vsimnéme si nyni jednotlivych bodi uvedeného modelu.

10.2 Srazky

Sréazkou budeme rozumét interakci dvou ¢astic. Budeme predpokladat, ze dosah této in-
terakce je omezeny a ze se ¢astice pohybuji mimo oblast interakce volné. To odpovida
situaci, kdy c¢astice pred srazkou a po srézce jsou natolik vzdaleny, Ze vzajemnou inter-
akci muzeme zanedbat. Necht ¢astice 1 ma hmotnost m; a rychlost pred srazkou wvq,
¢astice 2 mé hmotnost mo a rychlost pred srdzkou wy. Necht déle pii srazce nevznikaji
nové castice. Pak rychlosti ¢astic 1 a 2 po srazce jsou

miv1 + MaU2 meo

v = + 0, 10.1
1 mi + Mo m1+m2g ( )
mqv MoV m
v, = 1V1 + MoV 1 79,
mi + Mo mi + Mo

kde €2 je jednotkovy vektor ve sméru vzajemné rychlosti ¢astic po srézce a

/
g = \/lvr —va| —2Q/p (10.2)
je velikost vzajemné rychlosti obou ¢astic, pricemz () je vnitini energie spotfebovana nebo
uvolnéné pfi nepruzné srazce a

1My
= = 10.3
= (10.3)
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je redukovand hmotnost. Témito rovnicemi je urcena rychlost ¢astic po srazce az na ne-
znamy jednotkovy vektor. Aby byly rychlosti po srézce plné uréeny je nutno mimo rych-
losti Gastic pred srazkou zadat dalsi veli¢iny, napr. celkovy moment hybnosti Lt v tézistové
soufadné soustave.

Necht r je vektor vzajemné vzdalenosti ¢astic a g je vektor vzajemné rychlosti v urcity
casovy okamzik pred srédzkou. Pak plati

Ly(t) =7 x pug = konst . (10.4)

a vektor vzajemné rychlosti g’ bude po srazce leZet v roviné urcené vektory r a g. Ozna-
¢ime x uhel mezi vektory g a g’ a « thel mezi vektory r a g.

Pak pro vektor €2 dostavame

Q=_"2xT (cos x — sin Xcotg”y)i : (10.5)
siny [r| I

V tomto vztahu jiz zistal pouze jeden nezndmy parametr - rozptylovy thel x. Tento
rozptylovy thel x bude pii nasem modelovani ndhodna veli¢ina a bude rozehravan pomoci
své hustoty pravdépodobnosti - diferencialniho ti¢inného prifezu.

Vétsinou vSak neni zndma ani ploha rozptylovych center (napf. v plynu) a kromé
rozptylového tihlu se musi ndhodné rozehréat i druhy thel ¢, ktery dale urcuje smér vektoru
Q. Vektor vzajemné rychlosti g’ po sraZce se pak urcuje z rovnic

gr = gz oS X + (95 —1—93)1/2 sin x sin ¢, (10.6)

g, = gy cos X + sin x(v,9: cos ¢ — g,g,sin ) /(g2 + g2)*/?

I

g, = g.cos x — sin x(v,gy o8 ¢ + gu9. sing) /(g2 + g2)"/>.

10.3 UCcinny prirez

Ucinny prufez je zékladni charakteristikou srazky. Ucinny prifez urcitého typu srazky
si muZeme nazorné (nikoli v8ak uplné fyzikalné spravné) predstavit jako fiktivni plochu
(prufez) kolem atomu nebo molekuly atd., na kterou kdyZz dopadne druha castice, tak
dojde ke srazce obou ¢astic. Z toho vyplyva, ze pravdépodobnost srazky Ps jedné ¢astice
s druhou musi byt pocitdna jako geometrickd pravdépodobnost

g

Ps = 5 (10.7)
kde o je uinny prufez a S celkovi plocha, na niz muze druha ¢éastice dopadnout.
Kazdy druh srazky (pruzna srazka, excitace, ionizace, ... ) je charakterizovan odpovi-

dajicim G¢innym prurezem. Jestlize je pfi interakci dvou ¢astic moznych n druht srazek
a o; je ufinny prufez pro i—ty druh srazky, pak se zavadi celkovy (totalni) uéinny prifez
op vztahem

or = ZO’Z' . (108)
i=1

Celkovy tuc¢inny prurez pak charakterizuje pravdépodobnost, ze vibec dojde k né&jaké
srazce. Jestlize dojde ke srazce, pak pravdépodobnost ¢ — tého druhu srazky je o;/or.
Vybér druhu srazky se tedy rozehrava stejnym zptisobem jako diskrétni ndhodna veli¢ina.
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P1i rozptylu mohou vektory vzajemné rychlosti pfed a po srazce svirat nejriznéjsi
rozptylové thly y. Hustota pravdépodobnosti f(x) se da vyjadiit jako

2mog(x) sin x
fx) = ZRoesinx. (10.9)
o
kde o4(x) je diferencialni u¢inny priatez. Plati
o= 27T/O’d()() sin y dy . (10.10)
0

Pro rozehrani ndhodného rozptylového thlu y pfi srazce, kteréd je popséna diferencialnim
u¢innym prufezem o4, pak dostavame rovnici

X
y = ZW/Ud(X') siny'dx’, vz R(0,1), (10.11)
0

kterou musime vy¥esit vzhledem k y. Uhel ¢ je rovnomérné rozdélen na intervalu (0, 27)
© =2y yz R(0,1) . (10.12)
Déle pro izotropni rozptyl se rovnice (10.11) da vyfesit a dostavame

cosy=1-—2y. (10.13)

10.4 Délka volné drahy

Distribu¢ni funkce pro délku volné drahy s mezi dvéma po sobé jdoucimi srazkami mé
tvar

F(s) =1 — exp (— / n(r(t))a(r(t))ds) , (10.14)
0
kde r(t) je polohovy vektor trajektorie ¢astice a n je koncentrace ¢astic prostiedi. Nahodna
délka volné drahy se pak generuje pomoci metody inverzni funkce, coz znamena, ze musime
reSit rovnici \
Iny = —/na ds, vz R(0,1) (10.15)
0

vzhledem k s. ReSeni této rovnice neni v obecném piipadé€ snadné. Pokud soucin no neni
funkci polohy dostaneme

Iny = —nos, (10.16)
1
s = —Iny.
no

Jestlize o neni konstantni, zavisi napf. na energii ¢astice, je vyhodné&jsi prejit k dobé ¢
mezi srdzkami. Pro dobu mezi dvéma po sobé jdoucimi srazkami plati distribu¢ni funkce

F(t)=1—exp (— / na(v)vdt) . (10.17)
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Pro vypocet ¢ mame rovnici
t
Iny = —/nav dt, yz R(0,1). (10.18)
0

Je vyhodnéjsi prejit od této rovnice k ekvivalentni diferencidlni rovnici. Definujme funkci
U vztahem

t
U(t) = — /na’u dt . (10.19)
0
Pak plati
dw
a dobu ¢ mezi srdzkami uré¢ime z rovnice
Iny =W(t) . (10.21)

Pro vypocet doby t tedy musime TesSit numericky diferenciélni rovnici, coz byva casové

Obréazek 10.2: Metoda konstantniho prufezu, E intenzita el.pole, plné krouzky - realné
srazky, prazdné krouzky - fiktivni srazky.

naro¢né. Tato potiz pii feSeni rovnic (10.20) a (10.15) se da obejit pomoci metody kon-
stantniho prufezu (null - collision technique). Podstata této metody spo¢iva v nasledujicim
obratu. Ozna¢me M = sup{q(s), s € (0,00)}. Zavedme tzv. fiktivni u¢inny prurez pomoci
vztahu

op=M—0. (10.22)
Délku volné drahy s pak budeme generovat podle vztahu
1
=——1 R(0,1) . 10.23
s=——ry, yeRO1) (10.23)

Necht nyni o; jsou uc¢inné prufezy jednotlivych druhu srézek. Pravdépodobnosti jednot-
livych srazek polozime rovny o;/M. Déle vSak jesté muZe nastat tzv. fiktivni srazka s
pravdépodobnosti o /M. Pii této fiktivni srazce se nebude ménit zadna fyzikalni charak-
teristika Céstice, tj. ¢astice se bude pohybovat déle se stejnou rychlosti. Na obr. 10.2 je
tato situace znazornéna pro pohyb zaporné nabité ¢astice v homogennim elektrickém poli.
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E/N Vg Vg Vg (€) (€) (€)

[Td] | [10* m/s] [10* m/s] [10* m/s] | [eV] [eV] [eV]
Reid MC boltz Reid MC boltz
1 1.272 1.273 + 0.001 1.275 0.1015 | 0.1015 £ 0.0001 | 0.1016

12 6.832 6.838 + 0.001 7.016 0.269 | 0.2689 £ 0.0001 | 0.2739
24 8.89 8.888 &+ 0.001 9.146 0.408 | 0.4079 £ 0.0001 | 0.4163

Tabulka 10.1: Hodnoty makroskopickych parametri pro Reiduv ,ramp model”. Reid —
hodnoty z [18], MC, boltz — tato préace. vy je driftova rychlost, (€) je stfedni energie.

Tato metoda bude tim efektivnéjsi, ¢im bude op mensi. Dikaz spravnosti metody
konstantniho prufezu lze nalézt v [10]|. Stejny postup lze pouzit i pro generovani ¢asu
mezi srazkami. Zde vSak nastava problém v tom, Ze vyraz ov, ktery zde vystupuje misto
o neni shora ohranic¢eny. To mtuZeme odstranit tak, Ze pro v > Ve (Umaz je pevné zvolena
dostatecné velka rychlost) polozime ov = konst.

Vd <€> ND[ NDt
[10* m/s] [eV] [102* m~1s™1] | [10%* m~1s™!]
tato prace | 8.888 4+ 0.001 | 0.4079 4+ 0.0001 - 1.1 £0.1
Simko 8.90 + 0.06 | 0.4083 £ 0.0009 | 0.457 £ 0.020 | 1.146 + 0.01
Reid 8.89 0.408 - 1.145
Pitchford 8.883 — — 1.130
Braglia 8.88 0.408 - 1.134
Segur 8.881 0.4074 0.463 1.134
Penetrante | 8.89 + 0.02 0.409 + 0.001 0.48 +£0.02 | 1.133 + 0.002
Ness 8.886 0.4079 0.4614 1.135

Tabulka 10.2: Hodnoty makroskopickych parametra pro Reidav ,ramp model”, E/N =
24 Td. Hodnoty druhych autoru byly prevzaty z [19].

Standardnim testem pro programy pro feSeni Boltzmannovy rovnice a pro programy
provadéjici simulaci metodou Monte Carlo je Reidtv "ramp model" [18]. Tento model
byl pouzit jiz mnoha autory [19]. V Reidové modelu se elektrony pohybuji v plynu v
homogennim elektrickém poli, pficemz dochazi pouze k pruznym srazkam a k jednomu
druhu nepruznych srazek. Uéinny prifez pro pruzné srazky je konstantni

oe] = 6.0 x 107 m? (10.24)
a u¢inny prufrez pro nepruzné srazky ma nésledujici pribéh

< 0.
Oin = { ! €S20V (10.25)

10(e—0.2) x 10020 m? ¢ > 02V .

Oba dva druhy srézek jsou izotropni. Hmotnost ¢astic plynu je rovna 4 amu, jeho teplota
0 K. Pro rizné hodnoty redukované intenzity elektrického pole byly spocteny Reidem a
ostatnimi autory makroskopické parametry pro elektrony. Vypocet makroskopickych pa-
rametri Reidova modelu metodou Monte Carlo provadi program reid (k dispozici v FTP
archivu http://www.sci.muni.cz/ physics). V tab. 10.1 je uvedeno srovnani spoc¢tenych
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hodnot driftové rychlosti a stfedni energie pro rizné hodnoty E/N, v tab. 10.2 je uvedeno
srovnani hodnot spoc¢tenych riznymi metodami a riznymi autory pro F/N = 24 Td.
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