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1. Uvod

Pti kvalitativnich vykladech jevli mikrosvéta
se délaji mnohd zjednoduSeni. Redlnd situace se
nahrazuje jednoduchym modelem, na némZ7 lze
zhruba vyloZit zdkladni vlastnosti studovaného
systému. Charakteristické rysy chovdni objektu,
jehoZ pohyb je omezen na konecnou oblast
prostoru se nejcastéji demonstruji na piipadu
Castice vdzané na duseCce (v jednorozmérné
nekonecné hluboké pravouhlé potencidlové jame).
Jednim z nejzajimavéjsich vysledkl, k nimz vede
uvéznéni Céstice, je kvantovani jeji energie. Pii
kvantové mechanickém popisu vychdzi tento efekt
jako dusledek standardnich podminek kladenych
na  vlnovou  funkci  ziskanou  feSenim
Schrédingerovy rovnice. V populdrné védecké
literatufe a ucebnicich niZsich typt Skol se casto
uzivd analogie mezi staciondrnim stavem
uvéznéné Cdstice a stojatou vlnou na struné - napf.
[1-7]. Tento postup vychdzi z de Broglieovy
hypotézy a existenci diskrétni posloupnosti
stacionarnich ~ stavii  (kvantovdni  energie)
vysvétluje jako diisledek vInovych vlastnosti
¢astice. Ve tvaru, v némzZ je béZné pouZzivdn, vSak
davd kromé nekterych spravnych vysledkl
(energiové spektrum) i celou fadu nesprdvnych
pfedstavo uvéznéné castici.

2. Ukazka standardniho postupu vykladu

Podle de Broglicovy hypotézy je kazdému
objektu pfifazena vlna, jejiz délka A je
jednoznacné spojena s velikosti jeho impulsu p

(1) =2

Pro ¢astici, jejiZ pohyb je omezen pouze na
useCku délky L, v§ak mohou byt stabilni
(staciondrni) jen takové stavy, kdy se na tuto
useCku ulozi prave celistvy pocet palvin.
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Situace  je  zcela  analogickd  stojatym
monochromatickym vlndm na struné délky L — viz
obr. 1.
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Zkombinovanim vztahti (1) a (2) dostdvame pro
velikost impulsu ¢astice v téchto stavech
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Cistice, kterd je vézdna na use¢ku délky L mad
tedy diskrétni energiové spektrum.

Logicka struktura pfedvedeného postupu je
prehledné ukazana v nasledujici tabulce.
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Tabulka I (pfevzato z [6}).



3. Kritika standardniho postupu vykladu

Na prvni pohled vypada pfedchazejici ukazka
bezchybné. Abychom uvidéli, v ¢em jsou jeji
slabiny, projdeme § 2 znovu a budeme pfi tom
uzivat presnéjSich formulaci.

3.1. Podle de Broglieovy hypotézy je kazdému
objektu pohybujicimu se s impulsem p ve sméru
osy x piifazena rovinnd monochromatickd
postupnd vina
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jejiz délka je spojena s velikosti jeho impulsu
vztahem (1) [9]. De Broglieova vlna (5) je vlastni
funkci operatoru impulsu piislusnou vlastni
hodnot¢ p. Superponujeme-li tuto vinu s funkei
téhoz operatoru piislusnou vlastni hodnoté — p,
dostaneme stojatou monochromatickou vinu
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(Tyto funkce jiz nejsou vlastnimi funkcemi
operatoru impulsu, jsou v8ak vlastnimi funkcemi
operatoru kvadratu impulsu.) Pozadujeme-li
vynulovani téchto funkci na koncich uvazované
UseCky (pocatek soufadnic je zvolen v jejim
stfedu), dostaneme z (6a)
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Dosazenim takto vybranych hodnot do (6)
(83) Tz),_.l(x, t) =
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To je stejny vysledek, jaky se dostdva pro vlastni
kmity struny délky L (pocatek soufadnic je
umistén ve stiedu struny) [10], [11] - srv. obr. 1.
Neshoda v intervalech, na nichZ jsou funkce (8) a
funkce popisujici vychylky struny definovany, je
pouze zdanlivd4, nebot’ na strunu konecné délky se
pohlizi jako na soucdst struny nekonecné (viz
napft. [10], str. 68).

Stojaté viny (8) jsou — jako vSechny
monochromatické viny — vinami nekone¢nymi.
Nepopisuji tedy stavy Castice vazané na usecku
xe <-L/2, L/2>, ale stavy volné castice, které
vyhovuji podmince
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Jsou spole¢nymi vlastnimi funkcemi operatoru
kvadratu impulsu a hamiltonidnu volné Castice
(V(x) = const., x€ (-0, + o)), nikoliv vSak
hamiltonidnu ¢astice uvéznéné v oblasti xe <-
L/2, L/2>. Diky tomu lze v piipadé volné Castice
uzit vztahu (4) spojujictho vlastni hodnoty
kvadratu impulsu s pfisluSnymi vlastnimi
hodnotami hamiltonidnu.

Volnd castice, jejiz vIlnovd funkce
vyhovuje podminkdm (9), mizZe tedy mit jen
zcela urcité hodnoty velikosti impulsu p, (7),
resp. (3) a energie E, (4).

Pivodné jsme vSak chtéli studovat
energiové spektrum cCastice uvéznéné v oblasti
délky L. Jak jsme se vibec dostali k vySetfovani
volné castice? Na zacdtku § 2 jsme z hlediska
klasické mechaniky zcela samoziejme
pfedpokladali, Ze uvaZovand cCdastice ma urcity
impuls. V kvantové mechanice vSak tento
pfedpoklad trividlni neni. Ostrou hodnotu impulsu
(resp. kvadratu impulsu) lze naméfit pouze ve
vlastnich stavech operatort téchto velicin, tj. u
volné c¢éstice. Tim, Ze jsme pfipsali studované
¢astici urcitou hodnotu velikosti impulsu (tj.
ur¢itou de Broglieovu vinovou délku), jsme tedy
vlastné uvazovali o ¢astici volné. (Komentéie v §
2, které hovofi o omezeni jejtho pohybu na
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ohrani¢enou oblast, jsou proto zavad¢jici.)

3.2. VInové funkce popisujici stacionarni stavy
Castice, kterd je uzaviena v oblastixe <-L/2,
L/2> jsou vné tohoto intervalu nulové.



Obr. 2.
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Na rozdil od funkci (8), popisujicich stavy volné
cCastice, nejsou funkce (10) monochromatickymi
vlnami, ale vlnovymi klubky. Nejsou tedy
vlastnimi funkcemi kvadratu impulsu, ale jejich
superpozicemi. Ve stavech popsanych funkcemi
(10) proto nema kvadrat impulsu urcitou hodnotu.
Abychom zjistili  spektrum impulsu, popf.
velikosti impulsu vdzané Cdastice v  jejim
stacionarnim stavu, musime rozvinout funkci (10)
do vlastnich funkci operdtoru p(5), popi.
operdtoru  p°> (6). Vzhledem k tomu, Ze
rozklddand funkce (10) neni periodickd v intervalu
(-o0, + ), nebude timto rozvojem Fourierova fada
(diskrétni spektrum p, resp. J.), ale Fouriertv
integral (spojité spektrum p resp. J.) (napft. [10],
[12]) - viz obr. 3. Tim padd hlavni argument
diskutovaného postupu pro kvantovani energie
(kvantovany impuls). Vztahu (4) ostatné rovnéz
nelze pouZit pro vypocet energiového spektra,

ponévadZ (celkovd) energie a kvadrdt impulsu
nejsou soucasné presné métitelné.

Postup vyloZeny v § 2 je tedy spravny jen pro
volnou ¢astici (pro niZ jsou piedepsany "kvantové
podminky" (9)). Pfi studiu ¢astice, jejiz pohyb je
omezen na konecnou oblast prostoru se s nim
rozejdeme hned v kroku I (viz tab. I).

3.3. Obsah § 2 tedy nelze pfijmout jako vysvétleni
kvantovani energie vdzané cCastice. Jeho logickd
struktura je totiz ve skutecnosti tato:
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Obr. 3. Hustota pravdépodobnosti naméfeni riznych
hodnot impulsu pro ¢dstici nachdzejici se v n-tém
stacionarnim stavu ¥, (10) v jednorozmérné nekonecné
hluboké potencidlové jamée délky L. Impuls je udavéin v
nasobcich z#A/L. S rostoucim n klesa relativni velikost
rozmyti impulsu 0p/P yejpravdspodobnsjsi- PITsIusny vypocet
je proveden v pftiloze.

Staciondrni stav Cdstice, jejiZz pohyb je
omezen na useCku délky L (klubko stojatych
monochromatickych vln) je pfifazenim urcité de
Broglieovy vlnové délky (tj. urcité hodnoty
velikosti impulsu) prohldsen stojatou
monochromatickou vlnou.

Qbr. 4.
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Obr. 6a. Vlnové funkce staciondrnich stavi Cdstic
uzavienych v nekonecn€ hlubokych potencidlovych
jamach s rGznymi délkami L. Pro energii n-tého
staciondrniho stavu ¢astice uzaviené v jednorozmérné
nekonecné hluboké potencidlové jamé délky L plati
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Tento ptfechod, kterym se vlastné¢ déld krok I
vtabulce I, odpovidd, jak jiz bylo feceno,
"uvolnéni cdstice z vazeb". VSechny ndsledujici
uvahy jsou tedy spravné jen pro Castici volnou,
jejiz vlnova funkce je ve dvou zadanych bodech
nulova (obr. 5). Vysledky se vSak vyddvaji za
platné pro ¢astici vdzanou (obr. 4). Za
"matematickou jednoduchost" takového popisu se
plati celou fadou nespravnych predstav o
uvéznéné  Castici.  Kromé¢  jiz  zminéného
nespravného tvaru vinové funkce vné uvazované
tsecky se viemi jeho dasledky” je to piedpoklad o
ur¢ité  hodnoté  velikosti impulsu  ¢éstice,

T Zduraznéme, Ze pro dspéch této metody vykladu je Zivotné
dulezité udrzet pozornost pozorovatele uvnitt nekone¢né
hluboké jamy modelujici povolenou oblast. Jinak by totiz
pfisel na to, Ze ¢dstice, o niZ jsme prohldsili, Ze je uvéznéna
(a kvantovan{ jeji energie jsme "vysvétlili" jako disledek
tohoto uvéznéni) se muze ve skute¢nosti nachazet i vné této
oblasti (dokonce s mnohem vétsi pravdépodobnosti nez
uvnitt).

kvantovani impulsu a souCasnd meéfitelnost
kvadratu impulsu a (celkové) energie. Zvlast
nepfiznivym dojmem plsobi skute¢nost, Ze
ziskdni zavérecného sprdvného vysledku -
diskrétntho energiového spektra - je piimo
zaloZeno na téchto scestnych pfedstavich.

Je zajimavé, Ze hodnoty energie vychazeji
zcela presné. To vSak nemuZe slouzit za dikaz
sprdvnosti postupu. (Vzpomenime na podobny
ptipad s Bohrovym modelem atomu vodiku.)
Pfi¢inou této shody je rovnost energii
stacionarniho stavu volné castice popsaného
vinovou funkci (8) a stacionarniho stavu vazané
Castice, ktery je zadan vinovou funkei (10) - viz
obr. 6.
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Obr. 6b. Hustota pravdépodobnosti naméfeni riznych
hodnot impulsu ve stavech diskutovanych v obr. 6a.
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Impuls se méfi v ndsobcich z#/l. (Piislusny vypocet je
proveden v piiloze.) S rostoucim n se toto rozdéleni
zostiuje;

fi fi
lim w,(p) = 16 (p + ﬂ—l) + 46 (P— _7;_) .
n=+0

4. Zavér

Vylozili jsme, Ze metoda urceni energiového
spektra Castice uvéznéné na useCce zaloZend na
analogii mezi staciondrnim stavem a stojatou
monochromatickou vlnou ma zdvazné nedostatky.
Nemtze byt proto povazovdna za vysvétleni
kvantovdni  energie, ale nanejvys za
mnemotechnickou pomticku umoznujici snazsi



smifeni s timto zajimavym efektem. Jeji pouziti
pfitom v sobé skryvd nebezpeCi: nespravné
mezivysledky  postupu  vytvareji  fyzikdlné
pochybenou pfedstavu o studované castici. Z
tohoto hlediska situace siln¢ pfipomind vSeobecné
zndmy piipad s Bobrovou teorii atomu vodiku,
kterd je rovnéZ nespravnou cestou ke spravnému
vysledku. Oblibend analogie byla postavena do
velmi Spatného svétla, ale Zadny alternativni,
stejné¢ jednoduchy a pfitom korektni, postup
navrZen nebyl. Autor pfizndvd, Ze nevi o Zddném
takovém vysvétleni, které by se hodilo do
elementarnich vykladt. Zastava vSak ndzor, Ze pfi
prvnim seznamovani se zdkladnimi idejemi
kvantové mechaniky neni tfeba "vysvétlovat"
kvantovani veli¢in. SpiSe by se méla preferovat
vychova ke spradvnému fyzikdlnimu mysSleni.
Napf. na podrobném rozboru difrakénich pokust
pfesvédcéivé ukdzat omezeni platnosti klasické
mechaniky [13]. I uvedend analogie zde muze
vykonat dobré sluzby. (Pfechod od klasického
nazirdni ke kvantové mechanickému je pfijetim de
Broglieovy hypotézy jiz castené proveden.)
Nesmi se vSak pouZit v kritizovaném tvaru

"staciondrni stav — stojatd monochromaticka
vina",
ale ve tvaru

"staciondrni stav - stojatd vlna (vlnové
klubko)".
Fourierovou analyzou (viz pfiloha) - tfeba jen
naznacenou [14] - se dostaneme k pfedstave
neurcitého impulsu. (Nesprdvné uvahy § 2 jsou z
tohoto hlediska krokem zpét ke klasickému
pohledu.) K energiovému spektru vSak tudy cesta
nevede. Je nepochybné, Ze ncktefi autofi uZivajici
kritizovany postup si byli védomi uvedenych
nedostatkl a zatazuji jej pouze z pedagogickych
divodii. V jejich vykladech se totiZz objevuje
zpravidla aZ tésn€ pred probirdnim vlastnosti
atomu, k jejichZ objasnéni je tfeba mit spravnou
kvalitativni pfedstavu o energiovém spektru
elektrond. Na tomto misté je jiz tedy nutné o
kvantovani energie promluvit a je jist¢ didakticky
vhodnéjsi takovou novou skuteCnost "néjak
pfirozené vysvétlit" neZ ji jenom konstatovat.
PokuSeni je zde o to vétsi, Ze posluchac, pro néjz
je vyklad urCen, muZe jen st€Z{ na své trovni
n¢jaké rozpory odhalit.

Ponechdviame diskusi, zda se maji
nazornosti vykladu - byt tvodniho - délat tak
velké tstupky. Nebezpeci upevnéni nespravného
pohledi na mikrosvét by se vSak nemélo
podceniovat. Dobrym ptikladem toho, kam az
muze vést zafixovand nespravnd piedstava, je §
8.3 ve vysoko- $kolské ucebnici [8].

Pfiloha. Vypocet impulsového spektra ¢dstice uvéznéné
voblasti xX€ <-L/2, L2 >

Hustota pravdépodobnosti naméfeni riznych
hodnot impulsu W,(p, t) v ur€itém stavu n je dana
kvadratem absolutni hodnoty vlnové funkce tohoto
stavu v impulsové reprezentaci @,(p, ). Transformaci
funkci (10) vyjadienych v soufadnicové reprezentaci
podle obecného vztahu

+oo
D, (p, 1) = J' Y (x, 1) pp(x, 1) dx

— oo

(zde @ (x, t) = 1/ \/(h) exp [i/li(px - (p2/2m) I)] je
vlastni funkce operdtoru impulsu v soufadnicové
reprezentaci (5) se dostane
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pe(—w,+®), n=1,2,3,...



Pro nékteré staciondrni stavy byla tato funkce
pocitdna numericky na stolnim kalkuldtoru HP 9825A.
Vysledky téchto vypoltd jsou shrnuty v obrazcich
3 abb.
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