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Vzorové feSeni dlohy ¢.1 (5 bodu)

Nestésti ve vytahu

Ozna¢me M, m hmotnost vytahu a ¢lovéka, V; rychlost vytahu tésné pred dopadem
(ve chvili, kdy se ¢lovék rozhodne vyskocit), V5 rychlost vytahu v okamziku dopadu,
v rychlost ¢lovéka po odrazu do vyskoku.

Pak lze formulovat zakon zachovani hybnosti v podobé

(M+m)Vi=mv+ MV, (1)
a zakon zachovani energie
1 2 Lo, 1 2

kde E = mghgy je energie, kterou ¢lovék dodd do systému pii odrazu do vyskoku
(ho = 0,5m je vyska vyskoku).
7 téchto rovnic po upravach dostaneme

2EM

v=V, — | —F—i—
m (M + m)
Ze vztahu mezi maximalni kinetickou a potencialni energii

1
imv2:mgh3

dale vyplyva

Vi=+y/2gh , v=4/2ghp (4)



kde hp = 3m je udavana bezpecna vyska, ze které clovék jesté bezpecné dopadne a h je
hledand maximalni bezpecna vyska pro ¢lovéka v kabiné vytahu..
Rovnici (3) lze pak lze upravit do tvaru

Vi = hB+M,/MAfm | (5)

Je-li kabina vytahu velmi tézka, tj. M > m, pak je MLW ~1.
Pro maximaéalni bezpe¢nou vysku padu kabiny tak dostavame vztah

Vh=/hs+1/hy

tj. hZhB+h0+2 hBh0=5,95m

Vzorové reSeni dlohy ¢.2 (8 bodu)

Kde je bezpec¢no?

Zvolme kartézsky souradnicovy systém s pocatkem v misté, kde se nachazi Tomas,
tak, Ze osa x je vodorovna (a lezi v roviné trajektorie stfely), osa y svisld. Vzhledem
k tomu, ze kazdé misto, které 1ze zasdhnout stfelou o rychlosti u < v, lze ziejmé zasdhnout
i stfelou o rychlosti v, omezme se na nalezeni mnoziny bodu, které lze zasdhnout stielou
o rychlosti v.

Oznac¢me 9 elevacni thel. Uvédomime-li si, Ze na vztahy udavajici polohu stiely v za-
vislosti na ¢ase (uvazujeme idealizovany Sikmy vrh)

1
x = x(t) = vtcos?, y =1y(t) = vtsind — ith (1)

se muZeme téz divat jako na soustavu rovnic pro 9 a t, kterd mé (redlné) feSeni pravé
tehdy, je-li bod o soufadnicich [z,y] zasaZitelny stifelou o rychlosti v, vidime, 7e staci
rozhodnout o FeSitelnosti téchto rovnic. Vyjadiime-li si z prvni rovnice vt cos ¢ a z druhé
vtsin 1, tyto vztahy umocnime na druhou a se¢teme, dostavame po tpravé
1
1927'2 +(gy — )1+ 2> +y*> =0, (2)
kde jsme oznaéili > = 7. ReSitelnost kvadratické rovnice (??) je uréena jejim diskrimi-
nantem
D = v* — 2% — 2gyv”. (3)

Ochrannd obdlka je kiivka, kterd oddéluje ohrozenou (D > 0) a bezpecnou (D < 0)
Cast prostoru, jeji rovnici tedy ziskdme, polozime-1i v (??) D = 0. Po pfevedeni do tvaru

y = f(z) dostavame
2

wo=1(2) =5~ 550" 4

coZ je hledana rovnice ochranné obéalky. Vidime, Ze pro y > yo je D < 0 a (??) nemé
realné feseni. Naopak pro y > yo je D > 0 a (?7) mé redlné feseni. Protoze viak 7 = 2, je



podminkou pro to, aby i soustava (?7) méla redlné feSeni, aby alespon jeden z kofent (77?)

byl kladny. Uvazujme proto vétsi z kofent (?7), tedy

v? — gy + Vv —2%¢” — 2gy0?

29

Ziejmé T > 0, jestlize

2 4 )
y<v—+ U—Q—x2—2—y.
g g 9

Tato nerovnost je jisté splnéna, nebot dle predpokladu
v? g o

<Yp=——-"5z
Y <Y 29 2?2

(5)

(6)

(7)

Vidime tedy, Ze pro y < yo maji rovnice (??) redlné feSeni, vSechny body prostoru
tomu odpovidajici jsou zasazitelné, a kiivka dana vztahem (?7?) je proto opravdu hledanou

ochrannou obéalkou.

Pov§imnéme si, Ze z rovnice obalky Ize trivialné ziskat maximalni vysku vystupu v?/2g

polozenim z = 0 a maximélni dost¥el v?/g poloZenim y, = 0.

Ochranné obélka
0,5 ------- Trajektorie stiely pro rizné eleva&ni Ghly $

Obréazek 1: Ochrannd obalka



Ochranné obélka (resp. jeji polovina) je nakreslena na obrazku ?? spoleéné s nékolika
trajektoriemi stiel pro vybrané elevac¢ni thly. Méfitka na oséch jsou relativni vii¢i hodnoté
maximélniho dostielu v?/g, ktera odpovida jednicce.

Poznamka k vyjadreni rovnice obalky jako plochy v prostoru
Oznac¢me vodorovné osy kartézského souradného systému z1, zo a svislou osu y. Uvédo-
mime-li si, Ze ve vztahu (??) vyjadiuje 2% &tverec vodorovné vzdalenosti od pocatku,
vidime, 7e rovnici ochranné obalky jako plochy v prostoru miizeme psat
v?

o g 2 2
Yo = %_2—1)2(3514‘332)- (8)

Vzorové refeni dlohy ¢.3 (6 bodu)

Kameny a bubliny

Uvazujme nejprve jedno téleso o hustoté p; nachazejici se v popsaném ,,vodnim pro-
storu“. Toto téleso kolem sebe vytvari gravitacni pole, jehoz intenzita je pfimo tmérna g,
(nebot intenzita gravita¢niho pole je tmérnd hmotnosti jeho zdroje, a ta je tmérnéd hus-
toté zdroje). Toto pole se sklada s gravitaénim polem vytvafenym okolni vodou; podle
zadani gravita¢ni pole vymizi (tj. soudet intenzit gravita¢niho pole télesa a okolni vody
bude nulovy), pravé kdyz o1 = g, (0, je hustota okolni vody). Pro 9, # 0, vznikd v okoli
télesa gravitaéni pole, jehoZ intenzita je pfimo imérna rozdilu g; — g,. P¥i o1 > 0, (kdmen)
sméfuje intenzita vysledného pole k télesu, pfi g1 < g, (bublina) naopak od ngj.

Vzniklé gravitacni pole ovSem piisobi i na okolni vodu, ¢imz v ni vytvari dodatecny
hydrostaticky tlak, jehoZ velikost roste ve sméru vysledné gravitaéni intenzity (podobné
jako roste tlak vody v mofi smérem k centru pfitazlivosti — Zemi).

Zkoumejme ted plisobeni vysledného gravita¢niho a tlakového pole od prvniho télesa
na jiné téleso s hustotou go. Druhé téléso je k prvnimu pritahovano gravitacni silou o veli-
kosti F, ~ 0o (01 — 0y) (znak ,,~*“ znaéi pfimou tmérnost) a odpuzovano vztlakovou silou,
jejiz velikost je (podle Archimedova zakona) rovna tize vody druhym télesem vytlacené, tj.
F, ~ 0, (01 — 0y)- Konstanta imérnosti je ziejmé v obou piipadech stejnd, takze vysledna
sila, kterou prvni téleso pritahuje druhé, je:

F=F,—F, ~ (02— 00) (01— 00) - (1)

Tento vztah je vzhledem k zdméné t&les (tj. zdméné indexti 1< 2) symetricky, takze druhé
téleso piisobi na prvni silou stejné velkou, pouze opa¢né orientovanou (nebot v pfedchozich
tvahéch byla orientace sil volena ve sméru k prvnimu télesu).

Orientaci vzajemného silového pisobeni kament a bublin uré¢ime dosazenim odpovi-
dajicich hustot do vztahu (1) :

a) dva kameny cee 01 =02>0, = F>0 ... sepfitahuji,
b) kdmen a bublina ... 91 >0, >0 = F <0 ... seodpuzuji,
¢) dvé bubliny . 01 =0<0, = F>0 ... sepfitahuji.



Vzorové reSeni tlohy ¢.4 (6 bodu)

Gravita¢ni pole nebo neinercialni soustava?

Budeme sledovat pohyb pozorovatele spojeného s urc¢itou neinercialni vztaznou sou-
stavou, ktera se pohybuje s tzv. undsivym zrychlenim d, vuci inercialni vztazné soustavé
spojené se Zemi. Na pozorovatele v neinercidlni vztazné soustavé pusobi setrvacéna sila
F* = —Mdy,.

Jak znamo, Newtonovy zakony pozbyvaji v neinercidlni vztazné soustavé na platnosti.
Abychom obnovili rovnost v matematickém vyjadfeni 2. Newtonova zakona v nenerci-
alni vztazné soustavé, musime k pravé strané rovnice ( vektorovy soudet skuteénych sil
pusobicich na dané téleso ) pficist i silu setrva¢nou. Tak dostdvame

mEizZF’,-—i—ﬁ*.
i

Leva strana vyjadiuje vysledné silové plisobeni na pozorované téleso.

V naSem ptipadé lze za predpokladu neménné hmotnosti pozorovatele 2. Newtonuv
zékon zapsat ve tvaru g’ = ¢ — ay, kde g je gravita¢ni zrychleni a ¢’ zrychleni, jenz je
pro pozorovatele spojeného s neinercidlni vztaznou soustavou ekvivalentni s gravita¢nim.
Vyse uvedena vektorova rovnice pro zrychleni popisuje vSechny ¢tyfi uvazované situace.
Nasim tukolem je pro jednotlivé ptripady vyjadrit velikost a urcit smér zrychleni g? .

(a) Pohyb ve zdvizi vzhiiru (zrychleni maji stejny smér a opacnou orientaci)
g =g9+a
Pohyb ve zdviZi doli (zrychleni maji stejny smér i orientaci)
9'=9-a,
Vysledné zrychleni ¢’ m4 orientaci vzdy shodnou s §, nebot v druhém piipadé vidy

plati g > a,, jinak nastava volny pad pozorovatele.

(b) Situace je schematicky zndzornéna na obr.1. Vektory zrychleni spolu sviraji pravy
uhel, takze plati

g =g’ +[—auf

Obréazek 1:

— |

Vektor 57 =q- Z, kde 7 = (—sin a, — cos @) je smérovy vektor a o = arctg |_|;|“




c) V tomto piipadé je jedinym zdrojem zrychleni gravita¢ni pole. Bedna s pozorovatelem
g

je po naklonéné roviné unasena se zrychlenim odpovidajicim priimétu g do naklonéné

roviny, takze a, = g - sin «a (viz obr. 2). Zrychleni ¢’ je kolmé vii¢i naklonéné roviné

a m4 velikost ¢’ = /g2 — g% - sin’a = g - cosa ( priimét gravita¢niho zrychleni do
roviny kolmé k naklonéné ).

Obrazek 2:

(d) Pfi rota¢nim pohybu je d;, = dy, kde |dg| = w?R ( & je vektor uhlové rychlosti
otaceni pozorovatele a R polomér kolotoce ) oznacujeme jako dostfedivé zrychleni.
Pro velikost vektoru ¢’ (viz obr. 3) dostdavame pomoci Pythagorovy véty

g =19+ w'R?.

Vektor ¢' = ¢' - 7, kde i = (—sina, — cosa) a o = arctg J]T‘if‘t.

Obréazek 3:

Vzorové reSeni tlohy ¢.5 (prémiova)



Kosmické katastrofy

Ozna¢me R, pocatecni vzdalenost planety o hmotnosti m od centra o hmotnosti M,
vy jeji pocateéni rychlost a T jeji dobu obéhu po kruhové draze.

a) Trajektorie planety se zméni, nebot se dvakrat zvétsi dostfediva gravitacni sila cen-
tra. Novou trajektorii bude podle 1. Keplerova zdkona elipsa (kruZnice to byt nemize,
protoze planeta zacne z vychoziho bodu padat k centru s vétsim zrychlenim nez odpovida
pohybu po kruznici; z téhoZ diivodu nep¥ipadéa v ivahu ani pohyb po oteviené draze). Ve
vychozim bodé je U—éLﬁo, coz je splnéno pouze ve dvou bodech elipsy - afeliu a periheliu.
Planeta se k centru o zvysSené hmotnosti zacne priblizovat, takze vychozi bod bude afe-
liem jeji nové trajektorie. K vypoctu vzdalenosti planety od centra v periheliu vyuzijeme
2. Kepleriiv zakon, ktery rika, Ze plocha opsana privodicem planety za jednotku cCasu je
stejnd ve vSech bodech trajektorie, tedy i v periheliu a v afeliu:

1 1
= —Ryvo = =R 1
w B 0o 9 v, (1)
kde R, resp. v, je hledana vzdalenost, resp. rychlost, planety v periheliu. Dale plati zakon
zachovani mechanické energie

1 m2M 1 m2M
—Mmu; — k——— = —mv° — K . 2
2" Ry, 2 R 2)
Abychom se zbavili parametru M, vyuzijeme faktu, ze gravita¢ni sila, kterou centrum pred
zdvojnasobenim své hmotnosti pusobilo na planetu, udavala planeté dostiedivé zrychleni
pravé tak velké, aby se pohybovala po kruhové draze:
mM ve
K— = M—-
R3 Ry
Ze vztaht (1) a7 (3) dostaneme po tpravach kvadratickou rovnici
3R* —4RyR+R; =0,

kterd mé kofeny Ry = Ry (vychozi bod) a Rp = 3R, (hledan vzdalenost v periheliu).
Hlavni poloosa nové eliptické drahy je

= kM =v}R; . (3)

1 2
a = E(RA—{—RP) = gRO .

Vyuzitim vlastnosti elipsy dostaneme ostatni parametry drahy:

1
excentricitu: e=a— Rp = gRo

/3

3
a vedlejsi poloosu: b= +Va?—e% = ?RO )

Obéznou dobu planety T uréime ze znalosti jeji plosné rychlosti a plochy ohranic¢ené
trajektorii planety. Ziejmé S = w7, kde S = wab je plocha elipsy a w je plosna rychlost
planety. Dosazenim za a, b a w dostavame
4 R
T=-m/3-2.
9 Vo

Ze vztahu pro obéznou dobu planety po pivodni kruhové trajektorii Ty = 2w Ry /vy vyjé-



diime Ry/vy a dosazenim do pfedchoziho vztahu dostavame novou obéznou dobu

9
T:%TO.

b) Poklesne-li rychlost planety na kvy, kde k£ < 1, za¢ne se planeta opét odchylovat
od své ptivodni kruhové drahy smérem k centru. Jeji nova trajektorie za¢ina v afeliu ze
stejnych diivodi, jako v tiloze a). Jako v tiloze a) spoc¢itdme parametry nové trajektorie:

Z 2. Keplerova zdkona Rykvy = Rv, ze zdkona zachovani mechanické energie
1 55 mM 1 , mM
—mk“vy — K—— = —mv° — K——

2 Ry 2 R

a ze vztahu (3) dostaneme pro vzdalenost perihelia od centra rovnici

(2—-k)R? —2RyR+ k*R; =0,

k2
jejiz kotfeny jsou Ry = Ry a Rp = WRO' Hlavni poloosa nové eliptické drahy je
R() kQ RO
w=5 Ut = p @)

Novou obéznou dobu T, mutzZeme vypocitat stejné jako v pfipadé a), ale jednodussi je
zde vyuzit 3. Keplerova zakona, ktery dava do souvislosti obézné doby a hlavni poloosy
riznych trajektorii planet obihajicich kolem téhoz centra:

( 10> (lz())
= .
Dosazenim za Qp 7 (4) dostavame

Ty = (2— k)3T, . (5)

Blizi-li se k k 0, blizi se perihelium trajektorie planety ke gravita¢nimu centru; do perihelia
pfitom z vychoziho bodu dospéje planeta za ¢as Ty /2. Pro k = 0 je Rp = 0 a doba padu
planety na centrum je



