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Vzorové feSeni dlohy ¢.1 (4 body)

Vrzani dveri

Chceme-li pochopit, pro¢ nékteré dvere pii otevirani vrzaji a nékteré ne, musime si blize
vSimnout sil, které se pri jejich otevirani uplatnuji. Pfedev§im si musime uvédomit, ze
dvefe nejsou s panty spojeny absolutné pevné a zZe se pri pohybu pruzné deformuji. Dale
je dulezité, ze v pantech pisobi tieci sily. Zatla¢ime-li tedy na dvefe, ty se pootoci, panty
vsak vlivem tfeni zistavaji jesté chvili v klidu. Tla¢ime-li totiz na dvefe, zvySuje se veli-
kost momentu sil pruznosti, jimiz ptisobi dvefe na pohyblivou ¢ast pantu, a soucasné se
zvysuje i velikost momentu tfecich sil, jimiz pohybliva ¢ast pantu plisobi na jeho pevnou
cast. To se déje tak dlouho, dokud velikost obou momenti nedosdéhne maximalni mozné
hodnoty odpovidajici hodnoté statického koeficientu tfeni. Pii dalsim zvySeni tlaku na
dvefe se tedy dverfe pohnou. Pohybové tfeni je ovSem mensi nez tieni klidové, takze se
moment tfecich sil najednou skokem zmensi. Moment sil pruznosti je tedy nyni vétsi nez
moment tiecich sil. Panty jsou vyslednym momentem urychleny, takze ,predhoni“ dvefe.
Zaroven se vSak moment sil pruznosti opét zmensSuje, az se po Case zmensi natolik, ze
opét prevladne moment tiecich sil, ktery panty zastavi. Vyse uvedeny déj — pant je chvili
v pohybu, pak poskoci — se stale opakuje, dokud se dvere tiplné nezastavi. Toto opakovani
je vsak vzhledem k pomérné pevné vazbé pantii s dvefmi velmi rychlé, a proto pro nase
oCi prakticky nepostiehnutelné. , Poskakovani“ panti se pak prenasi na okolni vzduch a
vznika znamy vrzavy zvuk, ktery slySime. Jeho frekvence odpovida frekvenci poskakovani
pantd. Vrzani dveii je tedy zptisobeno pfedevsim rozdilem mezi klidovym a pohybovym
tfenim pantti. Pokud by ovSem oba druhy tfeni byly stejné, nedoslo by k zastaveni panti,



takze ty by nemohly dvefe predhonit a naopak by zistavaly za dvermi pozadu. Tako-
vého stavu lze také docilit velmi rychlym oteviranim dveri, jehoz vysledkem je pak to, ze
otevirani prejde v plynuly pohyb a vrzani se viibec neozve. Dvefe tedy pfestanou vrzat
proto, protoze panty preskakovat nestihaji. Naproti tomu pfi pomalém otevirani panty
poskakuji a my slySime nepiijemné vrzani. Chceme-li tedy tiSe vstoupit do mistnosti s vr-
zajicimi dvermi, musime otevirat dvefe co nejrychleji. Na zacatku a na konci, kdy maji
dvere malou tihlovou rychlost, se sice ozvou dvé kratka vrznuti, ale mezi nimi bude ticho.

Poznamka k fesenim: Spravnou podstatu vrzani dveii pochopilo jen mélo fesSiteli. Skoro
vSichni vSak spravné odpovédéli, Zze je lépe otevirat vrzajici dvefe rychle. Pro¢ je vsak
otevirat rychleji, vysvétlili spravné jen ti, ktefi pochopili podstatu vrzani dveti. Nékteri
se mylné domnivali, Zze dvefe pfestanou vrzat, protoze kmitaji na ultrazvukovych kmi-
toc¢tech. S frekvenci vice nez nékolik tisic hertzii by panty prosté nemohly. Nékteti se
také domnivali, zZe pTi pomalém otevirani by dvere nevrzaly, protoze by se zvuk dostal do
oblasti infrazvuku.

Vzorové refeni dlohy ¢.2 (6 bodu)

Pravitko

V pribéhu experimentu pozorujeme sti¥idavé vzajemny pohyb pravitka a prvniho uka-
zovacku, pricemz druhy ukazovacek je vii¢i pravitku v klidu, a pravitka a druhého uka-
zovacku, pricemz prvni ukazovacek se vici pravitku nepohybuje. Oba prsty se postupné

Pti dostatecné malé vzajemné rychlosti prstii a pravitka mizeme povazovat hybnost
pravitka za zanedbatelnou a zmény jeho pohybu za okamzité. V disledku toho mtzeme
v dalsich avahach predpokladat, ze v kazdém okamziku plati podminky statické rovno-
vahy.

Na zacatku experimentu podpira kazdy ukazovacek jeden konec pravitka. Vzajemnému
pohybu mezi pravitkem a ukazovacky brani klidova tieci sila T¥. Vlivem ndhodnych jevi
prekond jeden ukazovacek klidovou treci silu diive. Pravitko se vii¢i tomuto prstu zacne
pohybovat, pfi¢emZ proti pohybu bude piisobit smykova tieci sila TS. Pro velikosti tie-
cich sil TX a T* plati T¥ > TS. Druhy ukazovacek by musel piekonat vétsi tieci silu TX,
proto se zatim vic¢i pravitku nepohybuje. S pohybem pravitka se méni rozlozeni tlako-
ukazovacku, a proto tlakova sila, kterou pravitko ptsobi na prvni ukazovacek, roste na
tikor tlakové sily piisobici na druhy ukazovaicek. Umérné zménam tlakovych sil se méni
i sily tfeni mezi prsty a pravitkem. V jistém okamZziku dosidhne velikost T5 u prvniho
ukazovacku velikosti TX u druhého ukazovacku. V tomto okamziku se za¢ne pravitko viici
druhému ukazovacku pohybovat. Piislugné teci sila T° bude mensi nez u prvniho ukazo-
pravitka vii¢i prvnimu ukazovacku zastavi. Ukazovacky si tedy vyménily role. Popsany
déj se opakuje, pozorujeme sti¥idavy pohyb pravitka vici prvnimu a druhému prstu.
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pusobi na pravitko tlakovymi silami Ny, N,. Tteci sily plsobici na pravitko oznac¢me
T,, T,. Plati podminky silové a momentové rovnovahy

Ny + Ny =mg, Niz1 = Noxg, (1)

kde mg je velikost tihové sily pravitka. Z podminek (1) uréime velikosti sil Ny, Ny

i) T
3 N2 =mg -
1+ Xo X1+ To

(2)

Ny =mg

Na zacatku experimentu je druhy ukazovacek v bodé xo = L/2 a je viici pravitku v klidu.

Prvni ukazovacek se pohybuje. V bodé obratu :L'gl), kde se prvni ukazovacek zastavi, plati

pro velikosti tfecich sil

TP =Ty = fNi= foN,. (3)
Po dosazeni ze vztaht (2) dostdvdme z podminky (3) prvni bod obratu
m_L/f

(4)

ry ==
2
Nyni se pohybuje druhy ukazovacek, zatimco prvni ukazovacek je v klidu v bodé z; = :rgl).

Analogicky pfedchozimu pfipadu uréime bod obratu :vgl). V podminkich (3) zaménime

indexy 1 a 2, za 21 ve (2) dosadime xgl) a po lpravé dostavame

y_L(fY
-5 (%) ®



Induktivnim postupem ziskavame ze vztahi (4) a (5) vyrazy pro n-té body obratu

(n)_£ i 2n—1 (n)_£<i>2n
xl —Q(fo) =5 (L) 6)

Vzorové feSeni dlohy ¢.3 (8 bodu)

Brzdéna nabita ¢astice v magnetickém poli

Vysledné sila ptisobici na ¢astici v magnetickém poli je souc¢tem odporové a Lorentzovy
sily
F = Foqp + Frag. (1)

Dosazenim do pohybové rovnice ¢astice a vyjadienim sil v zavislosti na rychlosti castice
dostavame pro zrychleni ¢astice

k
a=—v+LyxB. (2)

m m
Pro velmi kratky ¢asovy interval At (pfesnéji pro interval, jehoz délka se blizi k nule)

miuzeme priblizné psat Av = aAt, tedy

AV:AVOdp+AVmag: (_EV—FgV X B) At, (3)
m m

viz obrazek 2. Ukazme, Ze rychlost ¢astice v libovolném okamziku je kolmé k vektoru
magnetické indukce. Polateni rychlost v(0) ¢astice, tj. jeji rychlost v ¢ase t = 0, je
k vektoru B kolm4, jak plyne ze zadani tlohy. Podle vztahu (3) plati pro rychlost ¢astice
v okamziku At

v(At) = v(0) + (—%V(O) + %V(O) X B> At = v(0) + a(0)At. (4)

Vektor zrychleni a(0) je kolmy k B, nebot je sou¢tem dvou vektori kolmych k magnetické
indukci B: @ = @oqp + @mag- Vektor a,ap(0) = —£v(0) je kolmy k B, nebot v(0)LB,
vektor amag(0) = —Lv(0) x B je kolmy k B, nebot vektorovy soucin v(0) x B je kolmy
k B. Tato tvaha plati nejen v okamziku ¢ = 0, ale i v kazdém dals§im okamziku. Zrychleni
i rychlost ¢astice jsou tedy trvale kolmé k vektoru magnetické indukce B.
Vektor posunuti Ar za kratky ¢asovy interval At miizeme analogicky jako u vektoru
zmény rychlosti vyjadrit takto:
Ar = vAt. (5)

Urcéeme nyni pomér velikosti vektori Ar a Av a ukazme, 7e je staly. Velikost vektoru Ar

je rovna
IAr| = [v|At = vAt (6)



Velikost vektoru Av snadno uré¢ime, uvazime-li, ze se sklada ze dvou slozek, které jsou na
sebe kolmé, viz (3) a také obrazek 2. Dostavame tak

k
|Av| = \/‘A"odp|2 + [AViag? = \/‘_EV

a kombinaci se vztahem (6) pak ziskdme i hledany pomér

vxB

S At %Mk? + (@B)2At (7)

2
|

9
m

Av| /K2 + (4B)? om.

Vidime, Ze tento pomér je konstantni po celou dobu pohybu c¢astice.
Pristupme nyni k urceni thlu ¢ sevieného vektory a a v, ktery vypoc¢teme pomoci
vztahu
(9)

Skalarni soucin av v citateli snadno urc¢ime, uvazime-li, Ze @ = @qp + amag a vypocteme
samostatné

av

COS @ = |aHV|

k k
2,V = ——wv = ——2cos0° = ——? (10)
m m m
a q q
3magV=E(V><B)V=E|V><B|UCOS90°=0, (11)
kde jsme vyuzili kolmosti vektorii v a v X B. S vyuzitim téchto vysledki dostaneme
ko
av = (@oap + Amag)V = dodpV + AmagV = — v (12)

Velikost vektoru a snadno uréime, uvédomime-li si, Ze plati @ = Av/At, pficemz |Av| je
déno vztahem (7). Pro thel ¢ tak miZzeme psét
k2
) k
oS = 7=t = = - - (13)
wVE +(@B)?  k +(¢B)
Vidime, ze i thel sevieny vektory a a v zustava po celou dobu pohybu konstantni. Totéz
je mozné tici i o vektorech Av a Ar, které jsou jim timérné.
Ukazali jsme, ze se pomér velikosti i thel sevieny vektory Av a Ar béhem pohybu
neméni. Tento vysledek vSak plati pouze pro zmény za Casové useky At, jejichz velikost se

Ar
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blizi k nule, a nelze z néj proto nic primo usoudit o celkové zméné rychlosti a o celkovém
posunuti. Posledné jmenované veli¢iny jsou souc¢tem velkého poc¢tu malych zmén za velmi
kratké intervaly At béhem celého pohybu. K tomu, abychom vysledek ziskany pro Av
a Ar mohli zobecnit na zménu rychlosti a posunuti béhem celého pohybu, je tedy tieba
ukazat, ze plati i pro dvojici vektori, jez je sou¢tem dvou dvojic vektori majici uvedenou
vlastnost.

Ukazme, ze sviraji-li vektory v, a r; tthel ¢ a pomér jejich velikosti je v a plati-li totéz
pro vektory v, a Ky, lezici v téze roviné, pak také vektory v =wv; + v, a r = r + r, sviraji
uhel ¢ a pomeér jejich velikosti je v. K tomu stac¢i uvazit podobnost trojuhelniki tvorenych
vektory vi, vy a v a vektory ry, i, a r s pomérem podobnosti 7y (viz obr. 3), z niz okamZité
plyne

vl _lwl vl _ ”
irlAnl ]
7Z rovnosti odpovidajicich hlid podobnych trojihelnik pak plyne, Ze i thel mezi vektory
v a r je stejny jako mezi v; a ry, resp. vy a ry, a je tedy roven ¢.

Nyni jiz vime, Ze i celkovad zména rychlosti a celkové posunuti spliji vztahy (8) a (13);
zbyvéa tedy tento vysledek aplikovat na zadané idaje. Uvazme, Ze celkova zména rychlosti
bude vzdy rovna zaporné vzaté pocatecni rychlosti vy, jejich velikosti se proto budou
rovnat; celkové posunuti pak bude rovno doletu.

Pro pripad castice pohybujici se v odporujicim prostiedi bez pfitomnosti magnetického
pole tak lze po dosazeni |Av| = v, |Ar| =d, B =0 do (8) psat

Vo k

2= (15)

Obdobné pro ¢astici pohybujici se v homogennim magnetickém poli o indukei B plati

v /(@BE+ R 18)

dB m ’

pro pohyb v magnetickém poli o dvojnasobné velikosti pak

Vo (2¢B)? + k?

17
i = (17)
Ze vztaht (15), (16) a (17) snadno vylou¢ime neznamé veli¢iny k, ¢, m a B a ziskdme
hledany dolet pro pfipad dvojnasobného magnetického pole

d
dop = = 1,76 m (18)
4y _
4( dB) 3
Poznamka k vektorovému sou¢inu: Vektorovym souc¢inem dvou vektort a a b (v tomto
porfadi) se nazyva vektor oznacovany a x b, jehoz velikost je dana vztahem

|a x b| = absin «,

kde a, b jsou velikosti obou vektorti a « thel jimi sevieny. Jeho smér je pritom kolmy
k roviné urcené vektory a a b. Pro urceni jeho orientace je mozné pouzit tzv. pravidlo



obr. 3

pravé ruky: sméruji-li prsty pravé ruky od prvniho vektoru k druhému, potom jeji odtazeny
palec ukazuje ve sméru jejich soucinu.

Vzorové reSeni dlohy ¢.4 (7 bodu)

Problém opatrného motoristy

P1i feSeni této tlohy je vyhodnéjsi uzit inercialni vztaznou soustavu spojenou na poc¢atku
pohybu, tedy v case t = 0, s automobilem namisto se zemi. V takovém piipadé se auto-
mobil nachazi na pocatku v klidu, zatimco bod B se pohybuje proti nému rychlosti v ve
vzdalenosti x. Pokud se chce fidi¢ dostat co nejdiive do bodu B, musi se rozjet s danym
zrychlenim a pfimo k mistu jejich setkani v bodé B(t). Tento bod pfedstavuje prisecik
kruznice tvorené mnozinou vSech bodi, kam lze za danych podminek dojet za ¢as t a
opsané z bodu A s poloptimkou odpovidajici trajektorii bodu B s po¢atkem v bodé B(0).
Za Cas t automobil urazi vzdalenost s = %atZ. 7 obrazku je zfejmé, 7ze pro vzdalenost b
bodu B(t) od bodu A plati b = (/22 + (vt?). Nejkratsi ¢as, za ktery ¥idi¢ dojede do
bodu B dostaneme srovnanim s = b, tedy

1
Eat2 = /(22 + (vit?).
Upravou dospé&jeme ke kvadratické rovnici

1
(§at2)2 — (vt)? - 2* =0,

majici ¢tyti kofeny. Pouze jeden ze dvou redlnych kotent

v2 4+ Vvt + a?z?
t = o
2




je Tesenim této tlohy. Po dosazeni za a = 0,6 m/s?, x = 400m, v = 30km/s dostaneme
nejkratsi mozny cas ¢t = 42,1s.

A

vt B(t)
obr. 4

Pozndmka: V praxi by Fidi¢ tézko pfesné odhadl polohu bodu B(t) a musel by v pri-
béhu jizdy korigovat smér, ¢imz by se prodlouzila dréha i ¢as jizdy.
Pokud by se chtél fidi¢ dostat do bodu C', princip vypoctu ziistane stejny. Jen vzdalenost ¢
mezi body A a C(t) je vétsi a plati, ze ¢ = /2% + (vt + y)2. Srovnanim s = ¢ dojdeme
k rovnici ¢tvrtého stupné

1
(§m:2)2 =22 + (vt + y)?,

jejiz presné feseni je pomérné obtizné. Pokud vyuzijeme numerického feseni, pak pro
vysledny ¢as dostaneme t = 47,5s.

Vzorové resSeni ulohy ¢.5 — prémiova

TTi valce

Abychom mohli poloZit valce na sebe, aniz by se rozjely, musi byt splnény dvé podminky.
Prvni podminkou je, aby vyslednice sil ptisobici na vélce byla rovna nule. Druha podminka
vychézi z pozadavku momentové rovnovahy (tzv. momentova véta), ktery ¥ik4, ze vysledny
moment, sil piisobicich na vilce musi byt taktéz roven nule.

Pro horni vélec plati H' + H” + G = 0, coz odpovida podmince silové rovnovahy. Po
rozepsani do slozek dostavame H, = —H. a H, + H = G. Protoze vsak plati H, = H},
pak H, = G/2.

Tento problém je symetricky, proto staci pocitat feSeni jen pro jeden ze spodnich valci,
pro ktery plati opét podminka P+ G + H = 0 a navic podminka vychézejici z momentové



véty r, X P4+, x H = 0. Vektory r, a r, maji soufadnice

~R V3
n=(—:;—R
= (0’ _R)7
coz je ostatné vidét z obrazku.
Oba spodni valce budou na sebe silové plisobit, pouze pokud se budou pod vlivem tihy
vrchniho valce deformovat. Protoze ale uvazujeme dokonale tuhé valce, je sila D = 0. Po
dosazeni do rovnice pro sily dostavame

H,=-P, (1)
H,+ P, =G,

v . . ! 3 s 7 _ 3
ale protoze je H, = —H] = —G/2, pak ndm vychazi P, = ;G.
Rozepsanim rovnice pro moment sil obdrzime rovnici ve tvaru

H, H,
P,R— 2R—-2V3R =0,
2 2
kde po dosazeni za P, ze vztahu (1) dostavame
H, G 2—-+3
H,= P, = — :G(J)_
2V3  4+2V3

2

Rovnovaha se udrzi, pokud plati

\P| < fr|Pa|
a
|Hy| < fv|H,|
Protoze je P, = P, P, = P,, H, = %= — ?Hz aH, = —?Hw— %= dostévame po dosazent
pro fp v
3 2—+3
-Gfp > G
2 fP - ( 2 ):
tedy
2—43
fr> 3\/_ ~ 0,089.

Dosazenim do vztahi pro H, a H; dostavame

V32-V3 G 2 -3
== G+ =60=)
G2-v3 V3, G
H, = — Vg =2
2 2 +4G 2
a po dosazeni ziskdme vztah pro fv
G 2—-+/3
— >
2fV 9 Ga

tedy
fv>2—3~0,268
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