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Vzorova rfeSeni 1. série uloh
(25 bodi)

Vzorové reSeni dlohy ¢.1 (5 bodu)

Ve vytahu

I. (a)

(b)

Na nadobu s vodou piisobi Zemé tihovou silou F; a vaha kolmou tlakovou silou N.
Vycet redlnych sil nezavisi na typu pohybu vytahu ani na volbé vztazné soustavy.

Reseni v inercidlni vztazné soustavé spojené s pozorovatelem na schodisti: !

Vyjdeme z druhého Newtonova zdkona pro nadobu
Mi = Fg+ N.

Protoze se nadoba pohybuje vzhledem ke schodisti se stejnym zrychlenim jako vytah,
dosadime postupné @ = AR, d=0ad= AB a s prihlédnutim ke sméru jednotlivych
vektort (viz obr. 1A az 1C) dostaneme

MAR = FG—N N = M(g—AR),
0 = Fe—N = N = Mg

Podle tretiho Newtonova zdkona ptisobi vdha na nadobu stejné velikou, ale opa¢né
orientovanou silou jako nddoba na vadhu. Na stupnici vahy tedy ¢teme tdaj M' = %,
v jednotlivych etapach pohybu vytahu konkrétné

'Déle jen ,soustava S“.
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ResSeni v neinercidlni vztazné soustavé spojené s experimentitorem ve vytahu:

Opét vychazime z druhého Newtonova zakona pro nadobu. Jeho platnost rozsitime
na uvazovanou neinercialni vztaznou soustavu formalnim zavedenim dodate¢ného
Clenu, tzv. setrvacné sily F* = —M A, kde A predstavuje zrychleni vytahu, tj.

Md = Fg+ N + F*.
Dosadime-li o =0 (nddoba se vzhledem k vytahu nepohybuje) a postupné F* =
—MAg, F* = 0 (rovhomérné jedouci vytah je inercidlni soustavou) a F* = —M Ag,

ziskdme pro jednotlivé etapy pohybu vytahu stejné rovnice a tim podle ocekavani
i stejné vysledky jako pfi feSeni v soustavé S.

Reseni v soustavé S:

Uvazujme libovolné umistény kapalinovy valecek vysky h s podstavou o plose S

YV
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sila Fy,, na hornf (resp. dolnf) podstavu svisla tlakova sila Fy, (resp. Fp,) a na plast
vodorovna tlakova sila Fr,, kterd je souc¢tem elementarnich tlakovych sil piisobicich
kolmo ze vSech stran. Z druhého Newtonova zdkona

mc‘i = ﬁGu =+ ﬁTl + ﬁTQ —+ F_:T3

je vzhledem ke svislému sméru vektori @, ﬁGU, ﬁTl a ﬁTZ ziejmé, ze plati ﬁT3 = 0.
Mista o stejném tlaku tedy lezi ve vodorovnych rovinach, tj. rovinach kolmych
na smér tihového zrychleni.

Splyva-li specidlné horni podstava véalecku s volnou hladinou, je Fr, = p,S, resp.
Fr, = pyS, kde p, oznacuje atmosféricky tlak a p, tlak v hloubce h pod hladinou.
Dosadime-li ddle m = pSh (p je hustota kapaliny) a postupné @ = f_l'R, a= 6,
a= —/YB (valecek se pohybuje se stejnym zrychlenim jako vytah), ziskame s uvaze-
nim sméru jednotlivych vektort

Ph = Do+ hp(g— Ar),
Pn = DPat hpg,
Pn = DPa+hp(g+ Ap).

ReSeni v soustavé S':

Postupujeme analogicky jako v &, v druhém Newtonové zadkonu vS8ak nyni navic
figuruje setrvacna sila F* = —mA, tj.

md = Fg, + Fr, + Fp, + Fp, + F*.

Po dosazeni a' = 0 (véleCek se vzhledem k vytahu nepohybuje) a postupné A = Ay,
A =0, A = Ay ziskdme v souladu s o¢ekavanim stejné vysledky jako pii FeSeni v S.

Reseni v soustavé S:

Volné pustény predmét se vzhledem k soustavé S pohybuje se zrychlenim g, zrych-
leni vytahu bylo jiz diive obecné oznaceno A. Velikost rychlosti vytahu v okamziku
uvolnéni predmétu necht je Vp, velikost rychlosti pfedmétu (resp. vytahu) v oka-
mziku dopadu t4 pfedmétu oznacime v, (resp. V,). Plati

Vp = %+gtd,
‘/;1 = %+Atd7

odtud vyjadiime rychlost dopadu pfedmétu vzhledem k vytahu vg = v, — V,, =
(g9 — A) tg. Dobu padu ¢, uréime ze vztaht pro drdhu s, pfedmétu a s, vytahu

Sp = %t + %gtdz
Su Vot + %AtdQ = tg = (9254)
sp = s, +H

Obecné tedy vychazi



pro jednotlivé etapy pohybu vytahu pak po dosazeni A = Ag, A=0a A= —Ag

Vg = Q(Q_AR)Ha
Vg = 2_gH,

Vg = \/2(g+AB)H

ReSeni v soustavé S':

Pro rychlost dopadu predmétu na podlahu a drahu, kterou prfedmét urazi, plati

v o= dpty,
H = %a'ptdQ.

Odtud vy = {/2a',H, kde a', = g — A je zrychleni pfedmétu vzhledem k vytahu,
tj. va = 1/2 (9 — A) H, coz je olekdvany vysledek.

II. Beztiznému stavu odpovida situace, kdy vytah pada volnym padem. Dosazenim
Agr = g do predchozich vysledkii dostavame

(b) M' =0,
(¢) Ph = Pa,
(d) tgy—o0 a vg = 0.

Vzorové reSeni dlohy ¢.2 (8 bodu)
Ve vlaku
(o) TRENf MEZI MEZI KANYSTREM A PODLAHOU JE ZANEDBATELNE

(a) Na kanystr piisobi Zemé tihovou silou Fy; a podlaha kolmou tlakovou silou N.

(b) Reseni v inercidlni vztazné soustavé spojené s pozorovatelem na ndstupisti:

Druhy Newtontuv zakon popisujici pohyb kanystru o hmotnosti M ma tvar
MC_L’ = ﬁG + N,

resp. v soustavé soufadnic podle obr. 2A

= 0,
Ma, = N-—Fg.

Kanystr se ve sméru osy y nepohybuje (tzv. vazebni podminka), tj. a, = 0, a podle
prvni rovnice rovnéz a, = 0: kanystr tedy zustava vzhledem k nastupisti v klidu az
do okamziku kontaktu s ptijizdéjici zadni sténou vagdnu.

3D4le jen ,soustava S“.



Obr. 2

Reseni v neinercidlni vztazné soustavé spojené s cestujicim ve vlaku: *

Druhy Newtoniiv zdkon ,opraveny“ na neinercidlnost vztazné soustavy spojené
s vlakem je
Ma' = Fg+ N + F*,

kde pro setrvac¢nou silu plati Fr=—-M A', resp. v soustavé soufadnic podle obr. 2A
Ma'zf = —MA,
Md,y = Fg— N.

Z vazebni podminky opét mame a'y, = 0 a podle prvni rovnice o’y = —A: kanystr
se vzhledem k vagénu pohybuje rovnomérné zrychlené v zdporném sméru osy x’ az
do okamziku kontaktu s jeho zadni sténou.

Reseni v soustavé S:

Postupujeme stejné jako v tiloze 1.(c) (viz obr. 3A). Z druhého Newtonova zédkona
pro valecek
ma = FG’v -+ FWT1 -+ FvT2 + FT3:

v némi je podle Esti (b) této tlohy @ = 0, vyplyva, ze plati Fr, = 0. Mista o stejném
tlaku tedy spojuji vodorovné roviny, tj. roviny kolmé na smér tihového zrychleni.
Po rozepsani a upravé ziskame pro tlak v hloubce A pod hladinou vztah

Ph = Pa + hpg.

4Déle jen ,soustava S'“.



Obr. 3

(8) SOUCINITEL KLIDOVEHO TRENI f; MEZI KANYSTREM A PODLAHOU NABYVA
TAKOVE HODNOTY, ZE KANYSTR JE VZHLEDEM K VAGONU V KLIDU

(a) Na kanystr ptsobi Zemé tihovou silou F, podlaha pak kolmou tlakovou silou N
a vodorovnou silou klidového tfeni Tk.

(b) Reseni v soustavé S:

Druhy Newtoniiv zdkon ma nyni tvar
ma = ﬁG + N + TK,
resp. (viz obr. 2B)

Max = TK,
Ma, = Fg— N.

Podle zadéni je a, = A, tj. Tx = MA < N fy. Vazebni podminka a, = 0 vede
ke vztahu N = Fg, celkem tedy f, > ?.

ReSeni v soustavé S':

Druhy Newtonuv zakon ,opraveny“ na neinercidlnost vztazné soustavy je
Md = Fg+ N + Ty + F*,
resp. (viz obr. 2B)

Mdy = —MA+Tg,
M(I,Iyl FG — N.

Zadani pozaduje a',s = 0, coz vede s uvazenim vazebni podminky o',y = 0 k oceka-
vanému vysledku fo > ?.
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Reseni v soustavé S':

Do druhého Newtonova zakona  pro valecek musime kromé tihové s1ly FG a celkové
tlakové sily FT = FT1 + FT2 + FT3 zahrnout také silu setrva¢nou F* tj.

mad' = Fg, + Fr + F*,

kde podle &sti (b) o' = 0 (viz obr. 3B ®). Situace je tedy stejna, jako kdyby byl
valecek v klidu v ,efektivnim* tihovém poli charakterizovaném vektorem tihového
zrychleni g* = g — A. Mista o stejném tlaku nyni lezi v rovindch kolmych na g*,
tj. v rovinach, které sviraji s vodorovnou rovinou uhel a dany vztahem
‘ F* A
anq = =—.
Fo, g

Pro velikost tlaku v hloubce A pod hladinou plati

Ph = Pa + hpg" = po + hpy/g* + A%

(7) PRO SOUCINITEL KLIDOVEHO TRENI MEZI KANYSTREM A PODLAHOU PLATI

(a)

(b)

fo < f, SOUCINITEL SMYKOVEHO TREN{ JE f

Na kanystr pusobi Zemé tihovou silou ﬁg, podlaha pak kolmou tlakovou silou N
a vodorovnou silou smykového tieni 7.

Reseni v soustavé S:

Druhy Newtoniiv zakon je
Ma = Fg+ N + Ts,

resp. (viz obr. 2C)

Ma, = Ts,
Ma, = Fg—N.

Dosadime-li do T's = N f diisledek vazebni podminky N = Fg, dostaneme z prvni
rovnice a, = g f: kanystr se vzhledem k nastupisti pohybuje s konstantnim zrychle-
nim v kladném sméru osy z. Protoze obecné plati f < fo, je ap, < A.

ReSeni v soustavé S':

Druhy Newtonuv zakon respektujici neinercidlnost vztazné soustavy mé tvar

Md = Fg+ N +Ts + F*,

5Pro pfehlednost jsou opét — stejné jako na vét§iné predchozich obrazkd — vS8echny ptisobici sily
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kde F* = —M A, resp. (podle obr. 2C)
Ma'wf = —MA + TS
Ma'y, = FG’ - N

Analogickym postupem jako v soustavé S dostaneme nyni o', = gf — A < O:
kanystr se vzhledem k vagénu pohybuje s konstantnim zrychlenim v zdporném sméru
osy z' az do okamziku kontaktu s jeho zadni sténou.

Reseni v soustavé S:

Druhy Newtoniiv zdkon pro valecek je
mad = FGU + FT,

v némz podle &asti (b) ay = gf, a, = 0 (viz obr. 3C). Ziskdvame stejnou vychozi
rovnici a tim i stejné vysledky jako v ¢asti (5)(c), misto A v8ak vSude piSeme gf.

Vzorové reSeni dlohy ¢.3 (7 bodu)

Na kolotoci poprvé aneb DrZte si klobouky!

(a)

Na vozicek piisobi Zemé tihovou silou ﬁG . a kolejnice kolmou tlakovou silou Na.

Na kabinku ptisobi rovnéz Zemé tihovou silou fGB a spojovaci tyc silou N B, ktera
méa charakter bud sily tahové nebo sily tlakové, a je vidy kolmd ke kruznicové
trajektorii.

Reseni v inercialni vztazné soustavé spojené se Zemi:

Pokud ma vozicek o hmotnosti M4 projit celou kruznici, musi mit v nejvyssim bodé
alespon takovou rychlost v4’, aby tlakova sila kolejnice byla pravé nulova. Dostfedivé
zrychleni ap pak udili vozicku pouze gravitacni sila, tj.

12

Maa, :MA“AR =Fs;, = wi=4/gR

Odpovidajici rychlost vozicku v nejniz§im bodé kruznice spocteme ze zadkona zacho-
vani mechanické energie

1 1
iMAUA2 = §MA’UA,2 +2MsgR = va= \/5gR

Pro rychlost kabinky vSak tento vzorec neplati. Vzhledem k dvoji mozné orientaci
sily tyce totiz mize byt rychlost kabinky v nejvyssim bodé nulova i bez nebezpeci
jejiho padu. Dostredivé zrychleni je v tomto pripadé nulové a podle druhého Newto-
nova zakona ma tihova sila ﬁGB stejnou velikost, ale opa¢nou orientaci jako tlakova



sila ty¢e Npg. Uzitim zdkona zachovani mechanické energie dostaneme po dosazeni
vg' = 0 pro minimélni rychlost kabinky v nejnizsim bodé

vg =/4gR = 2\/gR < wvy4.

Poznamka 1:

Pokud chceme pocitat minimélni rychlost vozi¢ku (resp. kabinky) v nejvyssim bodé
z hlediska neinercialni vztazné soustavy s nim spojené, musime do druhého New-
tonova zakona kromé redlnych sil formélné zahrnout také fiktivni silu setrva¢nou
odstredivou, pro niz plati F. S0 = —Md,. Pro vypocet odpovidajici rychlosti v nej-
niz§im bodé kruznice vSak musime prejit do vztazné soustavy spojené se Zemi,
vzhledem k niz se vyjadiuji rychlosti v zakonu zachovani mechanické energie.

Poznamka 2:

V realné situaci neni hmotnost spojovaci ty¢e Mr oproti hmotnosti kabinky Mg
zanedbatelna. Kinetickd energie tuhé soustavy ,ty¢ — kabinka“ v nejniz§im bodé
musi byt alespon takova, aby postacila na vystup kabinky i tyce do nejvyssi polohy,
skuteéna rychlost vp je proto vyssi nez idealizovand hodnota 24/gR. K vypoctu vg
uzijeme zakona zachovani mechanické energie

1
EJ(UZ =2Mgd,

kde w = “Z je thlové rychlost soustavy v nejniz§im bodé, M je celkovd hmotnost

Mad
UBZQR\/TQ.

Vsimnéme si, ze ma-li ty¢ oproti kabince zanedbatelnou hmotnost, je M = Mpg,
J = MpR? (kabinku povaZzujeme za hmotny bod) a d = 2R, coZ po dosazeni do obec-
ného vztahu privede k diive odvozenému specidlnimu vysledku vg = 24/¢gR.

soustavy od osy otaceni. Odtud

Tlakova sila kolejnice tvori spolu s primétem tihové sily do sméru normaly ke kruz-
nici silu dostfedivou, tedy (viz obr. 4)

2

v

Ny = Muygcosa+ MAE’

kde v oznacuje rychlost vozicku v poloze uréené tthlem «. Je-li po¢atecni rychlost
v nejnizsi poloze mensi nez vy, mohou nastat tyto alternativy:

— Vozi¢ek periodicky kmitd po ¢asti dolni ptilkruznice (stéle plati Ny > 0,
nebot v > 0 a soucasné cosa > 0).

— Vozicek se pohybuje stile v témze sméru vzhiiru az do okamziku, kdy v kon-
krétnim bodé horni pilkruznice vymizi tlakové sila kolejnice (plati v > 0,
cosa < 0).V tomto bodé se voziek oddéli od kruznice a déile se pohybuje
po trajektorii Sikmého vrhu.



Obr. 4

Pokud méa kabinka v nejnizs§i poloze rychlost mensi nez vg, pohybuje se vzdy kmi-
tavym pohybem, protoze ty¢ ji nedovoluje kruznici opustit.

(d) e Pro rychly prijezd vozicku ¢ kabinky nejvys$§im bodem kruZnicové trajektorie
je dostrediva sila piisobici na pasazéra realizovana vyslednici tihové sily Zemé
a tlakové sily sedadla. Pripoutani zde neni nutné.
Pti pomalém priichodu kabinky nejvyssim bodem kruznice je dostiedivé zrych-
leni pasazéra malé (krajnimu piipadu vg’ = 0 odpovida ap= 0) a jeho padu
brani pouze pevné pripoutani k sedadlu. Dosttrediva sila je tvorena vyslednici
tthové sily a opacné orientované ,zachranné“ sily. Pomaly priichod kabinky
nejvyssim bodem kruznice snasi norméalni ¢lovék hiite nez priijezd rychly.

e Pii priijezdu ostrou horizontalni zatackou je dostrediva sila zpravidla realizo-
vana tlakovou silou bo¢ni stény vozicku, pripoutani k sedadlu tedy neni nutné.
Rychly pohyb zde snasi pasazér hiife nez pomaly, protoze je vystaven vétSimu
silovému piisobeni z boku.

Vzorové refeni dlohy ¢.4 (5 bodu)

Na navstévé v laboratofi

(a) PopiSme nejprve samovolny proces oddélovéani slozek smési. Na ¢astecku oddélované
latky o hmotnosti m pusobi svisle doli tihova sila ﬁg, svisle vzhiru hydrostaticka
vztlakova sila Fyy a proti pohybu castecky také odporovéa sila Fop (jeji velikost
zavisi na tvaru a rozmérech ¢astecky, na jeji rychlosti a na vlastnostech okolni ka-
paliny). Druhy Newtontv zdkon mé tvar

ma = ﬁc + ﬁvz + ﬁOD;

10



castecka o hustoté p tedy klesa v kapaliné o hustoté px se zrychlenim

Vlozme nyni zkumavku se smési do odstiedivky (viz schematicky obr. 5, ithel 9 byva
u laboratornich typt odstfedivek fixovan). Abychom vyjadfili zrychleni uvaZované
castecky vzhledem ke zkumavce rotujici odstredivky, musime do druheho Newtonova
zékona kromé tihové sily Fg, celkové tlakové sily okolni kapaliny Fra odporové sily
Fyp navic zahrnout i fiktivni silu setrvaénou odst¥edivou F Sos ti-

md = Fg + Fp + Fop + Fip.

Vzhledem k tomu, zZe zrychleni udilené tihovou silou byva v praxi zanedbatelné
oproti zrychleni setrvac¢nému, které dosahuje hodnoty nékolika tisic az desitek tisic g,
je pifmo ©
ma_" = ﬁT +ﬁOD +ﬁ§0
Stejnym postupem jako v tlohach 1. a 2. se ukaze, ze celkova tlakova sila kapaliny
ma témér stejny smér, ale opacnou orientaci nez sila setrvaéna odstiediva (rozlo-
7eni tlaku v kapaliné uréuje pouze setrvacné zrychleni). Céstecka se tedy pohybuje
ve vodorovném smeéru k vnéjsi sténé zkumavky a po ni dale klouze se zrychlenim,
pro néz plati
= (FgO - FT) sind — FOD,

odporova sila je nyni rovnobézna se sténou zkumavky.

Protoze byva (Fé, — Fr)sind > Fg—Fyz, klesa ¢astecka oddélované latky ke dnu
mnohem rychleji nez za normaélni situace, kdy je zkumavka v klidu.

Obr. 5

6Fiktivni Coriolisova sila (viz tloha 5.), jejiz ptisobeni bychom méli také uvazovat, je oproti sile
setrvacné odstiedivé zpravidla rovnéz zanedbatelna.

11



(b)

Metoda odstifedovani se pouziva napft.:
e Ve zdravotnictvi, kde se pro konkrétni ticely zkoumaji jen urcité slozky biolo-
gickych materialt (krev, mo¢, stolice atd.).
e V potravinarstvi, kde se odstfedovanim ziskdvaji riizné tucné slozky mléka.

e V tézkém primyslu k oddélovani kal.

Odstfedovani slouzi pouze k vyraznému urychleni procesu samovolného oddélo-
vani slozek smési. Proto nema vyznam aplikovat je u smési latek o stejné hustoté
a u smési, jejichz slozky spolu chemicky reaguji.

Vzorové reSeni tlohy ¢.5 - prémiové

Na koloto¢i podruhé aneb Kdo da koS, jede zadarmo...

(a)

Hozeny mic¢ se bude pohybovat po trajektorii Sikmého vrhu, tedy po parabole. Délka
vrhu, kterd zde musi byt rovna vzdalenosti R, je ddna vztahem

2 2
R Vo~ Sin cp’
g
odtud R
. g
20 = —. 1
sin2p = 1 &

Hra¢ musi hazet pod elevaénim thlem ¢ uréenym vztahem (1) tak, aby primét
vektoru pocatecni rychlosti mi¢e do vodorovné roviny lezel na spojnici ,,hrac¢ — kos“.

Poznémka 1:

e Pro Rg < wup? (tj. sin2¢p < 1) dostaneme dva rtizné eleva¢ni thly ¢1, o,
pro néz 1 + @9 = 90°.

e Pro Rg = vy? (tj. sin2¢ = 1) dostaneme ¢, = @y = 45°.

e Pro Rg > w2 (tj. sin2p > 1) neni thel ¢ definovdn. V tomto p¥ipadé hra¢
nemusi mirit viibec, protoze neni v jeho silach ko§ zasahnout.

Spravné namireny mic¢ se bude vzhledem k Zemi pohybovat stejné jako v pripadé,
7e je koloto¢ v klidu (¢ast (a)), vektor pocate¢ni rychlosti tedy svird s vodorovnou
rovinou tuhel ¢ uréeny vztahem (1). ProtoZe se ovSem hra¢ nyni pohybuje rychlosti
v = wR po kruznici, musi mitit tak, aby primét v; = vy cos ¢ pocatecni rychlosti
mice do vodorovné roviny sviral se spojnici ,,hra¢ — kos* thel § dany podle obr. 6
vztahem

R
sind = r__v . (2)
V1 Uy COS

12



Poznamka 2:

Ma-li byt ko$ zasazen, musi platit wR < wgcos ¢, s prihlédnutim k (1) celkem

vy > maXimum{\/R ,

wR
cosp |

v

Hréac¢

(c) Zavedeme-li soustavu soufadnic podle navodu v zadani (viz obr. 7A), jsou transfor-
macni vztahy mezi okamzitou polohou mice v Case t (z(t), y(t), 2(t))g v soustavé S
a odpovidajici polohou (z'(t),y'(t), 2'(t)) s v soustavé &' (viz obr. 7B)
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"(t) = x(t)coswt+y(t)sinwt,
t) sinwt + y (t) cos wt, (3)
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V soustavé S ma spravné namireny mic¢ hozeny v ¢ase t = 0 soufadnice

z(t) = R—wptcosgp,
y(@) =0, (4)

1
z(t) = votsin¢—§gt2.

' (t) = (R — vgtcos)coswt,
y' (t) = — (R — votcosp)sinwt, (5)

1
2 (t) = votsingo—igﬁ.

Bereme-li ¢ =10 m.s 2, vychdzi z (1) ¢iselné o1 = 35° a ¢y = 55°. Pro ¢; pak

z (2) 61 = 66° pro ¢, je sindy > 1, tedy thel do neni definovan. Po dosazeni
¢iselnych hodnot zakreslime podle (4) a (5) primét trajektorie spravné namifeného
mice do vodorovné roviny vzhledem k Zemi (viz obr. 8A) a vzhledem ke koloto¢i
(viz obr. 8B, v némz je rovnéz schematicky znézornén smér Coriolisovy sily * ﬁ(’;
a sily setrvacné odstiedivé F%,).

Fe

) i y,
K | I A
0 x OI !
— Fio
Fso
(A) (B)
Obr. 8
"V zadéni byl pro velikost Coriolisovy sily omylem uveden vztah F} = mowsina, spravné je

= 2muwsin a.
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