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Vzorové Feseni alohy ¢.1 (8 bodu)
Mi¢
Odrazy mice od stropu i podlahy jsou nepruzné. Velikost rychlosti mi¢e po kazdém odrazu

je o néco mensi nez bezprostfedné pied nim, tj. Vps odrazu = kVpred odrazem, kde k < 1. Pro
kinetickou energii proto plati:

2
Epo odrazu — k Epred odrazem:- (1)

Pri feseni tlohy vyjdeme z vyjadreni kinetické energie mice pfed dopadem a po odrazu
od stropu a pred dopadem a po odrazu od podlahy:

a) Predpokladejme, Ze mi¢ absolvoval j-ty odraz od podlahy. Tésné po ném ma kine-
tickou energii F; a potencialni energii nulovou. Tésné pfed nasledujicim dopadem
na strop mé potencialni energii £' = mgh a kinetickou energii £; — E' = E; — mgh.

b) Podle (1) je kinetickd energie mice po odrazu od stropu déna vztahem (E; — E)k®.

¢) Kinetickd energie pred néasledujicim dopadem na podlahu je o hodnotu E = mgh
vétsi nez kinetickd energie po odrazu od stropu. Ma tedy hodnotu

(Ej — E)k* + E = (E; — E)K* + mgh. (2)

d) Pro kinetickou energii po (j + 1)-tém odrazu od podlahy plati:
E; 1 =[(E; — E)k* + EJk>. (3)



Egin=

Elin=(E;—E)k?

Epin=E; Ekm:(Ej—E)k2+E Ekin:[(Ej—E)k2+E]k2
j- ty odraz  (j + 1)- ty odraz
od podlahy od podlahy

obr. 1

E=mgh

Aby mi¢ dosdhl stropu, musi byt jeho kinetickd energie po j-tém odrazu od podlahy
veétsi nebo rovna potencialni energii ve vysce h, tj. E; > 30 J. Z nésledujici tabulky
vidime, zZe kineticka energie mice po Sestém odrazu od podlahy jiz tuto nerovnost nespliiuje
a celkovy pocet odrazii od stropu je tedy Sest. V jednotlivych sloupcich tabulky jsou
uvedeny kinetické energie vypoc¢tené podle vztaht v bodech a) — d). Poc¢atecéni kineticka
energie po vyhozeni mice je rovna Ey = %mv%, kde hmotnost mice si zvolime rovnu 1 kg.

Odraz od | Kin. energie Kin. energie | Odraz od | Kin. energie Kin. energie
stropu ¢. | pred dopadem | po odrazu podlahy ¢. | pred odrazem | po odrazu
na strop [J] od stropu [J] od podlahy [J] | od podlahy [J]
1 170,0 137,7 1 167,7 135,8
2 105,8 85,7 2 1157 93,7
3 63,7 51,6 3 81,6 66,1
4 36,1 29,2 4 59,2 479
5 17,9 14,5 5 44.5 36,1
6 6,1 4.9 6 34,9 28,3
7 - - 7 - -

Poznamka: Problém lze fesit i analyticky. Postupnym upravovanim vztahu (3) mezi kinetic-
kou energii po j-tém a (j + 1)-tém odrazu od podlahy ziskdme:

Ej1 = E;k* — Ek* + Ek* = E;k* + EE*(1 — k?).

V predchozi rovnici vyjadiime E; pomoci vztahu (3):

Eji1 =K' E; 1k* + EK*(1 — k%)) + EE*(1 — k?) = E; 1k® + EE*(1 — k*)(1 + k%),

Ejy1 = Ej_k*CtY L BE2(1 — kY)(1 + k* + k5 + - + k%),

Dosadime s = j:

Ejy1 = kK UTVEy + BE2(1 - E?)

(1+E*+ &+ + kY)

~

v

geom. posloupnost, n=j+1, q=k*, a1=1

(4)

()
(6)

(7)




, v I~ o . , . _ l—q” v v /.
Pomoci vztahu pro soucet ¢lenti geometrické posloupnosti s, = a1, DiepiSeme vyraz do
tvaru :

. 1 — k4U+1)
Ejin = KOO By + BR(1 - k)= — ®)
Dale upravujeme:
: EEK?(1 — k*0+))  kUHD By (1 4 k2) + EE2(1 — k*0+D)
E.=kUtE _ 0
j+1 k 0+ 1+ k2 1+ k2 3 (9)
Eok*U+) 1 R2Egk*U+Y)  Ek? — ER2K40HD
Ej = ) (10)
1+ k?
E*UHD[Ey + k*(Ey — E)] + k*E
Ej+1 - 1 T ]{;2 . (11)
Obdobné si miizeme vyjadiit kinetickou energii po j-tém odrazu od podlahy Ej:
4j 2 _ 2
B :k [Eo + k“*(Eop — E)] + k E. (12)

7 1+ k2

Po j-tém odrazu od podlahy mi¢ dosdhne stropu a vykona posledni (j + 1)-ty odraz od stropu
tehdy, kdyz kinetickd energie mice po j-tém odrazu od podlahy je vétsi nebo rovna zméné
potencidlni energii E = mgh a zaroven je jeho kinetickd energie po (j + 1)-tém odrazu od
podlahy jiz mensi nez hodnota E (mi¢ uz tedy ke stropu nedoleti):

(E;>2E) AN (B <E). (13)
Do prvni nerovnosti dosadime ze vztahu (12) a upravime:
E;>E =  KY[Ey+k(Ey—-E)+kE>Q1+k)E, (14)

- E
kY > .
— Ey+ kz(EO — E)

(15)

Po zlogaritmovani dostaneme:

E
45Ink >1 . 16
I = B+ k(B — B) (16)
Pfi déleni vyrazem In k nesmime zapomenout obratit nerovnost (k < 1, proto Ink < 0):
1 E
| < 1 . 17
=4k nEo+k2(Eo—E) (17)
Obdobné postupujeme pii upraviach druhé nerovnosti (13), kam dosadime ze vztahu (11) :
Eign<E =  KUYE, + kX (Ey— E) +k*E < (1+k)E, (18)
1 E
] 1 — 1. 19
72 4k " Bo+ K2 (Bo— ) (19)
Spojenim nerovnosti (17) a (19) dostaneme:
1 E 1 E
1 (20)

-1 ) < .
1k "B i R B —B) 7S Tk By (B — B)

J

|4



Dosadime do vyrazu V ¢iselné hodnoty, kde hmotnost mice si zvolime rovnu 1 kg;:

1 mgh 1 1-10-3

= In = In
4lnk " Fmog + k2(3mvd —mgh)  4In0,9  £-1-202+40,81(3-1-202—1-10-3)

v =5,73

V-1<j<V =  j=5.

Pocet odrazi od stropu je o jeden vétsi — odrazt je tedy 6.

Vzorové Feseni tlohy ¢.2 (5 bodu)

Pistolka

Podle zadani zname vztah mezi hmotnosti kulicky a jeji rychlosti.

a) Rychlost stfely je v pro hmotnost kulicky m.
b) Rychlost stiely je v\/g pro hmotnost kulicky 2m.

c¢) Pro hmotnost kulicky 3m je rychlost neznama, v,.

Ulohu budeme fesit pomoci zakona zachovéni mechanické energie. Soucet kinetické
energie stfely Ej g, kinetické energie pruZiny Ej, a potencidlni energie pruziny FE, je
v kazdém okamziku stejny pro vSechny tfi ritizné hmotnosti kulicky a jim odpovidajici
rychlosti, tj.

E, = Ei s+ Ey . (1)

Dale je zfejmé, Ze potencialni energie stlacené pruziny je vsech tiech ptipadech stejna.
Potencialni energie pruziny se pak pfemeéni v kinetickou energii kulicky a kinetickou energii
pruziny. Pro prvni dva ptipady znadme velikost kinetické energie kulicky, nezndme vsak
kinetickou energii pruziny, ani potencialni energii pruziny. Vime, Ze v napjatém stavu ma
konec pruziny rychlost v. Element pruziny o hmotnosti Am v poloze x mé rychlost v(x)
(viz obr. 1), tj.

(2)

x
v(z) = vy
Kinetické energie obecného elementu pruziny je tedy

1 ) 1. 2,
AEy, = §Amv () = iAml—2v : (3)

Protoze je kinetickd energie libovolného elementu pruziny pfimo tmeérna c¢tverci rych-
losti v2, bude i celkova kinetickd energie pruziny tmérna v?, tj.

1
Ek,p = 5]{]’()2, (4)

kde k je zatim nezndmé konstanta.



obr.1

Konstantu k a potencidlni energii £, vypocitame ze soustavy dvou rovnic popisujicich
zékon zachovani energie pro prvni dva piipady.

1 1 m k
E — o4 2ko? — 2 [T F
p = 5mu +2kv v (2 +2> (5)
1 2 ? 1 2 ’ 2 k
— ~ (2 z - = — 92 am K
E, 2( m) (v 3> +2k (U\/;) v ( 3 T 3> (6)
Porovnanim dostaneme
m_ ko _ 2m k
2 2 3 3
k = m (7)

a dosazenim do vztahu pro potencidlni energii
E, = mv®. (8)
Nyni, kdyZ zndme potencialni energii stlacené pruziny £, a konstantu k, miZeme urcit
rychlost kulicky v, pro jeji hmotnost 3m. Potencialni energii vyjadiime jako
1 1

E, = 5 (3m) v2 + vai (9)

a porovnanim s potencialni energii stlacené pruziny
2
E, =mv

dostaneme

_ o L 5
mv° = §mvx+§mvz,

Ve — %, (10)

coz je nami hledana velikost rychlosti kulicky o hmotnosti 3m.



Vzorové Feseni alohy ¢.3 (6 bodu)

Opice na zebriku

Nejprve se struéné podivejme na situaci, kdy je opice od zavéSeni zebriku vzdalena [
a zebiik se netoci. Je jasné, Ze zebiik bude viset ve svislé poloze. O této poloze vam kazdy
fyzik fekne, Ze je stabilni. Definic stability existuje vice, ale vSechny fikaji v podstaté
toto: Stav systému nazveme stabilnim tehdy, kdyz pfi jeho malé zméné vznikaji procesy
(sily), které jej vraci zpét do ptivodni polohy!. Kdyz tedy Zebiik s opici, ktery se chova
jako hmotny bod na nehmotném zavésu, vychylime z rovnovazné polohy o néjaky velmi
maly thel ¢, vyslednice F = G+T tihové sily G pusobici na opici a tahové sily zebriku T
zpusobi, Ze se zebiik zhoupne zpét do rovnovazné polohy.

obr. 1

Co se stane, kdyz bude zebiik rotovat kolem svislé osy? Na prvni pohled nic, pro-
toze osa prochéazi opici a pfipadnd odstiediva sila? je nulové, nezavisle na rychlosti rotace
zebiiku nebo vzdalenosti opice od zavésu. Pokud se zebtik vychyli ze svislé polohy o li-
bovolné maly tihel ¢, bude na opici piisobit nenulova odstfediva sila F,y = mw?lsin .
Musime zjistit, jak tato sila zméni situaci opice. Za urcitych podminek, napi. kdyz je w
dost malé, bude F,; také mala a vyslednice tihové sily a tahové sily zebiiku vrati opici
zpét do svislé polohy. Zcela jisté existuji takové hodnoty w, [ a ¢, Ze odstrediva sila prave
vyrovna ptisobeni ostatnich sil a opice si bude klidné obihat po kruznici. ..

Ovérme, ze takova situace skuteéné nastane. Pokud ano, pak takovy pohyb bude rov-
nomérny. V neinercidlni vztazné soustavé spojené s zebrikem na opici ptisobi tihova sila G
a tahova sila zebiiku T (skutecné sily) a odstfedivé sila (fiktivni neboli setrvaind). Jejich
vyslednice je nulova, nebot opice mé viéi zebfiku nulové zrychleni, tj. G+T+Fy=0.

obr. 2

1Stabilita se nemusi tykat jen pevnych téles néjak uloZenjch v prostoru.
2Posuzujeme-li pokus z neinercialni vztazné soustavy spojené s rotujicim Zebiikem.



Situaci znazornuje obr. 2, odkud zfejmé plyne:
Fyy=mgtge = mgtgy=mwlsing,

g
= cosp =5 (1)

Pokud thel ¢ malicko zvysSime, prevazi vyslednice tihové sily a tahové sily vldkna nad
silou odstredivou a to zptsobi, ze sklon zebiiku klesne. Pokud thel ¢ trosku snizime,
prevazi naopak odstfediva sila a sklon zebriku se zvysi. To znamenad, ze takova poloha,
kterd splituje rovnici (1), bude stabilni®!

Pokud se opice pfiblizi k zavésu (povyleze), zkrati se [ a rovnovazny thel klesne. P¥i
vzdéleni od z&vésu je situace opa¢nd. Svisla poloha zebfiku (¢ = 0) bude stabilni, je-li

Y
> 1.
w3l —
Pro zadané hodnoty bude kritickd vzdalenost opice od zavéseni Zebiiku l.;;. = ﬁ =

0.0025 m. Vsimnéte si prosim, ze vysledek nezavisi na hmotnosti opice (zavisel by, kdyby
byla hmotnost zebtiku nezanedbatelnd). A pro¢ je numerickd hodnota tak mala? Podivejte
se na zadanou hodnotu tthlové rychlosti: Ten Zebtik rotuje desetkrat za sekundu! Obavam
se, ze toto by nevydrzeli ani Simpanzi trénovani v NASA.

Vzorové Feseni tlohy ¢.4 (6 bodu)
Lichobé&znik
Nejprve predpokladejme, Ze jsou nité Sikmé, jak je vidét na obr. 1. Pro rovnovahu soustavy
musi platit, ze vysledny moment vnéjsich sil ptlisobicich na soustavu je nulovy. Plsobici
vnéjsi sily jsou tyto:
mlg‘a m2§a T.

Piisobigté tihové sily je vidy ve stiedu tyce (ty¢ je homogenni), ptisobisté sily T je
v bodé O;. Momenty téchto sil budeme uvazovat vzhledem ke vztaznému bodu O;. Mo-
menty sil m;g a T jsou nulové, protoze jejich ptisobisté lezi v bodé O;. Z toho plyne, zZe
i moment sﬂy Mmog musi b}'ft nulovy Vektorové pi‘imka tihové sily msg tedy musi bodem

Vysledny moment vsech sil, ptisobicich na kazdou ty¢, mu31 byt nulovy Na dolnl ty¢
pusobi sily msg, Fl,Fg, na horni ty¢ ptusobi sily m44g, Fl, FQ,T Sily FI,FQ, Fl, F2
jsou tahové sily vladken a jejich odpov1da31c1 reakce. Aby vysledny moment na dolni (resp.
horni) ty¢ byl nulovy, nositelky sil F, F, (resp. —F, Fg) pisobicich na nit se musi

protnout v jednom bodé A na svislici jdouci obéma tézisti tyci, jak je nakresleno na
obr. 1.

3Plyne to z faktu, Ze tgz > sinz pro z € (0, %).



obr. 1

Nyni dokdZeme rovnobéznost tyc¢i. Sestrojime bod P takto: Bod P lezi na pruniku
primky I<(—I>/ a primky rovnbézné s primkou ﬂ jdouci bodem O;. Uhel /0, AN oznaéme -,
thel ZAO1N « a thel ZAO,L (3. Délky jednotlivych stran ozna¢me [NL| = ds, |KL| = s,
|KM|=dy, |[MN| =1 a |AN| =y.

Rovnobéznost stran KL a MN dokdzeme ze shodnosti thli « a (. Trojihleniky
ANO105P a AAO,L jsou ziejmé podobné. Uhel /0,0, P mé tedy stejnou velikost jako
thel v. Z vlastnosti podobnych trojihelnikii mizeme spocitat velikost strany AN. Plati

L &L (1)

lido

p—t Aplikaci sinové véty na trojuhelnik

z ¢ehoz jednoduchou upravou dostaneme, ze y =
AO;05P dostaneme

ny_mp @)

Analogicky pouzitim sinové véty pro trojihelnik AAO; N dostavame
- (3)

siny sino

0y _
5oy

Nyni do rovnice (3) dosadime z rovnic (1) a (2) a Gpravou ziskdme

sin a = sin 3. (4)



Rovnice (4) ma pro AAO,L jediné feseni o = 3, pficemz piipad, kdy a = 3 = 0, je
rozebran v nasledujici ¢asti. Vidime tedy, Ze tyCe jsou rovnobézné.

Nyni predpokladejme, ze jsou nité svislé, jak je vidét na obr. 2. Pro rovnovahu soustavy
musi platit totéz co v predchozi c¢asti.

A
T
_ﬁl
O
—F ™3y
A
Fy
m2§
I
obr. 2

Stejné jako v minulém ptipadé vysledny moment vSech sil ptisobicich na kazdou ty¢
mu51 byt roven 0 Aby byla splnéna momentovéa rovnovéha pro kazdou ty¢, nositelky sil
Fl, F, (resp. —Fl, Fg) pusobicich na nit musi byt rovnobézné se svislici 0102, nemohou
se s ni tedy protnout. Proto miizeme tuto konﬁgurac1 povazovat za specialni pripad minu-
lého usporadani s tim, ze nositelky sil Fl, F, (resp. Fl, F2) se s primkou 010, protnou
v nekonecnu.

Vzorové feseni ulohy ¢.5 — prémiové

Tyc¢ s kulickami

Uvazujme o silach ptisobicich na kulicky: Tihova sila, jiz piisobi na kazdou kulicku Zemé,
je kompenzovana svislym primétem tlakové sily, jiz ptisobi na kulicky tyc¢. Treci sily jsou
zanedbatelné. Vodorovny primeét tlakové sily tyce na kulicku oznac¢me N , resp. N (viz
obr. 1 — nadhled). Tento priimét je ovsem nulovy, nebot jinak by kulicky na ty¢ ptisobily
opacnymi silami —N , N. Hmotnost tyce je nulova. Pti nenulovych silach by tedy ty¢ méla
nekonecné velké hlové zrychleni. Proto je N = 0.



>
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obr. 1

Vyslednice sil ptisobicich na kulicky je rovna nule, kulicky konaji pohyb rovnomeérny

pfimocary s pocatecni rychlosti o velikosti wg§ az do okamziku narazu na zarazku.

obr. 2

Vypocet: Z obrazku vyplyva:

wo‘—‘t
tgp = — = wot,
2

tg(p + Ap) = wo(t + At).

S pouzitim souctového vzorce tg(a + f) = %:
tg o +tg Ay
te(p +Ap) = 1~ Bt Ap’

tg @ + tg Ap — tgp + tg?p tg Ap
1—tgptgAp '

tg(p + Ap) — tgp = woAt =
Pro malé hodnoty Ay plati:
Ap = tg A,

Ap(1 +tg*p)
1 -tgptgAgp
Po zanedbéani soucinii a vyssich mocnin malyjch veli¢in dostavame:

w(t)

wOAt =

At 1+tg2e 14 (wt)?

_ Agp . Wo Wo

1wt

w(t)

10

= WAt — weApAttg o = Ap + Aptgp.



Takto se bude ménit thlova rychlost do okamziku narazu na zarazku.
Poznamka: Vypocet w(t) lze také provést nasledujicim (elegantnéj§im) zpisobem, vyuziva-
jicim diferencialni pocet:

teot) = N5 —wr /g Q
o = o (10)

a :
wlt) = wo - cos%p(t) =wo( — <wo§t>2) , (1)
w(t) =7 +w:;§t2 (12)

11



