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Vzorové reSeni tlohy ¢. 1 (5 bodu)

Kladka

Pro bednu, ktera se pohybuje s danym zrychlenim a vzhiiru, plati pohybova rov-
nice
Mya =T5 — Moy, (1)

kde TQ je sila, kterou piusobi na bednu prava ¢ast lana a ¢ je tihové zrychleni. Po-
dle zakona akce a reakce ptisobi bedna na lano silou —T;, jez se prenasi na obvod
kladky. Podobné, napina-li ¢lovék levou ¢ast lana silou —T;, ktera se rovnéz prenasi
na obvod kladky, piisobi na ngj lano silou 7} (viz obr. 1). Pohybova rovnice ¢lovéka,
jemuz vyslednice tihové sily M;q a tahové sily lana T; udili vzhledem k Zemi hledané

zrychleni @, mé tvar
Mia. =T, — Myg. (2)

Zatim mame dvé rovnice (1) a (2) o tfech nezndmych a., 77 a T5. T¥eti rovnici, kterou
potfebujeme zformulovat, abychom nalezli a., je pohybova rovnice otacivého pohybu
kladky kolem jeji osy

Je =Tir = Toyr,

z niz po dosazeni J = 1mr? (moment setrvacnosti vélcové kladky) a e = ¢ (lano se
po kladce nesmyka) dostaneme

1
Ema = T1 — TQ. (3)



Odecteme-li od rovnice (1) rovnici (2) a vysledek Mya—Mia. = To—T1—(My — M) g
pfi¢teme k rovnici (3), ziskame po tpravé
a _(m+2M2)a+2(M2—M1)g (4)
¢ 2M, ‘

Aby se tedy bedna pohybovala s danym zrychlenim a vzhiru, musi ¢lovék Splhat
po lané se zrychlenim a. danym vztahem (4).

Obr. 1

Vzorové feSeni tlohy ¢. 2 (8 bodu)

Vozicky

Zanedbame-li tfeni, chova se soustava vozik + kladka + vozicky jako izolovana.
Je ztejmé, ze vozicek o hmotnosti M; se bude pohybovat vzhledem k voziku i vzhle-
dem k Zemi doprava, proto se podle zdkona zachovani hybnosti musi vozik vzhledem
k Zemi pohybovat se zrychlenim A doleva. Oznacme déle a4, resp. dy zrychleni vozicku
o hmotnosti My, resp. M, vzhledem k voziku.

Na vozicek o hmotnosti M; ptsobi tihova sila Mg, tahova sila vldkna fl, tlakova
sila voziku N, a v neinercilni vztazné soustave spojené s vozikem také setrvacna sila
F* = —M, A (viz obr. 2). Pohybové rovnice tohoto vozicku ma ve vodorovném sméru
tvar

Mla'l = M1A+T1 (].)

Na vozic¢ek o hmotnosti M, pisobi tihova sila Mg, tahova sila vlakna TQ a v nei-
nercialni vztazné soustavé spojené s vozikem opét setrvacna sila F"Q* = —M,A. Napnu-
té vlakno ma staly smér vyslednice tihové a setrvacné sily. Pohybova rovnice vozicku
o hmotnosti M, formulovana ve sméru vlakna je

MQCLIQ = Mg\/gz + A? — TQ. (2)

Povazujeme-li vlakno za nepruzné, je o} = a), = d'.
Na obvodu kladky ptsobi vldkno silami —7% a —75. Pohybova rovnice rota¢niho
pohybu kladky kolem jeji osy je podobné jako v tloze ¢. 1

1
ima' = T2 — Tl- (3)



Na vozik pevné spojeny s kladkou ptisobi tihova sila (m + M) g, tlakova sila prv-
niho vozi¢ku — Ny, tlakova sila podlozky N, (pro pfehlednost nejsou tyto sily v obr. 2
zakresleny) a sily vldkna —77 a —T5. Pohybova rovnice voziku s kladkou mé ve vo-

dorovném sméru tvar
(m+M)A = Tl — Tgsina,

kde « oznacuje uhel sevieny vychylenym vlaknem a svislici. Podle obr. 2 je sina =

= \/gi—m, takze pro vozik celkem plati

A
Vg?+ A%
Mame ¢tyfi rovnice (1), (2), (3) a (4) pro ¢tyfi neznamé A, o', Ty a Ty, z nichz potifebu-
jeme uréit A a a'. Proto z (1) vyjaddiime Ty = Mya'— M1 A,z (2) Ty = Mo\/g? + A>—
—Msa' a postupné dosadime do (3) a (4). Dostaneme

1 Er—
(§m+M1+M2> a'=M1A+M2 92+A2 (5)

a'A

(m+M+M1+M2)A:M1aI+M2W.

(6)

Z (5) vyjadiime

a, _ MlA + MQ\/ 92 + A2

7
%m+M1+M2 ()

a dosadime do (6). Ponékud zdlouhavé, ale rutinni matematické tpravy nakonec
privedou ke kvadratické rovnici

(M2 — 2MM)?) 2% + [MF — (2MM)?] g — (MiMag?)” = 0,

v niZz jsme pro piehlednost oznacili My = (m + M) (%m + M + Mg)—i—%m (My + M,) +
+2M, M, a x = A2. Jeji kofeny jsou

Mo/ ME — (2M, My)? — M + (2M; M,)?

T12 = 2
’ 2 [ M — (2M; Mp)?|

q-.

V Gvahu pripada pouze kladné reSeni

| Moy/ME — M M,)? — M + (2M; M,)?

2 __ 2
A=m= 2 [Mg — (2M,0,)7]

’

tedy

Mo/ M3 — (2M, My)? — M3 + (2M; My)*

4= 2 [ME — (2M,My)?]

(8)
Dosazenim vysledku (8) do (7) lze vyjadfit také zrychleni o’ prostfednictvim za-
danych veli¢in m, M, My, M, a g.
Vzhledem k Zemi pak méa zrychleni vozicku o hmotnosti M; pouze vodorovnou
slozku smérujici doprava, jeji velikost je

alzaw:a'—A.



Zrychleni vozicku o hmotnosti My mé vzhledem k Zemi vodorovnou slozku sméfujici

doleva o velikosti
T . T A

sy = —sina = —

a svislou slozku sméfujici dolii o velikosti

Ty Ty g
cosa =g — —

M, My /g% + A%’

Qs = 9 — —

kde za T dosazujeme z (2).
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Obr. 2

Vzorové feSeni tlohy ¢. 3 (7 bodn)
Zeb¥ik

YV

YV

tlakova sila podlahy Np, tlakova sila stény NS, trec1 sila podlahy FTP a treci sila
stény Fr, (viz obr. 3).

Pro zebtik v klidu maji sily FTP a ﬁTS charakter sil statického tieni a ptisobi proti
moznému pohybu. Soucasné je vektorovy soucet vSech sil a vektorovy soucet momenti
v8ech sil ptsobicich na zeb¥ik (vzhledem k libovolné ose) nulovy. Po rozepsani tedy
mame podminku silové rovnovahy

(m+M)g = NP+FTS, (1)
NS - FTP (2)

a podminku momentové rovnovahy formulovanou napf. vzhledem k vodorovné ose
rovnobézné se sténou, prochéazejici bodem O

L
Mg§ sina + mglsina = NgL cos o + Fry Lsin a. (3)



Zatim méame tfi rovnice pro pét neznamych [, Np, Ng, Fr, a Fr,, proto je nutné
doplnit soustavu jesté dvojici nerovnosti pro velikosti statickych trecich sil

Fr,

P

Fr,

S

MPNP (4)

<
< pugNg (5)

Hledanou hodnotu [ uréime z (1) az (5) napf. takto: Z rovnice (3) vyjadiime

l —

— % [2 (Ngcotga + Fry) — Mg],

po dosazeni z (5) potom
| < 2 (2N (cotgar + pus) — My] (6)
— co - .
= 2mg s ga T s 9
Nyni jiz zbyva stanovit jen Ng. Z (2) a (4) vychazi

Ns < upNp, (7)

uzitim (1) a (5) potom
(m+ M)g < Np+ psNs. (8)

Ze soustavy nerovnic (7) a (8) ziskame

< kpg(m+ M)

Ng <
1+ ppps

a po dosazeni do (6) celkem

(m + M) (cotga + pg) — M| .

Obr. 3



Vzorové feSeni tlohy ¢. 4 (5 bodu)

Civka

Vv

YV

M.a = Fcosa — Fr. (1)

Pohybové rovnice rotacniho pohybu civky kolem vodorovné osy prochézejici jejim

Je = FrR — Fr,
po dosazeni J = ymr? + MR? a e = £ odtud mame
Lnal + MaR = FyR— F 2)
5 aR = Fr T.
Vyjadiime-li z (1) Fr = F cos o« — M.a a dosadime do (2), dostaneme po tpravé
F(Rcosa —r)
m (R+33) +3MR

a =

Odtud:

e Pro Rcosa > r je a > 0 a civka se roztac¢i doprava.

YV

primocarém.
e Pro Rcosa < r je a < 0 a civka se roztaci doleva.

Vsimnéte si, ze mezni pripad Rcosa = r odpovida situaci, kdy vektorova primka
sily F prochézi dotykovou piimkou civky a podlozky — tzv. okamzitou osou rotace.
Vzhledem k okamzité ose rotace maji v tomto pripadé vSechny piisobici sily nulovy
moment a civka je tedy bud v klidu nebo se rovnomérné vali po podloZce.




Vzorové reSeni dlohy ¢. 5 — prémiové

Obrué

vvev

pak tlakova sila N a t¥eci sila Fy (viz obr. 5). Okamzitou polohu obru¢e budeme po-
pisovat tthlem ¢, pfi¢em? jisté staci uvazovat pouze hodnoty ¢ € (0°,90°). Pohybova

YV

e ve sméru tecny k trajektorii

ma; = mgsin @ — Frp, (1)
e ve sméru normaly k trajektorii

ma, = mgcosp — N, (2)

kde a; a a, znaci velikost tecného a normalového zrychleni. Pohybova rovnice rotac-

Vv

Je = FT’F.

Dosadime-li za moment setrvac¢nosti J = mr? a € = ¢ (obru¢ se po povrchu valce
vali bez klouzani), mame

ma; = Fr. (3)
Soucasné plati
Fr < uN, (4)
takze uzitim (1), (3) a (4) dostavame
1 .
Fr = oMy sin g < uN (5)

Velikost sily N uréime 7 (2), uvédomime-li si, Ze pro normélové zrychleni platia, =

Potom
2

v
R+r-”
v
(6)
R+
Rychlost v obruce v poloze popsané thlem ¢ stanovime ze zdkona zachovani mecha-
nické energie

N =mgcosp —m

1 1
§mv2 + §Jw2 =mg(R+r)(1—cosy).

Odtud v? = g(R+7) (1 — cos ) a podle (6)
N =mg(2cosp —1), (7)
z (5) pak

singp < 2u(2cosp —1). (8)

Vzhledem k tomu, Ze uvazujeme pouze hodnoty ¢ € (0°,90°), mize byt tato nerovnice
splnéna jen tehdy, kdyz je jeji prava strana nezaporna, tedy jen pro urcita ¢ vyhovujici
podmince cos ¢ € (3,1) (tj. ¢ € (0°,60°)). Vsimnéte si, ze potom také podle (7) plati
N > 0, takze valici se obruc je stale v kontaktu s valcem.



Protoze sin ¢ = /1 — cos? ¢, ziskdme po dosazeni do (8), umocnéni a vyfeseni
formalni vysledek

cos p € (—00,x1) U (xg, 00),
_ 8u?—/12u2+1 _8ul+44/12p241
Obru¢ za¢ina po povrchu vélce klouzat v pfipadé, ze v (8) plati znaménko rovnosti.
Protoze pro kazdé u plati zo € (%, 1), dojde k tomu v poloze @9, kde cos gy = xo.

Obr. 5

Zavérecéna poznamka:

Zaslana TeSeni Casto postradala alespon stru¢ny komentar vysvétlujici Vas mys-
lenkovy a nasledné pocetni postup. Protoze takto zpracované ulohy neni mozné ob-
jektivné opravit, vystavuji se jejich autofi nebezpeci zbytec¢nych bodovych ztrat.



