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Vzorové feSeni tlohy ¢. 1 (4 body)

Kmity kyvadla a ¢as
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Obrazek 1

a) Body, které odpovidaji okamzikim, kdy se kyvadlo nachézi v rovnovainé po-
loze, jsou na Obrazku 1 vyznaceny plnymi krouzky. Pf¥imka jimi prolozend ma
vyznam ¢asové osy, proto na ni nanasime c¢as t v sekundach. Orientace ¢asové
osy je opacné nez orientace sméru posouvani papiru pod kyvadlem.

b) Smér, v némz se méni vychylka y kyvadla, je kolmy na ¢asovou osu (viz Obréa-
zek 1).



c)

Na Obréazku 1 je vychylka y(t;) kyvadla z rovnovdzné polohy v okamziku t;
kladné (y(¢1) > 0), vychylka y(¢s) kyvadla z rovnovazné polohy v okamziku t,
sméfuje na opanou stranu, proto je zapornd (y(t2) < 0). Amplituda je oznacena
symbolem A.

Jedna z moznosti, jak vyznacit periodu 7, je uvedena na Obrazku 1. Frekvence f
je definovana jako pocet kmitl za jednu sekundu, tedy f = %, jeji jednotkou
jes L.

Hledanou matematickou funkci je funkce sinus, pricemz zavislou proménnou
je vychylka y a nezavislou proménnou ¢as t. Uvazime-li, 7e funkce sinus ma
periodu 27 a kmitavy pohyb periodu 7', dostavame rovnici popisujici zavislost
vychylky kmitavého pohybu na ase ve tvaru y = A sin(%”t).

Necht je perioda kmitavého pohybu kyvadla 7" = 1,55 s. Délka tsecky, ktera
v Obrazku 1 odpovida jedné periodé, je u = 3,1 cm. Protoze pohyb papiru

pod kyvadlem mizeme povazovat za rovnomeérny, ur¢ime rychlost posuvu pa-

piru jako 7 = 2,0 cm.s~!. Perioda T je tedy nakreslena v méfitku T : u, &li
1 cm = 0,5 s. Aby byl obrazek v méfitku 1 ¢cm = 1 s, musela by byt rychlost

pohybu papiru 1 cm.s™*.

Experimentalné snadno zjistime, ze s délkou kyvadla [ roste i perioda jeho kmi-
tt 7. Pro malé vychylky kyvadla z rovnovazné polohy (p¥iblizné do 5°) pfitom
platiT = 271'\/% , kde g je tihové zrychleni. Tento vztah lze ziskat napriklad uzi-
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tim rozmérové analyzy: rozmér konstanty 2% je m~2s, proto musi byt [ obsaZeno

V9
ve vztahu pro periodu pod odmocninou.

Dvojity zavés zarucuje nejen stabilitu sypatka, ale i to, ze kmitani kyvadla
probiha v jedné roviné.

Vzorové feSeni tlohy ¢. 2 (6 bodu)

Kmity a viny — rozdily a souvislosti

a)

Zaciname-li méfit ¢as pri prichodu levého krajniho kyvadla rovnovaznou polo-
hou a predpokladame-li, ze se kyvadlo bude po opusténi této polohy pohybo-
vat v kladném sméru osy y, je zavislost jeho vychylky na ¢ase dana vztahem
Yy = Asin(%”t). Spojovaci nit slouzi k pfenosu kmitavého pohybu do rady ky-
vadel, ma tedy funkci vazby.

Amplitudu A a periodu 7" vlnéni zavadime jako amplitudu a periodu kmitavého
pohybu, ktery kon4 libovolny bod prostiedi, v ném# se vinéni §i¥i. Casovy rozvoj
kmiti zvoleného kyvadla je zakreslen na Obrazku 2(a). Vlnova délka je vzda-
lenost, do které dospéje vinéni za jednu periodu, plati tedy vztah A = vT, kde
v je rychlost Sifeni vinéni. Obrazek 2(b) — graf zavislosti vychylky jednotlivych
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kyvadel na vzdalenosti od pocatku soustavy souradnic — vlastné znazornuje
yfotografii“ vlny v daném casovém okamziku. Zakresleni obou téchto obrazki
pritom nemusi byt jednoznacné: Zalezi na okamziku, v némz za¢neme mérit
¢as a v némz poridime ,fotografii“ viny. Obréazek 3 se 1isi od Obrazku 2 pouze
vybérem pocatecniho ¢asového okamziku 2.
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Obrazek 2

Obrézek 3

Necht je pohyb levého krajniho kyvadla popsan rovnici y;, = A sin(%”t). Vlinéni,
které se siti v daném prostiredi rychlosti v v kladném sméru osy z, dospéje
ke zvolenému kyvadlu za dobu 7 = £, kde z je vzdalenost zvoleného kyvadla od
levého krajniho kyvadla. Zvolené kyvadlo bude mit proto stejnou vychylku jako
levé krajni kyvadlo o dobu 7 pozdéji. Pro vychylku zvoleného kyvadla v case ¢

tedy plati
2 2

coz je hledana rovnice vlnéni.

Pokud se vinéni §iti od pravého kyvadla, tj. v zAporném sméru osy x, dospéje
k zvolenému kyvadlu za ¢as 7" = —% (znaménko minus vyjadiuje skutecnost,
7e x-ova soufadnice zvoleného kyvadla je zapornd). Pro vychylku zvoleného
kyvadla v case t tedy plati

Yz = Asin (2% (t—T')> = Asin (2% (t—i—%))



d) Perioda T, amplituda A a vlnova délka A je zavadéna pro podélné i p¥i¢né vinéni
stejnym zpisobem. Stejny formalni tvar maji i rovnice obou vInéni. Abychom
zdiraznili skutecnost, ze vychylka podélného vinéni se méni ve sméru Sifeni,
tj. podél osy x, budeme ji oznaCovat jinym symbolem, naptiklad &,. Potom je
rovnice podélného vinéni dana vztahem

- (£ (-

pri¢emz vyznam symbolid A, T, v a x zlstava stejny jako dfive.

Prikladem zaftizeni, s jehoz pomoci je mozné demonstrovat Siteni podélného
vlnéni, je fada kuli¢ek spojenych pruzinami (viz Obrazek 4).
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Obréazek 4

Vzorové reSeni tlohy ¢. 3 (7 bodu)
Razy

a) Pfedpokladejme, 7e jsme oba zdroje rozezvudeli ve stejném okamziku. Rovnici
podélného vInéni, které se §ifi ze zdroje 1 rychlosti v v kladném sméru osy x
a ma frekvenci f; = T% a amplitudu A, lze uzitim vysledki predchozi tlohy
zapsat ve tvaru

&x1 = Asin (27r (Til — %)) = Asin (27r (flt — %)) ,

kde A\; = vT} je vlnova délka tohoto vinéni. Podobné je rovnice vlnéni, které
ma vlnovou délku A\, a §iti se rychlosti v v kladném sméru osy x ze zdroje 2,
kmitajiciho s frekvenci f, a amplitudou A,

€20 = Asin (zw (fzt _ /\%)) .

Zménu frekvence f; ladicky na hodnotu f; # f; 1ze dosahnout napiiklad omo-
tanim jednoho ramene ladicky dratem.

Bod prostredi ve vzdalenosti x od zdroji zvuku, ve kterém detekujeme obé vl-
néni, kond kmitavy pohyb. Rovnice tohoto kmitavého pohybu ziskame z pred-
chozich vztahl pro vinéni tak, ze si pevné zvolime hodnotu x = konst (polozme
pro jednoduchost = 0 m). Nyni musime podle principu superpozice obé zis-
kané funkce secist: &,y = &41 + Epo = Asin(27 f1t) + Asin(27 fot). Tento soucet
upravime pomoci vztahu sin a+sin 8 = 2sin ¢ cos O‘—;é na soucin dvou funkeci.

2
PouZitim oznaceni fo = f1(1 + ) dostaneme vysledek

€z = 2Asin (27r h —;— J2 t) cos (2#%75) = 2Acos (27rf1§t) sin (27rf1 (1 + g) t) .




b) Ziskany ¢asovy rozvoj lze chapat jako kmitavy pohyb s ¢asové proménnou ampli-
tudou A’ = 2A cos (27rf1 %t) . Dvojice funkci A’ = 2A cos (27rf1§t) a A" = -A

omezuje rovinu na oblast, v niz se méni funkce f = A’sin (27r f (1 + g) t) .
Na Obrazku 5 jsou zakresleny tii periody ziskaného kmitani pro hodnoty
fi=200stae=0,1.

Obrazek 5

¢) Jednoduchym ténem rozumime zvuk, ktery méa harmonicky pribéh (napfiklad
tén ladicky), ténem sloZenym zvuk s periodickym pribéhem (napiiklad hlas-
ka ,a“). Jak je vidét z pfedchoziho obréazku, je ziskany zvuk ténem sloZenym.

Vzorové feSeni tlohy ¢. 4 (8 bodu)

Urceni frekvence zdroje zvuku

a) Zvolme si soustavu soufadnic tak, Ze osa x sméfuje svisle vzhiru a pocatek
soustavy soufadnic se nachdzi na vodni hladiné (viz Obrazek 6 (a)). Pfedpokla-
dejme, ze dopadajici vlna ma frekvenci f a amplitudu A. Protoze se tato vina
§i11 v zaporném sméru osy x rychlosti o velikosti v, ma rovnici

. x
&1 = Asin (27r (ft—i— X)) ,
kde A je vinova délka vInéni. Odrazena vlna mé stejnou frekvenci, amplitudu
a vlnovou délku jako vina dopadajici a §ifi se v kladném sméru osy x rychlosti
v tak, Ze pro jeji vychylku v bodé z = 0 m (bod odrazu) plati podminka
Eo2 = —&p1. Odrazené vilnéni je proto popsano rovnici

Ero = —Asin (27r (ft— ;)) )



b)

Dopadajici a odrazené vlnéni slozime podle principu superpozice a upravime

pomoci vzorce sin o — sin 8 = 2 cos # sin % do tvaru

&rw = 2A cos (27 ft) sin (27r§) .

Polohu jednotlivych uzli urcuje podminka &,, = 0 pro libovolné ¢, a tedy

sin (2”7””) = 0. VyfeSenim této rovnice dostdvame %2 = mm, kde m =0, 1,2, ...,
¢ili pro polohu uzli stojatého vinéni plati
A
T = QmZ, kde m=0,1,2,...
Snadno se miizeme presvédcit, ze v bodé odrazu se opravdu nachéazi uzel.
Podminka pro polohu kmiten sin (%Tw) = +1 (velikost vychylky &,, v daném
misté miZe byt maximélni) dava %T”” = (2m —1)%, kde m = 1,2,3, ..., odtud

pro polohu kmiten stojatého vinéni plati

A
z=(2m — 1)1, kde m=1,2,3,...
Rozlozeni uzli a kmiten ve vélci je vidét z Obrazku 6 (obrazek je kreslen tak,
jako by se jednalo o vInéni pfi¢né). Na vodni hladiné, kterd je bodem odrazu,
se vzdy nachézi uzel. Aby doslo k zesileni zvuku, musi byt na otevieném konci
valce kmitna.

i
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Obrézek 6

Pro prvni zesileni zfejmé podle Obrazku 6 nebo ze vztahu pro polohu kmiten

plati [; = %, pro druhé zesileni I, = % a pro treti zesileni I3 = %. Pro m-té
zesileni najdeme [, = (2m — 1)%, kde m = 1,2,3,.... Protoze plati A = %,
dostavame pro frekvenci ladicky vztah
2m —1
p=CmoDv e m=1.2.3 . (1)
Al

pricemz rychlost v zvuku ve vzduchu pii teploté 20° je podle matematicko-
fyzikalnich tabulek v = 343 m.s .



Vzorové reSeni dlohy ¢. 5 — prémiové

Doppleriv jev

a) Necht zdroj v klidu vysila zvuk o frekvenci fy. Tento zvuk se §i¥i stejnorodym
prostfedim rychlosti o velikosti ¢, takze pro jeho vlnovou délku ziejmé plati
Ao = % Pozorovatel, ktery je vici zdroji v klidu, vnima tutéz frekvenci fp = f
(viz Obréazek 7.) KruZnice na néasledujicich obrazcich vzdy znazorhuji mnoziny
bodi, do nichz vinéni dospéje za jednu periodu.

o = £ do=£

—e m *—
P \\Zy P

fr=fo fo fr=fo

Obrazek 7

Pokud se zdroj blizi k pozorovateli P; rychlosti o velikosti v (viz Obrazek 8 (a)),
vnima pozorovatel vlnéni kratsi vinové délky Ap, = gc;_ov) a tudiz vyssi frekvence
fr, = ﬁ = foﬁ nez pozorovatel P, ktery je viici zdroji v klidu. Pozorova-
tel P, vii¢i némuz se zdroj vzdaluje rychlosti o velikosti v, registruje vlnéni

véts vinové délky Ap, = 2 a tim i niz frekvence fp, = ;& = forts.
2 c

b) Pokud se pozorovatel P; pfiblizuje ke zdroji rychlosti o velikosti w, §if{ se viéi
nému vinéni rychlosti o velikosti vp, = ¢ + w (viz Obrazek 8 (b)).

fr= 1l fo fm=ttr In=f0+%) fo In=f-1%)
(a) (b)
Obrazek 8



Pro frekvenci jim piijimaného signdlu pak plati fp, = v% = “vw = (1 + %) fo-
i

0
Tato situace tedy neni analogickd situaci, kdy se zdroj blizi k pozorovateli.
Pokud se pozorovatel P, vzdaluje od zdroje rychlosti o velikosti w, $ifi se vuci
nému vlnéni rychlosti o velikosti vp, = ¢ — w a pro jim pfijimanou frekvenci

platf fp, = 5 = 2 = (1= %) fo.
0




