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Vzorové feseni tlohy ¢. 1 (6 bodn)

Smérovy problém

Filozof by se na dany problém mohl divat tak, Ze ma pokus a v ném jeden vyznamny
smér, a to smér rychlosti kulicky. Jaky jiny smér by mohl byt dostatecné vyznamny
pro to, aby se v ném kulicka dale pohybovala? Fyzikovi vsak takova filozoficka tivaha
stacit nemuze. Muze si zkusit udélat experiment. Zjisti, Ze poté co kulicka vjede na
to¢nu, zac¢ne se chovat velmi zmatené — a velmi pravdépodobné se zalekne moZnosti
pohyb kulicky na toéné matematicky popsat.

Zamysleme se tedy nad problémem alespon kvalitativné. V bodé kontaktu s podloz-
kou pusobi na kuli¢ku treci sila, ktera je v pripadé, Ze kulicka nepodkluzuje, tfeci silou
statickou. Velikost statické tieci sily splnuje v kazdém casovém okamziku ¢ podminku

F<t> S mnga

kde m je hmotnost kulicky, g je tihové zrychleni a fy je koeficient statického tfeni mezi
kuli¢kou a podloZkou'. Podle zédkona akce a reakce pak piisobi kulicka na podlozku
stejné velikou, ale opacné orientovanou tieci silou.

'Pro tiplnost poznamenejme, 7ze vypocet konkrétni hodnoty tieci sily z uvedeného intervalu je
v kazdém casovém okamziku proveditelny, ale pfesahuje stfedoskolsky ramec.



Tieci silu, jiz pusobi kulicka na toc¢nu, muzeme v kazdém okamziku rozlozit do
slozky F, kolmé na spojnici "stred kulicky — stfed tocény” a do slozky F, ve sméru
spojnice "stred kulicky — stted tocny”. Zatimco slozka F urychluje nebo brzdi otacivy
pohyb tocny, slozka F, musi byt vzhledem k tomu, Ze stred tocny neméni v prostoru
svoji polohu, kompenzovana stejné velikou vnéjsi silou —F; pusobici v loziscich. Vi-
dime tedy, Ze soustava "kulicka — to¢na” NENIT IZOLOVANA, coz znemoziiuje pouzit
k reseni ulohy zakon zachovani hybnosti. K obecnému urceni sméru, v némz kulicka
opousti tocnu, proto nezbyva nez pristoupit k pomérné komplikovanému vypoctu tra-
jektorie kulicky na tocné.

V urditém (a dokonce pomérné bézném) pripadé vsak toto tskali muzeme velmi
snadno obejit. Vime totiz, ze celkova zména hybnosti soustavy "kulicka — toc¢na” je
(vzhledem k Zemi) ddna vztahem

Ap = ﬁ:ﬁm(ti) (ti —tic1) = —Fy(t) (ti — ticy)

=1

v némz ﬁemt(ti) je vyslednice vnéjsich sil pusobicich na soustavu ”kulicka — to¢na”
v casovém okamziku ¢; a ty — tg = At je celkova doba pohybu kulicky po tocné.
Dodejme, 7Ze uvedeny vztah plati tim presnéji, ¢im jemnéji dobu pohybu kulicky na
tocné rozdélime na jednotlivé intervaly [¢;_1, ¢;]. Pro lehkou kuli¢ku ale budou velikosti
statickych trecich sil a tim i velikosti vnéjsich sil —F«Z( ) malé. Podobné, bude-li se
kulicka pred najezdem na toc¢nu pohybovat rychle a to¢na bude mit maly polomér,
stravi kulicka na tocné pouze kratky casovy interval At. Celkova zména hybnosti Ap
soustavy "kulicka — tocna” je potom podle vyse uvedeného vztahu mala. Uvédomime-li
si navic, ze celkova hybnost soustavy ”kulicka — to¢na” je dana pouze hybnosti kulicky
(rozmyslete si pro¢!) a tato hybnost je pro rychle se pohybujici kulicku velkd, je Ap
oproti puvodni hybnosti kulicky pred vjezdem na to¢nou zanedbatelna a kulicka se
tak bude po opusténi to¢ny pohybovat témér v puvodnim sméru.

Poznamka:
Vsimnéte si, Ze jsme do nasich tivah nezahrnovali sily pusobici na kulicku a na toénu
ve svislém sméru. Projevi se tato skutecnost ve vysledku?

Vzorové feseni tlohy ¢. 2 (6 bodt)

Hmotnostni anomalie?

Zkusme si nejprve rozmyslet, jaké sily pusobi na téleso ve vztazné soustavé spojené
se Zemi. Urcité na né pusobi gravitacni sila Zemée ﬁgz a gravitacni sila Slunce ﬁgs. Dale
nas jisté neprekvapi, Ze na né pusobi i sila setrvacna odstrediva F, spojena s rotaci
Zeme kolem své osy. Ale pusobi na né i setrvacna odstrediva sila F, spojena s pohybem
Zemé kolem Slunce (pro jednoduchost zde predpokladame, ze Zemé se kolem Slunce
pohybuje po kruZmici). Je vhodné zduraznit, Ze sila Fy je dana transla¢nim pohybem
Zemé jako celku kolem Slunce, a proto ma — na rozdil od ostatnich uvazovanych sil
ng, ng a F., — ve viech mistech zemského povrchu stejny smeér 1 stejnou velikost.



Poledni tiha télesa o hmotnosti m umisténého na rovniku je pak
Gy = Fyo — Fop — Fysy + Fos,
podobné je pilnoc¢ni tiha téhoZ télesa
Gy = Fy, — Foo + Fys, — Fos.

(VSimnéte si, Ze jsme zde vyzmacili skutecnost, Ze gravitacni sila Slunce ma v poledne
a o ptlnoci jinou velikost.) Odectenim poslednich dvou vztaht dostavame pro rozdil
pulnoéni a poledni tihy téhoz télesa

AG = Gy — Gy = Fyy, + Fyy, — 2F,,.

Dosadime-li znamé vztahy

mMs mMs mMs

F —— e, s =
(Tzs - Rz)2 ! (Tzs + Rz)2 Tzs

gs1 =k

kde k je gravitacni konstanta, M, je hmotnost Slunce, r.s je vzdalenost Zemé od Slunce
a R. je polomér Zemé, dostavame vysledek

AG:HT)’LMS< L -+ 1 2_i>_

(Tzs - Rz) (Tzs + Rz) Tzs

Protoze plati R, < r.s, je AG = 0. Pokud by nékdo prece jen chtél vyraz pro AG
konkrétné vycislit, musi si uvédomit, ze bude odecitat dvé velmi blizka cisla a vysledek
je tedy velmi blizky nule. Kazda z dosazovanych velic¢in (s, M, r,s a R,) je oviem
zjistovana experimentalné a tudiz s urditou chybou. Relativni chyba vypoctena pro
AG by potom mohla byt i velmi vysoka.

Poznamka:
Béhem vypoctu jsme — podle pozadavku v zadani — neuvazovali vliv Mésice, ktery se
na tize télesa rovnéz projevuje.

Vzorové tfeseni tlohy ¢. 3 (8 bodt)

Plachetnice

Jak stavét a jak tidit plachetnice — to bylo ve sttedovéku a raném novovéku dobte
stfeZenym tajemstvim lodait, admiral a pirata®. Mé tato problematika po fyzikalni
strance zaujala, a proto bych vam chtél ukazat trochu vic nez jen feseni zadané ulohy.

Lod jako fyzikalni systém je ovliviiovana dvéma prostiedimi: vodou a vzduchem.
Pro¢ se na vodé udrzi vysvétlil jiz Archimédes. Jak zafidit, aby byla lod stabilni

?Tomu, koho by toto odvétvi lidské &innosti blize zajimalo, doporuéuji Muzeum lodnf techniky
v Pafizi.



i za vlnobiti, je problémem statiky: kazdého fyzika jisté napadne stabilitu zajistit
chceme, aby nase lod byla rychla. Proto ji vytvarujeme "hydrodynamicky”. Postavime
ji $tihlou. Tady se dlouho naraZelo na konstrukéni problémy, nebot tzka lod musi byt
dlouha, aby uvezla potfebny néklad, jenZe na dlouhou lod potfebujeme dlouhé tramy,
a ty se Spatné shanéji (pouzijeme-li kratké, bude mit lod malou pevnost).

Tvar lodniho trupu a z néj vyplyvajici vlastnosti jsou pro Feseni ulohy prvnim
zajimavym bodem. Na lod budou piisobit mnohem mensi odporové sily pfi pohybu ve
sméru piid — zad (tomuto sméru budu pracovné fikat osa lodi), nez kdybychom chtéli,
aby se lod pohybovala kolmo na osu. Pro nase potieby bude dostateény nasledujici
model: lod se muZe vzhledem k vodé pohybovat pouze ve sméru své osy, pficemz
staceni osy je mozné zaridit kormidlem.

V celém teSeni se budu vyhybat kvantifikacim odporovych sil a mél bych jisté
vysvétlit proc. Fyzika je zde totiz velmi nejista. Velmi dobry a teoreticky podlozeny
je Stokesuv vzorec

F = 6mnro,

kde r je polomér télesa, n je dynamicka viskozita prostfedi a v je rychlost télesa
vzhledem k prostiedi. PouzZiti Stokesova vzorce je vsak velmi omezené, nebot plati
pouze pro kulova télesa a jen pii laminarnim proudéni. Dale mame Newtontv vztah

1
F= 505@1)2,

kde S je plocha prirezu télesa kolmého na rychlost, p je hustota prosttedi a C' je kon-
stanta zohlednujici tvar télesa. Tenhle model odporovych sil ma mnohem §irsi vyuziti,
ale takeé jisté vady na krase. Pfedevsim vétsinou teoreticky nezname konstantu C' pro
tvar, ktery nas zajiméa, a proto ji musime uréovat experimentalné®. Navic Newtontiv
vztah umoznuje urcit pouze velikost odporové sily, ale nefika nic o jejim sméru.

Pohony lodi — vesla, kolesa parniki i lodni srouby — o nich by bylo mozné napsat
rozsahla pojednani. Nas ale zajimaji plachty. Dlouho se pouZivaly klasické plachty —
— velké ¢tvercovité kusy latky natazené na rahné, které bylo ke stéZni upevnéno kolmo
k ose lodi. Casem se pak objevily tzv. latinské plachty a jejich varianty. Slo o plachty
trojuhelnikového tvaru na sikmém rahné, jejichz rovina se mohla vzhledem k ose lodi
natacet. Zdokonalovani oplachténi pak vedlo k opravdu slozitym systémum kosatek,
koSovek, vratiplachet a ...(vyjmenovavat nazvy by nemélo smysl), které maximalné
vyuzivaly vétru k pohonu lodi. Lanovi, které to vsechno drzelo pohromadé, bylo pro
projektanty dalsim problémem.

Aby mohla lod kfiZovat proti vétru, musi byt vybavena plachtou, ktera se mize
otacet kolem stéZné. Jako fyzikalni model plachty nam postaci ¢ast roviny (na tvaru
plachty uz tolik nezalezi), ktera muZe ménit thel, jenz svird s osou lodi. Tento thel
oznac¢me « (viz obrazek). Je-li @ = 0° nebo a = 180°, je plachta rovnobéZné s osou lodi.
Vitr necht fouka ve sméru svirajicim s osou lodi tthel 3. Jak to tedy vsechno funguje?
Kdy?Z nastavime plachtu do polohy rovnobéiné se smérem vétru (a = 3), nebude se
do ni chytat Zadny vzduch a vitr tak na lod témé¥ nebude piisobit. Zménime-li polohu
plachty tak, Ze a — 3 # 0, zacne s vétrem interagovat. Vzduch, ktery narazi na plachtu,

374jemce bych odkazal na nékteré publikace tykajici se aerodynamiky (napf. publikace uréené
modeldfim). Pro idedlné tvarovand kfidla byvad C' mensi nez 0,1, pro béznd télesa jsem se nesetkal

s tdajem vyssim nez 10.



nemtuze pokracovat ve svém puvodnim sméru pohybu, ale musi se odklonit tak, Ze se
dal bude pohybovat podél plachty. Je zfejmé, Ze plachta tak zménila hybnost vzduchu,
a proto na néj musela pusobit silou ve sméru zmény jeho hybnosti. Podle zakona akce
a reakce pusobi vzduch na plachtu stejné velkou, ale opacné orientovanou silou. Navic
tato sila neni k ose lodi kolma, takZe muze lod uvést do pohybu. (Podobné funguji
tfeba lopatky vétrnych mlyna nebo vrtule letadel.)

Pokusme se odhadnou velikost této sily. Abychom obesli vsechny odporové vzta-
hy, pouzijeme druhého Newtonova zakona: "zména vektoru hybnosti pripadajici na
velmi kratky casovy interval je rovna vysledné pusobici sile”. Zname hybnost (smér
i velikost) vzduchu pted interakei s plachtou. Pro aéely vytvofeni modelu feknéme, Ze
vSechen vzduch, ktery se s plachtou potka, bude odchylen tak, Ze jeho koneéna hybnost
bude mit smér plachty. Ted musime je§té odhadnout velikost koneéné hybnosti. Jeden
z moZnych pfedpokladii je, Ze velikost hybnosti ziistane nezménéna. My viak zde
pouzijeme jednodussi odhad: fekneme Z%e zména hybnosti vzduchu bude kolma na
plachtu. Predpokladame-li, Ze je a — 3 malé, daji oba odhady témér stejné hodnoty
velikosti koneéné hybnosti.

smér vétru

plachta

7, obrazku je zifejmé, Ze
Ap = psin(a — ) = Amvsin(a — ),
kde Am predstavuje hmotnost vzduchu, ktery byl plachtou odklonén za cas At, tj.
Am = pS,v At,

kde p je hustota vzduchu (predpokladame, Ze je konstantni) a S, = Ssin(a — 3) je
tzv. u¢inny prurez plachty. Podle druhého Newtonova zakona je velikost sily ptisobici
na lod F' = %. ProtoZe (v nasem modelu) voda umoZiuje pohyb pouze ve sméru
osy, bude mit na pohyb lodi vliv pouze prumét sily do tohoto sméru. S vyuzitim
predchozich vztahu ziskame pro velikost prumétu sily do sméru osy lodi vzorec

F, = pSv*sinasin(a — B)sin(a — 8) = pSv’sin asin®*(a — 3).

Tady kon¢i obecné odvozovani. Jesté jednou okomentuji goniometrické funkce, které
se ve vysledku vyskytly. Jeden sin(a — ) pochédzl od zmény hybnosti vzduchu. Druhy
sin(a — 3) se vyskytl ve vztahu pro a¢innou plochu plachty a vystihuje, jaka cast

“Protoze nelze presné zjistit, jak se bude hybnost ménit, bez vhodnych piedpokladii se zde
neobejdeme.



vzduchu se s plachtou potkala. A nakonec sina je ve vztahu proto, Ze na pohyb lodi
bude mit vliv pouze prumét vysledné sily do sméru lodi.

Diskuse vysledku:

v/

o Chceme zjistit nejvhodnéjsi thel plachty pti zadaném sméru vétru. To znamena
najit takové a, pri kterém nabyva maxima soucin goniometrickych funkei ve vy-
razu pro silu. (Dalsi podminka je @ > 3, aby lod plula spravnym smérem.) Tenhle
problém muzeme tesit numericky, napriklad pouzitim vhodného programu. Pro
£ = 90° ziskame maximalni silu pii o = 144°. Velikost sily bude

F,=0,38- 0Sv’.

P1i zadané plose plachty a rychlosti vétru s dosazenim hodnoty ¢ = 1,3 kg.m™3
je hledané velikost sily F, = 1000 N. Cislo 0,38 je maximalni hodnota soucinu
goniometrickych funkci v obecném vyrazu pro silu za predpokladu, ze g = 90°.
Pro g = 120° tato maximalni hodnota klesa na 0,14 a pro 3 = 140° klesa
pod 0,05. To je jiz dost malo a tak ostte proti vétru by kazdy rozumny kapitan
odmitl plout.

o Veskeré ivahy, které vedly k odhadu sily, byly délany pro stojici lod. Kdyz se lod
bude pohybovat, bude (vzhledem ke skladani rychlosti) i jiny thel 8. Spocitat
tento tthel pro lod pohybujici se uréitou rychlosti by pro vas nemél byt problém.

Vzorové feseni tlohy ¢. 4 (5 bodt)

Vodni proud

Tento problém kazdy jisté poznal kdyz — leZice ve vané — pozoroval vodu vytékajici
z kohoutku. Vodni proud se pékné zuzuje. ..

Pti vypoctu parametri vodniho proudu budeme predpokladat, Ze voda je idealni
kapalinou, jejiz proudéni lze povazovat za laminarni. Rovnice kontinuity ma potom
tvar

S()Uo = SU,

kde Sy (resp. S) je plocha kolimého priifezu vodniho proudu pfi tsti kohoutku (resp. ve
vzdalenosti h od tsti kohoutku) a vy (resp. v) je rychlost vodniho proudu pfi tsti ko-
houtku (resp. ve vzdalenosti h od usti kohoutku). Predpokladame-li kruhovy prifez
vodniho proudu, zapiSeme pfi oznaceni pfislusnych poloméra ry (resp. r) rovnici kon-
tinuity ve tvaru

Treve = Trv.

Neznamou rychlost v uréime ze zakona zachovani mechanické energie pro objemovou
jednotku vody (Bernoulliho rovnice):

1 1
5@112 = 5@1)(2) +ogh = v=1/vi+2gh.



Dosadime-li tento vysledek do rovnice kontinuity, dostavame po tpravé zavislost po-
loméru vodniho proudu na vzdalenosti h od tusti kohoutku

NG

r=r

Vzorové reseni dlohy ¢. 5 — prémiové

Meéreni velikosti zrnka kfidového prachu

Teorie:

Na padajici zrnko kiidového prachu ptisobi tihova sila Zemé a odporova sila vzduchu.
Pokud tvar zrnka budeme povazovat za kulovy a obtékani zrnka za laminarni, plati
pro odporovou silu Stokesuv vzorec F' = 67nrov, kde r je polomér zrnka, v jeho rychlost
a 1 je dynamicka viskozita vzduchu. Pohybova rovnice padajiciho zrnka je tedy

4

4
§7rr39a(t) = §7rr39g — 6mnro(t),

kde p je hustota kitdy, ¢ je tthové zrychlenia v(t), resp. a(t), je rychlost, resp. zrychlent,
padu zrnka v case t. ProtoZe odporova sila roste s rychlosti zrnka, dojde po urcité
dobé k jejimu vyrovnani s tihovou silou. Zrnko se pak bude pohybovat rovnomérné
rychlosti v, pro niz plati

21?09
v=— .
9 7
Pada-li zrnko rovnomérné touto rychlosti z vysky h a dopadne-li za dobu ¢, snadno

vyjadiime polomér zrnka vztahem

_ (2
-\ 20gt

i | b [s] . N
1 180 Postup a vysledky méreni:
2' 2’47 K meérfeni jsme pouzili prach z bilé skolni kiidy ziskany trenim kridy

. ’ o papir. Prach jsme nechali padat z vysky A = 150 ¢m a stopkami
3. | 3,17 e . , , .
4 | 296 méfili dobu jeho padu na podlahu (pad prachu byl odstartovan
5. 3709 klepnutim do papiru). Naméfené hodnoty jsou uvedeny v pfiloZené
6. 2’9'3 tabulce.
7' 2’6] Zpracovanim udaju v tabulce dostaneme prumérnou hodnotu spolu
8. 3’22 s odhadem chyby méfeni t = (2,7 +0,5) s.
9' 2’77 Vysku h jsme zméfili pasovym méfidlem A = (150,0 + 0,5) cm.
10 2’59 V tabulkach je uvedena hustota kiidy (1800 — 2600) kg.m™>, vzali
11' 2’3'2 jsme tedy hodnotu g = (2200 + 400) kg.m~>. Pro viskozitu vzdu-

' ’ chu pti teploté 0 °C uvéadéji tabulky hodnotu n = 17,1 -107¢ Pa.s.
12. | 2,47 n , . —2 ,y
13. | 2.37 Za tihové zrychleni dosazujeme ¢g=9,81 m.s™*. Podle vyse uvede-
14. 2’81 ného vztahu vypocitame polomér zrnka véetné chyby mérent
15.| 2,18 r=(4,540,9)-107% m.
16. | 2,69




Zavér:

Protoze zrnka prachu nebyla stejné velka a na zem nedopadla najednou, snazili jsme
se mérit cas, ve kterém dopadlo na zem nejvice zrnek. Timto zptisobem jsme tedy
urcili polomér zrnek, ktera byla v prachu nejvice zastoupena. Navic je chyba méreni
pomeérné velkd (asi 20%) a predpoklad o kulovém tvaru zrnek znacné diskutabilni,
takze vysledek méreni je nutno povazovat pouze za radovy odhad velikosti zrnka.
Nejvétsi podil na chybé ma méreni ¢asu a odhad hustoty kridy. Odlisnost skutecného
tvaru zrnek od kulového nebyla do chyby méreni zapocitana a musi byt posuzovana
samostatné.

Poznamky:

1. P#i formulaci pohybové rovnice padajiciho zrnka jsme neuvaZovali pusobeni
vztlakové sily vzduchu. Hustota vzduchu je totiz oproti hustoté kiidy zanedba-
telna, a proto je zanedbatelna také vztlakova sila oproti tihové sile pusobici na
zrnko.

2. Postupem, ktery presahuje stfedoskolsky ramec, lze z pohybové rovnice odvodit
zavislost rychlosti zrnka na case

2 r? _9 .
v(t):§r 9 <1—e g:g_ét).
Jn

Dosazenim vyse uvedenych hodnot se lze snadno presvédcit, Ze jiz po velmi
kratkém casovém tseku lze exponencialni ¢len zanedbat proti jedni¢ce a pohyb
zrnka tak povaZzovat za rovnomérny.



