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Vzorové FeSeni tlohy ¢. 1 (6 bodu)

(a) ProtoZe se ¢astice pohybuje po kruznici rovnomérné, je tthel ¢ (¢) Gmérny ¢asu.
Soucasné ovSem plati ¢ (T') = 27, tedy

o) = ot )

(b) Podle obr. 1 plati
z(t) = Rcos (t), y(t) = R+ Rsinv (t), W (t)=p(t) —
Odtud ziskdme s pouzitim goniometrickych vzorci

cos(a¢ — ) = cosacos 3+ sinasin g,

sin( — #) = sinacos 3 — cosasin

a vztahu (1) dokazovana vyjadfeni sloZek polohového vektoru v okamziku ¢

z(t) = Rsin Q%t, y(t) =R (1 — cos 2%15) . (2)



Obr. 1

(c) Dosazenim t =1 s at+ At =2 s do vztaht (2) vychazi
z(t) = 30 cm, y (t) = 30 cm, tj. 7(t) = (30 cm, 30 cm),
z(t+ At)=0cm, y(t+At)=60cm, tj. 7(t+ At) = (0 cm,60 cm).

(d) Vektor primérné rychlosti je definovan vztahem

(& — 7t + At) = 7(t) AT
B At AL

Za pouziti vztaht (2) a goniometrickych vzorct

) . a+p . a—p
sina —sinf = 2cos sin ,
2 2
. a+B . a—p
cosae—cosf3 = —2sin 5 sin 5

dostaneme pro slozky vektoru posunuti A7'v ¢asovém intervalu [¢,t + At] obecny
predpis

2 At T
Az = T2 sin 2
T 2R cos lT (t +t5 >] sin TAt, (3)
|27 At .om
Ay = 2Rsin l? (t + 7)] Sin TAt (4)

Po dosazeni zadanych hodnot ¢t = 1 s a At = 1 s vychazi pro primérnou rychlost
Castice v intervalu [¢, ¢ + At]

. _(Aw Ay

2T /Yy _ -1 -1
(V) At’At) ( 30 cm.s™ ", 30 cm.s )

(e) Primérné velikost rychlosti je definovana vztahem

(W)= 22



Protoze As = RAp a Ay je uréeno vztahem (1), vychézi

2T R
<U> =T

¢iselné (v) = 47 cm.s~!. Tato velifina je nezavisla na volbé ¢asového inter-
valu [t,t + At], coz je ve shodé s ofekavanim — ¢astice se po kruznici pohybuje
rovnomerneé.

Vektor okamzité rychlosti je v kazdém okamziku tec¢ny k trajektorii a mé vzhle-
dem k rovnomérnosti pohybu stalou velikost | 7 |= 22£. Podle obr. 2 tedy
plati

2R
0 = (0, ﬁT) = (0 cm.s™, 47 cm.s_l),

2rR
vy = <_T’ O) = (—47 cm.s 1,0 cm.sfl) .
Velikost okamzité rychlosti | 7' |= Z£ je podle ofekavani rovna priimérné veli-

kosti rychlosti ¢astice (v) odvozené v ¢asti (e).

Y4

Q
Y

Obr. 2

Poznamka:
Tuto ¢ast tlohy bylo mozné fesit nejen Gvahou o rovnomérnosti pohybu, ale také
uzitim defini¢niho vztahu pro vektor okamzité rychlosti

L L P+ A)-F@) . A7
7= lim (0) = lim ] At =l A

Pro velmi mald At — 0 mZeme ve vztazich (3) a (4) zanedbat At oproti ¢

~ x Lt iy TAL o wAL
a soucasné psit sin 7 ~ T5*. Potom

Ar 27R 27
Vy = A 7 Tcos?t,
Ay 27R |, 2«
R
At ST T

Dosazenim t = 1s a t = 2 s odtud dostaneme hledané vztahy pro slozky vektort

Uy =

U1 a U2. Velikost okamZité rychlosti je pfitom v kazdém okamziku ddna vyrazem

|7 = (Jo2+0v2 = ZE



(g) V ¢&asti (e) jsme zjistili, Ze primérna velikost rychlosti nezavisi na intervalu,
v némz ji urcujeme, a plati pro ni vztah

wy="F

Na druhé strané, pro zadané intervaly [t1,1s] = [t1, 11 + nT], kde n je pfirozené
¢islo, zfejmé plati

AF=7(t)) = F(t) =0 = @ =0 = |[{@)]|=0.

Obecné je tedy

Vzorové FeSeni tlohy ¢. 2 (8 bodt)

Veli¢iny (vy), (vy), (v,) a| (¥) | prot = 1 s a At podle tabulky vypoc¢teme stejnym
zptisobem jako v predchozi tloze. Uhel «, ktery svird vektor primérné rychlosti (%)
Castice s osou z uréime napf. ze vztahu pro skalarni sou¢in vektoru () a jednotkového
vektoru @ = (1,0) ve sméru osy x:

(Vg)
| (o) |

(V) -4 = (vg) =] (V) | cosae =« = arccos

At [s] | (vg) [em.s ] (vy) [cm.s ! | (v,) [ems ] | [ (D) ] [ems™!] |« [ ©
1,000 230,00 30,00 0,00 42,43 | 135,0
0,500 17,57 42,43 0,00 45,02 | 1125
0,250 -9,13 45,92 0,00 46,82 101,3
0,125 24,61 46,82 0,00 4705 | 95,6

Slozky okamZité rychlosti v ¢ase t = 1,000 s jsou v, = 0,00 cm.s™ " av, = 47,12 cm.s™".
Potom | 7 |= 47,12 cm.s™ a oy = 90, 0°.

At [8] | (vg) —ve [ems™] | (vy) —vy [ems™] | | (@) | = | 7] [ems™!] | a—ao [ °]
1,000 -30,00 -17,12 -4,70 45,0
0,500 17,57 4,70 1,20 22,5
0,250 -9,13 -1,20 -0,30 11,3
0,125 1,61 20,30 ~0,08 5,6

Z vysledki v druhé tabulce je vidét, Ze s klesajici délkou intervalu [¢,t + At],
kde ¢ = 1 s, se snizuje rozdil primérnych a okamzitych hodnot jednotlivych veli¢in.



Tato skutecnost je pochopitelna, protoze okamzité hodnoty kinematickych velic¢in
jsou definovany jako limitni pfipady veli¢in primérnych pro At — 0.

Vzorové FeSeni tlohy ¢. 3 (5 bodn)

(a)

Rychlomér zastavi svd méfeni v pripadé, ze se kolo nepohybuje. Po kazdém
useku tedy plati

S
<U>r = ;a

kde (v), je primérné velikost rychlosti, kterou ukazuje rychlomér, s je celkova
draha ujetd na kole od zacatku vyletu a 7 je celkovy cCas jizdy od zacatku
vyletu (v 7 neni zahrnuta doba zastavek). Veli¢iny s i 7 pfitom ode¢itdme na
rychloméru.

Spravnou hodnotu primérné velikosti rychlosti na konci kazdého ¢asového tiseku
vypocteme jako podil celkové ujeté drahy s a celkového casu t od zacatku vyletu
(t nyni zahrnuje i dobu zastéavek), tj.

(v)s = 7.

Veli¢inu s pritom odecitdme na rychloméru, cas t, ktery uplynul od zacatku
vyletu, musime méfit na pomocnych stopkach, nebot 7 # t.

Predpokladame-li, ze se cyklisté v pribéhu jednotlivych tseki pohybuji rovno-
mérné, je TeSeni ¢asti (a) a (b) shrnuto v nasledujici tabulce:

()

UsEk | ¢As  [hod] | (v)y [kmh7'] | (v)s [kmh7']
1. 8:00 — 8:30 12 12
2. 8:30 — 8:45 12 8
3. 8:45 — 10:15 18 16
4. | 10:15 — 10:30 18 14
5. | 10:30 — 11:15 15 12
6. | 11:15 — 14:00 15 7
7. | 14:00 — 14:15 17 8
8. | 14:15 - 16:00 20 12
9. | 16:00 — 17:00 20 11

Spravnou hodnotu praimérné velikosti rychlosti vypoc¢teme v kazdém okamziku jako

podil celkové ujeté drahy s a doby ¢, kterd ubéhla od poéatku vyletu, tj.
s(to) +v-(t—to)
(v)s (t) = t ,

kde s (tg) je celkovd drdha ujetd do okamziku #y a v je konstantni velikost rychlosti
cyklisty v daném intervalu pocinajicim okamzikem t.




—_ —- —y —y
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(d) Celkovou drahu ujetou za ¢as t uré¢ime ze zndmého vztahu pro drihu rovnomérného
pohybu
s(t)=s(to) +v-(t—to),

kde vyznam jednotlivych veli¢in je stejny jako v pfedchozi ¢asti.
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Vzorové FeSeni tlohy ¢. 4 (6 bodn)

(a) Celkova draha, kterou cyklista urazil za 2,5 hodiny, je ¢iselné rovna obsahu plochy
omezené ¢asovou osou a grafem. Rozdélime-li tuto plochu vhodné na obdélniky a troj-
thelniky, privede rutinni geometricky vypocet k vysledku

s = 50 km.



(b) Stejnym postupem jako v predchozi ¢asti vypocteme celkové drahy ujeté do zada-
ného okamziku a jejich podélenim dobou pohybu ziskdme hledané priimérné velikosti
rychlosti. Vysledky jsou shrnuty v nasledujici tabulce:

t [1|s(®) [km]| (v)(t) [kmh™]

30 11 22
60 18 18
90 30 20
120 40 20

(c) Postupujeme stejné jako v éasti (c) tlohy €. 3. Plati

_ s(to) +v-(t —to)
t )

{v) ()

kde nyni ty = 75', z grafu v zadani je v = 20 km.h~! a po provedeni p¥islusného
vypoctu vychdzi s (tp) = 25 km. P¥imym dosazenim se zjisti, ze

(v) (75') =20 km.h !, resp.  (v)(150') =20 km.h 1,

proto je hledany graf zavislosti primérné velikosti rychlosti na ¢ase takika primkou.
Musime si v8ak uvédomit, Zze ve skute¢nosti se prumérna velikost rychlosti s ¢asem
méni — v naSem pripadé v desetinach kilometri za hodinu. Protoze ale z grafu v zadani
¢teme rychlosti s presnosti kilometrt za hodinu, nema smysl ani vypoc¢tené hodnoty
uvadét presnéji.
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©
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(d) Pramérna velikost rychlosti byla vypoétena jiz v pfedchozi ¢asti. Vychézi
(v) (150") = 20 km.h 1.

Tento idaj je soucasné urcen podilem celkové ujeté drahy a celkové doby jizdy, a proto
samoziejmé zavisi také na draze ujeté do okamziku ty = 75'.



(e)

Oznaéme A{v) = 5 km.h~! zadanou zménu primérné velikosti rychlosti za cely vy-
let, v = 20 km.h~! pivodni velikost rychlosti cyklisty v poslednim tiseku trasy a @
hledanou velikost rychlosti cyklisty v poslednim tseku trasy. Déle ozna¢me ty = 75'
a t. = 150'. Potom plati

s(to) +v-(tc —to) _ s(to) +0- (tc — to)

Afv) + i = T :

odtud

te = 30 km.h ™.

7 prubéhu vypoctu je patrné, ze ziskany tidaj nezavisi na draze, kterou cyklista ujel
do okamziku .

Vzorové reSeni tlohy ¢. 5 — prémiové

V tvodnim textu k této sérii jsme predpokladali, Ze v kazdém okamziku zname polohovy
vektor 7 (t) ¢astice. Jeho prostfednictvim jsme definovali vektor posunuti A7 a primérnou
rychlost (¥) éastice v intervalu [t,t + At] a konené také okamzitou rychlost ¥'(¢) v oka-
mziku £. Velikost vSech téchto vektorovych velic¢in ziskame tak, Ze se¢teme druhé mocniny
jejich slozek a odmocnime.

K definici zmény rychlosti, primérného zrychleni a okamzitého zrychleni budeme pti-
stupovat zcela analogicky, pouze zaménime pojem ,,polohovy vektor® za pojem ,rychlost®.

(a)

(b)

()

Zména rychlosti ¢astice v intervalu [t,¢ + At] je uréena vztahem
AT = v(t + At) — ¥(2).

Prtimérné zrychleni v intervalu [¢,t + At] je

@ = Bt + A — (1) AT
@ = At A

Velikost primérného zrychleni je dana velikosti vektoru (@), tj.

| (@) |= \/(az)? + (ay)? + (a2)2,

kde (az), (ay) a (a;) jsou slozky vektoru (@) v dané kartézské soustavé soufadnic.

Okamzité zrychleni je definovano vztahem

- LT+ A)—TF() . AT
@ = fim (@) = lim Al = lim X

Pfi rovnomérném pohybu s nenulovym okamzitym zrychlenim se méni smér vektoru
okamzité rychlosti, ale neméni se jeho velikost. Vektor okamzitého zrychleni je po-
tom v kazdém okamziku kolmy k vektoru okamzité rychlosti. Typickym piikladem
takového pohybu je rovhomérny pohyb po kruznici.

Pri primocarém pohybu s nenulovym okamzitym zrychlenim se neméni smér vektoru
okamzité rychlosti, ale méni se jeho velikost. Prikladem takového pohybu je volny
pad.

Je-li pohyb rovnomérny a pfimocary, neméni se smér ani velikost vektoru okamzité
rychlosti, a proto musi byt vektor okamzitého zrychleni v kazdém okamziku nulovy.



