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Vzorova reseni druhé série tiloh
(25 bodit)

Vzorové feSeni tlohy ¢. 1 (4 body)

Kniha na valci

Yvorw

s valcem tlakova sila N kolméa k povrchu valce a ve hibeté druha polovina knihy
silou F' (viz obrazek 1). Podminka momentové rovnovahy pro kazdou z ¢asti knihy,
formulovana vzhledem k vodorovné ose jdouci hibetem, mé tvar

[
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Soucasné plati, ze prumét sily N do svislého sméru je stejné velky, ale opa¢né orien-
tovany nez tihova sila, tj.
e
N sin 5= Fg. (2)
Ze vztahi (1) a (2) vychazi!

[ sin® % = 2R cos %. (3)

Dosadime-li cos § = +,/1 — sin2% a umocnime, dostaneme?

22* =4R*(1—2), kde 1 =sin % (4)
I'Pokud uvazujeme knihu jako celek, jsou sily ptisobici ve hibetu knihy vnitinimi silami soustavy.
V podmince silové a momentové rovnovihy pak figuruji pouze tihové sily a tlakové sily ptisobici na
jednotlivé poloviny knihy.
2Uvédomme si, ze umocnéni je zde ekvivalentni tpravou, nebot g € (0, g) a obé dvé strany
rovnice jsou proto nezaporné.




Tato rovnice pro z = sin § ma pravé jeden realny kofen v intervalu (0,1), jak je
vidét z obrazku 2, v némz jsou schematicky znézornény pribéhy funkei f (z) = 1?23
a g (r) = 4R? (1 — z) . ReSeni rovnice (4) pro konkrétni hodnoty I a R uréime napf.
numericky nebo uZitim Cardanovych vzorci?.

Obrazek 1 Obrazek 2

Vzorové feSeni tilohy ¢. 2 (10 bodi)

Kondenzator s kapalnym dielektrikem

Pti feSeni této ulohy vyjdeme z poznatku, ze ve stalé rovnovazné poloze méa sou-
stava miniméalni energii. Energie F soustavy je zde souctem energie elektrického pole
nabitého kondenzatoru Eg, potencidlni energie tthové Ep; dielektrika v levé ¢asti spo-
jené nadoby, potencidlni energie tithové Epy dielektrika v pravé ¢asti spojené nadoby
a potencialni energie tthové Eps dielektrika ve vodorovné spojovaci ¢asti. Posledni ve-
licina je vSak pfii jakékoli poloze hladin vzdy stejnda, a proto ji pfi vypoctu miniméalni
hodnoty energie soustavy nemusime uvazovat. Vyjadieme tedy jednotlivé veli¢iny ve
vztahu

E = EE + Ep1 + EPQ. (1)

Kondenzator miuzeme povazovat za dva sériové zapojené kondenzatory s kapa-
citami C'; a Cy. Mezi deskami dolniho kondenzatoru je dielektrikum, mezi deskami
horniho kondenzatoru je vzduch, jehoz relativni permitivita je ptriblizné rovna per-
mitivité vakua eg. Protoze se na hladiné dielektrika indukuje naboj +(@), plati pro
elektrostatickou energii celého kondenzatoru vztah

Q @
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kde s s
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01: 071 y 02:—1 (3)
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3Naleznete je v pfehledech matematiky, napt. Rektorys, K. a kol.: Piehled uzité matematiky nebo
Bartsch, H. J.: Matematické vzorce.



Vyznam pouzitych symbolu je ziejmy 7 obrazku 3. Dosazenim (3) do (2) dostavame

po upravach
2

= 2ees, lec —x (e — €)] - (4)

K urceni potencidlni energie tihové dielektrika zvolime hladinu nulové potencialni
energie tihové vodorovnou rovinu prochézejici dnem spojené nadoby. Potom plati

Eg

z+b z+b)?
Epy = muyg :pgsl%a (5)
2
Epy = nggngsz%a (6)

kde mq, resp. ms je hmotnost dielektrika v levé, resp. pravé ¢asti spojené nadoby, g je
tihové zrychleni a p je hustota dielektrika (vyznam ostatnich veli¢in je opét ziejmy
z obrazku 3). Vysku y hladiny dielektrika v pravé ¢asti spojené nadoby urc¢ime ze
vztahu pro celkovy objem dielektrika:

(Si+S)a=5 (x+b)+Sy = y= (S1+S82)a—5Si(z+b)

- (M

Sy
Uzitim (4) — (7) a (1) dostavame
E=FE(x)=pa®+qu+r, (8)
kde
_pgSy | pySt
pgS? 2pgS; (S1 + S2) Q?
= S1b b— — — 10
q pPgo1b + S, S, a 2605, (e —€), (10)
P9IS1 o P9512 2 pg (S +S2)2 5 pgSi(Si+52) Q%co
= b —p —_— = " — b . (11
" 2 + 252 + 252 “ SQ abm+ 2606510 ( )

Protoze p > 0, je grafem funkce E (x) parabola oteviend smérem vzhiru a funkce
E (z) nabyva svého minima v bodé vrcholu paraboly. Hledanou soufadnici z vrcholu
uré¢ime prevedenim vztahu (8) na tuplny Gtverec, tj.

2 2
E:px2+qx+r:p<x+%> +T—Z—p. (12)
Funkce E (z) tedy nabyva minima v bodé

q

=1L 13
coz po dosazeni (9) a (10) dava vysledek
28
v @5, (e—eo)+ (a—b). (14)

B 2pgeneSt (S1 + Sa)

Protoze je podle nakresu v zadani a > b, je z > 0. Soucasné ovSem pro obecny vysle-
dek (14) musime piijmout omezeni x < ¢ (pro x > ¢ by se ¢ast dielektrika nachéazela
nad horni deskou kondenzatoru, tedy mimo elektrické pole, a proto by vlivem gravi-
ta¢niho pusobeni klesala). Pokud by podle zadani bylo b > a, dielektrikum by mezi



desky kondenzatoru viibec nevystoupilo, protoze by se v pocatecnim stavu nacha-
zelo mimo elektrické pole v rovnovazné poloze stalé. VSimnéme si, ze vysledek (14)
nezavisi na polarité pole mezi deskami kondenzatoru.

Pozndmka: Parametr popisujici zménu polohy hladiny dielektrika (zde x) lze samo-
zregmé volit i jinak, napt. odecitat od piivodni rovnovdzné polohy hladin. Pocetni po-
stup je pak zcela analogicky).
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Obrazek 3

Vzorové feSeni tlohy ¢. 3 (6 bodi)
Dva pisty ve valci

Na pocatku pokusu je podle zadani tlak mezi obéma pisty roven atmosferickému
tlaku pg, a proto je pruzina nenapjatd. Uvazujme nyni — bez ohledu na konkrétni
prubéh pokusu — stav, v némz je pravy pist na konci valce a soustava je v klidu.

Ozna¢me x prodlouzeni pruziny (tj. posunuti levého pistu) a p tlak plynu uzavieného
mezi pisty (viz obrazek 4). Podminka silové rovnovahy pro levy pist ma tvar

Fy = kx =poS — pS, (1)
kde F:, je sila, jiz na pist ptisobi pruzina. Pro pravy pist podobné plati
F = poS — pS. (2)

Povazujeme-li plyn za idedlni a predpokladéame-li, Ze jeho teplota je na zacatku i na
konci pokusu stejna, vychéazi ze stavové rovnice

poH =p(2H — ). (3)
Rovnice (1) — (3) tvoii soustavu o tfech neznamych F, x a p. Jejim feSenim dostaneme
F? — F (2Hk + poS) + HkpyS =0 (4)

a odtud

o 2HEk 4 poS & VRHE + (poS)?

: o)



T 2H — z

2H

Obréazek 4

Vzorové feSeni tlohy ¢. 4 (5 bodi)

Vodovodni trubka

Uvaiujme vodorovnou ¢éast trubky zndzornénou na obrazku 5. Na tuto ¢ast pusobi

Fy = (m+ M)3g, (1)

kde M je hmotnost uvazované ¢éasti trubky, m je hmotnost v ni obsazene vody agje
vektor tthového zrychleni. Déale na ni v ohybech pitsobi tlakové sily F2 a —F2 vody,
jejiz proudéni v téchto oblastech méni smér (predpokladame, ze proudéni je ustalené).
Konecné na trubku pus0b1 okolni ¢asti potrubi silami, jejichz vyslednici oznac¢ime
F, a jejich moment M,. Ma-li byt pro vodorovnou cast trubky splnéna podmmka
silové rovnovahy, musi platit F, = F,. Pusobigt& sily F, ani vysledny moment M,
vSak nezname (tyto veli¢iny zavisi mj. na pruznosti materialu trubky). Zde budeme
pro jednoduchost predpokladat, ze ]\ng = 0 a trubka ma natolik maly prifez, ze
vektorovou ptrimku sily ﬁ[) muzeme polozit do levé stény trubky (viz obréazek 5).

Momentova rovnovaha vzhledem k vodorovné ose prochézejici levym dolnim ro-
hem trubky mé potom tvar

[
F1§ = Fylcos45°, (2)
tj.
(m+ M) g = V2F,. (3)
K urceni F pouzijeme Newtonovych zakoni. Podle zédkona akce a reakce ptisobi

voda na trubku stejné velkou, ale opacné orientovanou silou nez trubka na vodu.
Podle druhého Newtonova zédkona plati
|Ap]

F,=—— pro At—0, 4

2 At p (4)

kde Ap je zména hybnosti vody, ktera projde ohybem trubky za velmi kratkou dobu
At — 0. Predpokladejme, Ze trubka ma neménny prifez S a voda je idealni kapalinou.
Za dobu At projde kazdym z ohybi voda o hmotnosti

Am = pSvAt, (5)
kde p je hustota vody a v konstantni velikost rychlosti jejtho proudéni. Soucasné je

Ap = AmAT, (6)



kde A% je zména vektoru rychlosti proudéni po prichodu danym ohybem. Uvazujme
prichod pravym ohybem (pro levy ohyb postupujeme analogicky). Podle obrazku 6
plati

AT=10,— @, |AT]=V2v. (7)

Z (4) — (7) vychézi
Fy = /2pSv?. (8)

Dosazenim tohoto vztahu do podminky momentové rovnovahy (3) dostaneme uzitim
m = pSl, (9)

kde [ a S je délka a priifez trubky, pro rychlost proudéni vody potrubim vysledek

v = g<l+%>. (10)

Aby byla trubka vodorovna, musi v ni voda proudit rychlosti ur¢enou vztahem (10).
K jejimu vypoctu potiebujeme znat hmotnost trubky, délku a prifez trubky, hustotu
vody a tihové zrychleni.

Poznamka: Nejvetsim problémem zde bylo urceni smeéru sily Fy a ddle fakt, Ze na
velikost zmeény hybnosti md vliv zména smeéru proudéni kapaliny. Toto bylo sprdvné
rozmysleno pouze u jednoho Fesentd.

Dale se témer nikdo nezabyval prechodem od reality k modelu, tedy diskusi o piusobisti
sily Fy.

Obréazek 5 Obréazek 6

Vzorové reSeni tilohy ¢. 5 — prémiové

Nebesky vytah

Uvazujme lano o takové délce, 7e je vzhledem k neinercidlni vztazné soustavé spo-
jené se Zemi v klidu. Na lano jako celek pisobi vysledné gravitacni sila F, a vysledné
sila setrvacna odstiediva F, pro néz plati

F,+F:=0, tj. F,=F" (1)



Vsimnéme si velmi malého elementu lana o hmotnosti Am umisténého ve vzdalenosti
r od stfedu Zemé. Oznacime-li S prufez lana, p jeho hustotu a Ar délku prislusného
elementu, mé gravitac¢ni sila, ktera na element ptisobi, velikost

AF — kMAm _ kM S pAr

g ,',,2

, (2)

r2

kde k je gravitacni konstanta a M je hmotnost Zemé. Podobné sila setrva¢na odstie-
diva pusobici na element mé velikost

AF = w’rAm = w?SprAr, (3)

kde w je thlova rychlost zemské rotace. Velikost vysledné gravitacni sily, resp. velikost
vysledné sily setrvacné odstiedivé pusobici na lano ziskime sectenim sil ptisobicich
na jednotlivé elementy po celé délce lana, t;.

F,=YAF,  F=Y AF. (4)

Vztahy (2) — (4) plati tim pfesnéji, ¢im mensi elementy lana uvazujeme. Limitnim
prechodem Am — 0, resp. Ar — 0 pfechazi sumace ve vztahu (4) v integraci.
Oznacime-li R polomér Zemé a L hledanou délku lana, plati

R+L
kMSp 1 1
F= = kM (— - —) ,
g J r2 dr = rMSp R R+L (5)
e w?S
Fr = / w2Sprdr = 5 P [(R + 1) - R2] . (6)

R

Ze vztahu (5), (6) a (1) ziskime kvadratickou rovnici pro délku lana

2M B
Rw?

L? +3RL +2R? — 0, (7)

jejiz nezaporné reSeni je

. \/(3R)2 — 4 (2R2 - ZM) — 3R
_ _ .

(8)

Dosazenim hodnot R = 6,38.10° m, x = 6,7.107" N.m?kg™2, M = 6.10%* kg
aw = 2%, kde T = 24 hod, vychéazi

L = 144900 km. (9)

Porovnejme tento tidaj s polomérem [ stacionarni drahy. Pro téleso pohybujici se po
stacionarni draze tthlovou rychlosti w je gravitacni zrychleni zrychlenim dostiedivym,

proto
M M
Wl="5 = 1= {55 = 42400 kin, (10)
W

Vidime tedy, 7Ze lano musi skute¢né sahat daleko za stacionarni drahu.

Odhadnéme maximélni napéti v lané. Napéti o () v misté ve vzdélenosti x od
stfedu Zemé vyvolava vyslednice gravitacni sily a sily setrva¢né odstredivé pusobici



na ¢ast lana o délce L — x (podle pokynu v zadani zanedbavame gravitaéni pusobeni
jednotlivych ¢asti lana na sebe). Plati

R+x

kMSp 1 1
ng—}z = dr-nMSp(E—Rjo), (11)
R+x 9
S
Fr. = /wZSprdr:w p[(R+x)2—x2]. (12)
R

Napéti v lané je tedy v zavislosti na x urceno vztahem

F,. — F: 1 1 w?p
— |fer — Tox Mol= — _
7 (@) ‘ S " p(R R—l—x) 2

(R+2)° - R, (13)

Vypoctem prvni a druhé derivace se presvédéime, ze funkce o () nabyva lokalniho

maxima v bodé
o = 1= = 49400 1. (14)
w2

Dosazenim této hodnoty a hustoty oceli p = 8000 kg.m 2 do vztahu (13) vychézi pro
maximalni napéti v lané
Tmax = 390000 MPa, (15)

coz je téméi dvéstékrat vétsi hodnota nez mez pevnosti oceli o, = 2000 MPa. Po-
znamenejme jesté, ze o (0) = o (L) = 0, tj. lano nebude pusobit zadnou silou na
Zemi.

Zaveérem si — alespon kvalitativné — v§imneme nebeského vytahu. Realizovat jej
miizeme dvémi spojenymi télesy o hmotnostech my, my (viz obrazek 7), jejichz vzda-
lenost je takova, aby velikost vysledné sily setrvacné odstiedivé pusobici na soustavu
presahla velikost vysledné sily gravitacni. Pohyb téles vSak nezle jednoduse matema-
ticky popsat, protoze velikost vysledné sily se v priubéhu pohybu méni. Soucasné je
nutno uvazovat také vliv sily setrvacné Coriolisovy, kterd je kolma na vektor thlové
rychlosti Zemé a na vektor rychlosti obou téles.

stacionarni
draha
my mo
Zemé
lano
Obréazek 7



