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Vzorové reseni druhé série uloh
(25 bod)

Vzorové feSeni dlohy ¢.1 (6 bodu)

Stavba majky

Aby se mdjka zvedala, musi byt moment tahové sily lana F vzhledem k ose otdeni v&t3{ nez
moment tthové sily Fg = mg. Osa otaceni pfitom prochdzi bodem dotyku méjky se zemi.
Podminka rovnovdhy momenta sil vzhledem k této ose mé tvar

mg%cosa: Flsin 3, (D)

kde (3 je thel, ktery svird tazné lano s majkou (obrazek 1). Oznaéme déle vy thel, ktery svira
usecka o délce ¢ = v/a? + b? s vodorovnou rovinou. Uzitim sinové véty dostavame

L c , ¢sin(m—a—7)
= = 2
sin(m —vy—«a) sinf = sinp L ’ )
délku L vyjadiime prostfednictvim kosinové véty vztahem
L:\/l2+02—210(:0s(7r—a—fy). 3)

B

Obrazek 1




f]pravou rovnic (1) — (3) a dosazenim za ¢ vychazi

2F Va? + b2 sin (1 — a — 7)

cosa = — : “)
myg \/l2 +a? +b? —21v/a? + b cos (m — a — )

Z této rovnice jiz vypocteme (napi. numericky nebo uZzitim vhodného pocitacového programu)
hledany thel .. Dosazenim zadanych hodnot vychazi

tanvz% = v =16,7°

a=33,5°.
Z rovnice (1) je patrné, Ze pro o > 33, 5° je tahova sila lana vzdy mensi nez jeji maximalni
ptipustnd hodnota.
Pozndmka: Ocetiujeme tvurci piistup k feseni dlohy. Je vidét, Ze prace s pocitaci a grafy vam
neni cizi.

Vzorové feSeni dlohy ¢.2 (6 bodu)

Vzduchoplavec

Nejprve se podivejme na model, ktery pro fyzikalni popis balénu pouzijeme. Jak kazdy urcité
vi, balon leti diky tomu, Ze uvnitf je horky vzduch, ktery mé niZsi hustotu nezZ vzduch vné. Pro
nas odhad vyjdeme z piedpokladu, Ze vzduch uvnitt balénu je v rovnovdzném stavu, tzn. ma
vsude stejny tlak a teplotu. MiZeme pro néj tedy pouzit stavovou rovnici

pV =nkT . (D

Kdyby vzduch v balénu nebyl ohiivan, mél by stejnou teplotu jako okoli, tj. —3°. Po zazehnuti
horaki se v§ak vzduch uvniti balénu rozpina a prebyte¢ny vzduch unikd ven az do ustaveni
rovnovahy. Tlak v baloénu je potom zfejmé roven okolnimu tlaku (v opa¢ném piipadé by totiz
dochézelo k proudéni vzduchu z balénu nebo do balénu). Objem balénu Ize rovnéZz povazovat
za konstantni, proto

nkT = Konst . 2)

Vynédsobime-li nyni tento vztah moldrni hmotnosti plynu a vydélime objemem, mame o71" =
konst, neboli

Ouvnit¥ Tuvnitf = Ovenku Tvenku . (3)
Ted uz jen porovname velikost vztlakové a tihové sily ptisobici na bal6n:
Foztiakova = Fimovas b V 0venku § = mg + V 0unitr 9 - “4)
Ze vztaht (3) a (4) vychazi pro teplotu vzduchu uvnitf balénu

Ovenku
Tuvnitf — <venku pr (5)
Ovenku — v



Uzitim MFChT odhadneme, 7e Ovenxu = 1 kg.m™3, teplotu dosadime v kelvinech. Zadan4
vnéjsi teplota je 270 K, teplota vzduchu uvnitf balénu je tedy 350 K, tj. pfiblizné 80°C.
V naSem balénu by se proto vzduchoplavec ohtdl, a to az pfiliS. Navic by se nejspiS priotravil
oxidem uhelnatym z hofaku. Proto pro néj bude lepsi ztstat v kosi.

Zavérem dodejme, Ze vzduchoplavec neciti foukat vitr, protoze jeho balén se pohybuje spolu
s okolnim vzduchem.

Pozndmka: NeEkteti z vas pouzili pfi feSeni tlohy vztahu z MFChT pro hustotu suchého
vzduchu p pfi tlaku p a teploté ¢ (zadané ve stupnich Celsia)

__& P
1+7tpy’

kde 0o = 1,276 kg.m 3, py = 10° Pa a v =0,00366 K !. Pfesvédlte se, Ze tento vztah je
disledkem stavové rovnice plynu.

Vzorové feSeni dlohy ¢.3 (5 bodu)

Hrabé

Nejprve si udélejme jasno v oznaceni: m bude hmotnost hrabi, A/ hmotnost experimentétora,
[ délka nasady hrabi, d délka hrabacich hiebi a h vySka experimentatora.

K feSeni dlohy pouZijeme zdkona zachovani mechanické energie. Hladinu nulové tthové
potencidlni energie zvolime tak, aby byla potencidlni energie volné lezicich hrabi nulova. Pred
uvolnénim hrabi pak bude energie soustavy ,.hrdbé+experimentator stojici na hfebech* rovna
potencidlni energii experimentatora, tedy M g (d + %)

Ozna¢me w thlovou rychlost hrabi v okamziku, kdy dopadaji na nos experimentétora.
Nésada hrabi ma kinetickou energii

1 1

§Jw2, J = gml2, (1)
kde J je moment setrvacnosti ndsady vzhledem k ose k ni kolmé prochézejici jejim krajnim
bodem. Potencidlni energie ndsady je v tomto okamziku mgé. Experimentator ma potencialni
energii M g%, nesmime ale zapomenout, Ze ma také energii kinetickou. Pohybuje se totiZ na
hrabacich hfebech, které se, stejné jako kazda jinad Cast hrabi, otdceji thlovou rychlosti w.
V okamziku, kdy mu hrabé nardzeji na nos, se experimentator pohybuje rychlosti d w a jeho
kinetickd energie je
1
§Md2w2 . (2)
Rovnice, kterd vyjadiuje zdkon zachovani mechanické energie soustavy ,,hridbé+experimen-
tator*, ma tedy tvar

h [ 1 1 h 1
Mgld+=|=mg=+ = - —ml*w? + Mg— + ~Md*w?
g<+2> m92+2 3mw+ 92+2 w”, 3)

jehoz upravou dostaneme

_ l _
w:JMgd mgs; _\/39(2Md mil) @)

sml® + IMd> ml? + 3M d?



Po dosazeni &iselnych hodnot vychdzi w = 10s~!. Rychlost libovolného bodu hrébf je rovna

soucinu thlové rychlosti a vzdalenosti od osy otdceni. Proto bod, ktery je ve vysi experimen-

tdtorova nosu, ma rychlost w - 1,8 m = 18 m.s L.

Vzorové feSeni dlohy ¢. 4 (8 bodu)

Z lepsi spolecnosti

Pokud jste si pokus sami vyzkousSeli, vite, Ze je tfeba papir zpod hrnku co nejrychleji ,,vySkub-
nout®. Co to znamena fyzikalné? Podivejme se na pohyb hrnku z hlediska soustavy spojené

s papirem. Trhnutim ud€lujeme papiru vici stolu nenulové zrychleni A. Vztazna soustava
spojend s papirem je tedy neinercidlni a pohybova rovnice hrnku ma tvar

mid, =mj+ R+ F, + F* (1)

kde m je hmotnost hrnku, @, je zrychleni hrnku vi¢i papiru, F, je tireci sila a F* je setrvacnd
sila (obrazek 2). ProtoZe se hrnek ve sméru osy y nepohybuje, plati

R=mg. )

<

X

Obrazek 2

Pokud je hrnek vici papiru v klidu (@, = 0), plyne z pohybové rovnice (1) pro velikost
(statické) tfeci sily
Fiy=mA. 3)

Bude-li se velikost zrychleni papiru zvétSovat, poroste i velikost statické tieci sily, a to az do
maximalni mozné hodnoty, kterd je dana vztahem

Fismax = Rfo =mgfo, 4)

kde fy je koeficient statického tfeni. Po pfekroceni této hodnoty je tfeci sila dynamickou tfeci
silou, md stalou velikost F1 4 = Rf, kde f je koeficient dynamického tfent, a hrnek se vici
papiru pohybuje se zrychlenim o velikosti

Rf

ap=—A+—"=-A+gf. (5)

V soustavé spojené se stolem ma potom pohybova rovnice hrnku tvar



mds =mg+ R+ Fiq, (6)

z n&jz pro velikost zrychleni hrnku vici stolu plyne

_ B

m

af. (7

Qs

Abychom tedy papir zpod hrnku vytdhli, musime papiru udélit zrychleni A > g fy. Kdyz
navic pro toto zrychleni bude platit A > ¢ f, pfi vytaZeni papiru zpod hrnku posun hrnku vici
stolu stézi postiehneme. Tak je tomu i v pfipadé varietniho umélce a prostfeného stolu.

Vzorové reSeni tlohy ¢. 5 — prémiové

Led v PET lahvi

Nejprve provedeme teoreticky rozbor situace. Déj, ktery pozorujeme, jsou tlumené kmity
fyzického kyvadla. Ulohu vsak pro jednoduchost budeme Fesit pfi zanedbani tlumeni a dale
za predpokladu malych vychylek kyvadla. O kyvadle budeme pfedpokladat, Ze je homogenni.
Oznacme o ploSnou hustotu prifezu kyvadla, tj. ¢ = pl, kde p je hustota (v naSem piipad¢€)
ledu a [/ je délka lahve (véalcové naddoby), v niZ jsme vodu mrazili.

VyfeSme tlohu nejprve pro vysky usee h = Ra h = 2R.

Pro h = 2R je kyvadlem vilec. Ten je samozfejmé pro libovolné natoceni ve stabilni
poloze, a proto k Z4dnym kmitdm nedojde, tj. w(2R) = 0s~ L.

fng

Obrazek 3

Vypocet provedeme v polarnich soufadnicich [r, ] (obrazek 4). Plati:

Jor (rsing) odV _ Jis) (rsin ¢) odS

m m

1 s R 2
:—0/ / rsingdrdg = ZZRP . (1)
m Jo Jo m3

T =



Obrazek 4

Moment setrva¢nosti kyvadla vzhledem k ose symetrie ldhve je ddn vztahem

T rR 1
J:/ TQQdV:/ T2O'dS:O'/ / r3drd¢ = —onR*. 2)
V) (5) o Jo 4

Je diilezité uvédomit si, kolem které osy se bude kyvadlo otacet — je to pravé misto dotyku
s podlozkou. Moment setrvacnosti kyvadla vzhledem k této ose je podle Steinerovy véty

1 1 3
Jo=J+mR* = ZOWR4 + §J7rR4 = Zer‘l. 3)
Pohybové rovnice kyvadla ma tvar

M = J, 4)

kde M je moment tithové sily vzhledem k bodu dotyku s podlozkou a £’ je thlové zrychleni
kyvadla, skaldrné tedy

. 3 4 dQSO
—mgrT sin p = Zer 1w 5
Po dosazeni za 1 a po Upravé dostdvame
Te 89 (©)
a2 T 9xRY T

kde jsme vyuZzili pfedpokladu malych vychylek sin ¢ ~ . Ziskali jsme tak rovnici netlume-
ného harmonického oscilatoru. Koeficient u ¢ je druhou mocninou dhlové frekvence malych

netlumenych kmitd, tj.
| 8¢
R) =/ ——. 7
w(F) IR )

Nyni pfistoupime k obecnému fesSeni tilohy. Pro vypocet veli¢in popisujicich homogenni
kyvadlo zvolme pravouhlou soustavu soufadnic s pocatkem v ose 1dhve, v niZ se voda mrazila
(obrazek 5).
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Obrazek 5

¢ Vypocet momentu setrvacnosti kyvadla:

J= ( r’odV

R
25 h—R h—R
ok 3 Gl YRR VR VT 8
3 ( . ydy+2] Yy y~dy (®)

Pocitejme kazdy z integralti samostatné. PouZzijeme-li substituciy = Rsint,jedy = Rcostdt
a pro prvni z nich dostdvame:

/,/32_y2dy:RZ/\/l—sithcostdt

= R? / cos* t dt
1 1
= R2/ (50052t+ 5) dt
1 1
1 1
= R? <§ sint cost + 515)
1
=5 <R sinty/ R? — R?sint + R2t>
1
=3 (y\/R2 — y2 + R*arcsin %) ) 9
Nyni vyfesime druhy integrél. PouZijeme stejnou substituci jako v pfedchozim vypoctu:

/yQ\/R2—y2dy :R4/sin2t\/1—sin2t costdt

7



= R4/sin2t0052tdt
R4
=T /(2 sint cost)? dt

4
= R—/sin2 2t dt

4 1
= }jl <§ — §cos4t> dt
R? 1
=7 <2t — gsm4t>
RrR* R
= ?t BT sin 2t cos 2t
R4 R4
= ?t - gsmtcost(l — 2sin?t)
R : 2 2 s 2
= ?t - gRsmt R? — R?sint (R — 2R*sin” t)
4
1
= % arcsin % - gy\/RQ — 2 (R* — 2¢7). (10)
Celkem tedy dostdvame:
9 h—R
=0 (RQ[ (waﬁ-—y +<R2au$uy%>}_R n
R! .Y 1 9 9 (P2 2 "
+2 5 aresin & — gy\/R —y?2 (R* — 2y°)
-R

:%mw—mV%R—M—%m—RN%R—mf”+

_R
+%mmmm - +%R%. (11)

Opét provedeme korekci Steinerovou vétou na skutecnou osu, kolem které se kyvadlo ot4ci.
K tomu pottebujeme vyjadiit hmotnost kyvadla:

m= / odV

h—R
—0/ \/RQ_dxdy

h—R
=20 [ R yd
o y? dy
1
= 205 [y\/RQ — 92 + R?arcsin %} .
=0 <(h — R)V2hR — h? + R? arcsin h=

kde jsme vyuzili jiz dfive vypocteného integralu. Moment setrvacnosti kyvadla vzhledem
k okamZzité ose otdCeni je tedy

J() = J+ mR2
h—
- gaRz(h — R)V2hR — h? — %(h - R) (QhR — h2)3/2 + 20R4 arcsin

h—R

R+R%>, (12)

R 3
+ ZoR'r

4
13)




Poznamka: Vysledky uvadime ve stejném tvaru, do kterého je upravi program na symbolické vypocty
Maple.

Zavislost momentu setrvacnosti na vysce usece h je zndzornéna na nésledujicim grafu:

J/(sigma*R)

0" 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
h/R

Pohybova rovnice kyvadla m4 tvar
M = JyZ, (14)

tedy

d2_<,0 N d?p  gmry
de? dt? Jo
kde jsme opét uzili aproximace malych vychylek sin ¢ & ¢. Koeficient u ¢ je druhou mocninou
uhlové frekvence malych netlumenych kmitt kyvadla. K jejimu vyjadfeni ndm zbyva vypocitat
vyraz mrr. K tomu rozdélime priifez kyvadlem na kruhovou vysec¢ a na trojihelnik (obrazek 6).

¢ =0, 15)

—mgrrsinp = Jg

Y
R

&V

Obrazek 6



Vv

Vime, Ze té€zisté trojihelniku lezi na té€Znici ve vzdalenosti % délky téZnice od vrcholu, ze
kterého pfislusna téznice vychazi. Proto (opét v polarnich soufadnicich)

Joy (rsing) odV

mre=m
m
Jis) (rsing) o dS
=m
m

R -3 2
- 20/0 /mnh}R r2sin¢)d¢dr—a§(h—R)\/R2 —(h—R?2(h—R)

2 h — 2
= gUR3 cos arcsin RR - §O(h — R)*V2hR — h?

2 h — 2
= gUR?’\/l — sin? arcsin RR - ga(h — R)>V2hR — h?

2 h—R\® 2 )
= JoR\[1— (=%—] —3o(h— R)*V2hRE — 12

3
2

= ga (2hR - hQ) (16)

Vysledny vztah pro thlovou frekvenci kmitu tedy je tedy

3
2 (2hR — h?)?

w(R) = .
(R) \lggRQ(hR) 2hR — 12 — L(h — R) (2hR — h?)*” 4+ 3 R4 arcsin 222 4 3 Riy

a7)

Zavislost tuhlové frekvence kmitli na vysSce tseCe h je znazornéna na nasledujicim grafu (na
svislé ose jsou vyneseny hodnoty vyrazu wy/R/g):

0" 02 04 0608 1 12 14 16 1.8 2
h/R
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Pro ovéfent teoretickych vysledki jsme provedli nékolik méfeni zpisobem popsanym v zadan{
ulohy (zmrazeni vody v ldhvi). V grafické podobé jsou zachyceny kiizky v grafu. Naméiené
hodnoty a jim odpovidajici teoretické hodnoty jsou pro porovnéani uvedeny v tabulce:

h/R 0,77 | 1,00 | 1,38 | 1,63

Texp sl || 0,7 1 08 | 1,0 | 14

Tieor [s] || 0,60 | 0,68 | 0,86 | 1,07

K experimentu jsme pouzili lehkou plastovou ldhev o priméru 2R = 6,5 cm. Na zakladé
teoretického vztahu je mozné soudit, Ze maly polomér nebude vhodny, nebot’ ocekdvand
frekvence kmitd bude velkd, a tudiZ perioda kmitd mala. To se skute¢né potvrdilo. Méfeni
nebylo snadné a hodnoty jsou jisté dosti nepiesné. Navic se ukdzalo, Ze zasadni roli hraje odpor
prostiedi, ktery jsme u teoretického vypoctu zanedbali. Kmity télesa se proto velmi rychle
utlumi. Presto v§ak naméfené hodnoty ,.kopiruji* tvar teoretické kiivky. Navic experimentalni
hodnoty periody vychazeji vétsi nez teoretické, coz odpovida projevu odporu prostredi. D4 se
tedy fici, Ze ob€ zavislosti (teoretickd i experimentélni) jsou kvalitativné shodné.
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