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Vzorové řešenı́ druhé série úloh
(25 bodů)

Vzorové řešenı́ úlohy č. 1 (6 bodů)

Stavba májky
Aby se májka zvedala, musı́ být moment tahové sı́ly lana

��
vzhledem k ose otáčenı́ většı́ než

moment tı́hové sı́ly
�������� �� . Osa otáčenı́ přitom procházı́ bodem dotyku májky se zemı́.

Podmı́nka rovnováhy momentů sil vzhledem k této ose má tvar� � 	
������� ��� 	 ��������� (1)

kde � je úhel, který svı́rá tažné lano s májkou (obrázek 1). Označme dále � úhel, který svı́rá
úsečka o délce � ���  "!$#&%'! s vodorovnou rovinou. Užitı́m sinové věty dostáváme(�����*),+.- � -/�$0 � ������1� �32 ������� �4� �����5)6+7-8�9- � 0( � (2)

délku
(

vyjádřı́me prostřednictvı́m kosinové věty vztahem(8�;: 	 !�# � ! - 
 	 � ����<),+.-/�9- � 0>= (3)
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Úpravou rovnic (1) – (3) a dosazenı́m za ? vycházı́@�A�B�CEDGFIHJLK M N"O�PRQ'O B�S�T*U,V.W/C7WYX3Z[ \ O P&N O P&Q O W F \ M N O P&Q O @�A�B]U,V.W8C9WYX3Z_^ (4)

Z této rovnice již vypočteme (např. numericky nebo užitı́m vhodného počı́tačového programu)
hledaný úhel C . Dosazenı́m zadaných hodnot vycházı́`'a TbX.D N Q D3c X ^DedgfihkjIl
a C ^D�m�mihkn l ^
Z rovnice (1) je patrné, že pro C�o;m�mihkn l je tahová sı́la lana vždy menšı́ než jejı́ maximálnı́
přı́pustná hodnota.

Poznámka: Oceňujeme tvůrčı́ přı́stup k řešenı́ úlohy. Je vidět, že práce s počı́tači a grafy vám
nenı́ cizı́.

Vzorové řešenı́ úlohy č. 2 (6 bodů)

Vzduchoplavec

Nejprve se podı́vejme na model, který pro fyzikálnı́ popis balónu použijeme. Jak každý určitě
vı́, balón letı́ dı́ky tomu, že uvnitř je horký vzduch, který má nižšı́ hustotu než vzduch vně. Pro
náš odhad vyjdeme z předpokladu, že vzduch uvnitř balónu je v rovnovážném stavu, tzn. má
všude stejný tlak a teplotu. Můžeme pro něj tedy použı́t stavovou rovnicip>q Dsrutwv ^ (1)

Kdyby vzduch v balónu nebyl ohřı́ván, měl by stejnou teplotu jako okolı́, tj. W�m l . Po zažehnutı́
hořáků se však vzduch uvnitř balónu rozpı́ná a přebytečný vzduch uniká ven až do ustavenı́
rovnováhy. Tlak v balónu je potom zřejmě roven okolnı́mu tlaku (v opačném přı́padě by totiž
docházelo k prouděnı́ vzduchu z balónu nebo do balónu). Objem balónu lze rovněž považovat
za konstantnı́, proto rutwvsDsxyA�TzB ` ^ (2)

Vynásobı́me-li nynı́ tento vztah molárnı́ hmotnostı́ plynu a vydělı́me objemem, máme { v;D| A�TzB ` , neboli {~}������ ��� v }������ ��� D {���������} v ��������} ^ (3)

Ted’už jen porovnáme velikost vztlakové a tı́hové sı́ly působı́cı́ na balón:H ���,��� ��������� D H ��� ������� h `�� ^ q {���������} K D JLK P q {~}������ ��� K ^ (4)

Ze vztahů (3) a (4) vycházı́ pro teplotu vzduchu uvnitř balónuv }������ ��� D�v ��������} {���������}{���������} W�� � ^ (5)
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Užitı́m MFChT odhadneme, že �~����������� ¢¡ kg.m £¥¤ , teplotu dosadı́me v kelvinech. Zadaná
vnějšı́ teplota je 270 K, teplota vzduchu uvnitř balónu je tedy 350 K, tj. přibližně ¦�§i¨'© .
V našem balónu by se proto vzduchoplavec ohřál, a to až přı́liš. Navı́c by se nejspı́š přiotrávil
oxidem uhelnatým z hořáků. Proto pro něj bude lepšı́ zůstat v koši.
Závěrem dodejme, že vzduchoplavec necı́tı́ foukat vı́tr, protože jeho balón se pohybuje spolu
s okolnı́m vzduchem.

Poznámka: Někteřı́ z vás použili při řešenı́ úlohy vztahu z MFChT pro hustotu suchého
vzduchu � při tlaku ª a teplotě « (zadané ve stupnı́ch Celsia)�   �g¬¡®8¯ « ªª°¬1±
kde �g¬  ²¡ ±k³�´Iµ kg.m £¥¤ , ª°¬  ¢¡ §I¶ Pa a ¯ =0,00366 K £°· . Přesvědčte se, že tento vztah je
důsledkem stavové rovnice plynu.

Vzorové řešenı́ úlohy č. 3 (5 bodů)

Hrábě

Nejprve si udělejme jasno v označenı́: ¸ bude hmotnost hrábı́, ¹ hmotnost experimentátora,º
délka násady hrábı́, » délka hrabacı́ch hřebů a ¼ výška experimentátora.

K řešenı́ úlohy použijeme zákona zachovánı́ mechanické energie. Hladinu nulové tı́hové
potenciálnı́ energie zvolı́me tak, aby byla potenciálnı́ energie volně ležı́cı́ch hrábı́ nulová. Před
uvolněnı́m hrábı́ pak bude energie soustavy „hrábě+experimentátor stojı́cı́ na hřebech“ rovna
potenciálnı́ energii experimentátora, tedy ¹�½¿¾�» eÀÁIÂ .

Označme Ã úhlovou rychlost hrábı́ v okamžiku, kdy dopadajı́ na nos experimentátora.
Násada hrábı́ má kinetickou energii¡³ Ä Ã Á ± Ä   ¡Å ¸ º Á ± (1)

kde
Ä

je moment setrvačnosti násady vzhledem k ose k nı́ kolmé procházejı́cı́ jejı́m krajnı́m
bodem. Potenciálnı́ energie násady je v tomto okamžiku ¸L½1ÆÁ . Experimentátor má potenciálnı́
energii ¹�½ À Á , nesmı́me ale zapomenout, že má také energii kinetickou. Pohybuje se totiž na
hrabacı́ch hřebech, které se, stejně jako každá jiná část hrábı́, otáčejı́ úhlovou rychlostı́ Ã .
V okamžiku, kdy mu hrábě narážejı́ na nos, se experimentátor pohybuje rychlostı́ »ÇÃ a jeho
kinetická energie je ¡³ ¹�» Á Ã Á � (2)

Rovnice, která vyjadřuje zákon zachovánı́ mechanické energie soustavy „hrábě+experimen-
tátor“, má tedy tvar¹�½ÉÈ�»  ¼ ³3Ê   ¸L½ º³  ¡³¿Ë ¡Å ¸ º Á Ã Á  ¹�½ ¼ ³  ¡³ ¹�» Á Ã Á ± (3)

jehož úpravou dostaneme

Ã   ÌÍÍÎ ¹�½i»*Ï8¸L½®ÆÁ·Ð ¸ º Á  ·Á ¹�» Á  ÒÑ Å ½yÓ ³ ¹�»*Ï8¸ º�Ô¸ º Á  Å ¹�» Á � (4)
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Po dosazenı́ čı́selných hodnot vycházı́ ÕRÖØ×gÙÇÚ�Û°Ü . Rychlost libovolného bodu hrábı́ je rovna
součinu úhlové rychlosti a vzdálenosti od osy otáčenı́. Proto bod, který je ve výši experimen-
tátorova nosu, má rychlost ÕYÝ�×�Þ'ßÇàáÖ;×gßÇà.â ÚãÛ°Ü .
Vzorové řešenı́ úlohy č. 4 (8 bodů)

Z lepšı́ společnosti

Pokud jste si pokus sami vyzkoušeli, vı́te, že je třeba papı́r zpod hrnku co nejrychleji „vyškub-
nout“. Co to znamená fyzikálně? Podı́vejme se na pohyb hrnku z hlediska soustavy spojené
s papı́rem. Trhnutı́m udělujeme papı́ru vůči stolu nenulové zrychlenı́ äå . Vztažná soustava
spojená s papı́rem je tedy neinerciálnı́ a pohybová rovnice hrnku má tvaræ äç�è Ö æ äéëê äì ê äíuî ê äí*ï Þ (1)

kde æ je hmotnost hrnku, äç"è je zrychlenı́ hrnku vůči papı́ru, äíuî je třecı́ sı́la a äí ï je setrvačná
sı́la (obrázek 2). Protože se hrnek ve směru osy ð nepohybuje, platı́ì Ö æLé â (2)

−mA
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x

Obrázek 2

Pokud je hrnek vůči papı́ru v klidu ( äçwè Ö äÙ ), plyne z pohybové rovnice (1) pro velikost
(statické) třecı́ sı́ly íuî�ñ ò Ö æ å â (3)

Bude-li se velikost zrychlenı́ papı́ru zvětšovat, poroste i velikost statické třecı́ sı́ly, a to až do
maximálnı́ možné hodnoty, která je dána vztahemíuî�ñ ò6ó"ô6õ Ö ìëöø÷ Ö æLé öø÷ Þ (4)

kde
öø÷

je koeficient statického třenı́. Po překročenı́ této hodnoty je třecı́ sı́la dynamickou třecı́
silou, má stálou velikost

í<î�ñ ù Ö ìëö
, kde

ö
je koeficient dynamického třenı́, a hrnek se vůči

papı́ru pohybuje se zrychlenı́m o velikostiç�è Ö;ú å ê ìëöæ Ö;ú å ê8é ö â (5)

V soustavě spojené se stolem má potom pohybová rovnice hrnku tvar
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ûYüý�þ�ÿ�û/ü��� ü� � ü����� 	�

(6)

z nějž pro velikost zrychlenı́ hrnku vůči stolu plyneý�þ]ÿ ���û ÿ� ��� (7)

Abychom tedy papı́r zpod hrnku vytáhli, musı́me papı́ru udělit zrychlenı́ ��� � ��� . Když
navı́c pro toto zrychlenı́ bude platit ��� � � , při vytaženı́ papı́ru zpod hrnku posun hrnku vůči
stolu stěžı́ postřehneme. Tak je tomu i v přı́padě varietnı́ho umělce a prostřeného stolu.

Vzorové řešenı́ úlohy č. 5 – prémiové

Led v PET láhvi

Nejprve provedeme teoretický rozbor situace. Děj, který pozorujeme, jsou tlumené kmity
fyzického kyvadla. Úlohu však pro jednoduchost budeme řešit při zanedbánı́ tlumenı́ a dále
za předpokladu malých výchylek kyvadla. O kyvadle budeme předpokládat, že je homogennı́.
Označme � plošnou hustotu průřezu kyvadla, tj. � ÿ���� , kde � je hustota (v našem přı́padě)
ledu a � je délka láhve (válcové nádoby), v nı́ž jsme vodu mrazili.

Vyřešme úlohu nejprve pro výšky úseče � ÿ � a � ÿ�� � .

Pro � ÿ�� � je kyvadlem válec. Ten je samozřejmě pro libovolné natočenı́ ve stabilnı́
poloze, a proto k žádným kmitům nedojde, tj. �! � ��" ÿ�#%$'&)( .

Zajı́mavějšı́ situace nastává pro � ÿ � , tedy pro půlválec. Za souřadnici popisujı́cı́ polohu
kyvadla zvolme úhel * (obrázek 3).

+-,.
//

Obrázek 3

Vypočtěme nejprve vzdálenost těžiště (tj. středu hmotnosti) 0�1 kyvadla od osy láhve.
Výpočet provedeme v polárnı́ch souřadnicı́ch 2 0 
43)5 (obrázek 4). Platı́:

061 ÿ�798;:=<  >0 $@?BA 3C" �EDGFû ÿH748;IJ<  >0 $@?BA 3C" � DGKû ÿMLû �ONQP� NSR� 0JT $@?BA 3 D 0 D 3 ÿ �û �U �!VW� (1)

5



x
Φ

dS
r

y

Obrázek 4

Moment setrvačnosti kyvadla vzhledem k ose symetrie láhve je dán vztahemXZY�[]\;^=_J`Ja'bEcGdeYf[J\;gJ_J`Jaih�cGjkYh�[Qlm [Snm `JoGcp`qcGrsYutv hCwWxzyE{ (2)

Je důležité uvědomit si, kolem které osy se bude kyvadlo otáčet – je to právě mı́sto dotyku
s podložkou. Moment setrvačnosti kyvadla vzhledem k této ose je podle Steinerovy větyX m Y|X~}-�sx!a�Y tv hCwWxzy%} t� hCwWxzy�Y��v hCwWxzyE{ (3)

Pohybová rovnice kyvadla má tvar ���Y|X m ���� (4)

kde
��

je moment tı́hové sı́ly vzhledem k bodu dotyku s podložkou a
�� je úhlové zrychlenı́

kyvadla, skalárně tedy � �~��`6�z�@�B����Y �v hCwWxzy c a �c�� a { (5)

Po dosazenı́ za
`'�

a po úpravě dostávámec a �c�� a }�� �� wWx ��Y�� � (6)

kde jsme využili předpokladu malých výchylek
�@�B���k���

. Zı́skali jsme tak rovnici netlume-
ného harmonického oscilátoru. Koeficient u

�
je druhou mocninou úhlové frekvence malých

netlumených kmitů, tj. �!� x��%Ye� � �� wWx { (7)

Nynı́ přistoupı́me k obecnému řešenı́ úlohy. Pro výpočet veličin popisujı́cı́ch homogennı́
kyvadlo zvolme pravoúhlou soustavu souřadnic s počátkem v ose láhve, v nı́ž se voda mrazila
(obrázek 5).
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Obrázek 5§ Výpočet momentu setrvačnosti kyvadla:¨ª©f«J¬;=®]¯J°'±E²G³© « ¬;´J®J¯ °¶µ ²G·
© «¹¸'º�»º�» «~¼ »�½¾ºÀ¿i½º ¼ » ½ ºÀ¿ ½ µ�ÁÃÂG°ÅÄ-Æ�°¶Ç ² Â ² Æ©ÉÈ µÊ « ¸'º�»º�» Á�Ë!°qÄ È Æ�°4Ç4Ì Ë °�Í Æ ° ² Æ© È µÊÏÎ Ë °C« ¸'º�»º�» Ì Ë ° Í Æ ° ² ÆÐÄ È « ¸'º�»º�» Æ °'Ì Ë ° Í Æ ° ² ÆÀÑ|Ò (8)

Počı́tejme každý z integrálů samostatně. Použijeme-li substituci
Æ © ËÔÓ@ÕBÖ�×

, je
² Æ © ËÙØ6ÚÛÓ)× ² ×

a pro prvnı́ z nich dostáváme:«�Ì Ë °ÜÍ Æ ° ² Æ © Ë!°C« Ì Ý Í Ó@ÕBÖ ° ×�Ø6ÚÛÓp× ² ×© Ë!°C«ÞØ6ÚÛÓ@°)× ² ×© Ë!°C«Hß ÝÈ Ø6ÚÛÓ È ×WÄ ÝÈGà ² ×© Ë!° ß Ýá Ó@ÕBÖ È ×�Ä ÝÈ × à© Ë!°âß ÝÈ Ó@ÕBÖ�×�Ø6ÚÛÓ)×�Ä ÝÈ × à© ÝÈ ßJËÔÓ@ÕBÖ�× Ì Ë ° Í Ë ° Ó@ÕBÖ ° ×�ÄãË!°@× à© ÝÈ ß�Æ=Ì Ë ° Í Æ ° ÄãË!°=ä]å@Ø6Ó@ÕBÖ ÆË à Ò (9)

Nynı́ vyřešı́me druhý integrál. Použijeme stejnou substituci jako v předchozı́m výpočtu:«ÞÆ�°6Ì Ë °ÜÍ Æ °Gæ Æ © Ëzçè«ÞÓ@ÕBÖp°)× Ì Ý Í Ó@ÕBÖ ° ×�Ø6ÚÛÓp× ² ×
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é�êzëèìÞí@îBïpð)ñ�ò6óÛí@ð)ñ�ô�ñé ê ëõ ì÷öùøÅí@îBï�ñ�ò6óÛípñ@úûðGô�ñé ê ëõ ì í@îBï ð ø�ñ�ô�ñé ê ëõ ìHüWýø~þ ýø ò6óÛí õ ñ ÿ ô�ñé ê ëõ üWýø ñ þ ý� í@îBï õ ñ ÿé ê ë� ñ þ ê ëý � í@îBï�ø�ñ�ò6óÛí=ø�ñé ê ë� ñ þ ê ë� í@îBï�ñ�ò6óÛípñ6ö ý þ øÅí@îBï ð ñ@úé ê ë� ñ þ ý� êÔí@îBï�ñ�� ê ð þ ê ð í@îBï�ñ�ö�ê ð þ ø]ê ð í@îBï ð ñ@úé ê ë����� ò6í@îBï
	ê þ ý� 	 � ê ð þ 	 ð ö�ê!ð þ ø 	 ð¶ú� (10)

Celkem tedy dostáváme:� é ø���
� ê ð�� ýø ü 	 � ê ð þ 	 ð�� ê ð ��� ò6í@îBï
	ê ÿ����������� �� ø � ê ë����� ò6í@îBï 	ê þ ý� 	 � ê ð þ 	 ð ö�ê ð þ ø 	 ð ú"! ��������
#$

é � ø ê ð ö"% þ ê�ú&� ø'%)ê þ % ð þ � � ö"% þ ê�ú)(iø'%)ê þ % ð&*,+.- ð �� � ø ê ë ��� ò6í@îBï % þ êê � � õ ê ë&/ � (11)

Opět provedeme korekci Steinerovou větou na skutečnou osu, kolem které se kyvadlo otáčı́.
K tomu potřebujeme vyjádřit hmotnost kyvadla:0 é ì2143�576 ô�8

é � ì �������� ì � ��9:�<;&9� � ��9:�<;&9 ô�=zô 	éfø � ì �������� � ê ð þ 	 ð ô 	éfø � ýø � 	 � ê ð þ 	 ð�� ê!ð ��� ò6í@îBï>	ê � ��������é �>� ö"% þ ê�ú � ø'%)ê þ % ð�� ê ð ��� ò6í@îBï % þ êê � ê ð / ø�?A@ (12)

kde jsme využili již dřı́ve vypočteného integrálu. Moment setrvačnosti kyvadla vzhledem
k okamžité ose otáčenı́ je tedy�,B é � � 0 ê ðé � ø � ê ð ö"% þ ê�ú&� ø'%)ê þ % ð þ � � ö"% þ ê�ú)(iø'%)ê þ % ð&*,+.- ð � � ø � ê ë ��� ò6í@îBï % þ êê � �õ � ê ë&/ �

(13)
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Poznámka: Výsledky uvádı́me ve stejném tvaru, do kterého je upravı́ program na symbolické výpočty
Maple.

Závislost momentu setrvačnosti na výšce úseče C je znázorněna na následujı́cı́m grafu:

0

1

2

3

4

J/(sigma*R)

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
h/R

Pohybová rovnice kyvadla má tvar DEGFIH,J DKML (14)

tedy NPORQ7SUTWVYX[ZW\ F]H,J'^`_ \^�a _ Fcb ^`_ \^�a _Ad
Q7OeSUTH,J \ Fgf L (15)

kde jsme opět užili aproximace malých výchylek

VYX[ZP\>hI\
. Koeficient u

\
je druhou mocninou

úhlové frekvence malých netlumených kmitů kyvadla. K jejı́mu vyjádřenı́ nám zbývá vypočı́tat
výraz

OeSUT
. K tomu rozdělı́me průřez kyvadlem na kruhovou výseč a na trojúhelnı́k (obrázek 6).

ij

k j
l

m

Obrázek 6
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Vı́me, že těžiště trojúhelnı́ku ležı́ na těžnici ve vzdálenosti no délky těžnice od vrcholu, ze
kterého přı́slušná těžnice vycházı́. Proto (opět v polárnı́ch souřadnicı́ch)peqUrtsupwvyx4z�{`| q~}Y�[�P��������psup v x4�2{ | q~}Y�[�P��7�����ps��2������ �R��� ����[���[� ���Y���� q n }Y�[�P�W���W�`qW ¡� �¢ |"£  w¤��y¥ ¤ n   |"£  ¡¤�� n |"£  ¡¤��s �¢ ��¤ o�¦U§ }�¨�© ¦ }Y�[� £  w¤¤   �¢ � |"£  ¡¤�� nUª � £ ¤«  £ ns �¢ ��¤ o¬ ®  ¯}Y�[� n ¨�© ¦ }Y�[� £  w¤¤   �¢ � |"£  w¤�� n°ª � £ ¤«  £ ns �¢ ��¤ o¡±²²³ ®  µ´ £  w¤¤ ¶ n   �¢ � |"£  ¡¤�� nUª � £ ¤«  £ ns �¢ �¸·&� £ ¤u  £ nº¹c»��¼ (16)

Výsledný vztah pro úhlovou frekvenci kmitů tedy je tedy

½ | ¤��)s ±²²²³ ¾ no | � £ ¤«  £ n � » �on ¤ n |"£  ¡¤�� ª � £ ¤«  £ n  À¿o |"£  ¡¤�� | � £ ¤«  £ n � o.Á n~Â on ¤WÃ¨�© ¦ }Y�[�ÅÄ ���� Â oÃ ¤WÃ&Æ ¼
(17)

Závislost úhlové frekvence kmitů na výšce úseče £ je znázorněna na následujı́cı́m grafu (na
svislé ose jsou vyneseny hodnoty výrazu ½ ¥ ¤�Ç ¾ ):
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Pro ověřenı́ teoretických výsledků jsme provedli několik měřenı́ způsobem popsaným v zadánı́
úlohy (zmrazenı́ vody v láhvi). V grafické podobě jsou zachyceny křı́žky v grafu. Naměřené
hodnoty a jim odpovı́dajı́cı́ teoretické hodnoty jsou pro porovnánı́ uvedeny v tabulce:È�É�Ê

0,77 1,00 1,38 1,63Ë�ÌÎÍYÏ
[s] 0,7 0,8 1,0 1,4Ë�Ð[Ì�ÑÓÒ
[s] 0,60 0,68 0,86 1,07

K experimentu jsme použili lehkou plastovou láhev o průměru Ô ÊÖÕØ×�ÙyÚ~ÛUÜ . Na základě
teoretického vztahu je možné soudit, že malý poloměr nebude vhodný, nebot’ očekávaná
frekvence kmitů bude velká, a tudı́ž perioda kmitů malá. To se skutečně potvrdilo. Měřenı́
nebylo snadné a hodnoty jsou jistě dosti nepřesné. Navı́c se ukázalo, že zásadnı́ roli hraje odpor
prostředı́, který jsme u teoretického výpočtu zanedbali. Kmity tělesa se proto velmi rychle
utlumı́. Přesto však naměřené hodnoty „kopı́rujı́“ tvar teoretické křivky. Navı́c experimentálnı́
hodnoty periody vycházejı́ většı́ než teoretické, což odpovı́dá projevu odporu prostředı́. Dá se
tedy řı́ci, že obě závislosti (teoretická i experimentálnı́) jsou kvalitativně shodné.
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