»—»

Zkratky: fce. = funkce; rce. = rovnice; ”:=" je defini¢ni rovnitko; znamend ekvivalenci.

1 Par poznamek k derivacim

1.1 Definice

Derivace = pravidlo, které funkci pfifadi (obecné jinou) fei.

4o A fer9—f@) . f@td - f@
@f(i) dr lﬂo (x+e€) —=x _lﬂo € ’ (1)

1.2 Geometricka interpretace derivace

Vyjdeme z grafu fce. jedné proménné.

Body (21, f(z1)) a (2, f(x2)) v roviné grafu fce. f ur¢uji pfimku - spojnici téchto bodt. Tato
pfimka je obecné seénou grafu fce. f a (jako kazdd pfimka) mé rovnici tvaru y = kx + a, kde
smérnici k a ”posunuti” a lze zjistit z podminky, Ze uvedené body (z;, f(x;)), j = 1,2, na piimce
lezi. To jest mame dole uvedené rovnice, které daji vysledek:

fzj) =kaj+a; j=1,2 (2)
M7 a= f(x2) — k. 3)

T1 — T2
Budeme-li se s bodem x5 blizit k bodu x;, se¢na bude graf fce. f sekat stile méné, az se stane
tenou - v bodé z; = zo se grafu pouze dotyka! Pro smérnici této tecny dostaneme z rce. (3)
néasledujici:

y=kx+a; k =

_ 4
T dx

k = lim
T2—T1 T, — Xg

= f'(x1), (4)

flxy) = flas) (;if) (1) = dJ;(fU)

T=x1 T=x1
kde jsme pouzili nékolik obvyklych zapist pro to, ze jsme derivaci fce. f (jez je opét - byt obecné
jinou - fci. proménné z) vy¢islili v bodé z;.

Derivace fce. f v bodé x uréuje smérnici tecny ke grafu dané fce. v bodé z.

1.3 Nékolik pfiklada

V nasledujicim nebudeme pro struénost zapisu limitu lim. . vypisovat a v potfebné fazi tpravy
ji vyznadime pouze Sipkou — .
1. Napted si ukdzeme obecnéjsi véc tykajici se linedrni transformace proménné, tj. z — ax +
b; a # 0. Pocitejme
df(ax +b)  f(alz+€+0b) — flaz+b) 1
: = : = —[f(ax + b+ ae) — f(ax + b)].
2 s “14( )~ fox + )]
Nas zajima limita ¢ — 0 z uvedeného vyrazu. Jde-li € k nule, pak i ac. Tedy zavedeme novy
parametr 0 = ae, diky ¢emuz se upravovany vyraz priblizi tvaru v (1).
df(az +b) al
dx Cae

[f(az + b+ ae) — flax + b)) = ai[f(ax-i—b—&-ae) — flaz +b)] =

df(ax +b d
a%[f(a:v +b+9)— flaz+b)] =:a ;(((:lf:b)) =a ];(5)

df (ax +b) . df (y)

dx dy

?
y=azx+b

()

y=ax+b

Vysledek jsme zapsali jako derivaci f(y) dle proménné y = ax + b. Obecnéjsim prikladem je
fetézové pravidlo pro derivaci slozené funkce f(g(z)), které je

df(g(z)) _ df(y) dg(:/r;)7 ()

de ~  dy dx

y=g(x)

kterd se pro piiklad s ¢g(z) = ax + b redukuje na vySe odvozeny vysledek v rovnici (5).

. Mocninné fce. z°.

dx™

Podle binomické véty rozvineme ¢len, kde je proménné x posunuta o ¢, tedy

n
n_ n n—k_k _ ,n n—1 2y. . 3 _ .3 2 2, 3
(x4¢e)" = E (k)x €’ =a" +nax" e+ O(¢?); napf. (¢ +e€)’ =2’ + 3’ + 3ue® 4 €,

. O()
kde O(€?) oznacuje ¢leny obsahujici € alespoti ve druhé mocning (tj. zbytek sumy s k > 2).

G Lt o -2 = 2om e e+ O(@) — o) = Snam e + ()],
dx € € €

O¢ividné se prvni ¢len sumy (s k = 0) odecetl s neposunutou hodnotou fce.

dz” n-1 2 n-1
— =na" + O(e) = na" .
dz
Je pfirozené oc¢ekavat, ze tentyz vzorec plati i pro obecnou mocninnou fci, tj. s neceloéiselnym
exponentem.

. Exponencila, e*.

Tzv. Eulerovo ¢islo e lze ziskat pomoci limity posloupnosti. Odtud dostaneme i e®.

1 n 1 m xT 1 mx
e = lim (1+7) :>ez:(lim (1+—) ) = lim (1+—) =
Nn—00 n m— o0 m m—o0 m
lim (14 -2)" < 1 (1+2)",
m—oo max n—0o0 n
Pro celociselnd n mizeme opét rozvinout do fady a obdobné jako v prikladu 2 upravovat.
de® 1. .. . 1. L1 €\"
= Zfette _ %] = Ze® 671217[(1 7) 71]
. 6[8 € -¢ e ]=¢ . + -

Lze vidét, ze vyraz za poslednim rovna se predstavuje (pomineme-li %, jez ho nasobi) derivaci
fece. (14 x/n)"™ vydislenou v bodé x = 0. MizZeme tedy aplikovat predchozi body, takze

de 1 dy
© e Y (z=0)=¢"1=¢".
y=z/n+1

dr — \n dy
Uvedend odvozeni nejsou matematicky zcela korektni, jedné se zejména o prohazovani limit,
jez si vyzaduje hlubsi analyzy, do niz se poustét nebudeme.

Pozndmka: Odvozeni derivace e® lze provést pres nalezeni horniho a dolntho odhadu limit
figurujicich v definici derivace (rovnice (1)). Mnoho vzorct pak 1ze odvodit pomoci obecnych
vzorct pro derivace a derivace exponencialy, napi z® = e,
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Obréazek 1: Tecny v bodé = = 0.
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4. Jednoduché goniometrické fce. - sin(z), cos(z).

Jsou dva rizné postupy - vyjit z definice, nebo vyuzit platnosti tzv. Eulerova vzorce
e = cos(x) +isin(z); i = —1.

Odtud piimo vychazi vyjadieni pro goniometrické fce, o néz se zajimame, ve tvaru
B 1 iz —iz\ . _ 1 iz —ix
sm(w)—ﬁ(e e ) ; cos(z) = 2(6 +e).
Pak s uzitim bodi 1 ("g(x) = +iz”) a 3 dostaneme
dsin(x) d cos(z)
e cos(z); .

I tyto vypocty nejsou zcela korektni, nebotf v nich poéitame s fcemi. komplexni proménné,
o kterych zatim nic nevime.

= —sin(x).

Nyni zkusime vyjit z definice derivace, uZijeme souctové vzorce a geometrické interpretace
derivace.

dsi;;(x) _ %[Sin(l‘ +¢€) —sin(z)] = %[sin(x) cos(€) + cos(z) sin(e) — sin(z)] =
sin(:c)%[cos(e) -1+ cos(x)w ~ sin(z) dczi(x) . + cos(x) ds;r;(x) R

A ted ke geometrické interpretaci - derivace jako smérnice teény ke grafu fce.
7 prubéht fci. sin a cos, nebo také z Obrazku 4 vidime, Ze tecna ke kosinu v bodé z = 0 je
rovnobézna s osou z, tj. ma rovnici y = Oz + konst., tedy

dcos(x

domta)

dr |,

U sinu je to tézsi, ale pecliva geom. konstrukce by ukazala, ze teéna k sinu v x = 0 je tvaru
y = x, tedy

dsin(z) _q
de |,
Tedy mizeme uzavtit, ze
d SZZI;(J) = cos(x)

Obdobné se dokdze, Ze derivace cos(z) je stejna jako pfi odvozeni pies derivaci exponenciély.
Nebo lze uzit skute¢nosti, ze cos(z) = sin(zx + 7/2).
3

1.4 Né&co k derivacim na zavér
1.4.1 Derivace derivace

Protoze derivace fce. je opét néjaka fce, miZzeme ji opét derivovat, dostavame derivace vyssich
fadi oznacované "mocninnym” indexem

Fl 4 (A0 I d (),

dr?  dzx dx dzn  dx dan—1

1.4.2 Derivace - co to je? Jesté jednou.

Vzpomenme si na derivaci mocninné funkce s celoéiselnym exponentem - Kdyz jsme provadéli
limitu, v definiénim vztahu pro derivaci se objevily ¢leny Gimeérné parametru posunuti €; vSechny
az na jeden v limité vypadly. Pro mocninnou fci. plati

(x4 )" = 2" + ena" ' + O(?).

Vidime, ze fci. (z + €)” muizZeme pfiblizné (ve smyslu do prvniho fddu v malém parametru ¢)
zapsat jako jeji derivaci vynésobenou timto parametrem posunuti. Skute¢né, vyjdeme-li ze vzorce
pro derivaci obecné funkce, prozatim zapomeneme na limitu a upravime-li defini¢ni rci, dostaneme

[#T(::) = %[f(‘rﬂ’f) - f(l’)] + O(E) = f(x+ E) — f(l‘) +6d];(;3)

+0(e). (7)

Na pravé strany jsme pro spravnost pridali ¢leny vyssich ¥add, o nichz vime, ze se mohou objevit
(viz. piiklad s mocninnou fci. na zadatku tohoto oddilu). Derivace tedy udévé linedrni p¥iristek
fce, coz dobfe odpovida skutecnosti, Ze derivace urcuje smérnici tecny ke grafu fce.

Prirtustek je zde myslen vzhledem k malé zméné e proménné z.

1.4.3 Derivace - co to je? Co takhle jesté jinak (s ohledem na to, co pfijde)?

Ozna¢me S([a, b], f(x)) plochu ohrani¢enou grafem funkce f(z), osou nezévisle proménné z, a to
na rozmezi x € [a, b]. (Pfirozené pfedpokladame, ze fce. je tam definovana.) Plochu leZici nad osou
x bereme jako kladnou, plochu lezici pod osou x bereme jako zadpornou.

Obrazek 2: Plocha pod pfimkami y = ¢, y = ex + f.

Yy Yy
er + f
C
ea+ f
0 a T X I a X X

Napiiklad plocha ohrani¢end konstantni fci. na intervalu [a, 2] je plochou obdélniku
S([a,z],¢) = c(z — a).
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Nebo plocha ohrani¢ena fci. linedrni nekonstantni fei. f(x) = ex+ f, se sklddé z plochy trojahelniku
a obdélniku, jak je vidét z Obrazku 1.4.3, takze

S([a,z],ex + f) = %(:c— a)(lex + f] — [ea+ f]) + (ea + f)(z —a) = %ezz + fr— [%eaz + fa.

Vidime, ze tyto plochy jsou fcemi. proménné z. Zkusime je zderivovat:
d5([a, 7], ¢) dS([a,z],ex + f)

dz dz
Navic vysledek nezavisi na dolni mezi intervalu, coz je v obou pfipadech zfejmé.

7 téchto dvou ukazek prijméme za obecné platné nasledujici tvrzeni: Derivace pfirtadi fei.
S([*,z], f(x)) fei. f(z). Hvézdicka oznaluje nezavislost na dolni mezi. Symbolicky zapsidno mame

& 5(fea), F@) = Fa). ¥

A co takhle najit pravidlo, které to déla naopak?

=ex+ f.

1.4.4 Priehled vzorcu

Glar+b) _, d©)

a#0: = ;
dz dy y=az+b
% =na" (i% =" dsg;(m) = cos(z); dc;i(x) = —sin(z).

2 Integral

2.1 Definice

Hrubé feceno, integral je pravidlo, které fci. pfifadi fci, ale déla to pfesné opacéné nez derivace.

K /dx” D f(z) — /dxf(:p); g(z) = d];(;) = /d:vg(x) = f(z) + konst. 9)
Derivovani je proces, pfi némz Sipka mezi rovnicemi sméfuje obrdacené (tedy <). Konstanta oci-
vidné vypadne a dostaneme rovnici, s niz jsme zacali. Je tedy vidét, Ze integral z funkce neni uréen
jednoznac¢né!

Tato nejednozna¢nost vSak neni nic neobvyklého. Pfipometime si funkei sin : R — [—1,1].
Hledéme-li vSechny kofeny rovnice sin z = a, coz lze chapat jako hodnotu inverzni funkce (sin_l)
pak téchto kofent je nekonecné mnoho a lisi se o celo¢iselny nasobek 27. Pri integraci je také
nekoneéné mnoho feSeni, které se lisi o konstantu.

Viz. nésledujici tabulka. F oznaéuje ”prostor fci.”, F’ jeho derivaci.

| Zobrazeni | Odkud +— kam [ ”Nejednoznacnost” ‘

sin R~ [-1,1] | sin(z + 2k7) = sin(z), kel
sin~! [-1,1] =R [ sin (sin(z)) = = + 2k, kel
d d
- Fs F | “konst =0
dx dx
d
/ dz F—F / dx [d—f (x)} = f(z) + konst
x

A co integral umi?

2.2 Geometricky vyznam integralu

Jemnéji Tedeno, urcity integrdl je pravidlo, které fci. f(x) a intervalu pfifadi plochu pod grafem ve
smyslu sekce 1.4.3. Opét symbolicky

. b
/ 2 f(x) x [a, 0] H/ drf(z) = S((a, bl, f(x)). (10)

Ukazuje se, ze lze psat

dF(z)
dx

S([a, bl f(x)) = F(b) — F(a);

= f(@),

jak 1ze snadno vidét z ukdzek v sekci 1.4.3. Fci. F zveme neurcitym integrdlem z fce. f (nebo také
primitivni fci. k fei. f). Je zfejmé, ze F(x) neni urcena jednoznacné - mam-li dvé fce. (jedné pro-
ménné) vyhovujici podmince, Ze jejich derivace déa stejnou fci, pak se tyto mohou lisit o konstantu.
Vznik této neurcitosti lze snadno ukézat:

T
T+ S(mal. £@) = fa)s [+ 1) % bl = [ das(e) = Pa) = F),
je déna neurcitosti v dolni mezi!

Plochu pod grafem si lze predstavit takto - fci. hodnotu vynasobim ”elementem posunuti” dz a
dostavam tak plochu f(z)dz malého obdélnicku pod grafem fce. na ose x ohrani¢eného intervalem
(@, +dx). Znak integralu znamend se¢teni pies viechny body na zvoleném integracnim intervalu.

Mam-li sumu, proménnou je zde celo¢iselny index, n € Z, piSeme ) . V piipadé integralu je
proménnd spojité, snad proto byl zvolen novy znak [ dx namisto sumy - ale i tak integral znamena
s¢itani.

2.3 Jak pocitat integraly?

7 naseho zavedeni je jasné, Ze integral je opac¢né pravidlo k derivaci, takze pouzijeme ”obracené”
vzorecky pro derivace - napft.

d cos(z)
dx

= —sin(z) = /dx sin(xz) = — cos(x) + konst.

3 ODR = Obycejné Diferencialni Rovnice

Diferenciélni rovnice je rce, v niz hledané fce. vystupuje i se svymi derivacemi. Oby¢ejna znamena,
ze méame co do ¢inéni s fci. (a tudiz i derivacemi pouze podle) jedné promeénné. Jednoduchoucks
piiklad je

df (x)

“dr = g(),

fesi se pfimou integraci, jak je naznadeno v rei. (9). Pro ndzornost vezmeme konkrétni fci. g(z).

df (@) _ . _ . a+1 .\ 1 dao
In —x7a7é71:>f(x)—/dacx—/dac a+1$ —a+1/dm .

a+1
flz) = Tt konst.

xT




Predstavuje-li ODR néjakou evoluéni rovnici (nezdvisle proménnou standardné oznacovanou z je
v tomto piipadé ¢as), pak maji integraéni konstanty vyznam pocateénich podminek. Snadnym
piikladem je pohyb &astice (konstantni) hmotnosti m za ptsobeni konstantni sily F.

&7 o dF G T

— _ 1=

e T dt

Podélime hmotnosti a oznac¢ime

Foo po L  Xo
— V=", To= —,
m m m

a=
dostaneme znadmy tvar ve vektorové podobé:
I S S
T = Eat + Uot + Zo. (11)

Pozn. Obiha-li téleso po kruznici, je podrobeno tzv. dostfedivému zrychleni, jez ma sice konstantni
velikost, nikoli smér, takze nelze vzorec pouzit. Konstantnosti sily v ¢ase se rozumi jak velikost,
tak i smér!

& _ (@) = g(y)dy = f(z)dz = G(y) = F(z) + konst. = y = G~ (F(z) + konst.).

dr g(y)
Vysvétleme naznacené feSeni: pfevedeme vsechny y na jednu stranu a na druhou vsechna z, tj.

provedeme tzv. separaci proménnych. Zintegrujeme a na obé strany rce. zapusobime inverzni fci.
k fci. G.

4 Mozné vytky a poznamky pro zvidavé

Probereme nékolik véci, které v textu byly pro souvislejsi vyklad pouze naznaceny. Vyse zminénych
nekorektnosti si nebudeme vsimat. Tyto poznamky si nekladou za cil byt Gplnym vysvétlenim
rozebiraného.

e Plochy - existence tzv. primitivni fce. F| tj. specialni tvar fce. S.
3F : S([a, b, f) = F(b) — Fla).

Pro plochy plati nékolik jednoduchgch pravidel (za predpokladu ze vSechny diléi plochy jsou
definovany):

S(lasel. (@) + S(le. b, £(2)) = S(la. b, f(@)), a < e < b,
S(la B, af(2) + Bg(e)) = aS((a. b, f(2)) + BS((a. bl g(x),
S(la,al, f(x)) = 0,

S(la. b, f(@)) = ~S((b.al, f(2))

Prvni pravidlo je jednoduché skladéni ploch za sebe na ose . Druhé je natahovani (konstanty
a, f3) a scitani ale v ose y. Tteti znamend, Ze mame ”obdélnicek” nulové tloustky. Ctvrté
iké, Ze plocha je kladna, kdyZ ji poc¢itdme ve sméru (kladném) osy x.

Navrzeny tvar s fci. F' toto vSe splituje a vime, Ze pro piiklady ze sekce 1.4.3 plati.
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Obrézek 3: Priklad divoké fce.

T T+ Ax T

Jaka plocha?

Mame-li néjakou divocejsi fci, viz Obrazek 4, pak jak nejlépe ziskdme S([z, x+ Axz], f(z)) po-
moci jednoho obdélni¢ku/nudle? (Integrél si prece lze piedstavit jako soucet mnoha takovych
nudli.) Jakou vzit fci. hodnotu, kdyZ je nekoneéné mnoho moznosti, napf.

. f(x) - poCétetni hodnotu,

f(z + Az) - koncovou (a co pravidlo étyfi z pfedchoziho?),

. fMAX([2, x + Ax]) - maximalni hodnotu z intervalu,

- fMN([2, 2 + Ax]) - minimalni ?

B~ W N

Skutecnost je takové - pii zavadéni integralu (ve smysly Riemanna) vezmu na kazdé diléi nudli
maximaln{ a dostanu maximaln{ plochu (horni odhad plochy) SMAX([a,b], f(x)); vezmu mi-
nimélni dostanu nejmensi plochu SM™([a, b], f(z)). Nésledn& udélam vic uzsich nudli, mnoho
velmi tenkych nudli (kdyZ je nudle dost tenka, fci. hodnoty se prilis nelisi) a pak tedy se blizi
hodnota SMAX hodnoté SM™N. Vyjde-li v limité pro nekoneéné mnoho nekoneéné tenkych
nudli SMAX = SMIN klademe

Si\gAX — SgIN — S

Méme plochu a tedy integral v (Riemannové smyslu).



