F2120 - 2008/2009 Soucéasti feSeni je i dohledani potiebnych vzorct ¢i dat.

1. Specialisté francouzské spole¢nosti CEA-Leti a narodniho polytechnického institutu v Gre-
noblu pracuji ve spole¢ném inova¢nim centru Minatec a provadéji zkousky svého zarizeni,
které dokaze vyrabét energii z destovych kapek. Motivace je zvySit energetickou nezavislost
"mikrosystémii” !, kterd je bez dodate¢nych zdrojt omezena vydrzi baterie.

Princip je nésledujici - dopad kapky na specialni (piezoelektrickou) vrstvu vyvola mechanické
vinéni diky némuz lze generovat elektricky proud [1].

Uvedené muze vést k zamysleni nad tim, kolik (mechanické) energie dést obsahuje.

Uvazujme boutkovy mrak ve vysce H = 1km nad zemi [2], ze kterého béhem boufky naprsi
za ¢as 7 = 3hodiny h = 171mm vodniho sloupce [3]. Pro jednoduchost pfedpokladejme, Ze
v8echny kapky vznikly v téZze vysce H, mély stejny polomér R = 2mm [4], padaly svisle a pii
dopadu predaly veskerou svou kinetickou energii zemi.

Naleznéte odpovédi na nasledujici tikoly

(a) Jaky je stiedni vykon desté na jednotkovou plochu (”intenzita”) S = 1m? pii zanedbéni
odporu, ktery vzduch klade padajicim kapkam?

(b) Totéz v odporovém prostfedi s odporovou silu Fuqp o v? (Newtoniv vztah). Pro
jednoduchost pfedpokladejte, ze vsechny kapky dopadnou s maximalni rychlosti, jakou
mohou pfi padu v odporovém prostiedi dosdhnout. Jeji vyjadreni lze nalézt Gvahou z
2. Newtonova zakona pro padajici kapku.

Napovéda: Maximalni rychlost 1ze nalézt matematicky jako extrém funkce ¥(t). Jaka
je podminka extrému a jak se projevi v 2. Newtonové zakonu?

(¢) Z pfipadu 1b plyne, Ze stfedni intenzita (tj. i kinetickd energie pfi dopadu) roste s
polomérem kapky. Ale odporova sila také roste s rostoucim R, takze by se dalo ¢ekat,
7e vétsi kapka dopadne naopak s mensi rychlosti nez kapka mensi. Vysvétlete tento
(zdanlivy) nesoulad.

(d) Az doposud feSeni nezahrnovalo (nebo pfinejmensim nemuselo zahrnovat) explicitni
feseni pohybovych rovnic. Jednalo se o pomérné snadno ziskatelné odhady - bez odporu
a dopad mezni rychlosti v odporovém prostiedi.

Exaktnéjsim pfistupem - feSenim pohybovych rovnic - zjistime, Ze mezi vyskou nad
zemi x a velikosti rychlosti padajici kapky v plati vztah

v(z) = /9K [1 —exp (—2K[H — 2])|'?, 2(t =0) = H, v(t =0)=0, (1)
N——

Umax. S 1

s uvedenymi pocateénimi podminkami. K je konstanta, ktera souvisi s odporovou silou
(urcite ji v 1b).

Na zakladé vzorce (1) ovéfte nakolik je splnén predpoklad v bodu 1b o dopadu ma-
ximalni rychlosti. Za miru (ne)splnéni pfedpokladu berte relativni odchylku rychlosti

v —v(x =0
skutecné od maximalni, tj. —— ( )

Umax.
Napovéda: Bude-li zéporny ¢len pod odmocninou ve vzorci (1) pfilis maly, pro odhad
v(x = 0) lze pouzit Taylorova rozvoje odmocniny do prvniho fadu.

IMutZe se jednat napifklad o automatické méfici stanice v odlehljch oblastech bez piistupu k elektrické siti, kde
neni vhodné ziskdvat energii z prostiedi jinym zptisobem, tfebas pomoci soldrnich panelt.
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Pro snadnéjsi porozumeéni vysledku jej vyjadiete pomoci obvyklejsich mocnin desiti
namisto exponencialy se zakladem e. K tomu miize poslouzit vzorecek

1

e € log,z = Va € (0,00).

Ina’
(e) Sestavte mechanickou energii padajici kapky s uzitim rovnice (1) a dokazte, Ze se obecné
nezachovava. Vite-li, ze se nezachovava, urcete na zakladé sestaveného vzorce, jak se
meéni v Case - tj. zda roste, ¢i klesa. Pro tento tcel spoctéte casovou derivaci mechanické
energie, d Fecn. /dt, a uréete jeji znaménko.
Urcete limitu odpovidajici ”vypnuti” odporu prostiedi (tj. K — 0). Jaky je vysledek
(mechanickd energie)? Piekvapuje vas jeho hodnota?

(f) Pfedpoklad stoprocentni Géinnosti, tj. pfedani veskeré kinetické energie kapky zemi
je chybny, protoze se jedna o nepruznou srazku, kdy se zachovava hybnost soustavy
a nikoliv mechanickd energie. Navic c¢ast energie bude pfedana molekuldam vzduchu
vybuzenim zvukového signalu pii dopadu kapky.

Vite-li Ze hladina intenzity zvuku silného desté je [5] B = 70dB 2, urcete kolik procent
celkové intenzity spocitané v bodé la a 1b se pfevede na zvukovy signal.

(g) Primérné roéni srdzky na tzemi Ceské republiky jsou (dlouhodoby normal) 673mm
vodniho sloupce [6]. Na zakladé této hodnoty odhadnéte celkovou ro¢ni energii dopada-
jiciho desté se zapoctenim vlivu odporu atmosféry.

Priklad 1d ukazuje, Ze energie dopadlé kapky - se zahrnutim odporu prostfedi - neni
prilis ovlivnéna tim v jaké vysSce se mrak nachéazi. Podstatny je tedy hlavné polomeér
kapek; pii vypoctu dosazujte stejnou hodnotu jako ve zbytku ptikladu.

Srovnejte se spotiebou elektrické energie v celé Ceské republice, piiblizné 60TWh [7].

Poznamka: Jinou neméné (za)jimavou tlohou by mohlo byt posoudit vyuzitelnost vodni
energie pomoci vodnich elektraren situovanych na ptehradach.

2. Prah slySeni je dan hodnotou intenzity I = 107'*Wm™2 (0dB). S pomoci rovnice (2)
pfevedte na amplitudu tlakovych oscilaci ve vzduchu, berte Z,,q = 400Pa s m~!. Srovnejte
S Patm. = 10°Pa (atmosfericky tlak) a s hodnotou A puherm. = 5% 107%Pa (fddové odpovida
ndhodnym vykyvim tlaku v disledku ndhodného teplotniho pohybu).

Jsou tlakové oscilace malé? Zopakujte tuto analjzu pro prah bolesti (120dB) [8].

1(t) = p(t)o(t) = (1) = Spovo = 522, 2)

kde veli¢ina Z se nazyva akusticka impedance.

Vysvétlete, jak se ziskaji prvni dva vztahy (”platnost rovnitek”) v rovnici (2), pro intenzitu

I a jeji stfedni ¢asovou hodnotu (I), uvazujeme-li harmonické kmitani molekul vzduchu.

2

3. Aorta v lidském téle ma priifez Sy, = 2cm? a krev o hustoté p = 1060kgm 3 ji protéka

rychlosti v = 0.4ms™! [9)].

(a) Aneurisma je abnormalni rozsifeni tepny ¢i cévy, napt. aorty. Uvazujme, Ze v dusledku
aneurisma se prurez aorty zvysil 1.7-krat. Predpoklddejme, Ze aorta je horizontalni
(uvazovand osoba lezi), urCete jak se zméni tlak v rozSifené Casti ve srovnani s ¢asti
uzkou.

2Vyznam hodnoty je nasledujici: Nachézime-li se uvnit¥ oblasti, kde prsi, dést lze povazovat za plosny zvukovy
zdroj. Proto v uvedeném tdaji nefiguruje vzdalenost od zdroje vinéni.
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(b) Uvazujme, Ze aorta (respektive jeji zdrava ¢ast) se rozvétvi do desitek tisic kapilar,
jejichz souhrnny priifez je priblizné 0.28m?2. Odhadnéte priimérnou rychlost krve v ka-
pilare.

4. Cervenou krvinku lze modelovat jako kulovy kondenzator - kladné nabita sféra o povrchu S,
oddélend membranou tloustky d od okoli, zdporné nabité kapaliny [9].
Meéfeni velmi malymi elektrodami ukazuji, ze pti prechodu pfes membranu se zméni potencial
0 0.1V. Tloustka membrany je piiblizné d = 100nm a jeji dielektrickd konstanta je e, = 5.

(a) Je-li primérnd hmotnost ¢ervené krvinky 10~ '?kg, odhadnéte objem buiiky a odtud jeji

plochu. I nadale povazujte buiiku za téleso tvaru koule. Hustota krve je p = 1060kgm 3.
Pfi vipocétu uvazujte, ze hustota krevni plazmy (55% krve) je blizka hustoté bunék (45%
krve).

(b) Odhadnéte kapacitu burky.
(c) Spocitejte povrchovy ndboj membrany. Kolik je to zdkladnich naboju |e|?
5. Jedna z analytickych metod slouzici k uréeni slozeni vzorki je hmotovy spektrometr, ktery
vyuziva pusobeni elektromagnetického pole na nabité castice.

Nejprve jsou ze vzorku ziskdny ionty, které po urychleni elektrickym polem intenzity E
vstupuji do komory s magnetickym polem o indukci B. Magnetické pole zakfivuje trajektorii
iontd. Vhodnym nastavenim hodnot £ a B se na detektor dostanou prave urcité ionty.

Uvazujme zjednoduseny popis hmotového spektrometru: Ionty urychlené elektrickym polem
vstupuji do komory kolmo k magnetickému poli, viz. Obrazek 1.

Vyberme iont, naboj ¢ a hmotnost m, urychleny elektrickym polem E. Urcete magnetické
pole B tak, aby iont wstupujici do magnetické komory v misté (0,y,) jak je naznaceno na
Obrazku 1 dopadl na detektor o soufadnicich (zq,0).

Reseni rozdélte na nasledujici ¢asti

(a) Vzhledem k volbé orientace magnetického pole na Obrazku 1 (vstupuje do roviny xy
zvrchu a vystupuje vespod), pro jaké znaménko vybraného iontu budete problém fesit?

(b) Uvazujte y, > 0 a hybnost iontu rovnobéznou s osou z, viz. Obréazek 1.

(c) Reste také pro y, = 0 a hybnost iontu rovnobéznou s osou y.

V pripadech 5b a 5c schématicky zakreslete trajektorii uvazovaného iontu.

Obréazek 1: Hmotovy spektrometr, zjednodusené schéma

detektor x

X X X X XX X

_ E’ X X X X X X Xé
lonizace ®X X X X X X X
X X X X X X X
"urychleni iontd™y  "vybér iontd”

Napovéda: Tont se v magnetickém poli pohybuje po kruznici. S pomoci nastroji analytické
geometrie je tedy tiloha snadno fesitelna. Vyjdéte z obecné rovnice kruznice a tuto konkre-
tizujte pozadavkem, aby bod vstupu a detektor se na ni nachazely. Mize byt uzitecné se
zamyslet nad tim, kde se nachézi stred kruznice.
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Poznamka: Ve skutecné situaci neni/ nemusi byt splnéno, Ze rychlost vstupujicich ionta
je rovnobézna s osou x a problém je tedy mnohem slozitéjsi - svazek iontl je nutno navic
fokusovat.
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