
Cvičenı́ – Kmity, vlny, optika
přednášejı́cı́: Zdeněk Bochnı́ček

Tento text obsahuje přı́klady ke cvičenı́ k předmětu F3100 Kmity, vlny, optika. Přı́klady
jsou rozděleny do bloků, které přibližně odpovı́dajı́ tomu, jak jsou jednotlivá témata řešena ve
cvičenı́. Studenti kombinovaného studia jsou povinni vypracovat pět přı́kladů z každého bloku,
který prezenčně nenavštı́vili. Povinné přı́klady jsou v textu označeny symbolem � . Ostatnı́
přı́klady mohou sloužit k procvičenı́.
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1 Harmonické kmity I
1. � [2] 1.1 Částice koná lineárnı́ harmonický pohyb kolem bodu ��� �

m. V čase ��� �
s

má nulovou rychlost a jejı́ výchylka je 3,7 � 10 �
	 m. Je-li frekvence pohybu ��� ��
����
s �����

najděte

(a) periodu,

(b) kruhovou frekvenci,

(c) amplitudu,

(d) výchylku a rychlost v libovolném čase � ,
(e) amplitudu rychlosti a amplitudu zrychlenı́.

[(a) ����� s, (b) ������ s ��� , (c)  !��" 
�#

%$&� �
	 m, (d) �'�!" 
�#

%$&� �
	 cos � �(�*) ,
(e) +-, =1.85 . 
%$&� �
	 ms ��� , /�, =9.25.

$&� �
	 
 . � ms � � 
 ]
2. � [3] 7.3 Určete amplitudu a fázovou konstantu netlumeného harmonického pohybu po

přı́mce. Hmotný bod měl v čase �0� ��
 �21 výchylku �435� �

 � cm a rychlost +(36� �(� cms ��� �
jeho frekvence byla �'� $�
 �

s ��� 
 [  !� � ��7 � cm, 89�;:<" �(= " �?> ]
3. � Napište pohybové rovnice a určete úhlovou frekvenci fyzického kyvadla (těleso o hmot-

nosti ) otáčejı́cı́ se kolem osy neprocházejı́cı́ těžištěm). Tutéž úlohu řešte pro matematické
kyvadlo (hmotný bod na nehmotném závěsu).
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[fyzické kyvadlo @5ACBEDAEF B G�H'I�JLKNMPORQTS�U�V kde J je moment setrvačnosti vzhledem k ose
otáčenı́, d je vzdálenost osy otáčenı́ od těžiště, g je tı́hové zrychlenı́ a Q je úhel určujı́cı́

výchylku z rovnovážné polohy. Uvažujeme-li malé kmity ( KNMPORQXWSYQ ), je úhlová
frekvence Z S\[ ]_^ A` W Uvažujeme-li o matematickém kyvadle jako o speciálnı́m přı́padu

fyzického kyvadla s momentem setrvačnosti @ S�H'I
a&V je úhlová frekvence Z S [ ^ A W ]
4. b [2] 1.6 V U-trubici je homogennı́ kapalina. Pomocı́ pı́stu umı́stěného v jednom rameni

U-trubice posune kapalinové těleso o vzdálenost c . Ukažte, že po uvolněnı́ pı́stu začne
kapalina vykonávat jednoduché harmonické kmity a určete jejich periodu. Celková délka
kapalinového sloupce v trubici je d .

[ e Sgf [ aEh^ ]

5. b Těleso hmotnosti H zavěsı́me na dvě pružiny zanedbatelné hmotnosti, stejné délky a
tuhosti i . V prvnı́m přı́padě pružiny zapojı́me paralelně (viz obr. a) a ve druhém sériově
(obr. b). Určete poměr period kmitů obou soustav. Třenı́ zanedbejte.

[ j-kj B SYl
V obecně enm S ma f [ ]o kqp o B , e a SYl-f [ ]0r o ksp o Buto k o B ]

H
H

i i
i

i

a) b)

6. [2] 1.7 Dřevěný válcový kůl, jehož délka je mnohem většı́ než poloměr, je na jednom
konci zatı́žen olovem, takže může plavat ve svislé poloze (viz obrázek). Kůl uvedeme do
kmitavého pohybu ve svislém směru. Ukažte, že se jedná o jednoduché harmonické kmity
a určete jejich periodu. Neberte v úvahu, že docházı́ ke tlumenı́ kmitů.

[ e S!l-f [ A^ ]
dv
w

7. Napište pohybové rovnice a určete úhlovou frekvenci vlastnı́ch kmitů tělesa o hmostnosti
m vysı́cı́ho na pružině o tuhosti k. Předpokládejte, že těleso koná harmonický kmitavý
pohyb ve směru osy x. [ H A BsxAEF B G iyc S!U�V Z S [ o] ]

8. [2] 1.2 V čase z S{U s je výchylka částice c4| S~} W � cm a jejı́ rychlost �(| S ��W l ms � m W
Hmotnost částice je m=4 kg a jejı́ celková energie je E=79.5 J. Napište vztah pro závislost
výchylky částice na čase a vypočtěte dráhu částice za dobu 0.40s od začátku pohybu.
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[ �'�!��� �2�������0���-�(�?����� ���0� , ������� �(� ]

9. [2] 1.3 Určete periodu malých podélných kmitů tělesa o hmostnosti � v soustavě znázor-
něné na obrázku. Tuhosti nehmotných pružin jsou ��� a ��� � třenı́ zanedbejte.

[ ¡��!�-¢¤£ ¥¦�§q¨©¦Nª ]
m

�
� ���

2 Harmonické kmity II
1. « [2] 1.19 vodorovné pružině zanedbatelné hmotnosti je připevněn tuhý válec o hmotnosti� , který se může valit bez klouzánı́ po vodorovné rovině. Tuhost pružiny je �¬��­�� � Nm ® �

(viz obrázek). Válec vychýlı́me z rovnovážné polohy o ¯°��������� m a uvolnı́me jej.

(a) Vypočtěte kinetickou energii rotačnı́ho a translačnı́ho pohybu válce při průchodu
rovnovážnou polohou.

(b) Ukažte, že střed hmotnosti válce koná jednoduchý harmonický pohyb s periodou¡��Y�-¢ £ ± ¥� ¦ �
[(a) ²5³µ´-¶q�2·0� �± ��¯ � �!��� ���2���y¸��?²5´E¹s³N¶q�2·¤� �� ��¯ � ����� ��­��&­
¸ ]

ººk

m

2. « Jako přibližnou fyzickou realizaci modelu matematického kyvadla lze použı́t kovovou
kuličku na tenkém silonovém závěsu. Předpokládejte, že dobu kmitu měřı́te s relativnı́
chybou 10 ®
» . Závěs kyvadla upravı́te vždy tak, aby vzdálenost mı́sta upevněnı́ a těžiště
kuličky byla 1m nezávisle na průměru kuličky. Dokažte, že doba kmitu kuličky bude vždy
většı́ než doba kmitu matematického kyvadla stejné délky. Jaký maximálnı́ průměr může
mı́t olověná kulička, aby se doba kmitu kuličky neodlišovala od teoretické doby kmitu
matematického kyvadla stejné délky o vı́ce než experimentálnı́ chybu? Odpor prostředı́
zanedbejte.

[ ¼¾½g�(¿sÀ ��Á2�&� ®
» , ¼Â½Y� Ã mm]

3. « [2] 1.8 K nehmotné pružině o tuhosti �¬�Y�(� Nm ® � je přı́vázána nit, na které visı́ závažı́
o hmotnosti 1kg (viz obrázek). O jakou vzdálenost lze posunout závažı́ směrem dolů, aby
po jeho uvolněnı́ vznikly kmity, v jejichž průběhu by bylo vlákno stále napjaté?

[ �ÅÄ ¥_Æ¦ ���&Ç�� � cm]
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4. È [2] 1.20 Na misku o hmotnosti É , zavěšenou na pružině s konstantnı́ tuhostı́ Ê , dopadne
z výšky Ë kulička o hmotnosti Ì a zůstane na misce ležet (viz obrázek). Tento systém
začne vykonávat kmitavý pohyb. Najděte amplitudu kmitů soustavy.

[ Í!Î�Ï Ð�ÑsÒNÑÓ Ñ�ÔÖÕ Ð�ÑsÒC×Ø�Ù Ð�Ú�ÛÝÜ ]ÞÞß ß
àá

h âm
k

M

5. È [2] 1.32 V uzavřeném válci naplněném vzduchem je pı́st o hmostnosti Ì , který rozděluje
válec na dvě stejné části. Tlak vzduchu v obou částech je ã4ä å Pı́st nepatrně vychýlı́me
z rovnovážné polohy o vzdálenost æ a potom uvolnı́me (viz obrázek). Pı́st začne vyko-
návat kmitavý pohyb. Vypočtěte periodu kmitů za předpokladu, že děj v plynu můžeme
považovat za a) izotermický b) adiabatický.

[a) ç�Î!è-é¤ê ÐìëÕîíðïEñnò ç�ÎYè-é¤ê ÐìëÕEó*íðïEñ ]

Sm

ôõ ôõ
d-x d+x

6. [2] 1.25 Homogennı́ tyč délky ö kývá kolem vodorovné osy, kolmé k tyči. Určete, pro
jakou vzdálenost ÷ osy otáčenı́ od hmotného středu tyče je perioda kmitů tohoto fyzického
kyvadla minimálnı́. [ ÷øÎ ëù ú Õ ]

7. [2] 1.15 Homogennı́ tenká tyč o hmotnosti É a délce ö je připevněna ke stropu tak, že se
může volně otáčet bez třenı́ kolem osy O (viz obrázek). Tyč je kromě toho připevněna ke
stěně pomocı́ pružiny o tuhosti Ê . Určete periodu kmitů tyče.

[ ç�ÎYè-é¤ê Õû Û�üÛ<ÒNÚ Õ Ø ]ý

þ þ ÿ ÿ

à
áL M

k
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8. [2] 1.27 Kyvadlo metronomu je lehká tyčinka, na jejı́mž konci je ve vzdálenosti � od
osy otáčenı́ umı́stěno tělı́sko o hmotnosti � . Na druhém konci kyvadla je ve vzdálenosti� od osy umı́stěno posuvné tělı́sko o hmotnosti � , pomocı́ kterého lze měnit frekvenci
kyvadla (viz obrázek). Najděte vztah pro kruhovou frekvenci metronomu za předpokladu,
že hmotnosti tělı́sek � a � jsou bodové a hmotnost tyčinky je zanedbatelná.

[ ��� � �
	���
����������
���������� ]

�
�
�

�

�x

L

m

M

3 Fourierova analýza, tlumené harmonické kmity, skládánı́
kmitů

1. � [2] 1.38 Pomocı́ Fourierovy analýzy rozložte periodickou funkci �! #"%$ , jejı́ž jedna perioda
je na obrázku. [ �! #"%$&�(')+*-,. �0/21354 ' '	 ) 3 � ' �7698;:�<  % >=@? *BA $C"%$ ]

0 D 2 D

1

f(t)

t

2. � Matematické kyvadlo je přibližně realizováno olověnou kuličkou o poloměru EF�HGJI K mm
a tenkým silonovým závěsem délky LM�ON�NPG mm (takže vzdálenost hmotného středu kuličky
od upevněnı́ závěsu je právě 1.000m). Určete, jaka změna úhlové frekvence je způsobena
započtenı́m odporu vzduchu. Předpokládejte, že odporová sı́la je dána Stokesovým vzor-
cem. [ ���Q�!R � AS*HT .;UWVX �Y � I�B�!R[Z AS* T) .;UWVX �Y ��\ tedy ]^���B� * �!R[� * T) U`_� �ba�c A a < � ' ,

tj. d XX Y �b=Jc A5e�fPA K � T`g ]

3. � Nalezněte hodnotu tuhosti pružiny, pro kterou docházı́ pro kuličku ponořenou do kapaliny
ke kritickému tlumenı́. Předpokládejte, že pro odporovou sı́lu platı́ Stokesův vztah hi�j�k �*le Dnm E ho . [ pq�sr . � U � V �� c kde m je viskozita kapaliny, E poloměr kuličky, � jejı́ hmotnost]

4. � [2] 1.40 Jaký je logaritmický dekrement útlumu tlumeného harmonického pohybu, který
koná hmotný bod, jestliže za 10s trvánı́ pohybu ztratı́ hmotný bod 50% své mechanické
energie? Jaký je činitel jakosti t tohoto tlumeného oscilátoru? Perioda tlumeného pohybu
je T=2s. 5



[ uFvbw�x w�y�z�{�|@}~v����Jx {�� ]
5. � [2] 1.50 Kondenzátor o kapacitě �~vbw�x wP���@�n��| který je nabit na potenciálnı́ rozdı́l �Hv��wP��| je vybı́jen přes vodič o indukčnosti ��vO���n��x Odpor obvodu je �Hv��5��x Vypočtěte

úhlovou frekvenci vlastnı́ch kmitů obvodu a jeho logaritmický dekrement útlumu.
[ ��v�� ������������� � vb{�x��5y�x��5w� 
¡@¢ � uFvs£ �¤ � vOw�x¥�@�Pz ]

C

R

L

6. Odvod’te obecně vztah pro výslednou amplitudu a fázový posuv kmitánı́, které vznikne
složenı́m dvou stejnosměrných kmitů o stejné frekvenci, amplitudách ¦ � a ¦l§ a fázı́ch ¨ �
a ¨�§5x [ ¦bv � ¦ § �ª© ¦ §§ © �@¦ � ¦l§¬«;­�®°¯>¨�§ � ¨�§`±`|°²´³J¨µv·¶¬¸�¹»º ¼�½�¸¿¾À¶ � ¹»º ¼J½ �¶¬¸;ÁÃÂC¹�½�¸¿¾À¶ � ÁÃÂC¹�½ � ]

7. [2] 1.39 Pomocı́ Fourierovy analýzy rozložte periodickou funkci ÄÅ¯#Æ%± , znázorněnou na
obrázku. [ ÄÅ¯#Æ%±&v �§ � �£lÇ2ÈÉ5Ê � �É ®%Ë»Ìª¯ÃÍÎÆ%± ]

0 Ï 2 Ï 3 Ï

1

g(t)

t

8. [4] 375 Tři po sobě následujı́cı́ výchylky kývajı́cı́ ručky galvanometru byly Í � vÐ��w�|
w ,ÍÑ§SvH�J|
y a ÍÑÒ�vÓ�°�J|
Ô . Za předpokladu, že logaritmický dekrement útlumu je konstantnı́,
určete dı́lek, který odpovı́dá rovnovážné poloze ručky.

[ ÍÑÕÖv É ¸ É9× ¢ É ��É ¸¿¾ É9× ¢ § É � v~�5w�|´� ]
9. [4] 377 Amplituda A tlumeného kmitavého pohybu se zmenšı́ za jednu periodu třikrát. O

kolik procent je jeho perioda Ø většı́ než perioda ØªÙ kmitů netlumených.

[ Ø�v�Ú � ©ÓÛ5Ü
Ý§ £ªÞ § ØÅÙÖv~��|
w��°���°ØÅÙ , kde ß je koeficient tlumenı́. Perioda Ø je o 1,52%
většı́ než perioda ØnÙ kmitů netlumených. ]

4 Harmonické vynucené kmity, kmity soustav s vı́ce stupni
volnosti

1. � [2] 1.47 Těleso o hmotnosti à(vbw�|´�Pw je zavěšeno na pružině, která se po zavěšenı́ tělı́ska
s hmotnostı́ à(vO�Pw g prodloužı́ o u5á2v~�5w mm. Logaritmický dekrement útlumu oscilátoru
s většı́m tělesem je uâvã��|`��ä . Oscilátor rozkmitáváme vynucujı́cı́ silou s amplitodou�0ÙÖv~��|
z�y N. Určete rezonančnı́ amplitudu a rezonančnı́ frekvenci oscilátoru.
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[ å�æ2çbè�é9ê5è�ë m, ì�æ�çbí�é´ëPè�î`ïJð ]
2. ñ [2] 1.48 Vlivem vnějšı́ vertikálnı́ sı́ly ò~çOò�óMô;õ�îÀö&÷ koná těleso zavěšené na pružině sta-

cionárnı́ vynucené kmity podle vztahu ø2çQøÅó¬ô;õ�î5ù7ö&÷Púüû!ý . Určete práci sı́ly ò!ó vykonanou
během jedné periody. [ þÿçOò0ó%øÎó��Fî ��� û ]

3. ñ [2] 1.53 Homogennı́ struna délky 2.5m a hmotnosti 0.01kg je napjata silou 10N.

(a) Najděte frekvenci jejı́ho nejnižšı́ho módu.

(b) Jestliže strunu vychýlı́me přı́čně a v mı́stě vzdáleném 0.5m od jednoho konce se jı́
dotkneme, jaká frekvence znı́ v tomto přı́padě?

[pro výchylku struny platı́ �Åù#øªé%÷%ý�ç�å î �����	��

���� î ��� ù7ö��&÷%ý`é kde ö��âç��üö��`éö���ç���� ���� é tedy (a) ���&ç�ê5è��! �é (b)n=5m, tedy jsou povoleny frekvence 50Hz,
100 Hz, 150 Hz,...]

4. ñ [2] 1.55 Homogennı́ tyč je upevněna ve středu a oba jejı́ konce jsou volné.

(a) Najděte frekvence volných podélných kmitů tyče.

(b) Určete vlnovou délku pro n-tý mód těchto kmitů

(c) Kde se nacházı́ uzly pro n-tý mód?

Tyč je zhotovena z materiálu, jehož Youngův modul pružnosti je " , má délku # a jejı́
hustota je $ .

(a) ö�%^ç'& ð % ï �)(+*, � - .
(b) /0%^ç ,% ï�12

(c) ø�ç �ð % ï � #+ù432ú �ð65�7 ý ,
kde 7 çOè�é9ê�é98Jé;:<:<:<:�é=3 úQê

5. ñ Napište pohybové rovnice pro kmity soustavy dvou spřažených kyvadel (viz obrázek),
určete kmitové módy soustavy.

[ �?> 2 �9@>BA 2 ç~ú ��C� øED ú 7 ù#øED ú øGF�ý�?> 2 �IH>BA 2 ç�ú ��C� øGF ú 7 ù#øGF�ú øEDný`é
kde øED ( øGF ) značı́ výchylku kuličky A (B) z jejı́ rovnovážné polohy.

Vlastnı́ kmitové módy jsou öKJÖç � C � é5ö�L�çNM � C � � ðKO 8 �QP� � ð ]

x

R Sk

m m

øED øGF

l l

A B
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6. Odvod’te vztah pro okamžitou výchylku T -té kuličky systému na obrázku, určete vlastnı́
frekvence systému U kuliček a počet těchto kmitových módů (kmity se konajı́ podél osyV ). Okrajová podmı́nka: nultá a UNWYX kulička majı́ v libovolném čase nulovou výchylku.

[pohybová rovnice ZY[]\_^�`[Ba \cbedQf Vhg;i�j W VhgIkGjmlon�Vhgqp9r jejı́ řešenı́ je tvaruVhg b�sut�v�wxf TGyzWz{ p t�v�w|f~}�� Wz� p9r po aplikaci okrajových podmı́nek dostaneme pro
výchylku V�g b�sut�v�wxf T����� kGj p t�v�wxf~} � � Wz� p a pro vlastnı́ frekvence vztahy

} � b n }m��t�v�w ������ � kGj)� r }m�6b�� �� r těchto frekvencı́ je nejvýše N.]

x

� � �... ...
k m k km m k

Vhg;i�j�Vhg Vhg
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