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1. Uvod

Mnoho systém, které studujeme vifgodnich ¥dach vykazuje wity druh symetrie, aada
.pfirodnich zakoi"“, které zname, je invariantniu¥i jistym transformacim. Mnozina vSech
moznych transformaci &ité symetrie vytvé to, co matematici nazyvaji ,grupa“. Tak zrcadleni
vrovinge vytvai grupu, ktera ma dva prvky: zrcadleni a identithle také mnozina
trojrozmernych rotaci, mnozina Lorentzovych transformaci cnefmnozina trojrozérnych
translaci jsou grupy, které ale nyni sestavajikone&ného mnozstvi prik Ze Zejmych divodu

se grupy s korimym paitem prvki nazyvaji_diskrétnigrupy transformaci, které sp@jtavisi na
fack parametl se nazyvaji spojité grupy.

Symetrie systému vede kéitym vztahim mezi pozorovatelnymi veéinami, které jsou
splreny s nekonéné vysokou pesnosti a které nezavisi na povaze sisobpicich vtomto
systéemu. V atomu vodiku néklad zjiS€ni, Ze energie dkterych fiznych stau jsou pesre
stejné je dsledkem roténi invariance tohoto systémiasto se také stava, Ze symetrie
fyzikalniho systému se realizuje pouzébpzné. Nekonéné rozlehly krystal je naipklad
invariantni w¢i translaci o nasobek iiikové vzdalenosti atoin Ve skuténosti ma krystal
koneiné rozndry, coz naruSuje zménou transléni symetrii. Nicmés, obsahuje-li krystal
dostaténe velky paiet atoni, ma toto naruSeni jen maly vliv na ty jeho vlastnokteré
nesouvisi prays povrchovou strukturou.

Jiné giklady symetrie, které plati pouzeilizné se najdou ve fyzice elementarnich
gastic. Tzv.A" &astice, jeden z excitovanych siawkleonu, se rozpada na nukleon a dasti,
7T meson, stréné pion. Existuji dva druhy nukledn proton a neutron, ditdruhy 77 meson,
elektricky nabité pionyr" a 777 a neutralni piorrz®. Protoze elektricky naboj séipozpaduA”
musi zachovavat, jsou mozné duané zmsoby rozpadu:

A* - nm nebo A* - pAt (1.1)
Je napadné, Ze druhyigob rozpadu se vyskytuje dvake@seji nez prvni, skuténost, kterou
nelze vys¥tlit rozdilem v elektrickém naboji produktrozpadu. Rrozené vysitleni faktoru 2
plyne ze symetrie. Neni to tak podivné, jak se mddrvni pohled, protoZe protony a neutrony
maji téngf stejnou hmotnost, stejrjako zmirgné t druhy piormi a takéctyii druhy A castic,

které se vyskytuji vifirode (viz Tabulka 1). Tuto shodu hmotnosti, a jak uwidipozdji i faktor



2 ve dvou zfisobech rozpadu (1.1), je moZno Vbt za predpokladu, Zeifiroda je invariantni
vaci tzv isospinove transformaci. Termin isobarickynsgkraceg isospin, zaved| v roce 1932
Heisenberg, ktery byl zaujat skatesti, Ze proton a neutron maji skoro stejnou hogita az na
ruzny elektricky naboj jsou shodné i jejich dalSistteosti. Nukleony tedy tvo dublet, podobé
jako dw mozné orientace spinu elektronu fivdublet (odtud nazev isobaricky spin). Pgkde
ukazalo, Ze obe@relementarntastice s tér shodnymi hmotnostmi mohou bytiaaeny do tzv
isospinovych multiplét. Tak nukleony tvéi isospinovy dublet, piony isospinovy triplet &

castice isospinovy kvadruplet.

Tabulka 1: Hmotnosti nukleonii, pionii a A &astic v MeVKE

nukleony IT mesony A castice
m, =938 MeV/c’ m_. =140 MeV/c® m,.. =1231MeV/c?
m, =939 MeV/c’ m, =135MeV/c’ m,. =1232MeV/c®
m_ =140MeV/c® m,, =1233MeV/c?
m_ =1235MeV/c’

Castice v daném multipletu maji viechn§bfizné stejnou hmotnost, alézny elektricky néboj.
Naboje jsou uvedeny v tabulce: Zadné& d@astice v multipletu nemaji stejny nébojcéastice
mohou byt vZzdy s@azeny tak, Ze se dvsousednicastice v multipletu liSi pré o jeden
elementarni nabo;j.

Je Zejmé, Ze isospinova invarianceube byt ginejlepSim piblizné, protoZze hmotnosti
nukleori, piomi a A ¢astic rjakym zpisobem zavisi na elektrickém nabdastic. Rozdily
hmotnosti uvnit multipletu jsou pouze ¥adu rékolika procent, coZ je obeé&rstupé presnosti,
ktery acekdvame od teoretickych odharaloZenych na invarianci isospinu.

Fredchozi piklad se tykd aplikace teorie grup ve fyzice elementhrigstic, ale
invariantni vlastnosti hraji velkou roli skoro v kazdé asi fyziky. V atomové fyzicetasto
musime uvazovat oidledcich roténi invariance, v jaderné fyzice §itat s roténi a isospinovou
invarianci, ve fyzice pevnych latek s invariandi diskrétnich translacich a rotacich. Také
v teorii pole hraji transformace symetrie velkou roli. Nda&tni druh transformaci narazime

napiklad v elektrodynamice. Zde ibheme elektrické a magnetické pole vyjagpomoci tzv



vektorového potenciéIuAﬂ(x), ktery piSeme v relativistickémctyivektorovém znéeni
(#=012)3)
()

&{};@, x* =(ct,x) , (1.2)

Cc

kde ® je skalarni potencial & je trojroznémy vektorovy potencidlt je rychlost s#tla.

Elektrické a magnetické pole je definovano vztahy

E:—iq:—ﬁi , (1.3)
ot
B=0OxA . (1.4)
Jednoduse Ize ukazat, Eea B se nezmni pii tzv kalibrasnich transformacich
A(x) - A(X)-OA(x) , (1.5)
®(x) - q:(x)+a/\a—$x) , (1.6)

neboli vectyivektorovem zneeni @, =9/dx*)

A(x) - A (x)+0,A(x) . 1.7)
Charakteristickou vlastnosti kaliirsich transformaci je, Ze zavisi na libovolné funMx) %

prostoru atasu. Skuténost, 7eE a B se nensni pii kalibratnich transformacich znamena, ze
elektromagnetickeé jevy jsou kalild&ra invariantni.

ZapiSme té tyto transformace jinak, a to
A, - id"a,-iA)e" (1.8)
takze dostavame fazovy fakt@xp{i/\(x)} zavisly na prostoru dasu. Fazové faktory definuji
grupu nazyvanol(1): je to grupa unitarnich matic dimenze 1 x lto¥Ato gipack jde o_prostou
grupu, ale ukazuje se, Ze mame teorie zaloZeni@yahj(spojitych) grupach, které jsou mnohem
mere prosté Takovym teoriintikame kalibrani teorie a poleA, se nazyva kalib&mi pole. Pro
obecrgjSi grupy se ukazuje, Ze pebujeme ilizna takova kalibkni pole. Lze ukazat, Ze

kalibracni teorie hraji dlezitou roli @i sjednoceni zakladnich interakci mezi elementarnim

casticemi. Elektrodynamika, kalilinai teorieU(1), je nejjednodussi variantou tétty teorii.



Dosti gekvapivé je, Ze také teorie gravitace, Einsteinobacna teorie relativity, je
kalibracni teorii, i kdyZ trochu jiného typu. Na tuto teamuzeme nahliZzet jako na kalitéra

teorii obecnych transformaci s@aanic, danych obecnou £nou parametrizace prostoriasu

X o x4+ E4(x) (1.9)

Kalibracnim polem je nyni gravitai pole, vyjadené pomoci metriky, ktera umaie definovat

vzdalenosti a Uhly vétyirozmérném prostordase.
Skut&nost, Ze kalibréni transformace jsou spojeny s abstraktni grupsougasré zavisi

na prostordase, nize veést k zajimavym topologickym jew. Hiklady takovych jeu jsou
uspdadani toku v supravodj Aharonoviv — Bohmiv jev v kvantové mechanice a magneticke

monopoly. Abychom ilustrovali vyznam topologie, peime se jestjednou na grupu(l)
kalibracnich transformaci, ale nyni v dvourogmém prostoru (neboli naripad, ktery nezavisi

nacase a zavisi jen na dvou Zegrostorovych sotadnic). Bul’ z,a(x,y) komplexni funkce, ktera
se transformuje vzhledem k transformacim z grugy ja

w(xy) - €yg(xy) (1.10)
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Obrazek 1 Fazovy l]hell,U(X,y) je ukazan jako Sipka, jejiz délka neni podstatnaale pro urcitost ji volime
jako ‘I/I(X, y)‘ . Funkce mé nulovou hodnotu v péatku.

Prikladem takoveé funkce je vinovéa funkce v kvantovéchmanice. Z toho, Ze v kazdém Bdde
fazi y zmenit pomoci kalibréni transformace by se mohlo dovodit, Ze fgzg ve skuténosti

pro popis systému nepodstatndedto tomu tak neni. Podivejme se inapa funkci, ktera je



v pocatku rovna nule. Vezéme nyni uzakenou Kivku v roviné x-y a vSimréme si, jak se podél
této kivky meéni faze funkcez/l(x,y). Po proBhnuti celé kvky nemusi faze nabyvat téze
hodnoty jako psateni, kdyz Fedpokladame jednozé@ost funkce(//(x, y), musi vSak byt tento
fazovy rozdil roven27/m, kden je libovolné cel&islo. Totocislo se nazyva index bodu kévce
(dale jen index). Rklad pro indexn=1 je uveden na Obr. 1; fazovy Uhel seénino 277, kdyz
sledujeme funkci podéliiwky popisujici uplné obkrouzeni pétku v rovirg x-y. Snadno si

muzeme pedstavit situaci s jinym indexemiifad n=0 nastava tehdy, je-li faze funka;&e( X, y)
konstantni. Mnime-Ili funkci z//(x,y) spojite, pak by nél index Zistat stejny. Proto se index bodu

ke kivce nazyva topologickym invariantem. To také zna&e&e se index nezmi pii globalre
(na celé ploSe) definovanych kalibnéch transformacich (1.10). VSigme si, Zze hodnota

indexu nezavisi na vadbuzavené kivky kolem paatku (pokud ovSem vriitk kivky
neobsahuje dalSi nulové body funlqﬁéx,y)). Z toho vseho plyne, Z&koliv muzeme lokals,

tedy vjednom bo& a jeho nejblizSim okoli, polozit fazi funkce rovmule, globalg to Ize
proveést pouze tehdy, pokud je index roven nule.
Takova situace se vyskytuje u vektoroveho potdéunci®odivejme se znovu na

dvouroznérnou rovinu a pedpokladejme, Ze mame statické magnetické pole¢ k& vSude
nulové, aZ na omezenou oblast okold4tku. V této oblasti by potencidh nem¥l byt roven
nule vzhledem k (1.4). Naopak veggi oblasti, kde poleB je nulové, neni zadnystod pro to,
aby i potencidl A nemohl byt nulovy. MiZeme ukézat, e pomoci vhodné kakifa

transformace Ize poloZif roven nule v libovolném bad Tento vysledek ale plati jen lok&ln

jak mizeme viét z nasledujicihofivkového integralu

o[C]=pAdX | (1.11)

kde C je dana (uzaend) Kivka. Je snadné ukazat, 20[C] se nemani pri kalibrasni

transformaci (1.5). Na druhé stéamime z teorie magnetického pole, QI{C] musi byt rovno
magnetickému toku plochou, ohréamou kivkou C. Pouzijme této skudmosti na nami

diskutovany pipad. Veznime uzavenou kivku C kolem paatku ale vedenou v oblasti, kd&

je rovno nule. Celkovy magneticky tok oblasti ohi¢anou Kivkou C neni vSak nuth roven



nule, tj. q:[c] nemusi byt nu rovno nule. Pak nefiteme A vynulovat pomoci kalibgmni

transformace v celé ¥$i oblasti, i kdyZ to riizeme provést lok&éf VSimnsme si, Ze
magneticky tok zde hraje stejnou roli jako indexibde Kivce vpiedchozim. Opravdu existuji
situace, kdy tyto dvveli¢iny na sok linearreé zavisi. Pak mluvime o kvantovani tokdikdPadem
tohoto jevu jsou tzv. vortexovéeSeni v supravodich a magnetické monopoly. Podréfsi
studium &chto jeva by nas ale zavedIdifiS daleko od naSehagdnetu.

V predchozim jsme alesponaznéili roli, kterou hraje teorii grup ve fyzice. \ét¢hto
prednaskach se budeme hlaveenovat grug rotaci, a to fedevsSim v kontextu kvantove
pojednani rize gitom zistat transparentni, ndzorné a matematickyiili®pkomplikované.
V zaddném pipack se nesnazime o Uplné matematické pojednani; cikenukazat co
nejpleswdCivéji vyznam teorie grup. Budeme se v dalSim @Sk Sfce novat fyzikalnim
aplikacim. Grupa rotaci jerixladem tzv. kompaktni Lieovy grupy. Vetgine aplikaci mjde o
reprezentace této grupy. Teorie reprezentaci takogyup je matematicky déd prozkoumana.
Pro porozurani je teba gimérena znalost linearni algebry (matice, skalarnésgstopa, funkce

Moy s

v dodatcich.

2. Kvantova mechanika a rot&ni invariance

Kvantova mechanikdika, ze kazdy fyzikalni systém je popsan (oléekomplexni) vinovou
funkci. Tato vinova funkce jgeSenim diferencialni rovnice (rapSchrédingerovy rovnice
v pripact, kdy miZzeme pouzit nerelativistickéhdilplizeni) s okrajovymi podminkami danymi
fyzikalni situaci. Nebudeme se zde zabyvat obecnyroblémy nalezeni vinové funkce, ale
soustedime se na ty jeji vlastnosti, které jsou danyesyifrpopisovaného systému.

Jednou za symetrii, které se v projevujiexriem zivog, je invariance objektvzhledem
k rotacim viirozmérném prostoru. Experimentator zjige, Ze vysledky jeho &eni jsou

nezavislé na orientacidficiho zdizeni v prostoru, pokud ovS8em nedochazi k interak¢zeni

%2 Toto zpisobuje zajimavy kvantévmechanicky jev pro elektrony, nachazejici s& wmagnetického pole, tzv.

Aharonoviv — Bohmiv jev.



s okolim. Takzecasovy udaj hodin neni zavisly na orientaci hodiprastoru, stejé jako
vysledek vypdétu pctitace nezavisi na jeho n&eni. Roténi symetrii proto nachazime
v zékladnich rovnicich fyziky: Newtonovy, Maxwellpwa Schrédingerova rovnice jsotildady
rotatné invariantnich vztah Presrgji feceno: girodni zakony jsou invariantni vzhledem
k rotacim trojrozrérného prostoru.

Ted jde o to, jaké jsouisledky rot&ni invariance vinové funkce. Z klasické mechaniky
vime, Ze roténi invariance soustavy, ktera neinteraguje s okoliede k zachovani momentu
impulsu: pro takovou soustavu je vektor momentu ulsyp konstantou pohybu. Zakony
zachovani, které nejsou zavislé na konkrétnim &lema silového fisobeni, ale plynou z velmi
obecnych pgi¢in, se mohou projevovat, i kdyz v jiné podophbtaké v kvantové mechanice.
Ocekavame proto, Ze ve vinoveé funkci nalezneijaky obraz momentu impulsu, zachovavajici
se v¢ase. VSimneme si tedy, jak se vinova funkce chdivéofacich a jak to souvisi s momentem
impulsu.

Vinova funkce je zavisla n&gade pronmennych, ale obeenje vzdy feSenim linearni
diferencialni rovnice

oY =0 . (2.1)
Skuteny tvar operatorup neni podstatny, pouze pozadujeme, abybyl invariantni w¢i

rotacim. Rikladem niize byt Schrédingerova rovnice pro poh§bidg volnécastice

2 2 2 2
el e e o | il (1)
2m{ 0x;  0X;, 0X3 ot

Ukazeme, Ze je tato rovnice roma invariantni. Polohovy vektok prejde po rotaci soustavy do

0 . 2.2)

X' se soadnicemix , které jsou dany vztahem
X=YR,x . (2.3)
]

Rotace je charakterizovana mati8k3 R , kterd je ortogonalni a ma determinant roven 1
(ortogonalni matice s determinantem rovnysh popisuji rotaci a zrcadleni). Podminkou
ortogonality proR je
R'R=RR"=1 neboli > R R,=3J,, ; DR R;=d, . (2.4)
i j

kde R" je matice transponovana k matri

Neni obtizné ukazat, Ze rovnice (2.2) je ¢nganvariantni. Nejprve uvazme, ze



i,/,(y(/ t)= 9% (%'t ):ZR..iz/l(X’ t) (2.5)
0x T e x ax’ ~ ' ox Y '

J

.kde jsme vyuzili vztah (2.3). Dale poKu;ime stejg, tedy

Zaa‘/’(x 1)= 2R3 ax ar(XH)= 06

pii zjednodusSeni jsme uzili vztahu (2.4). Z tohotshegku plyne, Ze rovnice (2.2) je invariantni
vzhledem k rotacim: je-l(%,t) te3enim rovnice (2.2), pak ta&é(i’ ,t) jejimiedenim.

Pozdji budeme podrohgji studovatiadu vlastnosti rotaci. Jeuzijeme jen toho, ze
rotace mohou byt representovany realnymi matideimenze3x 3 s determinantem rovnym 1,
které spiuji relace ortogonalityRR™ =1. Libovolné natéeni ve fech rozrérech miizeme
charakterizovat femi Uhly (coz pesrgji uvedeme ve feti ¢asti). Jsou-liR a R, matice
odpovidajici Bjakym rotacim, pak také jejich s@n, tj. matice R,=R R, predstavuje rotaci.
Jinakifeceno: d¥¢ po sol¢ nasledujici na@®ni mohou byt chapany jako jediné rnistoi. Cikaz je
prosty: gedpokladejme, zeR a R, jsou ortogonalni matice s determinantem rovnym 1.
S pouzitim vztahu

RI=R" , R=R; (2.7)
mazeme ukazat, Ze tak® =R R, je ortogonalni matice:

R =(RR) =R,R =R;R;'=(R,R)" =R} . (2.8)
Dale plati

detR, = defR R,) = deR, deR,= 1 (2.9)
a to bylo teba dokazat. Povsirame si, ze &oliv sowin R,=R, R, je také natdeni, nemusi byt
obecrt R, a R, identické. Jinakeceno: rotace v trojrozémném prostoru nejsou komutativni; to

jest operace provedenétizném pdadi nevedou obeérk témuz vysledku.
Nyni ukdZzeme, Ze rotace #dakzvanou grupu. Grupa [ mnoZina (v naSemifpac

mnoZzina redlnych matiR dimenze3x3 s determinantem rovnym jedné a vlastnosti ortogonality



R"R=1), na niz je definovana binami operace (nasobe®®G (R,R,) -~ RR,0G
s nasledujici vlastnostmi:
(1) Nasobeni je asociativn{R R,) R, = R,(R,R,).
(2) Existuje jednotkovy prvek (v naSerfigack jednotkova matice 1) takovy, 2d8=R1=R
pro vSechny prvky (matice) z grupy.
(3) Ke kazdému prvku existuje inversni prvek (veradiipad ke kazdé maticR z grupy
inversni maticeR™) takovy, ZeR*R=RR™* =1.
Vidime, Ze mnoZina realnych mafitdimenze3x3 s determinantem rovnym jedné a vlastnosti
ortogonality R" R=1ma v3echny vlastnosti grupy.

Kazda grupa je p# charakterizovana strukturou nasobeni, souvislpstki danou
pravidly nasobeni. Pojem ,struktura“ v dalSim poj@di ugesnime a vyjaidme ve vzorcich.
Ted jenom zdirazréeme, Ze v grup nemame zadné ¢gani“ a ,ode€itani“, ale pouze ,nasobeni*.
V grupe také neni Zadny ,nulovy prvek®.

Obecrg je velmi uziténé, pokud vSechny mozné transformace invariancetaoy tvai
grupu. Ke d¢ma transformacim invarianceudeme pidat hned #eti, tak Ze transformace po
sok& nechame {sobit vzdy na fislusné veliiny, pomoci nichz je teorie definovana.udy
vysledné transformaci musi byt teorie saiegme také invariantni. Pak je sgma prvni
z predchozich vlastnosti grup, dalSi vliastnosti jséi8imou @irozené.

Nyni up'esreme zpisob, jak se funkcey transformuje @ rotacich. B rotaci se zrani

souadniceX na novéx', dané vztahem

x - X=YRix . (2.10)
J

Oznaeni R mistoR je wci konvence, nehbR zatim nijak nespecifikujeme. Rotace (2.10)

muze odpovidat zene fyzikalni situace. Najpklad castice, ktera seipodreé nachazela v ba&dx
je premistna do bod& . Rotace v3ak také e odpovidat zémé soudadné soustavy. Pevny
vektor, ktery ngl v pavodni sousta¥ sodadnice x bude v nové soustapopsan sa@adnicemi
x . Oba pohledy jsou komplementarni, alespokud neexistuje &aky prednostni sir. My

budeme rotace uvaZovat ve smyslumgnsodadné soustavyTakova rotace sdadné soustavy

3 Tato volba byvéa nazyvéna pasivni transformaci.
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indukuje znénu soudadnic a tedy také funkci s@adnic. Funkcey prechazi po rotaci do nové
funkce ¢/ takovym zgisobem, Zze hodnota funkcg’ v novych soiadnicich x' je rovna

hodno# funkce ¢ v pavodnich sotadnicichx . Mezi ok&ma funkcemi plati tedy vztah

' (xX)=y(%) . (2.11)
Po dosazeni z (2.10) mame novou funkci vigad jako
¢ (¥)=¢(RX) . (2.12)

Nyni popiSeme sobeni dvou po sébnasledujicich rotacich. Prvni rotaci smdné
soustavy popiSeme matiBi a po ni nasledujici rotaci mati€i Sodadnice se po druhé rotaci
zmeni na

X' =25 =S Rx =3 (RS) % . @13)
j ik j
Odpovidajici zrény funkci @i kombinovaném @isobeni dvou rotaci je dano vztahem
y"(x")=¢'(SX")=¢(RSX") | (2.14)
pricemZ \¥nujme pozornost tomu, Ze j@ali maticR a Sv poslednim¢lenu je op&né oproti

poradi, ve kterém nasleduji odpovidajici rotacersdné soustavy. Protoze pré&ma na obou

stranach (2.14) jex”, miZzeme v takovém vztahu psat misi prost x. Dvé po sols
nasledujici rotace, nejprve R a potom Snifunkci ¢/ (X) nejprve nay' (x)=¢/(RX) a potom
na ¢" (X)=¢(RSX). Jinymi slovy, i kazdé rotaci je;v argumentu funkce nahrazeno

ZRJ X; , kde R; je odpovidajici matice rotace.ilfeme to jedt jednou pehled znazomit
J
jako

w(x) - ¢ @=¢(RX) - ¢'(x)=¢(RSX) . (2.15)
Nyni vyuZijeme toho, Ze j@ , diferencialni operator v rovnici (2.1) rét& invariantni.
To neznamena, Ze takéSeni rovnicey musi byt roténé invariantni. Jako fiklad uvazme
feSeni, kdy vinova funkce popisujéstici, kterd se pohybuje ve &m od vychodu na zapad. Po
rotaci 0 77/2 segastice pohybuje ze severu k jihu, a to je jindagi@us jinou vinovou funkci. Ve
skute&nosti, je-li » rotasné invariantni, musfedeni rovnicgy po rotaci pejit na jinéredeniy’ .

Takze po rotaci o77/2 vinova funkce odpovidajictastici, kterd se pohybuje ve &m od
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vychodu na zapadigjde na jinou vinovou funkci, popisuji¢astici @i pohybu ze severu k jihu,

ale ol vinové funkce jsoueSenim téze rovnice. Jé§inak receno: mozna fyzikalni situace

(popsana vinovou funkaj, , ktera jereSenim uvazovaneé rovnicekejde po rotaci do jiné mozné
fyzikalni situace, popsané funket,. Konkrétrg, mohou-li se pohybovatastice od vychodu

k zapadu, musi stejrdolre mit moznost pohybovat se od severu k jihu. Kdgloyu tak nebylo,

nebyla by fyzikalni situace ratae invariantni.

Méjme riznareSeni rovnice (2.1, a ¢,, kde jedno nevzniklo z druhého rotaci,
p¢,=0 , o¢,=0 . (2.16)

Protoze je rovnice (2.1) linearni ¥, musi byt kazda lineami kombinacky, +uy, také

ieSenim, tj.
o (Ay, +u,)=Ao,+uoy,=0 . (2.17)
Obecr#: jsou-li ¢,,.. .4y, feSenim rovnice (2.1), je také libovolna linearminkanace
AP, + A0, +...... AW, (2.18)

feSenim této rovnice.
Pokud jde o chovaniiprotacich, nizeme rozlisit dva fipady. Bul’ je vinova funkce

rotacné invariantni, tj.¢y prechazi pi rotaci sama na sebe

g (X)=w(x) = @X)=¢x) . 2.19)
nebo gejde na linearni kombinaci (line&nezavislychyeseniy,,... 4., které samy f rotacich
prechazeji na linearni kombinace z nich vyeré. Jako fiklad druhé mozZnosti vezime soubor
feSeni proc¢astici pohybujici se vS8emi moznymi &y V tomto gipad obsahuje mnoZina
W,,... 4, nekonény pacetreSeni. S ohledem na to, abychom se vyvarovali kizkagil souvisici
s nekonénosti jmenované mnoziny, thbeme se omezit naastice v klidu nebo alespose
zanedbatel malou hybnostiCéastice v klidu pechazi pi rotaci sama na sebe, ale vnit
struktura se eventu&mrmuze znénit. Mnozina vinovych funkci, které spolu souvigeg rotaci
pak obeca obsahuje konmy pcaiet feSeni. Kdyz sé€astice nachazi v zakladnim stavu, pak je
prislusna vinova funkce obvykle rét& invariantni; mnozina obsahuje tedy pouze jedinou

vinovou funkci. Kdyz se€astice nachazi v excitovaném stavu, pak molizoé excitované stavy

piechazet jeden do druhého pomaoci rotace.
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Vezmeme tedy mnozinuy,,... 4, vinovych funkci, souvisejicich pragstnictvim rotace.

Po rotaci tedy fechaziy, na linearni kombinaci funka,,...,,:

W (X) =, (RX) =dyuy(X) +d o (X) +..oo+ d i, (X) (2.20)
a podob# pro ¢,,...,, . Obec muzeme psat
wa(X)=> dew (%) . AB=1...n . (2.21)

Koeficienty d,; vytvéreji matici D(R), takze nizeme psat
W (x)=W(Rx)=D(R)W(X) ,
¢ (%) dy - o dy ¢, (%)
wi= o= e T
. (%) dy - o dy, w, (%)
Matice D(R) ve (2.21) a (2.22) jsou dany nejen matic&nkteré popisuji witou rotaci
v trojrozmerném prostoru, ale také volbdeSeniy ,, ze kterych vytvéime linearni kombinace.

Muzeme jit je&t dal. UKita rotace nmiZze byt provedena najednou, neboékalika po sob

jdoucich krocich. Ve vysledku tdipzerg neni vidt. Nagiklad rotace o77/2 mohla vzniknout

piimo, nebo jako rotace @r nasledovana rotaci es/2. Tato skuténost se musi odrazit ve
zpusobu, jak jsou fislusné maticé)(R) nasobeny. Abychom to ukazali, vezme dw& po sol&

nasledujici rotac® a S (viz (2.15)). A rotaciR prislusi maticd (R), rotaciS maticeD(S), tj.

vyjadreno vzorci

W(RX)=D(R)¥(X) ,

2.23
W(Sx)=D(S)W(x) ( )

Prirozere pak slozené rotaétS odpovida maticeD(RS), pro kterou plati
W(RSX)=D(RS)W(X) . (2.24)

Vyraz lJJ(RSY() ovSem niZzeme pditat i podle (2.23) (zagmime prorgnnou X - SX Vv prvni
rovnici a na pravé strérpak dosadime z druhé rovnice):

W(RSX)=D(R)W(Sx)=D(R)D(S)W¥(x) . (2.25)
Musi tedy byt
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D(R)D(S)=D(RS) . (2.26)
Matice D(R) musi mit tedy stejnou strukturu pravidla nasohakd samy maticdR. Z tohoto

duvodutiikame, Ze maticeD(R) tvori representaci grupy rotaci v trojrogmém prostoru.
Obecréji: mnozinu matic nazyvame representaci grupylifesplati:
(1) Kazdému prvka grupy gislusi maticeA.
(2) Sowinu dvou prvk prislusi sotin odpovidajicich matic, tj.igsluSi-li prviiom grupya, b,
c maticeA, B,C a je-li c=ab, pak C=AB.
Zjistili jsme v gredchozim, Ze ip rotacich v trojrozrérném prostoru se vinoveé funkce fyzikalni
soustavy transformuji pomoci linearniho zobrazteiré tvai representaci grupy rotaci vieeh
dimenzich.

Jako jednoduchyifklad vezngme i funkce
wl()?):xl ) wz(i)zxz ) l//3(7<)=><3 : (2.27)
Pfi transformacich rotace se tyté funkce transformuji maticﬂD(R), kterd je pimo rovna

matici R. Podminka (2.26) jefftom splréna trivialre.
Avsak ne vzdy jsouipdchozi zasry spravné. Z kvantové mechaniky vime, Ze isame

rozliSit vinové funkce liSici se pouze (realnym}ydaym faktorem.Proto vinové funkcgy a
exp(i/i)z// popisuji (g realném)) stejnou situaci. Proto je mozné, Ze se tato mejeakEnost
projevi @i definici matic D(R). Vztah (2.26) by bylo moZné v principu zémit slabSim
vztahem
D(R)D(S)=exdia(RS)}D(RS) | (2.28)

kde a(R,S) je (redlny) fazovy faktor, zavisejici faaS. Matice D(R) s netrivialnim fazovym
faktorem v (2.28) fedstavuji tzv. projektivni representaci. Projektivni repméssce jsou ve fyzice
potrebné. Mohou se vyskytnoutipady, kdy kazdé mati@® piislusi d& matice D(R) a D'(R),
které se Iisi fazovym faktorem,igsrji faktorem -1. TakZze plati D'(R)=-D(R). To je
piipustné, nebd vinové funkcew a -y popisuji tutéz situaci. Uvedena nejedndzrusst

ukazuje, Ze vztah (2.26) plati az na znaménkoppeofazovy faktor v (2.28) nabyva hodnoty 0 a
. Céstice popsané vinovou funkci, kterd se transfoerpoidle projektivni representace nemaiji

analogii v klasické mechanice.riladem takovych¢astic jsou elektron, proton a neutron.
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Prislusné vinové funkce se transformuji jinak, nedgmo vztahem (2.12). Pagdse k tomu
jese vratime.

Existuje je& jedna podminka, kterou musi matiDe( R) sphovat. Tato podminka plyne
z fyzikalni interpretace kvantové mechaniky. V kicar@ mechanice vyZadujeme existenci

skalarniho sotinu piitazujicimu kazdym ddma vinovym funkcimy, a ¢, komplexnicislo

Y, |\@,) . Pro skalarni sa@in musi platit
(nle)
(wlw)=0
wly)=0 - |g)=0,
WA+ M) = Alwlw) + Ay )
(o) =(walwy)

kde Aa A, jsou libovolna komplexnéisla. Pro vinové funkce zavislé na jedné pfoné je

(2.29)

skalarni sotin definovan jako
Wlwo) = [ @i (X, (x)dx (2.30)

presrgjSi definici skalarniho sa@inu nebudeme p#bovat.
Podle kvantové mechaniky ufeme ¢tverec absolutni hodnoty skalarniho &aou
definovat jako prav&podobnost. ResrEji to uvidime na pikladu, kdy stav soustavy je popsan

pomoci|y) . Pravapodobnost, Ze soustavu nalezneme ve sf#yuie dana vyrazerﬂ(¢|z//>‘2.

Soustava i @¥ici zaizeni jsou podrobeny rotaci. Podle (2.22) se stamdni na

[#) -~ Dle) . |¢) - Dlg) - (2.31)
Zminovany skalarni sdin prejde na
(¢ly) - (¢[D"Dly) . (2.32)

PorevadZ pedpokladame rotai invarianci, nesmi se fip této transformaci zemit

pravapodobnost. ProtoZe jsdw) i |¢) libovolné stavy, musi matid® spiiovat podminku

D'D=1 , (2.33)
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ti. musi byt unitarnf. ProtoZe kazda maticé)(R) spojena s rotaci v trojroZmém prostoru

tomuto poZzadavku vyhovuje, plati to i pro celouresgntaci. Vtomto kontextu se budeme

zabyvat vyhrad&unitarnimi representacemi.

3. Grupa rotaci ve ¥ech dimenzich

Rotace v trojroz@rném prostoru mohou byt representovany realnymiceat R dimenze3x 3.
ProtoZe pi rotacich &stavaji zachovany uhly mezi vektory, musi byt tgtatice ortogonalni.
Tyto ortogonalni matice twd grupu 0(3). Z podminky RR"=1 dostavame detR=% 1.
Vybereme-li pouze ty ortogonalni matice, jejichiedminant je roven 1, mluvime o grip
S0(3).
Rotace v trojrozémém prostoru je pkuréena osou rotace a velikosti thlu rotace. Osa

rotace niZe byt napiklad zadana pomocfitozmerného vektorud ; velikost Uhlu rotace fize

byt uena délkou tohoto vektoru (Ghel v radianech). délikotace, liSici se o uh&mr jsou

identické, nizeme trojrozrérné vektoryd uzavit do trojroznémeé koule s pologremz. Tak
mame pirozenou parametrizaci vSech trojrozmych rotaci. Kazdy bod této parametrické koule
odpovida gjaké rotaci: osa je dana spojnici tohoto bodu s&sm koule a Uhel nateni (dany

orientaci levotéivého zavitu) se #ni od 0 dar (otoceni o uhly z intervalu-77 do O jsou spojeny
s vektorem na téZerfipnce opéne orientovanym). Dva protilehlé vektory na povrchaule, tedy
aa-as |c7|:77, popisuji stejnou rotaci, jednu o uheh druhou o Uhetsr okolo stejné osy.
S vyjimkou &chto dvojic uéuji dva fizné body parametrické koule&rizné rotace.

Z predchoziho je iejmé, Ze rotace mohou byt parametrizovany pomdaiezavislych
parametii, jmenovit sloZzek vektorus , a dale Ze rotace sp@jitavisi nadchto parametrech. Pro

dalSi studiumeéchto zavislosti zavedeme pojem infinitesimalnictacq tj. rotaci v okol1c7|=0.

PopiSme nejprve rotace kolem askdy ﬁ:(0,0a). Prislusna rotace je zobrazeni

* Podminkou je, Ze absolutni hodnota skalarnihaisouse nezini. Mohla by se tedy matic®* D lisit od

jednotkové spolinym fazovym faktorem.
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X - cos¥x+ simy
y - Ccory- simXx (3.1)
z > z

Odsud dostavame mati&t(a) ve tvaru

cor s
R(a)=| -sina cosr 0O (3.2)
0 0 1

Otogeni o Uheb mizeme chépat také jako vysledeko sol¢ jdoucich otéeni o Ghela/n. Fii
dostaténé velkémn se bude matice ateni o velmi maly Ghela/ninfinitesimalrg liSit od
jednotkoveé matice; zanedbameknyfadu (a/n)z, bude pislusna matice

1 a/n O , 0 10 ,
R[3j= —a/n 1 0 +o£“—2]:1+€ -1 0 o+o£“—2] (33)
n n n n
0 o0 1 0 0 0

Rotaci o uheb dostaneme, jestlize-krat provedeme rotaci (3.3), tj.

R(a)=[R(a/n)] = {1+ %T + o[a—jﬂ , (3.4)

n

kde maticeT je definovana jako

0 10
T=|-1 0 0| . (3.5)
0 00

V limité n — o mazeme zanedbatenyadul/n? ; s pomoci vztahu

expA= Iim[1+ %j (3.6)

dostaneme pak
R(a)=exdaT} . (3.7)
O tom, Ze vyrazy (3.7) a (3.2) jsou stejné sk peswedcime. Exponencialni funkci napiSeme ve

tvaru Taylorovyrady

00

expA = Zi. A (3.8)

n=o N:
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Dale si vSiméme, ze

T = (-2)" C(n21 (3.9)

o o Pk
o r» O
o o O

odkud okamZzi TZ””:(—l)”T pro n=0. S pomoci dchto vztahu napiSeme r&dk pro

exponencialu zvigsliché a zvlag sudécleny, takze

o (_1)”a,2n 100 a,2n+1 0 10
eXF{aT} =1+ ;W 0 1 0 +nz(:) 2n+1 -1 0 0=
0 0O 0 O
100 0 10 (3.10)
=1+(coxr-3 0 1 O+ sia|-1 0 0
0 0O 0 0O

coZ je skutéene vyraz (3.2).

Obrazek 2 Infinitesimalni rotace vektoru r kolem osy rotaced

Vztah mezi konéou a infinitesimalni transformaci (3.7 upeme vyjadit i pro obecnou
rotaci. Ri rotaci o maly Uhel se ke kazdému vektarupriicte maly vektorovy firustek, kolmy
jak k r tak k ose rotace, jehoz velikost je &mem Uhlu rotace a vzdéalenosti od osy (viz

Obrazek 2). Tento maly vektorovyipistek je vektorovym sainem r a vektoru osy rotace

d (ptedpokladame, z|=0), takze
r - r+rxa+0(af) . (3.11)

Pro obecny vektor rotacg=(a,,a,,a,) pak mame
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X - x+a3y—azz+o(|c7|2) ,
y - y+alz—a3x+0(|c7|2) , (3.12)

z - z+a2x—a1y+o(|c7|2) .

Infinitesimalni rotaci Mzeme zapsat také takto
R(d)=1+i(a, L1+a2L2+a3L3)+o(|5r|2) , (3.13)

kde jsme zavedli podle zauzivaného zvyku hermitedwsaticel, L, a L,

00 0 0 0 0 -i
L=/0 0 -i| , L,={0 0 O ,Ly=i O (3.14)
0i 0 - 0 0 0 0 0

Tyto matice nizeme jednoduSe zapsat pomoci Upiného antisymdiodieqsorus,,, jako
(L), =& (3.15)
Snadno seipswdcime, Ze

(L) =(L) ==
(L)y=~(Lo)y=—ipm =1, (3.16)

2™
(L), = (ko) = 1 €=
(a

Ted vytvoiime R(a ) jakon naslednych rotaci o Uhei/n:

_2N\ "
R(a)=[R(a/n)] :[1+ i(la’ L +ia,L +|a3|_3)+o[%]] . (3.17)
S vyuzitim (3.4) mame v limitn - o

R(a)= exp{i > a, Lk} . (3.18)

Spravnost vysledku (3.18)tufeme o¥it také jinym zmisobem. Nejprve si vSinéme, Ze
pii rotaci se stejnou osou rotace, alerg velikym ahlem rotace plati

R(sa)R(td) =R((s+t)a) , (3.19)
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sat jsou realn&isla. RotaceR(sc?) se stejnou osou rotace definuji komutujici podgrupu celé

grupy rotaci. Je jednoduché to ukazat: maR@sc?) definuji grupu (pro pevny vektod a
promenny paramets) pro kterou vysledek nasobeni nezavisi nagttinitelu

R(sa@)R(ta@) =R(ta)R(sd) . (3.20)
Tato podgrupa je grupSO(Z), grupa dvojrozrérnych rotaci (osa rotace je pevna, tate jen

slozky vektoru kolmé k ose rotace). S pomoci (3.4&¥eme jednoduSe odvodit nasledujici

diferencialni rovnici

(3.21)

MT R(sd) :[i > a, ij R(sd) |,

k
pii Upraw jsme nejprve pouzili (3.19) a potom (3.13). Je pdksnadné uvid, Ze feSenim
rovnice (3.21) je prav(3.18).
Neni snad ifeba opakovat, Ze aby matice (3.18) representovadgce, musi byt

ortogonalni a jejich determinant musi byt rovetj.Imusi byt splény vztahy

R(@)" =R(@) " =R(-@) , deR(a)=1 . (3.22)
Dukaz plyne z vlastnosti obecné matiero kterou plati

(expA)' = exfA) . deft exp)= efp B) (3.23)

Odsud plyne, Ze matice (3.18) vyhovuji podminc24Bza pedpokladu, Ze maticiaZak L je
k

realna, antisymetrickd a ma stopu rovnu 0. Viditeetomu tak skuteé je; z definic (3.14)

plyne, Ze matice Zak L, je ve skuténosti nejobecgsSi matici dimenze3x3 s pozadovanymi
k

vlastnostmi.

MuazZeme si t& polozit otdzku poékud obrace& mohou byt vSechny rotace vyjaéay ve
tvaru (3.18)? Nalézt odpeé¥ neni @iliS snadné. V principu dZeme exponencialu v (3.18)
vyjadiit pomoci mocninn&ady (3.8), a vysledek pak porovnat s nejogdm tvarem matice
rotace. Vidime pak, Ze na otdzkuizeme odpo&dét kladre: vSechny rotace mohou byt
vyjadreny ve tvaru (3.18). To zdaleka neplati pro vSedmupy. Napiklad nekompaktni grupy

obsahuji prvky, které nemohou byt zapsany pomdavisho exponencialniho tvaru¢kaliv
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mohou byt zapsany jako soin kone&ného pdétu exponencial. Tyto grupy se nazyvaji
nekompaktni, pa¥vadz prostor jejich paramétneni kompaktni. Rotai grupa, jejiz vSechny
prvky jsou ugeny pomoci parameira, , které jsou uzaeny v parametrické kouli o polaimu r,
je kompaktni grupa. V ramci naSeho pojednani neimedeekompaktni grupy studovat, to ale
neznamena, ze nejsou ve fyziadedité. Rikladem nekompaktni grupy je niéddad Lorentzova
grupa, tj. grupa pastavajici z mnoziny vSech Lorentzovych transformaci

Z predchoziho vykladu je jist ziejmé, Ze maticel, spojené s infinitesimalnimi
transformacemi hraji vyznamnou roli, nébalespa pro kompaktni grupy vSechny prvky jsou
popsany exponencialou (3.18). Proto nazyvame ty&dicen generatory grupy. ¢koliv jsme
zatim \¥novali pozornost pouze gréipotaci, je tento z&v platny pro viechny Lieovy grupyj.
grupy, jejichz prvky analyticky zavisi na kam&m p&tu parameir (v naSem fipact a,,a,,a,).
V piipack, Ze prvky grupy jsou matice, musi platit, Ze kapdyek matice je diferencovatelnou
funkci parameff. Paset linear nezavislych parameiruriuje dimensi Lieovy grupy, kterou
nesmime za#mit s dimensi matic, které uvaZujemBaiet linear nezavislych generatmusi
byt piirozere roven dimensi grupy.

jak pro rotaci vzniklou satinem dvou rotacR(&) a R(,E’)

R(@)R(B)=R(y) (3.24)
vyjadiit zAvislost y na @ a B. Znalost této zavislosti pe¥ruréuje strukturu grupového
nasobeni. Skuteost, Ze je dana zévislosﬁ(o?,,[?), urcuje prirozere pravidla nasobeni

generatai. Abychom to ukazali, rozvineme (3.24) podle mocaj a ,Bk8

® Norsky matematik Sophus Lie, 1842-1899.
® To je pipad grupy rotaci. V obecnéntipads Ize tento poZzadavek zeslabit: pro Lievu grupu goog, jsou-li
prvky dvakrat diferencovatelné podle pararetr

" Pro grupu rotaci v trojroz¢mém prostoru jsou édimense shodnrovny 3. To je ndhodna shoda: dimense grupy

rotacf vd-rozmérném prostoru jed (d -1)/2.
® Znateni @l uzivame prog,L +a,L,+a L. Ve vztahu (3.25) uzivame také sumikonvence: jsou-li v jednom

¢lenu stejné indexy dvakratiiga se pes ®&, tj. a, L, EZak L, .
k
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exp{id[ﬁ} exéi ,E’[II} :[ Fia, Lk+O(0’2)][ ¥iB L +O('82)]
=1+i(0'+,8)k L -a B LL +O(a2)+o(lgz)

“1si(@+p) L -taep) @)y O

—%ak BL.L]+0(a?) +0(5?)
V prvnich tech¢lenech vidime zgtek Taylorova rozvoje funkcexp{i (c?+[5’)[|1}. Kdyby byl
ctvrty ¢len roven nule, tj. kdyby, a L komutovaly, platilo by opravdy, =a, + 5, . Protoze
prava strana musi byt vyjha jako mocninndada exp{if/[ﬁ}, musi byt mozné vyjad

komutatory generatér jako linearni kombinace generdiomocninnaiada ma totiz tvar

1+iy L -Y 2y LL —...). Jinakieteno, musi platit
[Lob]=al (3.26)
konstantyc,, jsou nazyvany strukturnimi kpnstantami grupy, protozejistrukturu grupového

nasobeni. Poznamenejme, Ze pro hermiteovské generfjojgou strukturni konstanty ryze

imaginarni. Strukturni konstanty jsotinpzere antisymetrické v dolnich inexech.
Nez pokr@éime dale, ogfime nejprve, Ze generatory (3.14) mpl relace (3.26).

Provedeme-li explicithtnasobeni fislusnych matic, dostdvame kladnou odgabm;j. plati
[L.L]=iL, , [L,L=iL, , [LsL]=iL, . (3.27)
V kompaktnim zapisu
i1 =]

[L.L ]=ig, L . (3.28)
S pomoci (3.26) fizeme proV(c?,[S’) psat

V=i + B+ 2k, B, +O(a?) +O(7) (3.29)
C principu lze péitat iter&nim postupem do vysSi¢hda, tak mame najklad

1 1
Ve =ay +ﬂk +Ecrl;mamﬂn _1_2(amanﬂp+ﬂmﬂnap)crl;q Cr?p T (330)

Skute&nost, Ze vSechn§leny v iteraci mohou byt vyj@dny pomoci strukturnich konstant plyne

z CBH (Campbell - Baker- Haussdorff) vztahu, ktgyadiuje logaritmus z vyraziexpA exB
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pomoci mocninné&ady opakovanych komutatormatic A a B (viz Dodatek D). Struktura
nasobeni v grup bude tak utena strukturnimi konstantami (alespqro prvky grupy
v kone&ném okoli jednotkoveho prvku).

Predstavme si t8, Ze najdeme maticé), ruzné od maticL,, které ale spiuji stejné

komutani relace (3.26) jakd., . V takovem pipact mazeme pomoci exponencialniho zobrazeni
definovat pgislusné prvky grupy, splijici stejnd pravidla nasobeni jako prvkigvpdni grupy.
Jinymi slovy, nalezneme timto &obem representaci grupy. Naopakizeme pro kazdou
representaci grupy zkonstruovatiguSné generatory pomoci infinitesimalnich tramsfaci,
které pak budou spdvat komutani relace (3.26) se stejnymi strukturnimi konstamia/znika
tak @imy vztah mezi representacemi grupy a represenia(@@6). (Matematicky fesrji:
generatoryL, spolu s komutaimi relacemi (3.26) definuji tzv. Lieovu algebmatice A
spolu s tymiz komutaimi relacemi definuji representaci Lieovy algepry.

Pri studiu strukturnich konstantieme jednoduSe nalézt vztahy, které musicsqat.
Tyto vztahy jsou dsledkem Jacobiho identity, kterou sl libovolné ti maticeA, B aC:

[[A.B].C]+[[B.C].A]+[[C.A].B]=0 . (3.31)

Tuto identitu Ize jednoduSe dokazat uplnym rozepea/Sech komutatdr dostavame 12lena,

které se po dvojicich vyrusi. Dosadime-li do Jaeoldentity A=L;, B=L; a C=L,, dostaneme
nasledujici vztah pro strukturni konstanty

Gl Cok ¥ ClCni ¥ GiCny =0 (3.32)
pii odvozeni jsme uZzili (3.26). Rovnice (3.32) byeké nazyvana Jacobiho identitou. Pro grupu
rotaci z ni vyplyva nasledujici vztah mezi kompdaer Uplného antisymetrického tensoru

& imEmkn + Eikm Emin T Eim Emin =0, (3.33)
ktery pozdji opakovar vyuzijeme. Ohikaz platnosti (3.33) plyne z identity

EimEma =00, — 0, 0 (3.34)

jejiz dikaz je jednoduchy (néiklad pevnou volbou dvou indéx

Vztah (3.32) ma je8teden disledek. Vytvédmen matic C. dimensenxn jako
(C),“=-¢ . (3.35)

i i

n je dimense Lieovy grupy. Pakibeme (3.32) fepsat jako
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cwcgf+@gqh”

i

-(cc) "=0 = [C.c/]=cC, . (3.36)
To jsou tytéz komutmi relace, pomoci kterych jsme definovali ve (3.28ukturni konstanty.
(Matice C, tedy pgedstavuji representaci Lieovy algebry dané (3.2Bhjnoci exponencialni
funkce matic ¢chto matic tak vytveime grupu, ktera ma tytéZ vlastnosti nasobeni gates
v kone&ném okoli jednotkového prvku jakouyodni Lieova grupa, Jinymi slovy, popsanym
zpusobem ndZzeme vytvdit representaci Lieovy grupy z matic dimensen, kden je dimense
Lieovy grupy. Tato representace se nazyidrpZzena (adjungovana).

Jestlize zkusime aplikovatrqrichozi vysledky na grupu rotaci, cBéme se jistého

zklamani. Vzhledem k tomu, Ze strukturni konstasuQujqkj =i &, jsou maticeC, presre stejne

jako maticel, (viz (3.15)) a dostavame se tak dwpdnim trojrozrérnym rotacim. Rdruzena

representace je identicka &odni grupou. Ze je to vskutku vyjirey pripad uvidime v dalsim.

4. Vice o representacich

V predchozi¢asti jsme rozebirali vlastnosti grupy rotaci vioajrerném prostoru. Nyni se
budeme ¥novat moznym representacim této grupyedevsim si vSiméme, Ze mame-li jiz
néjakou representaci, néglad maticeD pusobici na vinovou funkci zapsanou jako sloupcovy

vektory, mazeme transformagji ziskat novou representaci. UvaZzujmeiiidpd transformaci

g=uy . 4.1)
Pfi rotacich sep transformuje jako
g - ¢ =Dy¢g , 4.2)

s maticiD danou vztahem

D=UDU™ . (4.3)
Jak fivodni maticeD, tak nové maticeD definuji representaci grupy rotaci, ale tyto repreace
se v ntem podstatném neodliSuji. Budeme proto represeniksee® jsou spojeny vztahem (4.3)
nazyvat ekvivalentnimi representacemiuddme te’ formulovat jeden dlezity vysledek teorie
representaci: VSechny (kaimgrozmerné) representace katrgrch kompaktnich grup jsou

unitarni. Tim mame na mysli, Ze pomoci transform@t8) mizeme byt kazda representace

prevedena na representaci, ve které pro vSechnyeniapdati D* =D™.
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Az dosud jsme rozebirali representace grupy rokéeié byly definovany pro&dnictvim
rotaci trojrozrérného vektoru Y(z(xl,xz,x3) . Existuje Zejmy zpisob, jak konstruovat &Si
representace. Vezime dva vektoryX a y, které se oba budou transformovétrptacich. Tyto
vektory mohou najklad predstavovat polohu dvou bodovycEastic. Vytvdme z nich
Sestiroznarny vektor2=(x1,x2,x3,yl,y2,y3) , ktery se budeiprotacich transformovat jako

z - 7=Dz , (4.4)

kde maticiD vytvoiime jednoduSe pomoc3x 3 maticR:

R O
D_[O R] | 45)

Takova representace se nazyva reducibilni, proteliledem k rotacim je Sestirogmy prostor
sloZzen ze dvou invariantnickirozmernych podprostar. Na tuto Sestirozemnou representaci
tedy mizeme pohlizet jako na (tzv.rimy) sowet dvou tirozmernych representaci, coz
zapisujeme jako

6=303 (4.6)
Je jasné, Ze representaci, kterd& nema zadné intrd@ripodprostory, nelze zapsat v blokov
diagonalnim tvaru podobném (4.5); takovym represgntiikdme ireducibilni.

DalSi representace ubeme vytvéet jako tzv. sodinové representace. Vezme

napiklad soustavu dvou (volnyckstic s vinovymi funkcemiy, (X) a ¢, (), kde X a y jsou
souradnice &chtocastic. Vinové funkce soustawy ()?37) pozistavaji ze vSech moznych s
vinovych funkci ¢, a ¢,, popisujicich prvni resp. druhotéstici. Takovy objekt nazyvame

tensorovym sotinem a zné&ime ho jako

Y=y, Oy, . 4.7)
Pri transformacich z rotai grupy se transformuji jakk a y, tak vinova funkceW, ale
prislusna representace je kompliko&dmn, nez representace danigsfusnymi funkcemiy,a ¢, .

Casto pak satinova representace nenf ireducibilni &2 byt rozloZena n#gdu samostatnych
representaci, které uz jsou ireducibilni. TentotygopopiSeme poz, ale tel’ jej ilustrujeme na

jednom giklade. At jsou ti mozné funkcey, dany soiadnicemi x a ti mozné funkcey,

souadnicemiy,. Takze se jaky tak ¢, transformuji podle trojrozémné representace réta
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grupy. Sodinova representace obsahuje vSechny moznéirsow,a ,, mizeme proto najit

de\&t nezavislych funkci

'ﬂj()?,y):)g Yy, (4.8)
které se fi rotacich transformuji jako
I —
T, - T,=R,R Ti,j, . 4.9)

] Ti Jj’

Tato devitirozrarna representace skdte neni ireducibilni. Symetrick4 a antisymetricka

cast T,

definovana jakoT; (T +TJ|)/2 a [ij]:(Tij —Tji)/Z se fi rotacich transformuje

samostaté Plyne to bezpro&tdre z pohledu na (anti)symetrickcimaitstTI’J , Neba je videt, jak z

(anti)symetrie v indexechaj vyrazu R, Rjj, + Rji, le, plyne (anti)symetrie v indexedh a j’.

Mame tak

T

[
o) - T)=R,R,T

-
()~ ) T[iJ] - T[iJ]_Rli’ RJJ’T"J’} ' (4.10)

i
Antisymetricka ¢ast T, ma ti nezavislé komponenty, které se transformuji podle
tiirozmeéme representace rétd grupy. Symetrick&ast T,; ma Sest nezavislych komponent,

které se netransformuji podlejaké ireducibilni representace. To vidime okaizitoho, Ze

stopaT,; definovana jako
T, =X (4.11)

je invariantni vzhledem k rotacim.ideme tedy rozloziT;; na ti nezavislé tensofyt.

T =Xy
Tij - T| Ijk y (412)
2
S5 =%y, +% %734, (x)

VSimnéme si pouziti Uplného antisymetrického tensoru pisga antisymetrickécasti jako
trojrozmérného vektoruT (neni to ovdem nic jiného neZ vektorovy &ouxxy ). Nulové stopy
u symetrickecasti jsme dosahli filanim clene Gnérného J,;. Potom mas§; pouze gt

nezavislych komponent. fiProtacich se transformuji jednotlivéleny oddlene; tedy i gt

® Ve druhé rovnici pouzivame suiimi konvenci podle poznamky 8.
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komponent§; se transformuje mezi seb8uPro sodin dvou tirozmernych representaci
muzeme td psat

303=10305 , (4.13)
piicemz representace jsou ozeay svou dimensi (nechavame strantipgd, kdy by existovaly
dvé neekvivalentni representace stejné dimense).

V popsaném jfikladu jsme uzili postupu, ktery se skladal ze dkoaki: v prvnim jsme
vyuzili vlastnosti symetrie tensgrkteré se f transformacich neémi a ve druhém kroku jsme
vyuzili existence dvou invariantnich tengpfj.

Tij:a_ij v Tk =& - (4.14)
Jako invariantni tensory oztfigeme tensory, které se némn pii transformacich z grupy, tak jak
jsou transformace danyipobenim na jednotlivé tensorové indexy

/ — —
T = The =RR R T =T (4.15)

Zajiste (4.15) plati pr@;; a &, ; vztah

R/R; 9 =9, (4.16)
je splren, protoze maticeR ; jsou ortogonalni a

Ri Ry Ry &y =deRE; =&, (4.17)
plati, protoze pro matice rotace getR=1. Mame-li réjaky tensorT;, , mizeme pomoci
invariantnich tensdrprovadt kontrakci index. Je potom mozné, Ze takto vzniklé tensoryitvo

invariantni podprostory, jinymi slovy, pomoci kaatce ziskame tensory, transformujici $e p

rotacich stejnym Zjsobem. Jakoijklad veznéme tensor, ktery se transformuje jako

/ —
T = T =R/ R, R.-To (4.18)

10 Ke kazdé z&chto representaci iieme zkonstruovat maticé)(R), které byly definovany vasti 2. Prvni
representaci ve (4.12) odpovida triviéIEﬂ(R)=1. Pro druhou representaci mame mat({ R) dimenze3x 3
podobné maticim R. Prdeti representaci mame matidB(R) dimenze 5% 5. Indexy vytvdime z bezestopych

symetrickych dvojic index (i j) . Matice D ( R) mizeme zapsat jako
1 1
D(R)(ij)(k|) =E(Rk R, +R, Rjk) _50_” oW
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Vytvoime nyni tensor

Tam. =0, Tiam. (4.19)
ktery méa o dva indexy ménJe jednoduché se za pomoci (4.1&)sgEdcit, Ze T se transformuje
jako

Tam. - Tam. =R R,/R T, (4.20)
a podobnym z@sobem pomoci kontrakce jednim nebo vice tensérya & konstruovat
kontrahované tensory, které mohou vyetainvariantni podprostory. V ndmi probiraném
piikladu mame

1 1 2 1
Tij :E‘gijk‘gklmTlm-l—_Z(Tij-'-Tji_aJ Tkkj-l__sdij-rkk ! (4.21)

i

pricemz prvniclen mizeme zapsat take jal(d'i T ) / 2, protoZe plati identita

5ijk£k|m:5i|5jm_5im5j| ) (4.22)
a druhyclen ve (4.21) je tvien tak, aby jeho stopa byla nulova
2
Jij[Tij-l_Tji_gdika j:O . (4.23)

Podivejme se, jak vypadaji symetrické tensory levaw stopou tveené pomoci

tensorovych satinu vektoru X. Painaje |22 budou tvéeny polynomy stuphl, prvni ¢len

bude tvarux ...x , nasledovat budodleny %’ O, %, - % K 3., 9., %,---% atd., se viemi
pro zachovani symetrie gebnymi permutacemi indéxa koeficienty volenymi tak, aby éh
vysledny tensor nulovou stopu (tj. aby kontraka#njen nebo vicé-tensory davala nulu). Tak

nagiklad mame (napiSeme pro Uplnost i tensorylpr6,1)

0 1 oy 1.

YER)=L L TR ()= RS

L 1.

Yilj_ks(x)zxixjXk_§|x|2(5ijxk+5ikxj+5jk)§) )

] 1, (4.24)
Y (%)= %06 =R (91 %06 + 810 %+, X X+ 8106 X+ % X+ X % )+

1.0
3_5|X|4(5ij O +0, 5jl +9, a_Jk) AR
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Neni tel’ pro nas tak dlezity explicitni tvar polynon, dalezita je jejich existence pro kazdou
hodnotu |. ProtoZe jsou tensory;, ; symetrické a maji stopu rovnou nule, neni mozne

konstruovat pomodi- aé-tensofi invariantni podprostory (vzhledem k rotacim). &fammuji se

tedy tedy tensory, ; pomoci ireducibilnich reprezentaci grupy rotaci.

Pro dand je dimenze reprezentace je danatpm nezavislych tensbry, ;. Nezavislé

tensory, které jsou symetrické vinexegh..,i,, I1ze charakterizovat pomoci §ta indexd p,
nabyvajicich hodnotu 1 a g indeXa p, nabyvajicich hodnotu 2. Bet indexi p, nabyvajicich

hodnotu 3 uZ je dan vztahem =I — p, - p,. Paset nezavislych tensbije tedy"
| I-p 1
d=>>1==(1+9(1+2 . (4.25)
p =0 p,=0 2
Zatim jsem nevzali v ivahu pozadavek nulové sttipye zuzZeni pomodi-tensoru dava nulu.
Zuzeni symetrického tensoru jesvpymetricky tensor, ktery ma o dva indexy méla-li byt
zUzeni nula, dostavame takged podminek, rovny pou slozek symetrického tensorul s2

indexy. Z toho uz odvodime, Ze symetricky tensoul®vou stopou ma
D =d, —d|_2=%(l+1)(l+2)——;(l—J)l:Z+] (4.26)

nezavislych slozek.

Je uziténé zapisovat tensory,; ; pomoci komplexnicttisel jako (uzijeme zréani

X=X, X =Y, X3=2)
(x+iy)" P"m(z,«/x2+y2) pro  m=1,--|

O P (z, x2+y2) pro m=0 , (4.27)

(x—iy)‘MP"‘“(z,«/x2+y2) pro m=-,-,-1

Y,

I'm

l+n-1
™ Obecny vysledek je tento: symetricky tensoirglexy, které mohou nabyvathodnot, mé{
n

j nezavislych
-1

slozek.
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2

kde P”(z,\/x2+y2) jsou jisté homogenni polynomy stépn v promennych za x> +y”.

Odhlédneme-li od normovaciho faktoru a faktc}ﬁﬁ, jsou Y,,, znamé kulove funkce, které

byvaji casto vyjadeny pomoci ulil 6 ag, danych kartézskym vektorem
VySe uvedené vysledky jsou odvozeny pomoci jedabyich algebraickych postip
Pasobeni grupy rotaci na funkce Ize popsat také jimpdsobem. Vzhledem k tomu, Ze &na

funkce je indukovana zénou argumeri miaZzeme pomoci Taylorova rozvoje definovat

diferencialni operatory, které&gwadji funkci ¢/(X) na funkcig’ (X)=¢/(R%). Prvnim krokem

je zavedeni diferencialniho operatoru, ktery bunleviset s infinitesimalni transformaciii Beto

transformaci mame

oy (%)
0%

kde jsme vyuzili transforngaich vlastnosti vektort pii infinitesimalni rotaci

w(®) - w(X)=¢(X)+e,ax— ~+0(a?) (4.28)
X - X =x +i(5’[ﬂt)ijxj+0(a2)=>q +gijkxjak+o(a2) _ (4.29)
Ze vztahu (4.28) vidime, Ze diferencialni operatory

L=-ig X — (4.30)

hraji roli generatar. Toto tvrzeni si potvrdime tim, Ze tyto operatsphuji stejné komuténi
relace jako generatory grupy rotaci (jinak libowalnkonstantu ve (4.30) jsem zvolili tak, aby
komuta&ni relace byly skutaé identicke)

0 0
|:L|’LJ:|_|£kllgjmn|:Xka1xma:|:

0,0 0 @
|k| er‘l Xk )qu Xn XmaXnXkaXI

—-£& -0. =&, & i— i =
ikl er‘l Ika Xn nkxma)q ikl ©jml Xkaxm Xmaxk
0

|JI€Ikak Xm IJkLk

(4.31)

Pfechod odietiho kectvrtémuradku vyuziva Jacobiho identity (3.33).
S definici (4.30) mizeme zapsat (4.28) jako
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w(x) - ¢(¥)=¢(®)-iaLy(x)+o(a®) | (4.32)
kde si povSimneme znaménka minus u posledélégme. Vysledek rizeme zobecnit na koéeé

rotace a psat
' (X)=w(R(@)%) =exq-ia @) (x) . (4.33)
Vénujme se t¢ zmirenému znaménku minus ve vztazich (4.32) a (4.33)pie
definujme
U(a)=exdiad) | (4.34)
takZze (4.33) ma tvar
Y'(X)=U"(a)y(x) . (4.35)
Skute&nost, Ze se objevuje inversni operatod (ﬁ) vyswtlime tak, Ze pouze timto égobem
zachovame strukturu grupového nasobeni. Abychonvidéli, provedme jeS& dalSi rotaci
charakterizovanou parametrefh. Vysledkem je
@' (%) =U(B)w' (x) =U(B)u(@)w(x) =(u (a)u (B)) w(%) . @36)
Tato rovnice je zcela v souhlasu se zapisem
o' (%) =¢(R(@)R(B)x) . (4.37)
Jes¢ jednou se vratime k zékladni formulaci problémapgané asti 2. Kvantog

mechanické vinova funkce feSenim roténé symetrické diferencialni rovnice
oy (x)=0 , (4.38)

coz znamena, Ze pokud §&(X) feSenim (4.38), je tak¢r(>?’) feSenim této rovnice. Odtud musi

byt

o (exp(-ia; L)y(X))=0 . (4.39)
Tato rovnice je spkna, kdyz plati

explia, ) o exff-ia. L) =o , (4.40)
neboli

[L.p]=0 . (4.41)
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V kvantové mechanice jsou generatdry prifazeny slozkdm momentu hybnosti (az na

faktor ). MaZeme ukazat, 7e také celkovy moment hybnastkomutuje nejen o , ale také
s kazdou slozkouw,; zvlag

L2 =Ly -y L =g (L +LL)=0 (4.42)
Operator vytvéeny tak, ze komutuje se vSemi generatory grupyaggva Casimiiv operator.
Podle tzv. Schurova lemmatu kazdy operator, ktemnltuje se vSemi generatory grupy, musi
byt umerny identig¢ v néjaké ireducibilni reprezentaci grupy.ukaz lemmatu je jednoduchy.
Uvazujme o mnozi& matic D(R) korespondujicich prdm grupyR, kterd vytvéi ireducibilni
reprezentaci grupy. tAje C néjaka matice, kterd komutuje se vSemi maticéhﬁR)

[C.D(R)]=0 . (4.43)
Vezmeme vlastni vektox maticeC s vlastni hodnotoi

Cx=Ax . (4.44)
Ze vztahu (4.43) plyne, Ze vSechny vektdi){(R) X jsou vlastnimi vektorZ s vlastni hodnotoi

CD(R)x=D(R)Cx=AD(R)x . (4.45)
TakZe podprostor vytieny vektoryD(R) X prislusejicimi vlastni hodnét je invariantni wci
transformacim z grupy. Avsak ireducibilni represeetnefipousti Zadny invariantni podprostor,
z ¢ehoz Ize vidt, Ze pro vektorovy prostorislusné reprezentace musi l6yfl1.

Nyni uk&Zeme, jak sgéiat vlastni hodnotu Casimirova operatdrupro polynomyY, .

i)

stupre |, které jsme tive vytvaili (viz (4.24)) jako 2| +1 roznmernou reprezentaci grupy rotaci.
Podle definice (4.30)

- 0 0

PP=LL=¢g, 6 X—E¢ — =

L1 L1 ijk axk imn Xm axn

0 0 0 0

-X X, +X, X,
0%~ 0% 0%, 0X;

2
%P A i i ,
A+ XG50 ] *| %o

kde Laplacév operator je

- (4.46)
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(oY
A—[axj . (4.47)

Druhy fadek v (4.46) plyne zidentity (4.22); rovnost dthb a tetiho nejsnaze @vime,

napiSeme-Ili v obouifpadech vSechny derivace napravo.
Operéator? bude fisobit na symetrické polynomy stuphs nulovou stopou. Laplaie
operator gsobici na polynom stupnl vytvoii polynom stupé |-2, ale stale ve vSech

promgnnych. Indexy polynorn Y, ; jsou ugeny indexy sotadnic x a indexyé-tensofi. Je
tedy mozneé zapsadtY, ; pomoci vyraé Gmernych alespd jednomus-tensoru, t.

AY, =0, Y .+, (4.48)

1---h Il la--y

kde \7i3___il je symetricky polynoniadul —2 a +--- jsoucleny, které zarkuji symetrii vysledného
vyrazu v indexech,,...,i,. Vyraz na levé stran(4.48) ma nulovou stopu, tj. zGzeni jednim nebo

vice-tensory dava nulu. Musi byt proto vdechhyrovny nule a tedy

AY, , =0 . (4.49)

JednodusSe se pak da ukazat, Ze

[ -i]Yi =IY (4.50)
a)ﬂ 1--- 1---h
a jako vysledek mame

EZYil___il =1(1+2)Y, (4.51)

Tento vysledek je v souladu se Schurovym lemmatgiachny polynomyY, . patici 2| +1

rozmémé reprezentaci jsou vlastnimi vektory operatfus touZe vlastni hodnotou, rovnou
v tomto fipack | (I +1).

Zawrem tétocasti ukazeme, jak vypadaji generatory @ooveé reprezentace. UvaZzujme
tensorovy sodin vinovych funkcig, (X) a ¢,(y). P infinitesimalnich rotacich se tyto vinové
funkce transformuiji jako

w(x) - @(¥)=(1-iam® +0(a?))u(x) .

(4.52)
w,(y) - ¢2(y/):(1—iﬁ[ﬂf(2)+o 0’2))1/12
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(4.53)

Pro vinovou funkci vytvéenou jako sotin ¢, (X) a ¢, (V) je pisobeni infinitesimaini rotace
dano vztahem

w(x,y) - w(X.y)=(1-iam@* +o(a?))w(x.y) . (4.54)
kde L' je definovan jako

Lot =1 4+ 2 (4.55)

neboli

. 0 . 0
P —je X — =&,y — . 4.56
Iﬂ Xk IJkyJayk ( )

Generatory sotinové reprezentace jsou (tz\mym) soustem generatdr pasobicich ve dvou

(raznych) reprezentacich.

5. Zeh¥ikové operatory
Uvazujme o representaci grupy rotaci, generovam@opd hermiteovskych mati¢,, 1, a I,
které spiuji stejné komutni relace jakoL , L, a L;, dané v (3.14), tj.

[, 0,]) =ity [l 0] =ity [l ]=il, (5.1)
neboli

(10 ]=ig 0, (5.2)
Pozadujeme, aby matide byly hermiteovskeé, tj.
(5.3)
takze maticeexdia, |,} budou unitarni. Nyni &fme v3echny ireducibilni maticé danych

vlastnosti a tak ziskame vSechny (kéméeozmerné, unitarni) representace grupy rotaci.
Definujme nejprve linearni kombinace
[, =1, %il, , (5.4)

12 ptimy sowet znamena, 2&:(1) a I:(z) pusobi v fiznych prostorech.
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pro kterél; =1_, a dale

[ L] =[] xi[l 0 == ,F: =51, . (5.5)
Pro libovolny staj) bude tedy platit
L) =1 (1,+2)]g) . (5.6)

Casimifiv operator je takovou kombinaci oper#étonéjaké representace, Ze sni vSechny
generatory komutuji. Je-li representace ireducipilmusi byt kazdy Casimiv operator
nasobkem jednotkové matice. ¥padt grupy rotaci ve iech dimenzich je Casimirovym

operatorem

[2=12+12+12 . (5.7)
Ze vztahu (5.2) plyne

[1.1,]=0 . (5.8)
Portvad? 12 a I, jsou d¥ komutujici hermiteovské matice, mohou byt &m® privedeny

k diagonalnimu tvaru s redlnymi vlastnimi hodnota@érovei musi byt viastni hodnotyt 2

kladné, protoze plati
| =)+ 1w+ w20 (5.9)
Je zvykem psat vlastni hodnoky ve tvarul (I +1), pficemz | =0.
Uvazujme td stav|l,m), ktery je viastnim stavem’ a I, s viastnimi hodnotami
I(I+1) am, tedy
PZlmy=1(1+)0,m)y L[l my=mll m) . (5.10)
Z (5.6) a (5.7) odvodime, Ze
L (1], m)) = (m+1)(1,
(11 m)) =1(1+2)(1,
I,m)=|¢), plati pak

Llg)=(m+1)|¢) , Plg)=1(1+D|g) , (5.12)

hm)
.m)

(5.11)

Ozna&ime-li |,

jinymi slovy, |¢) je novy viastni vektorl, a I”” s vlastnimi hodnotamin’ =m+1 a | (I +1),

pokud ovSem neni
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lw)=1,]l,m=0 . (5.13)

Dale mame

()= mli_1]rmy=,mIZ2+1 2+l 1)1 m)=
LmlIZ+12 =10, my=(1,m[P2=1,(1,+ D[ )m)

(5.14)

kde jsme pouZilii [ =1_. S pomoci (5.10) pak

(W|w)=[1(1+1) = m(m+2) (1 ,m]I ,m) . (5.15)
Predpokladame, Ze stal,m) je normovany (tj. plat{l,m|l ,m)=1, pak mizeme stajy/) psat
jako nasobek normovaného std‘l/um+1>, pricemZ nasobici faktor je dan (az na fazovy faktor)

vztahem (5.15). Fazovy faktor aleipieme zahrnout do definice stal\lrum+1> , takZe dostavame

I,

Lm)y =11+ -m(m+)|I m+d (5.16)

Operatorl, vytvaii tedy stavy s nastajici vlastni hodnotou operatolry

(" (" (" ("
[1m) > |Em+d) o [ m+2 S [ m+3 o e (5.17)
Z tohoto divodu se operatortika zelsikovy (ladder) nebo krokovy (step) operator. Zajimas

pouze maticel, kon&né dimense, proto musi byt posloupnost (5.1Kde ukortena. Podle

(5.16) to nastane tehdy, jestlize je v posloupn@sli7) stav, pro ktery vlastni hodnota operatoru

I, je rovnal. Tento vysledek je nezavisly na tom, se kterymestam jsme zaali. Ostaté uz z
(5.15) je vidt, ze z positivity vyrai (¢|¢) a (I,m[l,m) plyne I (I +1)-m(m+1)=0 a tedy
—-I -1<m<I . Abychom zajistili kon&nost posloupnosti (5.17), musi byt m kladné cel&islo.
Mame pak

[ Sl med) S S L) (5.18)

pritom vektor|l,1) piislusi nejétsi mozné viastni hodrét, a plati

IL[I1)=0 . (5.19)
MuZeme zcela obdobnym agobem ukézat, Ze také je Zeliikovy operéator, ktery
vytvéii stavy s klesajici vlastni hodnotou operatoru Zacneme-li ogt ve stavu||,m>,

dostavame posloupnost
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...... T [ S S I (5.20)
Obdobr jako jsme postupovali Ui, , zavedeme oziani |_|I,m)=|¢) a dostaneme

W|w)=[1(1+1) =m(m=2) (1 ,m]I ,m) , (5.21)
takze musi platitl (1+1)-m(m-1)=0 a tedy -I<ms<l|+1. Abychom zajistili kon&nost
posloupnosti (5.20), musi existovat stav s minimalni hodnateu , pro ktery

I_[l,-1)=0 . (5.22)

V analogii k (5.16) MZzeme nyni (ogt s volbou fazového faktoru v definici vektofU,m—l})

psat
L my=1(1+1) -m(m-2)|I m-3 . (5.23)
Vysli jsme z daného stav].l,m}. Pomoci operatord, jsme zkonstruovalil —m
vlastnich vektal operatorul, s vlastnimi hodnotamm+1,m+2,.. | a pomoci operatoru_
| +m vlastnich vektar operatorul, s vlastnimi hodnotammn-1,m-2.... —l. Timto zmsobem

mame celkeml+(l-m)+(1+m)=2l+1 stai. ProtoZe pet staw udava celégislo, musi
nabyvat a tedy imcelatiselnych nebo poffiselnych hodnot.
VySe provedend konstrukce je$tezarduje, Ze jsme ziskali vSechny moZné stavy.
V principu by bylo mozné, Ze postupnéspbeni operatord, a |_ vede ke stavu se stejnymi
vlastnimi hodnotami operatori > a I,, ktery je odlidny od fwodniho stavul,m). Mizeme
obecrg dokazat, Ze tomu tak neni a Ze ste]alv,yn} s -I<ms<l| nejsou degenerované. JednoduSe
to mizeme zkontrolovat explicitnim vygtem toho, Ze jsou spdny komut&nich relace
[1..:]=%1. . 1.1 ]=2, . (5.24)
Pouzitim (5.10), (5.16) a (5.23) mame postipn
(1.1,=1,1,) I,m>:m\/l (1+2) -m(m=1) |l m+
—(mil)\/l(l+1)—m(mi:l)|l mx = (5.25)
1 (1+2) -m(me) || meD =751,

lm
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(L1r-=1_1,)

L,m =1 (1+1) -m(m-2) {1 (1+3) - m(m-3 |1 m)
=J1(1+2) -m(m+2) /1 (1 +2) - m(m+ |1 m) = (5.26)
2m|l,m) = 21,[I m)

Shrneme-li td' vysledek: ireducibilni representade, |, a |, je charakterizovana
&isleml a je vytvdena?2l +1 stavy|l,m), pro které plati

2|1, m) =1(1+1)[1,m)

L[l my=m[l,m) (5.27)
L[Lm) = 1(1+)-m(mz 1|l md
piicemz m=-l,-I+1,-1+2,..]-2]-1]. Jak |, tak m nabyvaji celdiselnych nebo

polociselnych hodnot.

Uvedeme nyni jakoffklad representace prb=1/2,1 a 1=3/2. Pro 1=1/2 mame
jednu dvojrozrirnou representaci. Nachazime diané stavy|1/2,¥ 2 a|1/2,~¥ 2, pro které
podle (5.27) plati

Y2,-Y3=|1242 1, |A2/12= 0O
|Y2,¥9=|12-42 1 |A25 A2 O

Odsud pak mame vyj&ehi operatar

NN CE BN CED o9

Matice I,, |, a I, , které nam dava tato representace jsou¢pméatice—7,, o kterych budeme
2

I,

(5.28)

pojednavat v nasleduji¢asti 6.

Pro 1=1 mame jednu trojrozémou representaci. Nachaziniertizné stavy|1,1),
11,0 a|1,-1), pro které podle (5.27) plati

1-H=v21,0 , 1 |13=Vv 210
1,0=v21} , 1 |1,d=V 2K ) (5.30)
1,1=0 , 1|1-3=0 .

I,

I,

L

Vyjadieni operatar je pak
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1 0 O 0 VJ2 0 0O O
I,=|0 0 0| , 1,=[0 0 V2| ,1.=|J2 o0 (5.31)
00 -1 0 0 O 0 J2 0

Pro 1=3/2 mame jednustyirozmsrnou representaci. Nachazimgi rizné stavy
13/2,32,(3/2,42,(3/2,-12 a|3/2,-3 2, pro které podle (5.27) plati

J2-92=V332:42 1| B2 (33292
y2-13=23242 1| B2z [432/92

l,

L

(5.32)
L|32¥2=V33282 1| g2V [332/32
1,13/2,32=0 1|32 8p=0
Operatory jsou
332 0 0 0O 0J3 0 0 O 0 0 O
o y2 o o |o o 2 o0 |v3 o0 o0
= o 0 -¥2 o0 '|+_000\/_3’|'_0200'(5'33)
0O 0 0 -32 0 0 0 O 0 043

Poznamenejme, Ze matiti jsme nemuseli pitat steji peclivée podle (5.27) jako matici, , ale

mohli jsme vyuzit vztahu_=1; .

6. GrupaSU(2)

V predchozicasti jsme konstruovali danym postupem represergagey rotaci verfrozmgrmem
prostoru (tato grupa rotaci je charakterizovéeant readlnymi parametry) . Nyni se podivame,
zda neexistuji je8tjiné moznosti. VSimneme si nejprve vlastnosti &ammich maticX dimense

2% 2 s determinantem rovnym 1.:

X*=X", detX=1 . (6.1)
Tyto matice mohou byt parametrizovany pomoci dvomnilexnich parametra ab:
a b
x =[ * ] , 62)
-b a
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piicem |a|” +|b|” =1. Matice tvaru (6.2) s obecnyraiab se nazyvaji kvaterniony. Kvaterniony
tvori okruh, podobé jako realna nebo komplexaisla. Kvaterniony s normou 1 (tj. s parametry
a ab sphujicimi |a° +|b|=1) jsou prvky grupySU (2), grupy unitarnich matic dimensex2
s determinantem rovnym'# Neni obtizné ukazat, ze matice vyhovujici (6.bfitgrupu. Déle,
pokud sphuji X, a X, (6.1), pak takéxX, =X, X, sphuje tento vztah. Také jednotkova matice a
matice inversni k (6.1) patdo mnoziny matic (6.1), a Ze pravidlo nasobentiengphuje
poZadavky grupového nasobeniijejmé.

Komplexni ¢isla a a b sphiujici podminku|a|2+|b|2:1 maZzeme vyjadit pomoci ti
realnych parameir takze mame ap co clat s tirozmernou Lieovou grupou. Tato skuteost
navozuje otazku, maji-li grupJ (2) a grupa rotac80(3) ngjakou souvislost.

Kazda matice dimensex 2 muze byt vyjadena jako kombinace 1 (jednotkové matice) a

nasledujicichif matic* :

01 0 -i 1 0

rl=[1 0] , rzz[i 0] , 13:[0 —Jj . (6.3)
Tyto T — matice spiuji nasledujici pravidlo nasobeni

Lr;=9,1+ig;, 1, . (6.4)
Matice X mizeme vyjadit pomoci maticl,z, jako

X=cl+icr, . (6.5)
Srovnanim parametrizace (6.5) s parametrizaci @®)ne, ze koeficientyc, a ¢ musi byt
re&lné a 7e normovaci podminfe +|b|” =1 implikuje

¢c+cc=1 . (6.6)
Obecné matice z grupU (2) mohou byt zapsany ve tvaru (6.5)j prihlédnuti k podmince

(6.6).

13\ tomto smyslu tvii komplexnitisla s normou 1 grup (1) , poZistavajici ze vSech fakninrexdi a) .

Y Casto se jinfika Pauliho matice a byvaji zteny jako T, .
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Podivejme se nyni na infinitesimalni matige (2) V okoli jednotkové matice budeme
psat
X =1+iB+0(B?) , (6.7)
kde (infinitesimalni) maticB musime zvolit tak, aby byla sgma podminka (6.1). To vede

k nasledujicim omezenim
(1+iB+o(B?) =(1+iB+0(B))" =
1-iB"+0(B?)=1-iB+0(B?) , (6.8)
det(1+iB+0(B?))=1 = 1+ TB+O(B?)=1
takze
B"'=B , TrB=0 . (6.9)
Vzhledem ktomu, Ze kazda hermiteovska matice evoul stopou dimens@x2 maze byt
vyjadiena jako linearni kombinace — matic s realnymi koeficienty, dgheme infinitesimalni

transformace AU (2) zapsat ve tvaru
N ... T
x(a)_1+|ai5+o(a2) . (6.10)

Tyto infinitesimalni transformace mohou generovamoci exponencialniho

zobrazeni konmeé transformace. Limitnitpchod je stejny jako §asti 3, tj.

A=timl1+1 %0 cexdia &
X(a)—m{lﬂ - 2} exy{laI 2] . (6.11)

Vybrali jsme parametry, tak, aby generatory transformactz (2) byly dany maticemr, /2.

Potom totiz spluji tyto matice stejné komutai relace, jako generatoty grupy rotaci. Plyne to

piimo z pravidla pro nasobeni (6.4):

T,
le’_zj}:ig”k% , (6.12)

Tyto komut&ni relace tedyikaji, Ze grupaJ (2) ma stejné strukturni konstanty a tedy stejné

vlastnosti nasobeni jako grupa rotaci v trojrémmm prostoru. To ovSem plati pro prvky v okoli

jednotky, nikoliv nuté pro grupu jako celek. Skutee uvidime, Ze strikté vzato netvéi matice

grupy SU (2) reprezentaci grupy rotaci, ale pouze projektieprezentaci.
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Je mozné nalézt pomoci vlastnosti— matic nové vyjaekni exponencialni

transformaceX (c?) . Postupujeme nasledujicimigobem

X(C?):exp{iai %jzi)%(.azr j _

) . (6.13)
Z”: 1 iairi2+2'°: 1 iairi21
=(2n)L 2 =(2n+) 2 ’
tedy pa@itame zvl&s sowset sudych a lichych mocniny, 7, /2. VSimnéme si tel’, Ze
(iar) =-aarr,=-a"1 , (6.14)

kde jsem vyuzili (6.4) a definovalijako

a=\Ja’+al+al . (6.15)
Z (6.14) pak okamZtplyne

(ig,z)" =()°a*1 , (ia)" ' =(-)a*"(ia,1) , (6.16)

takZe nizeme (6.13) zapsat jako

X (a) :{ggn))n!(%jzn}“{n:o(znﬂ) |3

a.,. . .aaor
cos— 1+i si———*
2 2 a

[
—
|
N
E
N
N |
N~
N
1
+
=
-
Q |R
-~
1

(6.17)

Tento vysledek je ffrozerge v souladu s obecnym rozkladem (6.5), kde za kiegfig c, a

¢ dosadime

a a _.qa
=Cc0S- , C =—sinZ 6.18
G > pol i (6.18)

V ¢asti 3 jsme dosih k zawru, Ze rotace mohou byt parametrizovany pomoci

vektori @, které vyphuji kouli o polongru a=77. Smeér @ urcuje osu rotace a délka Uhel, o
ktery soustavu kolem osy @fimne. ProtoZe oteni o a —/7 vede k témuz vysledku, mohli jsme
psat

a=m = R(d)=R(-a) . (6.19)
Jak plyne z (6.12), mohou byt prvkySJ (2) parametrizovanyemi samymi vektorya , avSak

abychom parametrizovali vSechny prvk)ﬂ(c?), musi byt polorér koule dvojnasobny, tedy
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roven 277. Dva protilehle orientované vektoy a @' v této kouli, pro které platiy +a' =277,
popisuji tutéz rotaci

R(d)=R(d") . (6.20)
protoZe jde o oeni kolem stejné osy o uhel 6émi se liSi 02/7. Odpovidajici prvkySU (2)
. X(a) aX (67’) jsou viak navzajem opaé

X (a)=-X(a') . (6.21)
Plyne to z (6.17), (6.18) a ze vzfabos(a’/ 2):— cofa/ Ra sin(a’/z): sif{a/ 2.

VySe uvedené znamena, Ze stiktrzato prvky U (2) netvdi reprezentaci rotai

grupy, ale projektivni reprezentaci. TotiZ, pro &auotaci

R(@)R(B)=R(y) (6.22)
s a,,y<m mame so&in odpovidajicich matic 8U (2)

X (@)X (B)=£X(y) . (6.23)
kde znaménko na pravé stéaovnice zavisi nai a g .°

Vénujme se nyni reprezentacim grufy (2). Nechame matice 8U (2) pisobit

v abstraktnim vektorovém prostoru s komplexnimitadoicemig®, a=1,2, takzé®

o - PU=X59" . (6.24)
Komplexre sdruzené vektory se transformuji jako
8. - 6. =(x0) 8, . (6.25)

Zavedli jsme dlezité nové zn&eni: indexy mohou byt umisty nahde i dole. Je to
proto, abychom zitaznili, Ze vektory sindexy natm jako nap v (6.24), se transformuji
odlisre od vektodr s indexem dole, jako napv (6.25). Krond toho jes upravime sottové

pravidlo: ges dva stegaznaené indexy secéta pouze tehdy, je-li jeden horni a jeden dokdyt

15 Na druhé strahmizemetici, Ze trojroznérné rotace tvid reprezentaci grupgJ (2) .

'® Soadnice @ nemaji bezproktdni fyzikalni interpretaci.
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AN A (6.26)

Je$k ukazeme, Ze reprezentace odpovidajici matidimje ekvivalentni pvodni

representaci. Plati vztah

TZXTZ:[(_) _i][ 2 b][o _i]:[a* IO*]:x* . (6.27)
i O)\-b a jili O -b a

ProtoZe 75 =1, jsou podle definice (4.3) reprezentace (6.24%25) ekvivalentni. Posledni
vysledek snad#)i pochopime z nasledujiciho:

X5 X5 &7 =detX £ =7 (6.28)
S vyuzitim 77 =i(7)"” mazeme (6.28) zapsat v maticové farm

Xir, X" =ir, . (6.29)
ProtoZze XT:(X+)* :(X'l)*, plyne z (6.29) okamiit(6.27). VSimgme si, Ze jsme napsali u
prvka matice r, oba indexy jako horni. Je to proto, Ze v (6.28gimmit tenso?’” oba indexy
horni. Jedinymi invariantnimi tensory jsed” , E,5 20y,

Budeme nyni uvazovat o analytickych funkcich dyramennych f(¢l,¢2). Pri

Taylorow rozvoji t&chto funkci kolem p&atku vytvdime jako ¢leny fady N — tého radu
homogenni symetrické polynonly — tého stup& (N bude déle ozrtavat rejaké g@irozené

¢islo). Ozné&me
YOO = g g g (6.30)
Vzhledem kSU (2) se tyto vyrazy transformuji jako

L G D S GEEE (6.31)

1

Na rozdil od grupy rotaci nemame #igac SU (2) grupo invariantni operaci

kontrakce pomoc© - tensoii, vzhledem k tomu, ZX nejsou obeahortogonalni, ale unitarni.

Musime tedy obeecnuvazit, ze

X5 X557 287 (6.32)
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Jak jsme uz uvedli, jedind delta funkce, kterotizeme u SU (2) uvazovat, ma jeden index

nahde a jedem dole. Nebudeme se dale zabyvat kompkkuzenymi sot@dnicemig’, neba
jsme jiz zjistili, Ze se transformuji podle repreizei ekvivalentnich k transformacimg .

,0,...ay

Vzhledem kvySe uvedenym skamestem o6ekdvame, Ze se tensory budou

transformovat podle ireducibilnich reprezentaciipgr SU (2) Nezavislé polynomy tohoto typu
jsou plre charakterizovany pitem p, indexi, které nabyvaji hodnotu 1 (et zbylych indek,

které nabyvaji hodnotu 2 jp, =N - p,), takze mame celkem
N
> 1=N+1 (6.33)

nezavislych polynotinstupré N.
Dale budeme chtit zapsaligobeni generatorSU (2) na funkce sotadnic pomoci

diferencialnich operatér To vede k

wig - _1 50
L 2( ) ¢ 007 (6.34)
takze infinitesimalni transformaceS (2) funkcey (¢) mizeme zapsat jako
w(g) - w’(¢)=(1—ic7ﬂf“(2)+O(a2))w(¢)=
(6.35)

w(9)+L Y a () 97 (¢)+0(az)

24 3¢°

Povsimrme si, Ze indexr ve vyrazud/dg” povazujeme za dolni index.

2
S pomoci (6.34) fzeme také Casiniiv operétor(fw(z)) zapsat jako diferencialni

operator
~u(2))2 _ 1 a 0 y o6 0 _
L ()) _ZZ(ri)ﬁ¢/”a¢a (Ti)a 0¢y
0 0
5”5” 205 o} A ° =
e o9 " oy (6.36)
Sty Sl g

¢ 0p” 2 0¢"" 0¢”

)il

e
&

1
4
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Rovnost vyra# na poslednich dvouadcich (6.36) uvidime snadno, napiSeme-li v obou
diferencialni operatory napravo od gadnic. Rechod od prvnih@adku ke druhému je trivialni,
vyuZzijeme-li identitu

2.(n),(n),=-05 05 +255 55 . (6.37)

Tuto identitu nizeme dokézat pohodinvyjdeme-li z toho, Ze kazdou mati&idimenze 2x 2

muzeme rozlozit pomoci jednotkové maticdia t- matic na

a1 1 o
Aﬁ—EJﬁTrA+EZ(Ti)ﬁTr(ATi) : (6.38)

Derivujeme-li tuto rovnici, ktera je line&reavisla na prvcich maticg, podle Af dostaneme

praw identitu (6.37). Samdejmé muzeme také identitu @it postupnym dosazenim
konkrétnich hodnot indéx, B, y ad.

a,0,..

Nechme nyni operator (6.36)gobit na polynomyy ““>-“~  VyuZzijeme toho, Ze

¢a aa Yﬂ1‘72---‘7N :NYﬂlﬂz---ﬂN (639)
¢
a dostaneme takiipno
(ESJ(Z))ZYalaz...aN :E E+1 YAdzay (6.40)
2\ 2

Poznavame v tom reprezentace charakterizovanéotmdh z ¢asti 5, oznéime-li
| =s, s=N/2. Poddilo se ndm tedy zkonstruovats+1-rozmgrné reprezentace grup§J (2)
kde snabyva poléiselnych nebo cetiselnych hodnot. Vlastni hodnoty Casimirova opetato

jsou pro tyto reprezentace podle (6.40) r0\8@+1) .V ¢asti 5 je ukazano, Ze jsme takto nalezli

viechny reprezentac®J (2).

Ocekavame, Ze pro celselné hodnoty sbudou tyto reprezentace shodné
S reprezentacemi grupy rotaci, které jsme studowaledchozic¢asti. Je to opravdu tak, coz
ukazeme nasledujicim &gobem: uvaZzujme tensd¥? , kvadraticky v sotadniciche:

Y =g pF . (6.41)

Méme fi nezavislé tensory tohoto typu, kterézame zapsat jako

&=¢"¢,(5),¢° (6.42)
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coz plyne z moznosti zapisu obecné symetrické matimenze2x 2 jako linearni kombinace
nezavislych symetrickych matiez,.” Pii transformacich zU (2) se veltiny & transformuji
jako
| — 4d va Y v B 48 —
Ei - <t| _¢ Xa/ gay(z—i)ﬁxﬁ/¢ -

, , (6.43)
¢ e, (X)) (1 X)), 97

kde jsme vyuzili toho, Ze,, je invariantni tensor, podognako £ podle (6.28). Mizeme
dokazat, Ze plati

X*(a)r, X (a) = R(@), 7, | (6.44)

j
takze tensong se transformuji ste§n jako sotiadnice x v casti 3. Platnost (6.44) ékime pro

infinitesimalni transformace. Mame

X*Ha)r, X (a) :[1—i—aj T, +O(az)jri [l—i—ak T, +O(a2)j =
| 2 2 (6.45)
T, +|—2aj [ri ,TJ.]+O(aZ):ri +&,.7T,0, +O(a2)

Tedy stejna transformace jako transformaceaanic x (4.29).

7. Spin a amplituda rozptylu

V predchozich¢astech jsme vigi, jak mohou byt mozné vinové funkce rom& invariantni
soustavy klasifikovany podle reprezentaci ¢&ota grupy. Tyto reprezentace byly
charakterizovany potdselnymi nebo celdselnymi hodnotami, zgenymi | nebos. Tuto
skut&nost zname z popisu atomu vodiku, kde mozné virionkce zavisi na cetiselnéml,

které utuje celkovy moment hybnosti daného stavu. Generatqr, které jsme definovali

v piedchozim (viz (4.30)), odpovidaji sloZzkam operatoramentu hybnosti. Vyplyva to ze

souadnicové reprezentace operatofitgzenému hybnosti, kteryipobi na vinovou funkci jako

e = () -(0) & =1 ((0) +(0)). &= 209"
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0
p=—-— . 7.1
P=sar (7.1)

_lm

Slozky operatoru jfifazenému momentu hybnosti=rx p pak maji stejny tvar jako (4.30),
odhlédneme-li od faktord . Podle (4.51) je pak celkovy #8i) moment hybnosti dan rovnici

pro vlastni hodnoty

L) =1(1+1)|¢) . (7.2)

Je vSak také mozne, Zastice maji gjaky vnittni moment hybnosti, jehoZrigpivek
k celkovému momentu je dan vmt strukturou castice, nikoliv pohybem &FiSt) castice.
Obrazme je mozné si fedstavit, Zetastice ma konmé roznéry a rotace kolemekise prispiva
k celkovému momentu, tatéast momentu hybnosti se nazyva spastice. Takovou situaci
zname z klasické mechanikytipladem je rotujici k&). Tato interpretace vhitiho momentu je
jisté problematickd, ale pro nas to neni podstatrideZité pro nas je, Ze viiiti moment hybnosti
je piirozenym zpsobem popsan formalismem probiranymiedzhozich¢astech. Je pakéwi
experimentalniho zjidhi, jsou-li vytvdené matematické struktury vippde realizovany. Pro
castice se spinem nemusi vystupovat pouze reprezeistaeldiselnou hodnotod. Skutené

existuji v [Firode castice s poldiselnym spinem, jako elektron, proton a neutron.

Z teorie reprezentaci vim, Ze pfastici se spiners budeme mit2s+1 riznych staw."
Mé proto vinovéa funkceéastice2s+1 slozek. B rotacich se transformuji slozky navzajem podle
prislusné reprezentace grupy rotaci. Skutst, Ze séastice nize nachazet vaiznych spinovych
stavech maifrozerg vliv na vysledky experimeiit Mnoho experimerittykajicich se existence
spinu, jakoz i vlastnosti se spinem spojenych waiibho, Ze spin indukuje magneticky moment.
Znamy Sterflv — Gerlacliv experiment rize slouzit jako fiklad. Jiny piklad, z hoz vyplyva
existencedznych spinovych stavje mereni Uhlového rozlozeniiprozptylovych experimentech.
V tétocasti budeme vySe uvedené ilustrovat fiklpdu rozptylu protonu na jéel atomu uhliku.

Protony maji spins=1/2, takze mame dvaizné ,druhy* protori, coz je popsano

vinovou funkci o dvou sloZzkach. Obvykle piSeme vimo funkci jako sotin funkce, popisujici

7 vyjimku tvori ¢astice s nulovou hmotnosti, jako je foton, kteréviey pohybuji rychlosti sila. Pro takové

¢astice existuji pouze dvazané stavy; spin je v tomtdipad: definovan jinym zpsobem.
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prostorovoucast a dvouslozkového spinoru. Dvizmé spinové stavy protonuademe popsat

pomoci nezavislych vinovych funkgi, a ¢, , kde

wl(r)=f(r)[é] , wz(r)=f(r)[2] . (7.3)

VySe uvedené stavy jsou vlastnimi stavy generélﬁfff), ktery je spojen s rotaci kolem ozy
O prvnim ze stav iikdAme, Ze odpovida orientaci spinu v kladnéngrsnosy z (S, =#/2),0
druhém pak, Ze odpovida orientaci spinu v zaporsé®tu osyz (S,=-#/2). Fii rotacich se

mohou tyto stavy vzajengrzanenit. Nagiklad rotace kolem osy o = radian: pusobi na spinory

jako nasobeni matici (viz (6.17))
. 0 i
lerl:[_ ] . (7.4)

takZe se opravdu dva stavy ze (7.3) ¥gim

rozpbyleny proton

uhlikowy atom b w2y

dopadajici proton

Obrazek 3 Rozptyl protonu na uhliku. Protony dopadgi podél osyx a jsou odchyleny o uhed. Tento Ghel je

definovan jako uhel, ktery svira osa z s rovinou, & které se pohybuje dopadaijici i rozptyleny proton.

Uvazujme nyni o pokusu, kdy je proton rozptylerjatie atomu uhliku C*?). At proton dopada

podél kladného sénu osyx na jadro, umighé v p@&atku sodiadné soustavy. Jadro atomu uhliku
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je (v dobrém gblizeni) rot&neé soungérné a tak mMzeme srovnavat rozptyl protbrse spinem
,nahoru“ ( tedy protoft s S,=#/2) srozptylem protolh se spinem ,ddl, tj. s S,=—#/2.
Ukazuje se, Ze v jednomiipact se protony odchyluji fedevSim do s#&mu zaporné osy,
v druhém pipadt do snéru kladné osyy. Je to dsledkem chovani amplitudy rozptylu, ktera
uréuje prav@podobnost, s jakou s proton odchyli o Ubel tomto gipac definovaném jako
Uhel mezi osow a rovinou rozptylu (tj. rovinou ve které se pohjytdopadajici i rozptylené
protony, viz Obrazek 3). Ukazuje se, Zze amplitudzptylu silré zavisi na spinu dopadajici
castice (pedpokladame, zéastice, na niz dochazi k rozptylu, v naSefipauk jadro atomu
uhliku, ma nulovy spin a je ratia soungrna); ¢im vysSi je hodnota spinu dopadajiéstice, tim
sloZigjSi je uhlova zavislost amplitudy rozptylu. @éidzreme zde, Zze amplituda rozptylu je gIn
(az na konstanty) gena pozadavkem rafai invariance.

VSimnéme si te kvantow mechanickych stdvpied a po srazc¥.Pied srazkou je
hybnost protoé urcena podminkami experimentu, zatimco spinovy st@zeme volit podle

potreby; jadro uhlikového atomu je v zakladnim stavecal®eni stavy, které riweme rozlisit,
ozn&ime tedy jako(T> a ‘ l>, budou shodné s vinovymi funkcemi (7.3). Charaktasat mozné

stavy po rozptylu je uz mnohem ob#@i. Zmeni se hybnost i orientace spinu protonu, a také
jadro uhliku se rnive z&it pohybovat a fipadre se dostat do nabuzeného stavu. AvSak
s vyjimkou Uhlu rozptylu, ktery je gen rovinou, ve které se pohybuje dopadajici a yoepy

proton, neniZze tento experiment vSechny detaily stavu sougtawtion — jadro postihnout, nebo

alespa se o tyto detaily nebudeme zajimat. Mozné konstagy budeme zigd ‘[/l{p} (49)> kde

{,0} zn&i soubor veltin, jejichZ stav nefizeme nebo nechceme v experimentuayat.

Pravitpodobnost, Ze po rozptylu bude stav protonu damnim stavu se spinem ,nahoru®

charakterizovan hodnotarfip} a0, je rovnaKz//{p} (9)‘T>‘2_ Protoze veliiny{ p} nas nezajimajf,

18 pasateini stav je charakterizovan vinovou funkci gre» —oo , tj. pro¢as velmi dlouho fed rozptylem. Podokn
koncovy stav je charakterizovan vinovou funkci ffire- o, tj. pro ¢as velmi dlouho po rozptylu. Taktodené

stavy jsou ozn@mvany jako ,in“ a ,out. Bi vypoctu skalarniho satinu bychom nili uvazovat vinové funkce ve

stejném okamziku. | kdyz principialrje tato otazka velmiideZzita, pro nasiipad nehraje zZadnouiléZzitou roli.
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je pravapodobnost rozptylu do Ghiidana vztahef
f,(6) = ;K%} (6)]1)
P

Obdobré spaiteme pravépodobnost, Ze po rozptylu nalezneme proton damnim stavu se

2

(7.5)

spinem ,dot“ rozptylen do Uhlp:
. (6) =§‘<‘/’{p} (0)[+)
P)

Pri rotaci on kolem osyx prejde Uhel6 na 8+, zatimco se dva spinoveé stavy v (7.3)

2

(7.6)

vzajemrg zaneni. Rot&ni invariance tedy vyZzaduje, aby platilo
f,(6)=f,(6+m) . (7.7)
Muzeme vSak postoupit j@&lal. UvaZzujme o spinovém stavu dopadajiciho protonu
w(a.a,)=a1)+a,[1) . (7.8)

Podob# jako v (7.5) a (7.6) odvodime pro uhlovou zavislost amplitudgtyda f (9) vyraz

£(6)=3 s Ol a2l = Tfaduis (@) 1) +audurs (@)

|a1|2 f.(6) +|a2|2 f,(6)+a,a,f,(8)+aa,f{6)

2

(7.9)

kde f, a f, jsou definovany v (7.5) a (7.6), zatimco smiS&eay jsou dany vztahem

6.(0)= (i, (8)) )w, (O] 1) - (7.10)

{a}

Vztah (7.9) je mozno zapsat v maticovém zapisu jako
1 0 a
f(@)=a"F (8 , a= + = : 7.11
(6)=a"F(6)a aai[oj az[l] [aj (7.12)

kde F (&) je positivre definitni hermiteovska matice

F(6) :[ 5(0) f”(e)] - (7.12)

f2(6) f.(6)

1% pravépodobnost nalezeni rozptyleného protonu v Ghlovéervalu (9,9+ dH) je rovna fl(H) dé. Je pro

nas nepodstatné, jak konkrésgitani p“res{ ,0} provést.

51



UvaZujme nyni rotaci celého experimentalniho @ggani o Uhelp kolem osyx, takze

Uhel© prejde nad+¢. Pri této rotaci se transformuji vektory s pomoci meati

1 0 0
R(¢)=expigL)=| 0 cop sip (7.13)
0 -sing cowp

zatimco spinorove staW> a ‘l> se transformuji pomoci matice

cos? i sl
X (@) :exp{igrlj: 2 20 (7.14)
isin? cod
2 2
takZe totéz plati pra:
a - a=X(ga . (7.15)

Po rotaci celého experimentalniho ugmiAni musi byt hodnota amplitudy rozptylu pro
Uhel 8+ @, ziskana se svazkem profiocharakterizovanym spinoreai rovna givodni hodnai
amplitudy rozptylu, tj. pro uhe# a svazek charakterizovany spinoranMusi tedy platit
X (@)F(6+9) X (9)=F(6) . (7.16)
Tato rovnice musi platit pro vSechny uhfy Dosadime-li do (7.16) hodnot=0 , dostavame
(uZijeme unitarityX, tedy X* (@)= X"(¢))
F(o)=X(g)F(0)X7(¢) - (7.17)

Provedeme-li & porovnani jednotlivych prik matice, dostavame (piSeme pro Uhlovou
promEnnou ot & misto @)

f(6)= flcoszg +f, sir‘?%— i(f-12) coé‘r'2 s'u% (7.18)

f,(6)= fzcoszg + 1, sir‘?% +i(f,-17) coé"r2 si% (7.19)

f,,(6)= flzco§g+ fl, Siﬁ%—i(fl— f,) cos si% (7.20)
kde f,=f,(0), f,=f,(0) a f,=f,(0). Tento vysledek fizeme zapsat také jako

(6) =%( f41) +%( - fz)cos9—i—2( - 1) sid (7.21)
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1 1 i 0

f,(8)=5(f,+ 1) =5(f.- fz)cos9+|—2( - f1) Sif (7.22)
1 N : i .

f,(6) =§( ot 1) +§( f- flz)cosﬂ—l—z( f-f)sig (7.23)

Zavislost amplitudy rozptylu na uhfu jsme odvodili pouze na zakikadoozadavku rotni
invariance. Funkcef, (8) a f,(6) maji na intervalu-7<@<7 praw jedno maximum a jedno

minimum a davaji tak vznikipdnostnimu s#ry rozptylu, coZ dofe souhlasi s vySe zné&mymi
experimentalnimi vysledky.

Uhlovou zavislost amplitudy rozptylu iheme je&t dale konkretizovat, uzijeme-li jest
dalSi symetrie. V dobrémfiiplizeni je giroda symetricka vzhledem k prostorovému zrcadleni.
Pfi zrcadleni vzhledem k @atku (ozn&ime tuto operaci jakdP) se méni sodadnice na

souadnice s opamym znaménkem

P

ro- -r . (7.24)
Dvojnasobné zrcadleni je totéZz co identické, tatde mame codat s konénou grupou, ktera
ma dva prvky, zrcadleni a identituiidni zrcadleni roz&igrupu SO(3) na O(3), jak jsme se
jiz zminili na p&éatkucasti 3.

Generatory grupy rotaci se zrcadlenim n&zimncoz je pimo vidét z (4.30): pi zrcadleni
se L transformuje jako pseudovektor. To plyne takédngeluse viditelné skutmosti, Ze
zrcadleni vzhledem k gatku komutuje s rotacemi. Z toho pak plyne, Ze dieya pisobi podle
Schurova lemmatu na ireducibilnich reprezentacimiacmi grupy jako identita (viz diskuse
nasledujici po (4.42)). Taktéz spinovy stav $iezpcadleni nerni, nanejvys se fize objevit
znaménko minus.

Podivejme se na vliv zrcadlenii ppopisu rozptylu protol na jade atomu uhliku, kdyz

toto zrcadleni bude popsano pomoci mati€(3)

10 0
P=|0 1 0] . (7.25)
00 -1

Po tomto zrcadleni mame stale totéz experimentdlpdadani, hybnost dopadajiciho protonu se
neznénila. Pouze Uheb ted’ preSel narr—6. Protoze amplitudy rozptylf)(6) a f,(8) se

neznénily, musi byt

53



f.(8)=f,(m-6) , f,(8)="f,(7-6) . (7.26)
To vzhledem k (7.7) vyzadujé = f,.
PovSimime si je&, Zze P, z (7.25) nizeme zapsat jako sé@in zrcadleni vzhledem

k pocatku P a rotace kolem osyo uUhelxn. Zrcadleni nema vliv na spinovy stav, ale rotace

odpovida fisobeni matice

exy{izrsj:[i o_]:ir3 : (7.27)
2 0 -i

Z toho plyne (stefajako v (7.16))7, F (7-6) 7, =F (6), coz vede naf,=~f,,.

8. Isospin

Jak jsme uvedli ¥asti 1, seskupuji se elementatastice piblizné stejnych hmotnosti do tzv.
multipleti. Nagriklad
nukleony, dublet: (p,n)
piony, triplet: (77+ T ,n‘) (8.1)
A, kvadruplet : (A++ A A° ,A')

Toto uspdadani je mozné vystlit predpokladem, Zeifroda je v dobrémibliZzeni invariantni
vzhledem k tzv. isospinovym rotacim. Isospinovéacet tvéi grupu, gicemz jeji prvky jsou
rotacemo ,vniiniho" trojrozmérného prostoru. Stavy popisujici isospinové mudtipl se
transformuji podle (ireducibilnich) reprezentadbt@rupy. Pojem isospin je proto analogicky

Silové misobeni, které vaze nukleony do jadra atomu, tdad gaderna interakce, je
invariantni vzhledem k isospinovym rotacim. To v&aplati pro elektromagnetickou interakci.
Proto neni elektricky naboj multipletu stejny. Zakaathovani elektrického naboje je vSak vzdy
platny. To je vyjageno zachovanim ifslusné sloZzky isospinového ,momentu hybnosti“
vzhledem k tomu, Ze elektricky naboj j&em Gell-Mannovym — Nishinovym vztahem

—l+t
Q=ls+3Y (8.2)

kdeY je ,hypernaboj“, ktery ma pro vSechny stavy muétp stejnou hodnotu. Mamé=1 pro
nukleony,Y =0 pro piony a ot Y =1 pro A-castice.
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Podivejme se tBna rozpadA®™ &astice
AT S pm . (8.3)
Procéstice dastnici se tohoto rozpadu plati

3. 1
EA > ) |3|p>:_2|p> g

A++> —

n*> =

), (8.4)

|3

takze

) (8.5)

(1P)) = (1l o)) + (1)) =5 )

Vztah (8.5) plyne z toho, ze generatoky reprezentace vzniklé s@inpem stau jsou sodtem
generatal, pisobicich na jednotlivé stavyTotéZ plati pirozersipro |, al_.

A-c¢astice se rozpadaji na jeden nukleon a jeden @iakon zachovani nabojéka, ze
rozpadA™ podle (8.3) je jediny mozny. U jinych-¢astic je situace mérjednoducha. Zméme

soupisem stavnukleonu a pionu, které jsou vlastnimi stavy ofmetal ,:
(Rl =21Rm) (i) =3
(1R =R sl =2l )

() =2lelm) o na(mr) = —Siml)

A-c¢astice se vSak mohou rozpadat pouze dayeh linearnich kombinacgthto stau. Souvisi

7T+> :

to se skuténosti, Ze sotinové stavy (8.6) p#tdo dvou éiznych reprezentaci isospinové grupy.
To je hned vidt z vlastnich hodnot ,: vlastni hodnoty+3/2 se objevuji pouze jedenkrat,
zatimco vlastni hodnotyt1/2 dvakrat. Fislusné stavy pét reprezentaci s isospiner®2 a

reprezentaci s isospineni/2. Muazeme (v analogii s (4.13)) zapsat rozklad &swavé
reprezentace na

203=204 , (8.7)

kde 2,3 a 4 jsou dvou-,ii- actyidimenzionalni reprezentace isospiti@, 1 a3/2.

" Viz poznamku? o pisobeni pimého sotitu generéatar.
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Protoze reakce rozpadu jsou invariantni vzhledesosgpinovym rotacim, fiteme popsat

rozpad dalSich-¢astic pomoci zndmého rozpadastice A™ . Operatorl_ pievede sta\*A”>

-

kde jsma vyuzili (5.32). #sobeni operatoru na stav, popisujici nukleon a pmmozpaduA™

na

> , (8.8)

zapiSeme jako
I_(| p) ﬂ+>)=(|_| p>) ﬂ+>+| p>(|_ ﬂ+>)=|n> ﬂ+>+\/§| p)‘n°> . (8.9)

Z isospinové invariance vyplyva, ze Aé, ktery zi skdmé isospinovou rotaci\?" , rozpada na

stav, ktery ziskame isospinovou rot{ap} 7f>; porovnanim (8.8) a (8.9) vidime, Ze je to stav

) +2]p)|)) (8.10)

1
=—I{|n
)= (I
Odtud vychazi pro poén pravépodobnosti nalezeni rozpadovych §tav

I'(A+ - nn*) 1
r(ar - pnﬂ)_E ’ (6-11)

pIné v souladu s experimentalni skénesti.

Pro popis rozpadd’ pouZijeme jedtjednou stejného postupu gspbenim operatord_:
w)= 33433 = 4

( n>) V2|n)| %) I_(|p>‘n">):|n>‘n°>+\/é|p}‘n‘> , (8.12)
[ (|n> +\/_| ‘nﬂ)] [13(\/_2|n>‘n°>+|p>‘n'>)j

Opét jsme vyuZili vztah (5.32). Porovnani prvniho alednihoradku v (8.12) dava pro vysledny

stav vyjadeni

1 -
|¢/>=ﬁ(\/§|n>‘nﬂ>+| p)| 7)) - (8.13)
Odtud vychazi pro poén pravépodobnosti nalezeni rozpadovych étav
rA° - nm
(—n_):g : (8.14)
r(a° - pr) 1
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Na €chto pikladech jsme krasnvidéli, jak je pongr pravdEpodobnosti 2:1 dvou

moznosti rozpadu dan invarianci vzhledem k transfaim z Lieovy grupy.

9. Vodikovy atom

V této casti ukazeme grupe@v— teoretické odvozeni energiového spektra atomdikuo

Hamiltonian vodikového atomu ma tvar
=2 2
H :L—e_ , (91)
214 1
kde prvniclen predstavuje kinetickou energij (je redukovanad hmotnost soustavy proton —
elektron) a druhylen je coulombovsky potencial. Klasické (Hamiltogbypohybové rovnice,

které plynou z (9.1) jsou

p=-&— (9.2)

P . (9.3)

Obréazek 4 Konstrukce Rungeho - Lenzova vektorukK

Pro vodikovy atom zname celdadu integral pohybu, tj. velkin zachovavajicich se

v ¢ase. NejznagjSi jsou energie dana vyrazem (9.1) a vektor mombyibnosti
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>

L=rxp . (9.4)
Skutene plyne z (9.2) a (9.3), Zze

dH :pE’ﬁ+ezr[3ﬂ’:0 ’
dt )7 r

(9.5)

dL - i
—=rxp+rxp=0 . 9.6
. p+rxp (9.6)

Posledni vztah plati, protoZe podle (9.3) jsoa p a podle (9.2F a p rovnokszné. Jedtvsak

existuje jeden zachovavajici se vektor. Je toRnngeho — Lenw vektor, definovany jako

Kzﬁfxrw? . (9.7)

ZachovaniK piirozers opst plyne z pohybovych rovnic (9.2) a (9.3), jenonpeset je porskud

delSi. Nejprve ukdZzeme, Ze

dK 1 & r (F[ﬁ’)i

- = L + — - =
dt = weé’ r re ©8)
_ALxr, 1r’p-(pm)r '
3 3 !

kde v prvnimiadku jsme vyuZili (9.6) a v druhéradku dosadili z (9.2) a (9.3). V dalSim kroku
dosadime do (9.8) definidi z (9.4), takze
dK 1

- ﬂrs{—(rxr))xrﬂzr)—(r)m)r} . (9.9)

S pomoci vztahu
(axb)xc =(c@)b - (cb)a (9.10)
je snadné vig, Ze prava strana (9.9) je rovna nule a veléose zachovava.
Rungeho - Lenw vektor ma je& dalSi zajimavé vlastnosti, které vyplyvaji
bezprostedre z jeho definice a z elementarnich viialektorové analyzy, zejména plati

=0 (9.11)

oy
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UET

2

UE UET e

=[] (o)« 2 (e -
(9.12)

Pro eliptickou trajektorii klasickéastice ma Rungeho — Leiwz vektor K smsr velké
poloosy elipsy, jak je zobrazeno na Obrazku 4. B&kje rovna vysednostic elipsy.
V kvantové mechanice jsoti a p operatory, které spliji Heisenbergovy komugai

relace
[P |==ikd;  [n]=[p.p =0 . (9.13)
V souradnicove reprezentaci popisujeme stavy pomoci yicloviunkci sogadnic r,. Operator

souadnice fisobi na vinovou funkci trivial) nasobi ji pisluSnou sotadnici, zatimco operator
hybnosti misobi jako

ﬁ:_ﬁi ) (9.14)
i or

Prirozens takéH, L a K jsou i operatory, i kdyZ se v defini¢d objevuje problém dany tim, Ze
p a L nekomutuji:

[L.p |=ikg, b (9.15)
Tento vysledek plyne bezpréstire z (9.4) a (9.13), vyuzijeme-li distriboiho vztahu pro
komutator

[A,BC]=[A,B]C+B[AC] . (9.16)
Vzhledem k (9.15) zaleZi tedy naipdi, vjakém piSeme operatoly a p v definici (9.7)

vektoru K .2° Pro kvanto¥ mechanickou definicK zvolime

L1 - L F
K = [xp-pxC)+_ . 9.17
2ﬂez( p-pxL)+- (9.17)

—

Je firozené, 7e pokud by a p komutovaly, pejde tato definice na klasickou (9.7). Krém

jiného je operatoK ve tvaru (9.17) hermiteovsky.

2 Muzeme se snadndeswdit, Ze tento problém nenastavé&iwani L , definovanych pomoci vztai9.1) a (9.4).
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V kvantové mechanice plati, Ze zachovavajici $e&img komutuji s hamiltonianem.

UkaZeme to nejprve pro operatoky. Ji7 jsme uvedli komutafi relace prol a p. Podobg pro

L ar mame

(L1 |=ing; . (9.18)
S pomoci (9.16) iveme jednoduse odvodit

[L.H]=0 (9.19)
a

[L.L |=ing, L . (9.20)

Rovnice (9.19) udava, Zk se zachovava. Rovnice (9.20) gédd, ze slozky operatoru momentu
hybnosti maji tytéz komutai relace jako generatory grupy rotactivozmerném prostoru.

Podobnym zfisobem sp&teme komutatory, ve kterych vystupuje operatér

Nejprve poznamenejme, Ze vzhledem k (9.14) bude

{r)ﬁ}iﬁ[a : 16]:ih£3 . (9.21)

r arr ror
Pak Ize odvodit komutai relace
(LK, |=ing K, (9.22)

(to plyne uz ze skudmosti, zeK; jsou slozky vektoru),

[Kij]=%(p. p - p°8,)+ 1 5(r2d, -nr,) 9.23)
{Ki,%}=%qjk(Ljrk+rij) . (9.24)

S pomoci&chto vztali dojdeme pak k zéwu, Ze K komutuje s hamiltonianem
[Ki.H]=0 . (9.25)
Nakonec nmizeme s pomoci Jacobiho identity

[[A.B].Cc]+[[B.C].A]+[[C.A] .B]=0 (9.26)
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ukazat, ze tak% K, Kj] komutuje s hamiltonianem a je tedy zachovavagcvedicinou. Rimy

vypocet ndm vSak ukaze, Ze nejde o novoucuali, ale o sotin dvou znamych zachovévajicich
se velgin®

: -2H
(KK |=ihg, L—F . (9.27)

UE
Protozel, aH komutuji, neni dlezité, v jakém ptadi jsou operatory zapsany.
Spaeetli jsme vSechny pégbné komutéatory. T se nizeme podivat, zdaigtavaji i

v kvantovém pipace v platnosti vztahy (9.11) a (9.12). Pokud jde wenprovnici, mame

KDI:EDK:Z:ez{E[QExﬁ)—E[@r)xE)}+Er_m _ 9.28)

Vzhledem kL[ =0 (coZ se snadno ukaZe i v kvantovétipac), zistavaji ve ke pouze prvni

dvacleny. Zavorku piSeme jako

guL(Lp-pL)=g,(2LL p-ing,Ln) . (9.29)
kde jsme pomoci (9.15) zapsg napravo odL,. S pomoci (9.20) dzeme prvniclen psat
jakog,, &, L p U L p=0, z podobnéhoidodu vymizi i druhyglen, takze nakonec mame

KIL=0 . (9.30)

Vztah (9.12) uz pro operatory neplati, objevi se&em clen navic. Uvedeme jen
vysledek, ktery pdebuje zdlouha§jSi vypacet. Kvantova analogie diskutovaného vztahu ma tvar
K2 = 2H

ue
V limité # - Oprejde @irozerg (9.31) na (9.12).

(C+n)+1 . (9.31)

S pomoci ziskanych vysledlkniZzeme nyni najit energiové spektrum atomu vodiku.

Hledame vinoveé funkce, které vyhovuji rovnici
Hly)=Ely) . (9.32)
pricemz gedpokladame, Ze energle je zaporna E<0, abychom pojednavali o vazanych

stavech. ProtoZe operatoty a K; komutuji s hamiltonianem, jsou také stalyj) a K, |¢)

2L Obect je mozno dokazet, Ze pro vodikovy atom mame ppizeezavislych integralpohybu. Mohly by to byt

nagiklad ti slozky vektoru momentu hybnosti adislozky Roungeho — Lenzova vektoru, ktery jeln&olmy.
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feSenimi Schrodingerovy rovnice (9.32). Pokud jdeperatoryH, L a K, miZzeme se proto
omezit na podprostor stﬁ%ﬂ) se stejnou enerds.

Vytvoime nyni nasledujici @vinearni kombinace operafol. a K :%

4
Ei=%[[¢ /% K] . (9.33)

Tyto operatory komutuji s hamiltonidnem:

(L H]=0 . (9.34)
S pomoci (9.20), (9.22) a (9.27) |ze dokazat nagiedkomut&ni relace

(L1 |=ing, L, (9.35)

(L1 |=ing;, L (9.36)
a

(L. ]=0 . (9.37)

Vzhledem k&mto komut&nim relacim je moZno povazovdi’ a L za generatory dvou

odcklenych grup rotaci, které vzajegnkomutuji a fisobi na stavy jako

@) ~ |@)=exdia ") exqi B )|w) (9.38)
kde parametrnyi a £ popisuji zmigné d& grupy generované’ a L~

Prot02e|z/l> sphuje Schrodingerovu rovnici (9.32), #pii ji také transformované
stavy‘z//’ > téZe energidk. VSechny tyto stavy mohou byt charakterizovanyoja&prezentace

dvou rot&nich grup (tuto satinovou grupu oznaujeme jako SU (2)0 SU (2)). Stavy se tak

mohou transformovat pomods, +1-rozmegrné (ireducibilni) reprezentace prvni grupy. Kdyz

pusobime jednim prvkem druhé grupy na tuto reprezgnpak najdme identickou reprezentaci
prvni grupy, ktera rive byt eventuekstejna jako pvodni reprezentace (tim myslime, Ze &ob

odpovidajici stavy se liSi pouzecitym faktorem). Toto posledni tvrzeni plyne ze Scva

sens

2 Jedt jednou upozdtujeme, Ze grupy komutuji. Proto nezalezi ntagp v jakém piseme exponencidly ve vztahu
(9.38).
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lemmatu. B pasobeni druhé grupyugtava reprezentace prvni grupy zcela zachovanazTot
plati prirozere i naopak: pi pusobeni prvni grupyustava zachovana reprezentace druhé grupy.
Méame tedy co éat s tensorovym s@nem reprezentace prvni grupy s reprezentaci dyuingy.

Zvolime-li 2s, +1-rozmérnou reprezentaci prvni grupy 2s_+1-rozmegrnou reprezentaci druhé

grupy, dostaneme taktf2s, +1)(2s_+1) stawi, které budeme zia

s,,S.) a které spiuiji

rovnice pro vlastni hodnoty
()
()

kde s, =0,72,1,3 2,... Generatonl* musi v3ak spbvat je$ podminku, ktera plyne z (9.30):
K

s,,s.)=s,(s, +1)#?

s,.S)

TR A

(9.39)

s,,s.)=s (s +1)#’

S,.S.)

(C+0)fr-C)olK =0 (9.40)
odkud

(C)=(c) - (9.41)
Z rovnice (9.41) plyne rovnost vlastnich hodno®\80), takze rizeme pséat

s+:s_:%(n—1) : (9.42)

kde n=1,2..... MAme takn’ stawi

S,.S.).
Nakonec vyjaime hamiltonian, a tedy enerds, prostednictvim operatdr L*.

Podle (9.31) a definicé€® mazeme psat

SRS ST (SR VP (9.43)
odkud
—2{(E*)2 +(E‘)2} :—2(n—])(%(n—])+ 1]1‘12 =i +g—§ (9.44)

Vazané stavy s energieri, jsou tedyn®-krat degenerované a energie je dana vztahem

__ ue
E =- . 9.45
" 2h%n? ( )
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Operator momentu hybnosti je dan &em operatar L' +L . Tato linearni

kombinace psobi stejnym zfisobem na abreprezentace, jejichz tensorovym &oem vznikly

stavy |s, ,s_). Pti prostorovych rotacich generovanych operatotem L~ se tedy transformuiji

stavy |s, ,s_> jako tensorovy saiin dvou reprezentaci grupy rotaci v trojrazném prostoru.

Tato sodinova reprezentace uz neni ireducibilntkaiv kazda reprezentace ze sgow
ireducibilni je. Z vlastnosti s@inové reprezentaceumeme uéit, jakych hodnot rize @i daném
n nabyvat moment impulzu; plyne to z rozkladu @ou dvou ireducibilnichn-rozmernych
reprezentaci grupy rotaci na ireducibilni repreaest

ndOn=2n-10 2n-30---0 30 1 , (9.46)

kde n je n-rozmerna ireducibilni reprezentace grupy rotaci (deBnupak stav se spinem
1/2(n-1)). Rozklad (9.46) nebudeme dokazoviikiad jsme vidli ve (4.13).

Souhrnem rizeme fici, ze véazané stavy atomu vodiku jsouwemy hlavnim
kvantovymgislemn, které nabyva hodnat=1,2,.... Pro dané existujen® stavi s momentem
hybnostil =0,1.... n—1a energii danou (9.45).

Nekteré pivodni prace: O. Klein: Z. fur Physi (1924), 109; W. Lenz: Z. fur Physid (1924),
197; W. Pauli: Z. fur PhysiB6 (1926), 336.

10. GrupaSuU(3)

Lieova grupasSU(3) hrala vyznamnou roli ip budovani kvarkové teorie.fiPstudiu hadroi
(castice se silnou jadernou interakci) se ukazalge Peozné je sdruzovat do multiplepodobr
jako jsme to vidli u isospinovych multiplegi. Rizné isospinové multiplety se ovSem sdruzuji do
SirSich skupin.

Z toho se dalo usoudit, Zze zde mame eéfatds invarianci ci pasobeni gkteré dalSi
z mnoha Lieovych grup. Ukazuje se, Ze thzmbyt grupeBU(3). Podivejme se, pkqoraw tato
grupa. Hluboko uvnitsubatomovychkiastic jsou ulozeny zékladni kameny, zvané kvarkgu.ti
druhy kvarki, ozn&ovanéu, d as. Z nichu ad tvori isospinovy dublet. Jsou tedy reprezentaci

| =1/ 2 grupySU(2). Treti kvarks je isotopicky singlet. Vinovou funkci kvaikpiseme jako
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) = (10.1)

n O C

a (@i jistéem giblizeni) mizeme odvodit, Ze fyzikalni vlastnogtistic jsou invariantni vzhledem
k unitarnim transformaciméehto 3-vektoli. Proto chapeme (10.1) také jako fundamentalni
reprezentaci grup$U(3), kde 3 zn& dimenzi vektod, U ,unitarni* aS,specialni*: uvazujeme

matice s determinantem rovnym 1.

Tabulka 2 Riazné isospinové multiplety a jejich hmotnosti.

isospinovy multiplet | spinparita isospin S hmotnost (MeV)
piony: 7*, 7° 0 - 1 0 139.6, 135
kaony: K°, K* 0 - Ya 1 497.7, 493.7
antikaony:K ™, K° 0 - Yo | -1 493.7,497.7
eta: n° 0 0 |0 547.3

etd: 7' 0 - 0 0 = 900
nukleony:n, p 12| + Yo 0 939.5, 938.3
delta:A™,A° A" ,A™ | 312] + 3/2 |0 = 1235
sigma:3>”,3°,3" 12| + 1 |-1/1197.4,1192.6, 1189|4
sigma*: ¥ % ¥+ [ 32| + 1 |1 = 1385
lambda:A\° 12| + 0 |-1 1115.7

ksi: =7 ,=° 12| + Yo | -2 1321.3, 1315
ksi*: =7 ,=° 12 + Yo | -2 = 1530
omega:Q~ 32| + 0 |-3 1672.4

Vezmeme-li pouze ty transformace, ktefés@bi nau ad, zatimcos zastava invariantni,
ziskame podgrup8U(2) grupySU(3). U grupySU(2) jsme vidli, Ze pokud z&neme konstruovat
dalSi reprezentace s pomoci reprezentaci sistdaym |, dostaneme @b jen reprezentace

charakterizované celtselnou hodnotou. Jsou to vSechno reprezentaaé, dérazuji prvek

=10 10.2
=, (102)

na jednotkovou matictl .

Podobg je tomu u grupy8U(3). Tato grupa obsahujé vyznatné prvky, které komutuji

se vSemi ostatnimi prvky grupy (tuto podgrupu naxge centrum grupy)
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I, ex;{z—mjl : ex;{—z—mjl ‘ (10.3)
3 3

Budeme rozliSovat dva druhy reprezentadi(3): regularni a exotické reprezentace. Regularni
reprezentace jsou takove, které vSechiypitvky (10.3) centra grupy zobrazuji na jednotku.
Exotické reprezentace tuto vlastnost nemaji. Fumetd@ni reprezentace sama je exoticka.

Reprezentace vyt¥ena na prostoru unitarnich mati@x3 (adjungovana reprezentace) je
regularni, nebidz jeji definice
U - U'=adX)u=XUXx™ (10.4)
je vidt, Ze pro viechnyitmaticeX z (10.3) jeU’ =U .
ZapiSeme-li maticlJ jako U =exr(iT), pak z unitarityU plyne, ZeT je hermiteovska
matice, tj. T=T" a podminkadetU =1 vede k poZzadavkdrT =0. Obecné matic&x3 maji 9

komplexnich prvk, které jsou ufeny 18 realnymi parametry. Hermiteovsk& malicemd uz jen
9 realnych parameir po spl&ni pozadavku na nulovou stopu zbyva jen 8 nezavislych.

Adjungované reprezentace vytvéedy osmirozrarny reélny prostor. PodoBnako véasti 6 (viz
(6.41)) zapiSeme tuto reprezentaci jakt’, nyni v8ak mohou indexg, 8 nabyvat hodnot 1, 2
a 3. Kdyz oba indexyr, 8 jsou 1 nebo 2, maméiozmernou | =1 reprezentacd grupy SU(2).
Proa=1,2 a =3 mame komplexni, fundamentalRireprezentaci grupgU(2, kterou ziskame
také @i a=3 a f=1,2; dale mame je8treprezentacl. ProtoZe2 reprezentace je komplexni,
piSeme ji dvakrat:

By =(3+ 2+ 2+ 1), (10.5)

(2
DalSi reprezentaceSU(3) najdeme pomoci nasobeni wyiedi symetrickych a

antisymetrickych kombinacifp nasobeni fundamentalni reprezentace. Ziskame talsqjgh
Ygz2 ", které upravujeme na ireducibilni kombinace, jednak syneefra antisymetrizaci, jednak
nasobenim invariantnimi tensory. Pokud uZijeme vSech funa@inéh indey (viz pozdji),
mame k disposicitt tensory: dy; , £,,, a £°%¥ . Posledni dva jsou invariantni, podéijako byly
E,p A 7% v U(2), protoze i pro transformacé zSU(3) plati, ZedetX =1. Tyto &- tensory

muzeme pouZit k tomu, aby u kazdé reprezentace byly vSechmyyinddde (nebo dole), podle

toho, jak budeme ptebovat.
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Reprezentace generovagé a ¢, nejsou ekvivalentni, na rozdil &UJ(2). Ozn&ime tyto

fundamentalni reprezentace jaBoa 3. ReprezentacB maZeme také psat jako antisymetricky
Jtensor* Y?? . Symetricka reprezentacé’” je 6 komplexni reprezentace. Prvni neexoticka

reprezentace p@ je reprezentacd0, vytvorena z Gpld symetrickych tensdér Y?# . Tento
dekaplet je tveen z reprezenta@U(2) jako

10,y =(4+ 3+ 2+ Iy, - (10.6)

VSechny neexotické reprezentace pohéglozname podle toho, Ze @ hornich indek
minus pa&et dolnich indek je ndsobkem 3.

Mesonen Baryonen A8
(P =0) T (IP= 1)
§=1 K? K* n P S§=0
s=0 wn© =n'n® x* ) VulD YV, D M
S=—1 K~ K° o =Y y S§=-2
| 1 I T } ]3 I [ i ] < 3
1 0 +1 -1 0 +1

Obrazek 5 Mesonovy oktet (spin 0, parita -) a baryoovy oktet (spin 1/2 a parita +).

V hadronové fyzice je zvykem charakterizo¢astice krom slozky isospinul, dalSim
kvantovymcislem, podivnosti (strangenes$)Obrazce vzniklé vynesenim multipledo roviny
s kartézskymi saadnicemil, —S jsou na Obrazku 5 a Obrazku 6.

Na obrazcich mame dva oktety a jeden dekapleiSEaye-li si mesonovy oktet jakd 4 ,
je podivnost S rovna @tu spodnich indek rovnych 3 minus pget hornich indek rovnych 3.

Vidime, Ze mame co ddéinéni s vinovymi funkcemi typu‘z//"’> z//B>, kde ‘z//"’> odpovida

kvarkim typua a‘z//ﬁ> antikvarkim typuf. Hodnoty inded a =1 a a =2 pati isodubletw ad,
hodnotaa =3 s-kvarku, ktery ma podivnoss=-1. Existuje i devaty mesoM ;=0J; . Je to tzv.

n' meson, jehoZz hmotnost je dosti vy3si oproiedni hmotnosti mesdnv oktupletu. Jako

67



pozoruhodné se zda, Ze reprezentad€3) realizované v firodé hadrony jsou vzdy regularni,

exotické reprezentace se nevyskytuji.

S=0 A" A° AT AYT

S=-1 2 M M
$=_9 ok =0 Baryonen
(FF=19)
§=-3 Q-
T T T T I >13
-1 0 +1

Obrazek 6 Baryonovy dekaplet (spin 3/2 a parita +).

V&echny baryony Ize popsat pomd@$”” . Oktet je dan jako
BV =¢g?P*B/ |, Bl =0 (10.7)
nebo také
BV =-B*? | ¢,,,B7"=0 . (10.8)
SU(3) symetrie je vfirodé naruSena vice nez isospiniva, proto dedsti hmotnosti
raznych isospinovych multiplétv ramci multipletuSU(3) od sebe |iSi vic neZ hmotnoséistic
uvnitr isospinovych multiplét (Tabulka 2). Nicmé# je tato symetrie velmi vyznamna. M. Gell-
Mann napiklad zjistil, Ze dekaplet neni Gplny deplpovdél existenci pozéji objevené Q~
castice.
Baryonovy dekaplet a baryonovy oktetizeame vzajemé propojit. Uvazujme oft jako
bazi ,kvarkové stavy“, ale vez¢éme v Gvahu i spin. Kazdy kvarkide mitS,=1 nebo S, =-1.

Chceme-li td najit transforméni vztahy pro Sest kvarkovych stavmusime uvaZzovat o

ABC>

pusobeni grupysU(6). Symetricka reprezenta¢¢' grupy SU(6) ma 56 prvls. Indexy pro

SU(6) jsou tvdeny dvojici: indexx pro SU(3) a indexs proSU(2):
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A=(a,0,) , B=(B,0,) , C=(y,0,) . (10.9)
Predpokladejme, Ze vSechny prvky jsou jiz symetriekiddexecha, B ay, potom musime
provést symetrizaci i ve spinovych indexeah, o, a g,. To znamena spig/2, piesré jako u
dekapletu. Kazdéastice dekapletu ma p&kyii spinove stavy, tj. celkerhO[4= 4Cstavii. Zbyva
56— 40= 1€, presre pro oktet, kde se spinem %2 méa kazéstice dva spinové stavy.

Symetrie vzhledem 8U(6) je jeS& mére piresr® zachovavana nez vzhledemSk(3),
hmotnosticasti dekapletu jsou vySSi nez hmotngastit v oktupletu.

Jes¢ jednu otdzku musime zodpalét. Jak je mozné, Ze kvarky se spinem Y% jsou
popsany symetrickou vinovou funkci; jakastice se spinem ¥ musi byt fermiony a tedy podle
Pauliho principu popsany Um@rantisymetrickou vinovou funkci. Odpé&d spaiva v existenci
dalSiho kvantovéheisla, barvy (colour), které ide nabyvatif raiznych hodnot. Barevna teorie
vyswvétluje sily pisobici mezi kvarky a také to, @rdkvarkové kombinace obsazuji pouze
neexotické reprezenta&l(3).

K popisu generatdr transformaceX z SU(3) potebujeme hermiteovské maticd,,

a=1,..,8:
1. ..
X :exp{zle Aaj . (10.10)

Tyto matice jsou zobeénim matic 7,z SU(2), jejichz vlozeni dod, zvyraznime tim, Ze misto

nekterych nul budeme psatitey:

01 . 0 - . 10
A=[1 0 .|, A=li 0 | ,A=]0-1
0.1 0 . -i
A=l o A= . | L A= 01 (10.11)
1.0 i .0 10
(roo
A=l. 0 -], A=—x|0 1 0
i 0 Blo o -2

Matice A, jsou normovany tak, ze plati

Tr(A, 4,) =20, (10.12)
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a sphuji komut&ni relace

1.1 . 1
A=A =T = . 10.13
|:2 ) b:| abc o7 ( )
Soupis strukturnich konstant je
fls=1,
_ _ _ _ _ 1
f147 - f246_ f257_ f345_ f 516 f 637’5 ! (1014)
(oo =3
458 678 2 ’
dalSi spéteme zamanou vzhledem k Uplné antisymetrii indgx;.
fabc = fbca = fcab == fbac == facb == fcba (1015)

f.oe @ 0, Nejsou jedinymi invariantnimi tenso8yreprezentace. Spme-li si antikomutatory

abc

maticA, , dostaneme

1 1 1 1
A ,=Ar==0,+d —A . 10.16
{2 a 2 b} 3 ab abc 2 c ( )

Antikomutétor je definovan jak{)A, B} =AB+BA. Konstantyd,,. jsou zcela symetricke:

dabc = dbca = dcab = dbac = dacb = dcba (1017)
a jejich soupis je
_ _ _ _1
d118 - d228_ d 338~ -d 888~ ﬁ )
_ _ _ _ 21

dl46 - d157‘ d 256~ d 344~ d 355‘5 )
10.18
! ( )

d247 - d366_ d 377 _E )

1
d . =d...=d..=d..=———
448 558 668 778 2\/?_3

Tensoryd,, , f... ad_ . jsou jedinymi nezavislymi invariantnimi tens@yeprezentace.

ab ' "abc abc
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11. Reprezentac&U(N); Youngovy diagramy

UZ jsme se trochu zminili o gra@mU(6). VetsSi Lieovy grupy se také objevuji ve fyzikalnich

Gvahach. Existuji obecné metody pro konstrukcclefieprezentaci. Nejprve se dohéche, Ze
pripadné dolni indexyieménime na horni s pomoci invariantniho tensefd>~ .
Fundamentalni reprezentad@U(N), kter4 odpovidaN-rozmérnému ,spinoru® ¢

zobrazime pomoditveregku. Sowin dvou takovych reprezentaci bude zobrazen pomheai
ctveretku, jako na Obrazku 7a. Je-li reprezentace symetrifgcdu ctveretky vedle sebe, je-li
antisymetricka, jsodtveretky pod sebou. Na Obrazku 7b je &tidjak se tvéi veétSi reprezentace.
Kazdémuctvereku je pirazen index. U slo&jSich reprezentaci, jako na Obrazku 7c, je
prislusny tensor symetricky vzhledem ke vSem perniotatdexi v jednom radku. Ve
vertikalnim sméru je situace komplikovasi; plyneto z pozadavku, Ze vSechny vyamre
reprezentace jsou nezavislé. Vznika tak nasledpijcipis:
0) VSechny nezdvislé ireducibilni reprezentace osiiSuji Youngovymi diagramy a
kazdy Youngv diagram reprezentuje ireducibilni reprezentackyal:
(i) Kazda horizontalnfada Youngova diagramu nema vitteere’ka neziada nad ni a
kazdy sloupec nema viceveretku nez sloupec vievo o

(i)  V diagramu nendZe byt vice neZN -1 tad, sloupec tedy naihe obsahovat vice jak

N -1 &tvereatka.

a) D@D:Dj@)g c)

by @ =[T®HH —

Obrazek 7 Youngovy diagramy.
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A. Prehled nekterych vlastnosti matic

Méjme maticiA dimenzenxn s prvky a,;:

a:ll a12 a]n
A=|f2 P2 v (A.1)
Ay Ay - Ay

Maticove prvkya; jsou (dipadré komplexni)¢isla. Uvazujme jestmaticiB téZe dimenzenxn

s prvkyh; .
Definice: Sowinem maticA a B nazveme maticiC, jejiz maticové prvky jsou dany
vztahem
szzaikbxj . (A.2)
k=1
PiSeme
C=AB . (A.3)

Poznamenejme, Ze (A.2) definuje maticové elementpomocia; ab,. ProtoZea; a b;jsou
obycejna cisla, nezélezi na padi, v jakém jsou zapsana. To ale neplati pro reasoimatic.

Obecrs C=AB#C'=BA. MaticeC’ je dana prvky
Q/j:thakj : (A4)
k=1

Nasobeni matic je nekomutativni. Je v3ak asociativnA(BC) =(AB)C.
Definice: Komutatorem dvou matic nazveme
[A,B]=AB-BA . (A5)
Rikame, Ze maticé aB komutuji, jestliZe je jejich komutator roven nule.
Definice: Soutem, pogipac rozdilem dvou maticA a B nazveme matici C, jejiz
maticové prvky jsou dany vztahem
G;=a,+h, , C=A+B , (A.6)
popripads
G;=a,-h; , C=A-B . (A.7)
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Z (A.6) plyne A+B=B+A.
Definice: Sowinem (komplexnihogisla a maticé je maticeB, pro jejiz prvky plati
h,=xa; , B=xA . (A.8)
Z (A.2) a (A.8) plyne
Shb, =Y a3, . B=xA’
k=1 k=1

Definice: Jednotkova matice je definovana jako

10 - 0
010
1= - (A.9)
00 -1
a plati
1A=Al=A (A.10)

pro vSechny maticA.
Kazdé c¢tvercové nxn matici je gifazeno (komplexni)cislo, determinant matice.

Determinant matice je (tzv. rozvoj podiehoradku)
detA=>"a, (-1 det(i k) (A.11)
k=1

kde A(i ,k) je matice, ktera vznikne & vyskrtnutimi-téhofadku ak-tého sloupce. Determinant
matice 0x 0 je definovan jako 1.

Radu vlastnosti determindnneni obtizné odvodit. Tak pro determinant&ou matic
C=AB plati

detC = def AB) = deA deB (A.12)
ProC=xA je
detC = defx A) =x" deA (A.13)

Definice: Za predpokladudetA# 0 existuje k matich inversni maticeB= A™ takova, ze
ATA=AAT=1 (A.14)

jejiz maticové prvky jsou (vSinéme sidetA(j i), nikoliv detA(i ,j))
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b”,:(_l) di‘:r(j i) (A.15)

Determinant je mozné vyjétlpomoci uplg antisymetrickyche-symbofi, definovanych

jako &; ; =0, pokud maji dva nebo vice index,,i,,....,i, stejnou hodnotug,; ; =1, pokud

n

jsou vSechny hodnoty indéxazné ai,,i,,...,i, vzniklo sudou permutaci%, 2.... ,n a konéne

&

., i, =—1, pokud jsou vSechny hodnoty inderizné ai,,i,,...,i, vzniklo lichou permutaci z

n

1,2,...,n. Determinant je potom

&, . detA=¢g, A A A (A.16)
(Na praveé strahiscitame ges indexyj,, j,,---sJ,-)
Pro transponované a inversni maticecgaumatic plati
(AB) =B"A" , (AB) =B'A* . (A.17)

Prvni vztah plyne z (A.2), druhyx=(AB)(AB) '=ABB™ A™*=1.

B. Derivovani matic

Maticove prvky mohou byt funkcemi vice prénmych. Tyto funkce mohou byt diferencovatelné.
V takovém gipack Ize definovat derivaci matice.

Definice: Derivaci maticeA je matice, jejimiz prvky jsou derivace odpovidaicprvki
maticeA. TakZze maticeA’

d
A (x)= gg(x) (B.1)

ma maticove prvky

da.
a; (x)= QJ)EX) : B.2)

Derivace matice obeénnekomutuje se samotnou matici. Ohlédneme-li oa,tggou ostatni
pravidla diferencialniho gdu zachovana, coz plyne z definice v (B.1) a (BN\Ngpiklad

d(A+B):dA+@

—_— B.3
dx dx dx (B-3)
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d(AB
(AB) _dAg, ,dB (B.4)
dx dx dx

Posledni vztah plyne z Leibnitzova pravidla

d n n n
_Zaikbkazai/kbkj-l-zaikbéj . (B.5)
dXxi= k=1 k=1
Podobg
ddA =SAATHAAN AT ATZAT A ATEAT (B.6)
X

Pouze pokud by matioka A’ komutovaly, byla by derivaageté mocniny rovnan A"™* A’ .

Derivaci inversni matice spteme z

d(A*A -1
O:E: ( ):dA A+A'ld_A ,
dx dx dx dx
odkud
-1
dA” _ _prdAps (B.7)
dx dx

C. Funkce matic

Funkce definované pomociceni a nasobeni mohou byt definovany také proaeaejména
dulezita je funkceexpx. Ukdzeme d& mozné definice.

Méjme maticiA. Matice expA je definovana jakéada

epr:ZiAk , A’=1 . (C.1)
oo k!
Druha definice je pomoci limity
. AY"
expA = I|m[1+—j . (C.2)
m- o m

Dukaz, ze (C.1) a (C.2) jsou ekvivalentni provedenegn jako pro obygejnou exponencialni
funkci, tedy vyjadenim binominalniho rozvoje (C.2).

Vztah (C.2) vede k zajimavému vysledKiiyypoctu
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det expA) = lim deﬁl+£jm (C.3)

m- oo

Determinant spiteme se zanedbaniteni radu 1/m? a mensich. Vidime to nazarna gikladu

matice2x 2, kde

1+i E
a a,.,a
1+ 8- m m , de(1+éj:[1+@][l+£]——lz—21
m a,, a,, m m m) mm
e 1+-—==
m m

ProtoZe zanedbavaniteny fadu 1/m? a mensi, izeme zanedbat mimodiaagonalni prvky a v

sowinu diagonalnichistane vzdy jen jeden, ostatni nahradi jekimitj.

de(1+éj = 1+ 1(a11 +a,,) + O[%)

m m
Obecre pak
de(l + éj =1+ 1 TrA + O[izj , (C.4)
m m m

kde jsme uzili pojmu stopa matide A (trace, spur, odtudekdy zna&eni SpA)

TrA=> a, . (C.5)
k=1
Dosazeni (C.4) do (C.3)
n{ 1 T+ o[izn
m- e m m

det expA) = i

odkud
det expA) = exp TA) (C.6)

D. Campbellova — Bakerova — Haussdorfova formule

CBH - formule se tyka vypiou maticeC, pro kterou
expAexB= exg (D.1)
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kde C=A+ B+]/2[A,B]+--- opakované komutator’ a B. Mezi €mito komutatory nachazime
wrazy [[A,B].B]=[A,B|B-B[A,B]=ABB-BAB-BAB+BBA, [[B,[AB]]B],

mA B],B]B] a dalSi. Neni zdaleka jednoduché stan@i#elné faktory, které stoji u

opakovanych komutatbr NaSim cilem bude naji€ ve vztahu (D.1l), alespiodo c¢lenu
s nasobnymi komutétory, obsahujiciméd®/a jednoA nebo d¥ A a jednoB.

Nejprve zavedeme pomocnou p@moux tak, Ze piSeme
exp(x A) exfxB) = ex()C(x)) (D.2)
| kdyz je zavislost nx ¢lena na levé strah (D.2) jednoducha, fize obsahovat rozvoq:(x)
podlex velmi komplikované koeficienty zavislé na aB. Pokusime se tedy nafitjako funkci
X. Rozvineme proto levou i pravou stranu (D.2) docnionychiad vzhledem k prosmné x.

Predtim ale dokaZzemekteré pomocné vztahy.

UvaZujme

H(y)=exp(-yF)G exfyF) (D.3)

kdey je prongnna aF aG jsou nay nezavislé maticdd muze byt vyjadeno ve tvaru mocninné
rady
_ y* y’
H_HO+yH1+EH2+§H3+--- : (D.4)
Faktory 2!, 3!, ...(tj. vlasté Taylotiv rozvoj) zavadime pro zjednoduSeni vyraxi pocitani.

Nyni mame spéitat H,,. Derivovanim (D.3) dostavame

dH (y) _dexp(-yF) dexgyF)
- Gexp( yF ~yF)e—171 D.5
3y 3 exp(yF) + exf-yF) dy (D.5)
S pomoci vztahu
dex(;;(ny) = Fexp(yF) = exgyF)F (D.6)
upravime (D.5) na
dH (y)

=-Fexp-yF)G exf{yF) + exp-yF)G exyF)F=[H F] (D.7)

dy

S vyuzitim vyjadeni pomoci mocninnédy (D.4) mame tedy
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2 2
e yH+ DH = H FL ey H R SR F e o 0)

Spolu sH, =G dava porovnanilena u stejné mocniny v (D.8) rekurentni vztah

H,=[H..F]=[[[ .. [6.F].F].F]..F] . (D.9)

Dosazeno do (D.4) dostdvame prel

exp(-F )G ex{F) =G +[G F]+%[[G FI Fl+

. (D.10)
a[[[G, FILF].F]+...
Zavedeme zkracené ziemi
H,={G.F"} . (D.11)
nebo je& kompakt®jsi zapis
exp(-F)G exf{F) ={G ,expF)} (D.12)

kde gedpokladame, 2@xr(F) je vyjadceno mocninnodadou. UvaZzujme nyniifpad, kdyF

bude funkci pro®nnéx. Spatéeme vyraz
d
exd—yF (x))a ex;(yF (x)) (D.13)
Stejnym postupem, jako jsme uzili vySe, dostaneme

exp(—F(x))%ex;ﬁF(x)):F’+%[F’ F]+%HF’ FlF|+..=

=

Vyraz (D.14) ziskame tak, Ze polozirGe=d/dx ve vyrazu (D.10). Pro komutator plati

[G.F dp_gd (D.15)
dx dx

(D.14)

Pasitame tak, Zed/dx pisobi doprava a Zefippzers za komutatorem mohou byt dalsi vyrazy.

Podle pravidla o derivovani seinu mame
d dF d d

A=k fop e (D.16)
dx dx dx dx
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takZze pro komutator mame

[G.F]=F" . (D.17)
Z (D.14) mame
d _ , exp(F)-1
aequ)— exp(F){F e } (D.18)

Vratme se zpt k (D.2). Derivovanim podl& dostaneme siiinlédnutim k (D.7):
exp(XA) Aex§xB) + expxA)B exxB)= e>(p?(x)){c’ %)_1} (D.19)

neboli

exp(xA) ex{xB)( exp-xB) A exfxB)+ eXpxB)B efrB))=

exp(c(x)){cf %)‘1} | (D.20)

Cleny ped zavorkami na obou stranach (D.20) se podle (Dvgkrati. Protoze

Bexp(xB)=ex§xB)B, je druhy¢len v zavorce na levé stiamoven B. Prvni¢len upravime

podle (D.12). Dostavame tak kame

{C’ %)_1} ={A ex(xB)} +B . (D.21)

Z této rovnice nizeme ziska€ ve tvaru mocninnéady. Silu naSeho abstraktniho zépisu

uvidime, oznéime-li pravou stranu jakbl a piSeme

C/ :{H ’L}:{H ,1—E+C_2+..}:
exp(C) -1 2 12 (D.22)

H —%[H ,c]+1_12[[H .Cl.cl+...

kde jsme vyuzili mocninného rozvofé/(exp(C) - :I): ;L/( #C/ 2C?/ Gr) [ PiSeme &

" Vztah {X , f (Y)} =Z=X ={Z N (Y)} miZzeme dokézat tehdy, existuje-li k mocninfeet f (Y)

mocninnétada inversni, tedy vztah neplati higpro f (Y) =Y.
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X? X3
C:CO+XC1+EC2+§C3+.“ s

2

c’:cl+xc2+%c3+--- , (D.23)
x.2 X
H :HO+xH1+EH2+---:A+B+x[A,B]+E[[A,B],B]+~-- ,

a porovname po dosazeni (D.23) do (D.22ny u stejnych mocnix. Nejprve vSak musime
uvazit podminku

C,=C(x=0)=0 . (D.24)
Nax nezavisl&leny davaji kombinaci

C,=H,=A+B , (D.25)

a koeficient linearniho vyrazuwdava
1
CZ=H1—E[HO,Cl]=[A,B] : (D.26)

Podobr nachazime dalSi koeficienty, :

1cs:EHZ——l[HO,cZ]——1[H1,cl] ,
27 2% 4 2
C,=[[A.B].B] —%[A+B,[A,BH ~[[A.B] . A+B]= (D.27)

S[AlAB]]+J[[a8]8] .
(s vyuzitim zarsny ~[[ A, B],A|=| A[A,B] |a zanény-| B,[A,B] |=[[A.B].B]).

Postupg tak nalezneme dalSi koeficienty , které obsahuji nasobné komutatory, ve
kterych vystupuji pedchazejiciC,, j<i. ProtozeC; jsou samy nasobnymi komutatory, plati
totéz i proC, .

Dosazenim (D.24), (D.25), (D.26) a (D.27) do @®.dostavame prax=1

exp( A) exfB) = exfC)
D.28
C:A+B+%[A,B]+l_12[A,[A,B]]+T12[[A,B],B]+... (0-28)

Je krasnou vyzvou obdrzet pomoci zde uvedené mealdiykomutatory v rozvofr.
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E. Skalarni so&in, unitarni a hermiteovské matice

Méjme n-rozmerny vektorovy prostor s ortonormalni basi,...,e,. Fipomaime vlastnosti

skalarniho satinu:

1* symetrie

(a.8)=(8.a) (E1)
2* prvni vlastnost linearity X(1C)

(a.xB)=x(a.pB) (E.2)
3* druha vlastnost linearity

(@+y.B)=(a.B)+(v.B) (E3)
4* pozitivni definitnost

(@,a0)z0 , (ad,@)=0=a=0 (E.4)

Diky symetrii skalarniho s@inu Ize vlastnosti linearity psat také jafaa,B)=x (a,B) a

(@.8+y)=(a.B)+(a.y).
Uvazujme dva vektory af, zapsaneé jako linearni kombinace vektbaze:
a=ae+a,e,+---+a,e
B=0¢&+pe+--+p8 ,

ProtoZe baze je ortonormalni, tj. plati

(e.e)=a, . (E.5)
plati pro skalarni sain vektori o aff
(a'ﬁ):aiﬁl+a*zﬁ2+.“+afnﬁn (E6)

Méjme nyni maticiA. Tato matice definuje zobrazeni jednoho vektonsforu na jiny
a =Aa (E.7)

ve slozkach je (E.7) zapséno jako

a =Y a.a . (E.8)
k=1
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Jakym podminkam musi vyhovovat matide aby #Zistal skalarni saiin invariantni, tj. aby

platilo (a,ﬂ):(a’ ,,8’) pro libovolné vektory, ap? Rozepsano ve slozkach mame

(al’ﬂ/)zzaﬁ*ﬁﬁ:Z(% a|) A m ﬁm=zaf 8, 8m By - (E.9)
k kl'm ki'm
Pro prvky transponované matié@ plati
A =a, . (E.10)
a pro prvky hermiteovsky sdruzené matiék (transponovana a komplexadruzend)
a, =a, - (E.11)

Matice B= A" A ma prvky
lqmzzarkakmzzatil akm !
k k
takze

(@".8)=>ab, B, . (E.12)

kim

Zaved nyni vektor 5"
B'=BB . B'=3h.B, . (E13)

Potom nizeme (E.12) zapsat jako skalérm’(s’m(a, Vi ) a z pozadavku invariance skalarniho
sowinu

(@.8)=(a’ B )=(a.B8") = B=p" . (E.14)
Mé-li tento vztah platit pro libovolné vektosya 3, musi byt nutéa B=1, tj.

A"A=1 = A'=A" . (E.15)
Matice A s vlastnosti (E.15) se nazyva unitarni. Mamenledirni prostor nad realnyrisly, je
A=A atedyA" =A"=A".

Strueny zapis a porovnani (E.9) a (E.12) dava

(Aa,AB)=(a.A AB) (E.16)
takZe nizeme pro libovolnou matid zapsat jako vlastnost skalarniho &u

(Aa.B)=(a.A" B) . (E.17)

Vlastni vektor maticé je vektor, pro ktery plati
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Aa=ia , D aa.=Aa (E.18)
k
A je vlastni hodnota maticA piislusna vektoru. Za jakych podminek jsou vlastni hodnoty
matice redlné? Vezime skalarni satin (a,Aa)=A(a,a). Je-li vektora nenulovy, je(a,a)
realné kladnéislo. Ma-li byt) reainé, musi byfa, Aa) realné. To znamena
(a,Aa)=(a,Aa) =(Aa a) :(a A a) . (E.19)
Z (E.19) plyne, Ze musi byA" = A, tedy maticeA musi byt hermiteovska. Plati tak

A=A = A=A . (E.20)
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