F5030 Zaklady kvantové mechaniky
Sbirka priklada

Predmluva

Tato sbirka vznikla jako dopliikovy studijni material ke kurzu F5030 Zdaklady kvantové mechaniky
na Pirodovédecké fakulté Masarykovy univerzity. Obsahuje Siroké spektrum piikladta pokryvaji-
cich témata probirana na prednaskach a je urcena k procvicovani a rozsiteni latky probirané jak
v prednéaskach, tak v seminéarich.

Shirka je usporadana podle struktury kurzu a rozdélena do tiinacti kapitol, z nichz kazda odpo-
vida jednomu vétsimu tematickému celku. Posledni kapitola je vénovana systémim vice ¢astic.
Jedné se o pokrodcilejsi latku, ktera nebude probirana na seminafrich, ale pouze na prednéskach.
Prislusné priklady neni nutné pocitat — jsou urceny pouze pro zajemce, kteri si chtéji rozsirit
znalosti a dale procvicit latku. U zkousky bude vyzadovana pouze zékladni orientace v této
problematice v rozsahu ,, Kvantovémechanického minima.

V jednotlivych kapitolach se nachazi:

- priklady planované na cviceni e (miiZe se ménit v zavislosti na vyvoji cviceni)
- priklady doporucené jako domaéci tikol o

- zbyvajici doplikové piiklady; piiklady vySsi narocnosti pro ambiciéznéjsi studenty jsou
navic oznac¢eny symbolem x

U jednotlivych prikladi budou postupné dopliiovany vysledky feSeni, zvyraznéna Cervenou bar-
vou. Vzhledem k tomu, Ze se jedn& o rozpracovanou verzi sbirky, mohou v textu zatim chybét
néktera feSeni; ta budou pribézné doplhovana a sbirka muze byt v budoucnu dale aktualizo-

vana. Pokud naleznete chybu v zadani ¢i feSeni, prosim, zaslete upozornéni na emailovou adresu
mkrejci@physics.muni.cz.

Verze: Zari 2025



1 Bohriv model

1.1 Bohriv model atomu vodiku e

V Bohrové modelu vodikového atomu uvazujeme o elektronu (hmotnost m, ndboj —e) obihajicim
po kruhové trajektorii kolem jadra (hmotnost M > m, naboj +e). Jako dostrediva sila, ktera
mé v piipadé kruhové trajektorie velikost muv?/r, slouzi coulombovska pritazliva sila o velikosti
e?/4megr?. Niels Bohr zavedl kvantovaci podminku ¢ p-dr = 27nh, ze které vyplyva, ze velikost
momentu hybnosti elektronu muze nabyvat pouze nasobkia Planckovy konstanty A. Plati tedy
L = mwvr = nh, kde n je prirozené ¢islo. Odvodte vzorec pro mozné hodnoty poloméru trajektorie
elektronu. Jadro pritom povazujte za statické (M — oo0). Déle odvodte vzorec pro mozné hodnoty
energie. Jak se zméni vysledky, zahrneme-li do tvah i pohyb jadra? Vyjadiete kvantitativné
s pouzitim M.

Resent:
1 4eoh? 2y’
’r’n:(1+ﬂ)a0nQ, En:——E, ag = ol 7 :ﬂ( ¢ )
M (1 N ﬁ) n2 e2m 2h2 \4meq
M
kden=1,2,3,...

. . R
Pro statické jadro M — oo: r, = agn?, FE, = -
n

1.2 Deuterium o

Ionizaé¢ni energie atomu vodiku je Fy = 13.5983eV. S pomoci Bohrova modelu vypoctéte ionizacni
energii atomu deuteria, ve kterém je elektron vazan k deuteronu (proton-neutron) se stejnym
nabojem jako mé proton. Hmotnosti elektronu, protonu a deuteronu vyjadiené v atomovych
jednotkach jsou m, = 5.4858 x 10~* m,,, m, = 1.00728 m,, a m,4 = 2.01355 m,,.

ResSeni:

Ep =13.602 eV

1.3 Pozitronium o

Elektron a pozitron mohou vytvorit komplex s kratkou dobou Zzivota, ktery se oznacuje jako
pozitronium. Ptedpokladejme, Ze by bylo mozno pro pozitronium uzit Bohrovy teorie atomu
vodiku, a vypoctéte:

(a) jeho ioniza¢ni energii

(b) energii prechodu ze zakladniho do prvniho excitovaného stavu

(¢) jeho polomér v zakladnim stavu

ResSeni:

a) Eps=6.8028 ¢V, b) AE=5.1021 eV, ¢) ry =2a9=0.106 nm

1.4 Presné spektroskopické meéreni spektra izotopa vodiku o

Presnym métrenim bylo zjisténo, ze frekvence urc¢itého prechodu z hladiny s n = 2 vodiku na jinou
hladinu je rovna f; = 799191727409 kHz. Zanedbejme relativistické efekty a dalsi drobné korekce
a predpokladejme, Ze se vodik fidi Bohrovym modelem.

(a) Jaka je hodnota n cilové hladiny pfi pfechodu?

(b) V deuteriu ma tataz absorpéni cara frekvenci fo = 799409184973 kHz. Urcete, jaky je pomér



hmotnosti jadra deuteria a protonu, je-li pomér hmotnosti elektronu a protonu roven m./m, =
5.4461702177 x 10-4.

Reseni:
M
m m f2
a)n=12, b) —=2= L ~ 1.99899
My, . M
()
my,

1.5 Mionové atomy o

Mionovy atom se skladé z protonu a g~ mionu. Vznikd radia¢nim zachytem: proton (predpoklé-
dejme, ze je v klidu) zachyti mion (taktéz v klidu) a tato formace se dostane do zakladniho
stavu vyzarenim jednoho nebo vice fotont (radia¢ni kaskada). Popisme mionovy atom Bohrovym
modelem.

(a) Vypoctéte hmotnost p~ mionu, vite-li, Ze maximalni energie vyzafenych fotont je 2.5 keV.
(b) Stanovte polomér mionového atomu v jeho zakladnim stavu.

(¢) Urcete frekvenc¢ni rozliseni dv/v potiebné k odliseni piipadu, kdy je ;= mion zachycen proto-
nem a kdy deuteronem (proton-+neutron).

ResSeni:

a) m, =204.2m,, b)r =29x103 A, ¢) dv/v =0.0489

2 de Broglieovy vilny a difrakce

2.1 Odhady de Broglieovy vinové délky e

(a) Odhadnéte de Broglieovu vlnovou délku pro prachovou ¢astici o poloméru r = 2um, hmotnosti
m = 1071% kg a rychlosti v = 1 mm/s.

(b) Odhadnéte de Broglieovu vinovou délku tanku T72 o hmotnosti 42 t jedouciho po bojisti
rychlosti 50 km/h.

(c) Zjistéte, pro jaké hodnoty energie neutronu je de Broglieova vlnova délka porovnatelna s me-
ziatomovymi vzdélenostmi a pro jaké s rozméry atomového jadra.

Resenti:
d) A=6.6x10"16m =0.66 fm , b) A=1.14x 10739 m,

¢) meziatomové vzdalenosti ~ 3 A, E=9meV; rozméry jadra ~ 1 fm, £ = 0.82 GeV.

2.2 Srovnani de Broglieovy vilnové délky elektronu a fotonu o

(a) Najdéte vztah mezi de Broglieovou vinovou délkou elektronu vyjadienou v nanometrech a jeho
energii v elektronvoltech.

(b) Vypoététe vinovou délku a hybnost elektronu s kinetickou energii 1eV.

(¢) Vypoctéte vinovou délku a hybnost fotonu se stejnou energii.

(d) Ukazte, ze konstruktivni interference pfi odrazu rovinné monochromatické viny s vlnovou
délkou A na dvojici rovin vzdalenych d nastavéa pri splnéni podminky n\ = 2d cos ¥, kde 9 je thel
dopadu méfeny od normaly a n je celé ¢islo. Jaké typické energie elektronti nebo fotonti byste
ocekavali pii provadéni rozptylovych experimentti na krystalu niklu, ktery mé miizkovy parametr
a =0.352 nm.

ResSeni:



A
a) A= ﬁ, A=1.226 VeVnm, b) A=1.226nm, p=>5.4x10"2kg.m.s7! |

c) A=1.24 pum, p=534x1028kgm.s™t, d) E.~eV, E, ~keV

2.3 Grupova rychlost de Broglieovych vin o

Grupova rychlost viny je dana vztahem v, = dw/dk. Ukazte, ze grupova rychlost de Broglieovy
viny pfislusejici volné ¢astici je rovna piimo rychlosti v, jakou se tato ¢astice pohybuje. Napovéda:
Vychézejte ze znamého vztahu pro kinetickou energii nerelativistické ¢astice a pouzijte vztahy,
které propojuji korpuskularni a vilnové vlastnosti ¢éstic.

ResSeni:
vy = hk/m

2.4 Difrakce neutronu

Svazek neutront o konstantni rychlosti, hmotnosti M,, (M, ~ 1.67-10727 kg) a energii £ dopada
kolmo na linearni fetizek (mfizku) atomovych jader (muzZe jit napt. o jadra dlouhé linearni mole-
kuly). Vzdalenost mezi sousednimi jadry ozna¢me symbolem [ a polomér jader symbolem r, r << .
Detektor neutronti je umistén na opac¢né strané retizku, nez ze které dopadé svazek neutront, ve
velké vzdalenosti od Tetizku a ve sméru, ktery svira thel ¢ se smérem dopadajiciho svazku.

(a) Popiste zavislost po¢tu detekovanych neutront na energii E.

(b) Pocet detekovanych neutronii za jednotku ¢asu nabyva maxima pro E = E;. Vyjadiete [ za
predpokladu, Ze pro zddnou energii mensi nez F; maximum nenastava. Urcete [ pro 9 = 30° a
Ey=13-10"20].

(c) Pro jaké energie neutroni bude vysledek vyznamné zaviset na rozméru jader?

2.5 Ultrachladné neutrony

Ultrachladné neutrony jsou volné neutrony s de Broglicovou vinovou délkou ve stovkach A.

(a) Vypoctéte rychlost a energii neutroni s vinovou délkou A = 900A a jejich , teplotu® (zavedenou
jako T = E/kp).

(b) Jednim ze zpusobu, jak ziskat ultrachladné neutrony je vertikalni injektaz chladnych neutronu
do vysoké véze. Jakd musi byt pocateéni vinova délka A; chladnych neutroni ve spodni ¢asti véze
o vysce D = 35m, aby na vrcholku dosahly A\ = 900 A?

(c¢) Neabsorbujici material se neutrontim jevi jako oblast s odpudivym potencidlem Fadové Vj ~
10-7 eV, napf. pro hlinik V = 0.55 x 107 ¢V. Urcete index lomu hliniku, tj. pomér vinové délky
ve vakuu a v materialu, pro neutrony s A = 900 A.

(d) Uvedené neutrony dopadaji na rovinny povrch hliniku ve vakuu. Stanovte interval thla
dopadu, pro které nastava totalni odraz.

2.6 Bose-Einsteinova kondenzace

Bose-Einsteinova kondenzace nastava v systémech neinteragujicich bosonii pii teplotéach nizsich,
nez je prahové teplota Tgg. Teplota Tgg je pfiblizné rovna teploté, pii které je de Broglieova
vinova délka odpovidajici energii termalniho pohybu rovna stfedni hodnoté vzdalenosti mezi
bosony. Odhadnéte teplotu Tgg pro plyn sodikovych atomi o hustoté n = 10 cm=3.



3 Volna c¢astice a Schrodingerova rovnice

3.1 Volna castice

Najdéte feseni 1D Schrodingerovy rovnice, které odpovida pohybu volné ¢éstice s energii E. Na-
povéda: ReSenim Schrédingerovy rovnice pro volnou ¢astici jsou rovinné viny s urc¢itou hybnosti a
energii. Tyto funkce vSak nelze znormalizovat, a proto nejsou fyzikalné ptijatelné. Skutecné feseni
vznika jako superpozice rovinnych vin, coz vede na vinovy balik, ktery jiz spliuje Heisenbergovy
relace neurcitosti.

Reseni:

(. t) = V%[: A(k) et dl; - kde A(k) = %[: O (2,0) e dy

3.2  VlInové klubko s gaussovskym rozdélenim e

Najdéte vlnovou funkci vinového klubka v ¢ase ¢ = 0 vzniklého skladanim feSeni 1D Schrédinge-
rovy rovnice pro volnou ¢astici. Uvazujte gaussovské rozlozeni vinového ¢éisla k:

_(k‘koy]'

1
A(k) = @nive eXP[ 102

(a) Zjistéte, jestli je vznikla vlnova funkce spravné normovana.

(b) Spocitejte stiedni hodnotu polohy, kvadratu polohy.

(¢) Spocitejte stiedni hodnotu hybnosti, kvadratu hybnosti.

(d) Vyjadrete soucin kvadratickych odchylek polohy a hybnosti AxAp.

Res
202 %1 . 2 9 .
Y(x,0) = (—) ethore=2"0" " a) Ano, b) (z)=0, (x?)=—
T

‘ h
¢) (p)=hky, (p?) =h%k2 +h%c?, d) AzAp= El

3.3 VlInové klubko s obdélnikovym rozdélenim o

Najdéte vlnovou funkeci vlnového klubka v ¢ase ¢t = 0 vzniklého skladanim feseni 1D Schrédingerovi
rovnice pro volnou ¢éstici. Uvazujte obdélnikové rozlozeni vinového ¢isla k:

1
———, ko>k>k
— ) VEaF1’
Alk) { 6, jinak

Najdéte také absolutni hodnotu kvadratu vinové funkee, tj. [¢o(x,0)* = ¥ (z,0)*¢(x,0)

Resgenti:
‘ eiktgm _ eiklflf ‘ 9 k2 _ kl . ]g2 _ kl
E;'(I7O = , rzp(x,O = sinc (—I)
) Z'l‘\/27T(]€2—l‘J1) | )|

3.4 VlInové klubko s trojuhelnikovym rozdélenim o

Najdéte vlnovou funkei vlnového klubka v ¢ase ¢ = 0 vzniklého skladanim feseni 1D Schrédingerovi
rovnice pro volnou ¢astici. Uvazujte trojuhelnikové rozlozeni vlnového ¢isla k:



A - @(a k). W <a

k| > a.

Najdéte také absolutni hodnotu kvadratu vlnové funkce, tj. [¢(z, O)|2 =(z,0)*(z,0)

ResSeni:

12 sin®(ax/2) 12 sin*(ax/2)
W(@,0) =\ 55> [(,0)" = P e S
Ta T T

3.5 Neznamy potencial 1

Castice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencialu V' (x). Vime, Ze vinova funkce
jejtho zakladniho stavu je
A

cosh \x

U(x) =

kde X je konstanta a A je normovaci konstanta. S predpokladem, Ze potencial V' (x) se v nekonecnu
bliz{ nule, naleznéte energii zédkladniho stavu a potencial V' (x).

)

Reseni:

H2)\2 R2)\2
oA V(x) = A (tanh®(Az) - 1)

E=- ,
2m m

3.6 Neznamy potencial 2

Castice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencidlu V' (x). VIinové funkce jejiho
zékladniho stavu a prvniho excitovaného stavu jsou

Najdéte potencial V() a rozdil energii uvedenych dvou stavi.

ResSeni:

1 (
Ey-Ey=hw, V(x)-= §rrz/w2:1;2.

4 Vazané stavy

4.1 Nekonecné hluboka jama e

Najdéte vlnové funkce stacionarnich stavi ¢éstice o hmotnosti m pohybujici se v nekonecné
hluboké potencialové jameé o Sitce a. Uvazujme dvé mozné zavedeni potencidlu jamy:

(a) V() =0pro0<z<aaV(z)—> oo jinak.

(b) V(2)=0pro -§ <z <$ aV(x)—> oo jinak.

Cést feSeni SSR uvnit¥ jamy lze hledat napf. ve tvaru ¢(x) = Asin(kz) + B cos(kz) nebo napf.
(x) = Aexp(—ikx) + Bexp(ikx). VyzkousSejte postupné oba vyse uvedené tvary feSeni pro obé
varianty zadaného potencialu.

Reseni:



h2m2n2

V obou pfipadech (a), (b) E, = (
2ma?

4.2 Odhad energie zakladniho stavu ¢astice v kvantové jameé o

S pomoci Heisenbergovy relace neurcitosti odhadnéte energii zakladniho stavu ¢astice v jednoroz-
mérné nekoneéné hluboké potencidlové jameé o Sitce L a srovnejte ji s pfesnou hodnotou ziskanou
v uloze 4.1.
Reseni:

h? h2m2 B

- E, = ~ 39.5
SmL?2’ V7 oLy’ Eodhad

Eodhad =

4.3 Rozmazani Castice v jamé o

Pro ¢astici pohybujici se v nekonecné hluboké jednorozmérné potencidlové jamé vymezené x = 0
a T = a spocitejte:

(a) stfedni hodnotu soufadnice (x),

(b) stfedni hodnotu kvadratu souradnice (x?),

(c) stfedni kvadratickou odchylku od této hodnoty ((z — (z))?). Ukazte, ze v piipadé, kdy n
nabyva velmi velkych hodnot, tato hodnota souhlasi s klasickou hodnotou.

Reseni:

a2

) ) =% - o (@) (o= (1- )

3 2m2n?’ 12 202

1,7
Klasicky muzeme primérnou hodnotu spocitat pomoci: (x),, = T / x(t)dt, kde x(t) = vt.
0

a . a? . . ) a?
Pro ($).k1 =3 (22) = 3 tj. (2?) = (%) - om2n2’
na klasickou.

Pro n — oo kvantova stfedni hodnota prejde

4.4 Oveéreni relace neurcitosti pro ¢asticu v jaAmeé o

Uvazujte Céstici pohybujici se v nekone¢né hluboké jednorozmérné potencialové jamé vymezené
x =0 a x = a. Castice se nachazi ve stavu popsaném vlnovou funkci

A(x? - §ax2 + a—2:1:) x€(0,a)
b() - 21 ) ’

0, jinak.
(a) Najdéte konstantu A tak, aby vlnova funkce byla normovana. (b) Ovéite platnost relace
neurcitosti AxAp > h/2.

ReSeni:

(a) A=2\ /22 (b) AzAp> mg
a



4.5 Pocéitani hladin

Pro elektron, ktery je uzavien v jednorozmeérné krabici o sifce 10nm, vypoctéte pocet energiovych
hladin lezicich mezi 9 a 10eV.

Reseni:
3 hladiny

4.6 Tlak elektronu

Elektron je uvéznén v jednorozmérném chlivku o Sifce a = 10719 m. Urcete:
(a) Energii elektronu v zakladnim a prvnim excitovaném stavu.
(b) Pramérnou silu elektronu na stény chlivku v téchto stavech

ResSeni:

(a) Zakladni stav: E; = 37.6eV, prvni excitovany stav: Ey = 150.4€V.
(b) F1 =12x107"N, F, =4.8 x 10" N.

4.7 Jama s kone¢nou hloubkou o

Vypoctéte mozné hodnoty energie ¢astice pohybujici se v potencidlu V(x), kde V(z) = -V} pro
—a <z <+a a V(x) =0 vné tohoto intervalu. Vyjadiete se k existenci vazaného stavu v dané
jame.

4.8 Polovodicova kvantova jama o

V polovodic¢ovych heterostrukturach lze pomérné snadno realizovat jednorozmérné kvantové jamy.
Jako pfiklad ndm poslouzi tenkd vrstva InAs obklopena mocnymi vrstvami GaAs. Vrstva InAs
méa tloustku L = 10 nm a chova se jako jama o hloubce V) = 0.5 eV. Je nutno ptihlédnout
k tomu, Ze elektrony v polovodi¢ich se pohybuji jako efektivni ¢astice s hmotnosti m* < m,, kde
m, je hmotnost elektronu. Efektivni hmotnost m* v InAs a GaAs se mirné lisi, vezmeme pro
jednoduchost hodnotu m* = 0.07m.. Vypoctéte energie vazanych stacionarnich stavii a srovnejte
je s odpovidajicimi energiemi v nekonecné hluboké jameé.

4.9 Symetrickd a asymetricka jAma %

M¢jme dvé jednorozmérné jamy s potencialy

+o00 <0 0 T <-a
Va(x)=4-V7 0<z<a a  Vp(z)=43-V, -a<z<a
0 a<zx 0 a<zx

(a) Zformulujte rovnice pro vlastni energie ¢astice o hmotnosti m, ktera se pohybuje v potencialu
VA resp. VB.

(b) Jaky je vztah mezi vlastnimi stavy jam, kdyz plati V; = V57

(c) Kolik existuje nezavislych stavia pro danou energii E >0 a jaky je jejich charakter?

(d) U vazanych stavii porovnejte pravdépodobnost vyskytu ¢astice uvnitt a vné jamy. Muze byt
v néjakém piipadé pravdépodobnéjsi nalézt ¢astici vné jamy?



oo x<-L-a

0 -L-a<zxz<-a
V(z)=1Vy -a<z<+a ,
0
0 +a<xz<a+L
oo a+L<ux
-L-a -a 0 +a +L+a X

4.10 Sousedici jAmy

Uvazujme o systému dvou jam oddélenych prepazkou. Systém je popsan potencidlem.

Najdéte rovnice pro energie vazanych stavi. Vyuzijte pfitom zrcadlovou symetrii problému, ktera
rozdéli vazané stavy do dvou tiid. Je-li pfepazka dostatecné neprekonatelné, 1ze si pfedstavovat
vazané stavy v systému jako symetrické/antisymetrické kombinace vazanych stavi izolovanych
jam. Tyto kombinace maji velmi blizké energie E;, Fs, jejichz rozdil AE = F5 — E; bude zaviset
na amplitudé tunelovani z jedné jamy do druhé. V priblizeni AE < E) 5 << Vj ukazte, Ze skutecné

plati amérnost AE/E o« e 2t kde k =+/2m(Vy - E)/h.

4.11 Jé-past o

Najdéte vlnovou funkci a energii vazaného stavu jednorozmérné ¢éastice o hmotnosti m pohybujici
se v kratkodosahovém potencialu V' (x) = -Ad(x), kde A > 0.

4.12 Dvojice d-pasti =
Najdéte vlnové funkce a rovnice pro energie vazanych stavi jednorozmérné ¢astice o hmotnosti
m pohybujici se v potencialu

V(z)=-Ad(x-a)+d(x+a)] (A>0).

Ukazte, ze vzdy existuje nejméné jeden a nejvyse dva vazané stavy.

4.13 J-past v jAmé &

Castice o hmotnosti m je uvéznéna v jednorozmérné nekonec¢né hluboké jamé vymezené —a < x <
+a. Ve stfedu jamy navic pusobi pritazlivy potencial —aC'd(x).

(a) Jaké jsou energie stacionarnich stavi, které jsou popsany vinovymi funkcemi s lichou paritou?
(b) Stanovte hodnotu C' = Cj, pro kterou méa zakladni stav energii F = 0.

(c) Najdéte vinovou funkei zakladniho stavu s E < 0. Hodnota C' musi byt vétsi nez hodnota Cj
stanovena v bodé (b).

4.14 Jednorozmérny coulombovsky potencial %

Elektron se pohybuje v jednorozmérném poloprostoru z > 0 a podléha ptisobeni potencialu

e2

Vix)=- .
() 16megx

Tato situace odpovida elektronu pohybujicimu se nad povrchem dokonalého kovu.
(a) Najdéte energii zakladniho stavu.

(b) Najdéte stiedni vzdalenost (z) elektronu od povrchu kovu.



5 Rozptylové stavy a ¢asovy vyvoj

5.1 Naraz do bariéry e

Castice o hmotnosti m se pohybuje v potencialu V' (z), ktery je nulovy pro x < 0 a roven V; > 0 pro
x > 0. Najdéte stacionérni feSeni Schrodingerovy rovnice, které odpovida ¢astici narazejici zleva
na potencialovou bariéru. Urcete koeficient prichodu a odrazu, které jsou definovany jako poméry
toku hustoty pravdépodobnosti prochézejici a odrazené viny ku toku hustoty pravdépodobnosti
viny dopadajici. Zvlast diskutujte pripady E > Vy a E < V.

5.2 Seskok ze schodu e
Vyfeste talohu 5.1 pro V < 0 (urychlujici potencial). Smysl mé ptirozené jen piipad E > 0.

5.3 Tunelovy jev o

Castice o hmotnosti m a energii £/ dopada na bariéru danou potencidlem V(z) = Vo > E pro
0<x<a, V() =0 jinak. Najdéte pravdépodobnost prichodu ¢astice bariérou a jeji priblizné
vyjadieni pro dostateéné neproniknutelnou bariéru.

5.4 a-rozpad polonia 212 o

Vypoctéte pravdépodobnost prichodu ¢astice bariérou o vysce Vg = 26.4 MeV a Sitfce a = 17.9 fm.
Energie ¢astice je F = 8.78 MeV, hmotnost urcete z adaje mc? = 3727 MeV. Uvedené hodnoty
se tykaji a-rozpadu jadra polonia 212, kdy se a-c¢astice snazi uniknout z prostoru jadra a narézi
pritom na coulombovskou bariéru. S prihlédnutim k frekvenci narazeni a-castice do stény bariéry,
f=1.1x10?"s7!, odhadnéte polocas rozpadu polonia 212. Vysledna hodnota se o mnoho fadu
lis1 od skutecné. Je to zptisobeno zejména aproximaci potencialu pravotihlou bariérou. Vyrazné
presnéjsi odhad je proveden v prikladu 5.8.

5.5 Rezonance pii prichodu nad jamou o

Vychozi situace je stejna jako v prikladu 5.3, ale zajimame se o ptripad, kdy je bariéra nahrazena
jamou o hloubce V[). Vypoctéte zavislost pravdépodobnosti prichodu nad jamou na energii £ a
sestrojte kiivku této zavislosti pro piipad Vpa? = w2h?/m a Vya? = 4n2h?[m.

5.6 Asymetricky tunelovy jev %

Castice o hmotnosti m a energii £ dopadé na bariéru danou potencialem

0 x<0
V(z)=3Vy O<z<a
A z>a.

Zde Vj; je kladna konstanta a A muze byt kladna i zaporna konstanta. Ve srovnéani s tunelovym
jevem z piikladu 5.3 zde dochézi navic ke zpomaleni/urychleni ¢astice po pruchodu bariérou.
Najdéte pravdépodobnost pruchodu ¢astice bariérou a prozkoumejte vliv A.
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5.7 Kronigtv-Penneyiav model

Vyfteste jednorozmérnou stacionarni Schrodingerovu rovnici pro periodicky potencial z nasleduji-
ciho obrazku. Pomuze vam pfitom Blochuv teorém, ktery pravi, ze feSeni Schrodingerovy rovnice
je tvaru ey, (), kde u jsou periodické funkce s periodou a + b.

V{X) A

Vg g ey

0 a a+b X

Ukazte, Ze hodnoty energie zavislé na parametru k jsou implicitné dany rovnici
K2

1 K1\ . .
cosk(a+b) = cos kyacos kob — g\t |sinkiasin Kab |
k1 Ra

kde k1 = /2mE/h a k1 = \/2m(Ey, - V)/h. Jak je patrné z uvedené rovnice, predpokladame
E, > Vp, i kdyz obdobné rovnice se da zformulovat i pro pripad 0 < E < V. Numerické fesSeni
rovnice a nalezeni E) muzete provést, ale neni to nutné.

5.8 Gamowova formule =

Pravdépodobnost priichodu ¢éstice obecnou potencidlovou bariérou muze byt velmi zjednodusené
odhadnuta rozlozenim bariéry na mnoho navazujicich pravouhlych bariér. Hledané pravdépodo-
bnost se pak ziska jako soucin pravdépodobnosti prichodu jednotlivymi elementarnimi bariérami.
Odvodte na zékladé této predstavy Gamowovu formuli

2
P =exp {_E / V2m[V (z) - E] dm} .
S pouzitim této formule vyrazné vylepsime odhad provedeny v tloze 5.4. Potencial bariéry je
coulombovsky potencial popisujici odpuzovani a-castice (ndboj 2e) a zbytku jadra (ndboj (Z-2)e,
Z =84 pro polonium)

1 2(Z-2)e?
Areg r '
Rozsah bariéry je omezen na R; <r < Ry, kde Ry =9.0fm je polomér jadra a Ry = 26.9fm klasicky
bod obratu, pro ktery plati F = V(Rs). Energii a hmotnost a-¢astice a frekvenci narazeni do
stény jadra (pocitanou jako f =v/2R;) prevezméte z piikladu 5.4 a vypoctéte pravdépodobnost
uniku a-¢astice z jadra 22Po a odpovidajici polo¢as rozpadu. Porovnejte se skute¢nou hodnotou
Ty =0.3 ps.

V(r) =

5.9 Hustota toku pravdépodobnosti o

S pomoci jednorozmérné Schréodingerovy rovnice popiste ¢asovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti
|(x,t)]? a ukazte, ze lze zformulovat piislusnou rovnici kontinuity, v niz jako hustota toku
pravdépodobnosti figuruje veli¢ina

0255

2mi
Uréete hustotu toku pravdépodobnosti pro volnou ¢éstici s vinovou funkei ¢ (z,t) = Aeikz=Et/h)
kde E = h2k%/2m.
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5.10 Gaussovsky balik o

Volna ¢astice o hmotnosti m pohybujici se v jednorozmérném prostoru je popséna vlnovou funkei

Y(x,t=0)= Aexp(—azQ/a2)

(a) Uréete normovaci konstantu A.

(b) Najdéte amplitudu pravdépodobnosti ¢astice v hybnostnim prostoru.
(¢) Zformulujte relaci neurcitosti pro gaussovsky balik.

(d) Vypoctéte ¥(x,t).

5.11 Prelévani Castice v jAmé 1 e
Castice o hmotnosti m je uvéznéna v nekonecéné hluboké potencidlové jameé 0 < x < L. V case
t =0 je jejl normovand vlnova funkce dana vyrazem

Y(x,t=0)= \/S/E[l + COS(%)] sin(w—;) :

(a) Vypoctéte vlnovou funkci v ase ¢ = t.

(b) Jaké je pravdépodobnost nalezeni ¢astice v pravé poloviné jamy (tj. v oblasti L/2 <z < L)
v okamziku ¢ = ty?

(c) Vypoctéte ¢asové zavislou hustotu toku pravdépodobnosti j(z,t).

(d) Kolik pravdépodobnosti ,,protece bodem x = L/2 za ¢as t = wh/(FEy - Ey) ?

(e) Spoctéte casové zavislou stfedni hodnotu polohy a hybnosti.

5.12 Prelévani ¢astice v jameé 2 o
Castice o hmotnosti m je uvéznéna v nekonecéné hluboké potencidlové jamé 0 < x < L. V case
t =0 je jeji vlnova funkce dana vztahem

¥(z,0) 2 . (71’12)+ 6 . (27m)+ 2 (371’1‘)
x,0) = sin{ — ] +1/ ==sin sin :
V7L L 7L L V7L L
(a) Ovéite, zda je vlnova funkce spravné normovana (Trik: vyuZijte ortonormalitu vlnovych
funkei).
b) Vypoététe vlnovou funkei v obecném ¢ase ¢(z,t).

(
(c) Vypoctéte ¢asové zavislou stfedni hodnotu polohy (z) a hybnosti (p).
(d) Spoctéte stfedni hodnotu energie ve stavu ¢ (x,t).

5.13 Prelévani Castice v jAmé 3 o %
Castice o hmotnosti m se nachézi v nekonecns hluboké potencidlové jamé vymezené intervalem
0<x< L.V case t =0 je ¢astice rovnomérné rozprostiena v levé poloviné jamy. Jeji vinova funkce

tedy jest
V2/L, O L/2
U(a,0) = (VAT Ot
0, a/2<x<L

(a) Uréete vlnovou funkei ¢(x,t) v libovolném ¢ase.
(b) Jaka je pravdépodobnost nalezeni ¢astice v n-tém vlastnim stavu.
(c) Zapiste vyraz pro stfedni energii ¢astice. Co o ném soudite?
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5.14 Prelévani Castice v jAmé 4 o %
Castice o hmotnosti m je uvéznéna v nekonecné hluboké potencialové jamé 0 < x < L. V case
t =0 je jeji vlnova funkce dana vztahem

Ax(L-z), 0<x<L
0, jinak

¢($,0) = {

(a) Urcete normaliza¢ni konstantu A.

(b) Spoctéte stredni hodnotu polohy, hybnosti a energie ve stavu ¢ (z,0).

(c) Spoctéte vinovou funkei v obecném ¢ase ¢ (x,t). Napovéda: VIinovou funkei je nejdiive potieba
rozlozit do baze vlastnich stavi

[ee)

@/)(:L‘, 0) = Z Cn¢n(x)a

n=1
kde ¢,, jsou vlastni stavy pro nekone¢né hlubokou potenciélovou jamu. Koeficienty ¢, pak najdéte
vyuzitim ortogonality vlastnich stavi.

6 Formalismus kvantové mechaniky

6.1 Normovani a skalarni soucin e

[ee]
n=1

[¥) = Ni([1) +12))
o) = Na(11) - 12))
[€) = Na(2[1) +[2) - 2[3))

o0

=N L)

n=1 A

(a) Najdéte normovaci foktory Ny, No, N3, Ny.
(b) Vy¢islete vsechny skalarni sou¢iny mezi vySe uvedenymi stavy.

Mg&jme systém s ortonormalni bazi {|n) a v ni zavedené nasledujici stavy:

6.2 Stredni hodnota operatoru 1 o

Uvazme systém popsany stavovym vektorem

) Ly 2)

e Lt Lp
V2 s Vo

kde ortonormalni vektory [n), n = 1,2,3, (n|m) = 0., jsou vlastnimi vektory operatoru A, tj.

Aln) = n?|n). Spo¢téte stiedni hodnotu operatoru A ve stavu |¢).

6.3 Stredni hodnota operatoru 2 o

Uvazme systém popsany stavovym vektorem

1
[¥) Vit 1)
kde ortonormalni vektory |n), n = 1,2,3,
Aln) = (3n2-1)n).
(a) Ovéite, zda je stav i) spravné normalizovan. Pokud neni, normalizujte ho.
(b) Vypoditejte stiedni hodnotu operatoru A ve stavu |1)).
(¢) Vypoditejte stiedni hodnotu operatoru A? ve stavu |i).

1 1
+%|2>+E‘3>7

(njm) = 6, jsou vlastnimi vektory operatoru A, tj.
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6.4 Vlastnosti hermiteovského sdruzeni a hermiteovskych operatort

(a) Necht A a B jsou linearni operatory na Hilbertové prostoru. Ukazte, ze (AB)* = B+ A*.
(b) Ukazte, ze vlastni hodnoty hermiteovského operatoru jsou realné.

(c¢) Necht |¢) a [¢) jsou vlastni vektory hermiteovského operatoru patfici k riznym vlastnim
hodnotam. Ukazte, ze (¢|i) = 0.

6.5 VysSetfeni hermiti¢nosti vybranych operatori 1 o

UvaZzujte operdtory X, d/dz, id/dx.

(a) Prozkoumejte hermiti¢nost uvedenych operatori.

(b) Urcete, ¢emu se rovna komplexni sdruzeni téchto operatori. Je vysledek stejny jako hermi-
tovské sdruzeni?

(c) Vyuzijte piedchozi vysledky a prozkoumejte hermitiénost operétori eX | edlde gidldz,

(d) Urcete hermitovské sdruzeni operatoru Xd/dzx.

6.6 VysSetreni hermiti¢nosti vybranych operatori 2 o

Vyuzijte vysledkt z tlohy 6.5 a ovérte hermiti¢nost operatori

« ~ 0 ~ 0 o ~ 0 ~ 0 N ~ 0 ~ 0
L,=-ih|Y—-Z—|,L,=-ith|Z—-X—],L,=-ih[X—-Y—].
! ( 0z ay) y = ( ox 82) ! ( dy 83:)

6.7 Maticové elementy pro nekonec¢né hlubokou potencidlovou jamu e

V predchozi sekci jsme odvodili, Ze stacionarni stavy nekoneéné hluboké potencialové jamy od 0
po L jsou v soutadnicové reprezentaci vyjadieny (z|n) = \/% sin .V bazi tvofené témito stavy

spoététe maticové elementy (22)11, (p)12 a (p)21 operatori z2 a p.

6.8 Projekéni operator

Operator P nazyvame projekéni operator, pokud je hermitovsky Pt = P a zaroveii splnuje pod-
minku P? = P.

Ovéite nasledujici vlastnosti:

(a) Soucin dvou projekénich operatort je opét projekéni operator.

(b) Soucet dvou projekénich operatori obecné neni projekéni operator.

(c) Ukazte, ze 1) (¢] je projekéni operator pravé tehdy, kdyz je stav |¢») normalizovan.

6.9 Dvoustavovy systém 1 o

Uvazujme o dvourozmérném Hilbertové prostoru. Operator A je v ortonorméalni bazi {|1),|2)}

reprezentovan matici
2 V2
(—z’ﬂ 3 ) '
(a) Je operator A hermiteovsky?
(b) Stanovte vlastni hodnoty a vlastni vektory (tyto vyjadiete v bazi {|1),|2)}).
(
(

¢) Stanovte matice reprezentujici projektory do vlastnich vektoru.
d) Ovéite, Ze je splnéna relace tplnosti.

14



6.10 Spektralni rozklad matice o

Uvazujte matici

{0 0 -1
A=|0 1 0
-1.0 0

(a) Najdéte vlastni hodnoty a normalizované vlastni vektory matice A.
(b) Ovéite, ze baze vytvorena vlastnimi vektory matice A je uplna a ortonormalni.
(¢) Pomoci vlastnich vektori matice A zkonstruujte matici U tak, aby platilo

o aq 0 0
UAU=[0 ay 0
0 0 as

(d) Ukazte, 7e plati e*4 = Icoshz + Asinhz, kde I je jednotkova matice. Napovéda: vyuZijte
Taylortv rozvoj operatoru

A o0
eCE

A

3|H

6.11 Operator v Diracové zapisu o
Uvazujte operator A, ktery je v Diracové zapisu déan jako

= 1) (1] +12) (2] + [3) (3] = 1) (2] = [1) (3] + |2) {1] = [3) (1],

kde |1),]2),|3) tvoFi tplnou a ortonormalni bazi. (a) Je operator A hermitovsky? Spocitejte také
A? a zjistéte, zda je A projekéni operator.

(b) Najdéte maticovou reprezentaci operatoru A.

(¢) Najdéte vlastni vektory a vlastni hodnoty matice A.

6.12 Meéreni energie v potencidlové jaAmeé o

Uvazujte ¢astici v nekone¢né hluboké potencidlové jamé vymezené sténami v x = 0,2 = a. Stav
¢astice v daném case je popsan vinovou funkei

w(z) 1 . (7rx)+ 2 . (37TZE)
r)=——=sin|— |+ —=sin|— ).
Voa a Voa a
a) Najdéte mozné vysledky méfeni energie a odpovidajici pravdépodobnosti.

Najdét zné vysledky méreni i dpovidajici dépodobnosti
(b) Najdéte tvar vlnové funkce ihned po méfeni.

(c¢) Kdyz ihned po méfeni znovu zméfime energii systému, jaky vysledek dostaneme a s jakou
pravdépodobnosti?

6.13 Meéreni energie o

Uvazujte fyzikalni systém, jehoz Hamiltonian a pocatecni stav jsou dany

R 1 -1 0 1 1
H= €0 -1 1 0 ) |’l/}0> =—1
0O 0 -1 V6 2

(a) Jaké hodnoty dostaneme, pokud budeme mé&Fit energii systému, a jaké budou pravdépodob-
nosti jednotlivych méfeni?
(b) Spocitejte stiedni hodnotu energie ve stavu |tg).

15



6.14 Postupna méreni e

Uvazujte systém, jehoz hamiltonidn Ha operator A jsou dany maticemi:

) 0 -2 0 A 0 - 0
H=¢eq|l2 0 2], A=apl?s 1 1
0 -2¢ 0 0 1 0

(a) Jaké vysledky dostaneme méfenim energie?
(b) Predpokladejme, ze méfenim energie dostaneme vysledek V/5ep. Thned poté zméFime A. Jaké
hodnoty dostaneme a s jakymi pravdépodobnostmi?

6.15 Vlastnosti komutatora o

S vyuzitim definice komutatoru dokazte nasledujici vztahy:
(2)[A, B+ C]=[A,B]+[A,C]

(b)[4,8B] = B[A, B]

(c)[A,BA"] =0

6.16 Komutatory matic

Uvazujte nésledujici matice

{010 (0 =i 0 (10 0
A=|1 0 1|, B=|i 0 -], C=|00 0
010 0 i 0 00 -1

Vypoditejte komutatory [A, B], [B,C], a [C, A].

6.17 Vlastnosti operatoru Ao

~ o d
Uvazujte operdator A =X (d— + 2).
x
(a) Najdéte vlastni funkei operatoru A prislusejici nulové vlastni hodnoté. Je tato funkce norma-
lizovatelna?
(b) Je operéator A hermitovsky?
(¢) Spocitejte komutatory [A, X, [A,%], [A ﬁ], [X,[A,X]] a [%, [A,

) dx?

e

11

6.18 Komutatory 1 o

Vyuzitim komutéatoru [X , 15] = ih spocitejte nasledujici komutatory:

6.19 Komutatory 2 o

Vypocitejte nasledujici komutéatory:

(a) [X?,d/dx]. Ndpovéda: plisobte komutatorem na vlnovou funkei ¢ (z).
(b) [X, P"]

(c) [, P],
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A

(d) [, P],
(e) [, P2].
6.20 Komutujici Hermitovské operatory o

Uvazujte fyzikalni systém, jehoz Hamiltonian H a operator A jsou dany v trojrozmérném prostoru
maticemi

) 1 0 0 {100
H=hw|0 -1 0|, A=al0 0 1
0 0 -1 010

(a) Jsou matice H a A hermitovské?
(b) Ukazte, ze H a A komutuji a najdéte spoleény systém vlastnich vektort matic H a A.

6.21 Obecné relace neurcitosti

Obecny vztah pro relace neurcitosti dvou operatori je dan vztahem
AAAB>—|( [4,B])|.

(a) Vyjadiete relace neurcitosti pro polohu a hybnost: Az Ap,, Ay Ap,, Az Ap,.
(b) Vyjadfete relace neurcitosti pro polohu a hybnost: Az Ap,, Ay Ap,, Az Ap,.

6.22 Operator ¢asového vyvoje e

Pokud Hamiltonian systému nezéavisi explicitné na ¢ase, plati
[0(6)) = U(tto) [(to)),  kde Ut to) = e )M,

Operétor U(t, to) je tzv. operator casového vyvoje. Pokud zname pocatecni stav systému |¢(to))
v case ty, pak pomoci operatoru ¢asového vyvoje ziskdme stav v libovolném case t.

(a) Ovéite, ze operator Casového vyvoje je unitarni, tj. ovéite, ze plati Ut =01

(b) Uvazujte systém popsany Hamiltonidnem

najdéte vlastni hodnoty a vlastni vektory Hamiltonianu H.
(c) Predpokladejte, ze stav systému se nachézi v ¢ase ty = 0 ve stavu

)=o)

S jakou pravdépodobnosti zméiime energie systému?
(d) Spocitejte maticovou reprezentaci operatoru ¢asového vyvoje U(t,tg).
(e) Pomoci operatoru ¢asového vyvoje najdéte stav systému [¢(2)).

6.23 Casovy vyvoj stavu o
Uvazujte systém, ktery je v ¢ase £y = 0 ve stavu

A

1
— 3)+5 1),

1 2
[(0)) = —= 1) + fl) Nivi
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kde [1),]2),]3),|4) tvofi Gplnou a ortonormalni bazi.

(a) Najdéte konstantu A, aby byl stav [¢)(0)) normovén.

(b) Uvazujte, ze energie odpovidajici stavam [1),]2),|3),[4) jsou Ei, FEo, E3, E,;. Najdéte stav
|10(t)) v pozdé&jsim case t.

(c) Urcete pravdépodobnost, ze v ¢ase t se systém nachazi ve stavu |2).

6.24 Bakerovo-Hausdorffovo lemma

Heisenbergtiv obraz ¢asového vyvoje pouziva ¢asové nezavislych stava [¢) = [1(0)) a ¢asové
o A CH R CEH e s e L y .

zavislych operatortt A(t) = en Ae #. Pti jejich vypoctu lze ¢asto vyuzit Bakerovo-Hausdorffovo

lemma:

eBAeB=A+ [B,A] +

Dokazte jeho platnost. R ) )
Népovéda: Pouzijte Tayloriv rozvoj operatoru ¢(t) = e Ae '8 vzhledem k proménné t.

6.25 Molekula NH; e

Uvazujme zjednoduseny popis molekuly NHj jako dvojhladinovy systém s ortonorméalni bézi |1)
a |2). V této bazi jsou vyjadieny nasledujici fyzikalni operétory:

- Ey -T . f[a O
H:(—T EO) . ”32(0 —a)’
kde Ey, T'aa jsou realné kladné konstanty.
(a) Najdéte vlastni stavy a vlastni hodnoty operatoru z.
(b) Najdéte vlastnf stavy a vlastnf hodnoty operatoru H.
(¢) Najdéte matici pfechodu mezi bazi |1), |2) a bézi vlastnich stavii operatoru H.
(d) Vyjadrete operator & v bazi vlastnich stavii operatoru H.
(e) Vyjadrete operator ¢asového vyvoje U v béazi vlastnich stavi operatoru H.
(f) Vyjadrete operator ¢asového vyvoje U v béazi vlastnich stavii operatoru Z.
(g) V ¢ase t = 0 mame stav [t)(t=0)) = |1). S pomoci operatoru ¢asového vyvoje zapiste stav
¥ (t)) pro libovolny budouci ¢as v bazi vlastnich stavii operatoru H i &.

6.26 Dvoustavovy systém 2 o

Uvazujme o kvantovém systému se dvéma moznymi stavy. Je popsan hamiltonianem (pro jedno-

duchost polozme h =1)
~ (0 1
(1 )

(a) Najdéte vlastni stavy a vlastni hodnoty H.
(b) Explicitné vyjadiete operator ¢asového vyvoje e Ht.

(¢) Necht jsou
vor-(5) « o5 9)

stavovy vektor v Case t = 0 a operator prislusny pozorovatelné O. Najdéte pravdépodobnost, Ze
v case t > 0 namérime hodnotu O = 2.
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6.27 Dvoustavovy systém 3 o

Kvantovy systém se dvéma ortogonalnimi stavy |1) a |2) je popsan hamiltonidnem
H =i2)(1] - i[1)(2].

V case t = 0 byla zméfena hodnota —1 pozorovatelné O prislusné operatoru
O =311){1] - [2)(2] .

Najdéte nejmensi ¢as ¢ > 0, ve kterém nastane [1(t)) = |1).

6.28 Meéreni castice v nekonec¢né hluboké jameé 1 o

Uvazujme o ¢astici o hmotnosti m v nekone¢né hluboké potencidlové jamé o Sifce a. Vlastni
vektory hamiltonianu ozna¢me [1), |2), ... V ¢ase t = 0 je stav Castice popsan stavovym vektorem
[¥(0)) = a1|1) + a2|2) + as[3) + as|4).

(a) Jaka je pravdépodobnost, Ze ve stavu [/(0)) naméfime vyssi hodnotu energie nez 3w2h2/ma??
(b) Jaka je stfedni hodnota energie a stfedni kvadratickd odchylka od této stfedni hodnoty ve
stavu [1(0))?

(c) Urcete stavovy vektor |¢(t)) v ¢ase t. Budou vysledky bodu (a) a (b) platit pro libovolny ¢as
t?

(d) Pfi méfeni energie byla ziskina hodnota 872h2/ma?. V jakém stavu se po méfeni ¢astice
nachéazi? Jak by dopadlo opétovné méfeni energie?

6.29 Meéreni castice v nekonec¢né hluboké jameé 2 o

Castice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérné nekonecné hluboké potenciadlové jameé vy-
mezené intervalem z € (0,a). V Case t = 0 se ¢astice nachézi ve stavu [0(0)), o kterém jsou znamy
nésledujici skutec¢nosti:

(a) Vysledek jakéhokoli méfeni energie je mensi 37w2h2/ma?.

(b) Stiedni energie je rovna 7m2h2/8ma?.

(c) Stfedni hodnota operatoru hybnosti p je rovna 4h/3a.

Pokuste se co mozné nejptesnéji urcit stav [10(0)) a najdéte stfedni hodnotu p* v ¢ase ¢ > 0.

6.30 Trojrozmérna vinova funkce

Uvazujme o ¢astici popsané stavovym vektorem [¢), kterému v soufadnicové reprezentaci odpo-
vida funkce ¥(z,y,z) = (r).

(a) Vyjadrete pravdépodobnost, Ze pii méfeni veli¢iny x ziskdme hodnotu v intervalu (z1, ).
(b) Vyjadiete pravdépodobnost, ze pii méfeni veli¢iny p, ziskdme hodnotu v intervalu (p1,p2).
(c) Vyjadrete pravdépodobnost, ze pii souCasném méfeni veli¢in = a p, ziskdme hodnotu z v
intervalu (z1,22) a hodnotu p, v intervalu (py, ps).

Pomucka: v ¢asti (a) a (b) pouzijte variantu postulatu IV odpovidajici spojitému a degenerova-
nému spektru. Za tplny systém vlastnich vektorii operatoru z lze vzit {|zyz)}, x € (o0, 00), y €
(—00,00), z € (—00,00). Za uplny systém vlastnich vektort operatoru p, {|p.yz)}, ps € (=00, 00),
y€(-00,00), z€(—00,00). K ¢asti (c): vzhledem k tomu, ze operatory & a p, komutuji, lze uva-
zovat o jedné kombinované veli¢in€, o jednom méricim piistroji, a lze pouzit prirozené rozsiteni
postulatu IV, kde vystupuje soubor vlastnich vektort {|zp,z)} kombinované veli¢iny.

6.31 Operator souradnice

Uvazujme o Hilbertové prostoru odpovidajicim ¢astici v jednorozmérném prostoru. Vyjadiete
operétor soufadnice Z v hybnostni reprezentaci, urcete jeho vlastni hodnoty a vlastni funkce.
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6.32 Operator hybnosti o

Ukazte, ze operator p, je hermiteovsky.
(a) S vyuzitim hybnostni reprezentace.
(b) S vyuzitim soufadnicové reprezentace.

6.33 Gaussovsky balik v pohybu o

Volné ¢astice o hmotnosti m pohybujici se v jednorozmérném prostoru je v hybnostni reprezentaci
popsana vlnovou funkei
(p-m)? ]

2
40p

w(p,t=0)=AeXpl

(a) Urcete normovaci konstantu A.

(b) Vypoctéte vinovou funkei ¢ (x,t) v prostorové reprezentaci a presvédcte se, Zze pohyb stredu
baliku odpovida pohybu klasické ¢astice s hybnosti py. VySetiete prostorové rozsifovani baliku
s Casem a interpretujte nalezenou zavislost na o,

6.34 Hybnostni spektrum stavi v jAmeé o

Pomoci prevodniho vztahu
1

o) = e [ @i as

najdéte hybnostni spektrum ¢(p) n-tého stacionarniho stavu ¢astice o hmotnosti m nachézejici
se v nekone¢né hluboké jamé vymezené = -L/2 a x = +L/2.

6.35 Neurcitost hybnosti v jAmé

Castice o hmotnosti m se nachazi v zakladnim stavu v nekoneéné hluboké jameé vymezené x = —a
a r = +a. Najdéte jeji hybnostni spektrum ¢(p) a vypoététe s jeho pomoci stfedni hodnotu
kvadratu hybnosti (p?) = [ p?l¢(p)|? dp. Kontrolu provedte srovnanim s energii zakladniho stavu,
ktera je rovna E = (p?)/2m.

6.36 Castice v homogennim poli %

Castice s hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencialu U(z) = —ax (a>0).

(a) Urcete ¢asovy vyvoj veliciny Ap =+/(p?) — (p)?, kde p je operator hybnosti.

(b) Najdéte casové zavislou vinovou funkei o(x,t), vite-li, ze 1(z,0) = ePor/h=i¢o kde py a ¢
jsou konstanty.

7 Harmonicky oscilator

7.1 VlInové funkce harmonického oscilatoru

Vyteste stacionarn{ Schrédingerovu rovnici pro harmonicky oscilator s potencidlem V (x) = $mw?z?.
Nejprve zavedte bezrozmérné proménné X = x\/mw/h a € = 2F/hw. Resenf ziskané diferencialni
rovnice pro W(X) jsou tvaru: (polynom v X) x e=aX”, Uréete konstantu a a polynomy, které od-
povidaji zékladnimu stavu a nékolika nejnizsim excitovanym stavim. Najdéte rovnéz spektrum

vlastnich energii. Vysledky porovnejte s vysledky algebraického postupu.
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7.2 Komutatory pro harmonicky oscilator e

1

. . ., . L A - 52 A vy, P 2
Méjme Hamiltonian harmonického oscilatoru H = £—+5mw?2. S vyuzitim vlastnosti komutatoru

odvozenych v piikladu 6.15 spoctéte komutétory [, H] a [p, H]
(a) s pomoci elementarniho komutéatotru [z, p] = ih.

(b) v x-reprezentaci.

(c) v p-reprezentaci.

7.3 Odhad energie zakladniho stavu harmonického oscilatoru e

S pomoci relace neurcitosti odhadnéte energii zakladniho stavu harmonického oscilatoru, ktery
se Tidi stacionarni Schréodingerovou rovnici

7.4 Maticové elementy HO e

Uvazujte o jednorozmérném harmonickém oscilatoru s frekvenci w a hmotnosti m. Reprezentujte
operator polohy z pomoci krea¢nich a anihilacnich operatori a vypoctéte maticové elementy

-2 -2 -2 -2 -2 . -2 _ 5200\ P 5
(22)0.0, (22)11, (@%)22, (22)02, (2?)105. Maticovy element (22),,, = (m|2?|n) je vyjadren v bazi
vlastnich stavi oscildtoru, energie stavu |n) je E, = (n + 3)hw.

7.5 Casovy vyvoj harmonického oscilatoru o

Harmonicky oscilator ma frekvenci w a je fizen hamiltonianem

A

1. 1.
H:(d*&+-1)hw=(ﬁ+-1)hw.
2 2

Ozna¢me jako |n) vlastn{ stav pifslusny energii E = (n + 3)hw. V €ase t = 0 se oscilator nachazi
ve stavu

_12)+13)
[¥(0)) = 7

Najdéte stfedni hodnoty energie, polohy a hybnosti v ¢ase ¢ > 0.

7.6 Meéreni energie Castice v harmonickém potencialu o

Stav ¢astice pohybujici se v jednorozmérném harmonickém potenciélu je dan stavovym vektorem

1 3 2 3
'w:m'O)*m'”‘m'Q)‘\/;'?’)’

kde |n) jsou normalizované n-té vlastni stavy harmonického oscilatoru.
(a) Jaké jsou mozné vysledky méreni energie? Jaké jsou odpovidajici pravdépodobnosti méreni?
(b) Spocitejte stfedni hodnotu operatoru N a také stfedni hodnotu Hamiltonianu H.

7.7 Relace neurcitosti pro harmonicky oscilator o

Castice s hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném harmonickém potencialu. Spocitejte pro-
dukt neurcitosti polohy a hybnosti ¢astice obecné v n-tém stavu, tj. (AzAp),. Napovéda: Pro
vypocet stfednich hodnot operatorii polohy a hybnosti pouZijte jejich vyjadreni pomoci kreacich
a anihila¢nich operatortu. Splhuje vysledek relace neurcitosti?
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7.8 Harmonicky oscilator s vnéjsim polem =

Uvazujte ¢astici s hmotnosti m a nabojem ¢, ktera se pohybuje v jednorozmérném harmonickém
potencialu. Navic na ¢astici pusobi vnéjsi konstantni elektrické pole ve sméru kladné osy x s
velikosti E. Hamiltonian ¢astice je dan vztahem

N | . .
H=—"—"P%+ —-muw?X?-qEX.
2m 2
. ) . ) ) P o ..o qbE
Najdéte vlastni energie a vlastni funkce systému. Napovéda: Pouzijte substituci gy = X — >
w

Novy Hamiltonian mé pak stejnou strukturu jako Hamiltonian ¢astice bez vnéjsiho pole a energie
a vlnové funkce se pak daji odvodit trivialné.

7.9 Dvourozmérny harmonicky oscilator

Castice o hmotnosti m se pohybuje v dvourozmérném harmonickém potenciilu
mw?, 5,
V(z,y)=——(@"+y7).

Najdéte vlnové funkce a energie zakladniho stavu a péti nejnizsich excitovanych stavi. Vyjadiete
nalezené vlnové funkce v kartézskych i polarnich souradnicich.

7.10 Trojrozmérny harmonicky oscilator o

Uvazujme o ¢astici v trojrozmérném prostoru v potencidlovém poli %mw2r2. Hamiltonidn mé

tvar
o2 1 21 P2 R . .
H==2+-mw?2*+ L + —mw?§® + —= + —mw?*2*=H,+ H,+ H, ,
2m 2 2m 2 2m 2

kde .
: Payy)=
Hypy)e = =

L 90,942
5 +2mw:c/y/z.

S vyuzitim metody separace proménnych (muZete provést na abstraktni tirovni nebo na trovni
souradnicové reprezentace) naleznéte vlastni hodnoty a vlastni vektory H.

7.11 Ehrenfesttuv teorém o

Uvazujte nabitou ¢astici s nabojem ¢ v harmonickém potencialu pod vlivem oscilujiciho elektric-
kého pole E = Eycos(wt). Hamiltonian systému je

- 1~ ko .
H=—P?+-X?%+qF,X coswt.
2m 2

Vyuzitim Ehrenfestova teorému spocitejte:

d(X)
dt

(b) Vyfeste rovnici pro a spocitejte (X) (t) s pocate¢ni podminkou (X) (0) = xo.
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7.12 Gaussovsky balik v harmonickém potencialu

Castice o hmotnosti m se pohybuje v harmonickém potencialu V(z) = gmw?a?. V Case t = 0 je
vlnova funkce ¢astice ddna vztahem

1 2
?/)(CL',O) = WGXP (—%) .

Parametr o nijak nesouvisi s parametry oscilatoru. Jaka je pravdépodobnost, Ze v Case t = 0
nameérime energii Fj = %hw?

7.13 Polamané pero

Kvantova ¢astice se nachazi v zdkladnim stavu harmonického oscilatoru rizeného hamiltonidnem

V jistém okamziku se oscilatoru polame pero takovym zpisobem, Zze nova frekvence oscilatoru je

Nwp. Stanovte pravdépodobnost, 7ze ¢astici spatiime v zakladnim stavu nového hamiltonianu

52

yo_pt 1 )

Hy = —— + —m(nwy)?2? .
2m 2

7.14 Sprazené oscilatory =

Dva identické jednorozmérné harmonické oscilatory (hmotnost kazdého je m, frekvence w) jsou
sprazeny vazbou Czixo, kde x1 a o jsou soufadnice jednotlivych oscilatori. Najdéte vlastni
energie systému. Uréete stfedni hodnotu ((Ax1)?) = ((Azy)?) v zékladnim stavu.

7.15 Koherentni stavy =

Uvazujme o jednorozmérném harmonickém oscilatoru s frekvenci w. Necht a a af jsou anihila¢ni
a kreacni operatory a |n) je vlastni stav operatoru afa p¥islusny vlastni hodnoté n. Na rozcviceni
nejprve vypoctéte komutéator [, (at)"]. Koherentni stav je definovan vztahem |a) o< €24'|0), kde
« je komplexni parametr.

(a) Zapiste stav |a) jako superpozici stavi [n), n=0,1,2,... a uréete normovaci konstantu.

(b) Ukazte, Ze |«) je vlastni stav anihila¢niho operatoru G a najdéte prislusnou vlastni hodnotu.
(c) Stanovte stfedni hodnotu operatoru polohy z.

(d) Predpokladejme, Ze oscilator se v ¢ase t = 0 nachéazi v koherentnim stavu |a), kde « je nyni
realné. Stanovte stfedni hodnotu operatoru polohy Z v case t > 0.

8 Moment hybnosti a ilohy s centralnim potencialem

8.1 Komutac¢ni relace operatoru momentu hybnosti e

Stanovte komutacni relace mezi slozkami j}x, I:y a L, operatoru momentu hybnosti L=+x D
vyjadieného v kartézskych souradnicich. Postupujte jednak s vyuzitim explicitniho vyjadieni p, =
—1hd[0x,, jednak s vyuzitim elementarnich komutatori [Z,,Pg] = ihdas. Déle najdéte komutacni
relace L? a jednotlivych slozek momentu hybnosti.

23



8.2 Souradnicova reprezentace momentu hybnosti o

Orbitalni moment hybnosti miizeme vyjadrit ve sférickych soufadnicich jako

=b

5 2 20 09

L=rxp=ih|p— - ——,
P (¢89 sinf 0¢ )

kde (;AS,HA jsou jednotkové vektory sférické baze.

(a) Najdéte komponenty operatoru momentu hybnosti

(b) Také najdéte vyrazy pro Zebiickové operatory L, =

(c) Najdéte vyraz pro operator L2.

, Ly a L, ve sférickych souradnicich.
1L,

L,
L,
8.3 Sférické harmonické funkce 1 o

(a) S vyuzitim definice sférickych harmonickych funkei (k nalezeni v bestiafi vinovych funkei)
najdéte tvar sférické harmonické funkce Ya0(6, ).

(b) S vyuzitim vysledku pfedchoziho bodu a vyjadieni operatoru L, ve sférickych soutadnicich
naleznéte tvar sférické harmonické funkce Ya1 (6, ).

(c) Ovérte ortogonalitu sférickych harmonickych funkei Yi9(0, @), Ya0(0, ) a Yoo(0, ).

8.4 Sférické harmonické funkce 2 e

Uvazujte vlnovou funkci
(0, ¢) = 3sinf cosfe” —2(1 - cos? ) e*#

(a) Vyjadiete vinovou funkei ¢ (0, ¢) pomoci sférickych harmonickych funkei.
(b) Je ¥(6, ¢) vlastni funkci operatoru L? nebo L,?
(c) Najdéte pravdépodobnost méfeni hodnoty 2k pro z-ovou komponentu momentu hybnosti.

8.5 Sférické harmonické funkce 3 o

Najdéte vyraz pro sférické harmonické funkce Y3y a Y3 .1 v kartézskych soutadnicich.

8.6 Sférické harmonické funkce 4 e

Uvazujte systém, ktery je popsén vinovou funkci

77[](9’ 90) = \/gyll(ea (;0) + \/gHO(ev 90) + Ale,—l(ea 90)7

a) Najdéte konstantu A tak, aby vlnova funkce byla normovana.

b) Spoctéte L, (0,¢).

¢) Spoctéte stiedni hodnotu operatori L, a L? ve stavu »(6,p).

d) Najdéte pravdépodobnost, Ze pii méfeni slozky momentu hybnosti naméfite nulovou hodnotu.
e) Spoctéte (D] L, [1b) a (D|L_|1)), kde

[8 [ 4 /3
) = 1—53/11(9780)+ 1—53/10(9;4P)+ EYer(ev‘p)'

(
(
(
(
(
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8.7 Sférické harmonické funkce 5 o

Uvazujte Céstici, ktera je popséna vlnovou funkeci

(z+2)y+2> A

Y(r,y,2) = A = 3"

(a) Najdéte konstantu A tak, aby vinova funkce byla normované.

(b) Je 1 vlastni funkei operatoru L2? Pokud ano, jaka je odpovidajici vlastni hodnota? Je tato
vlnova funkce také vlastni funkef operdtoru L,?

(c) Spoctéte stiedni hodnotu operatort L.alL?

(d) Spoctéte L, [¢)) a také (] Ly |ih).

(e) Najdéte vSechny mozné vysledky méfeni operéatori L? a L, a také pravdépodobnosti téchto
vysledki. .

8.8 Maticova reprezentace momentu hybnosti o

Uvazujte systém s celkovym momentem hybnosti j = 1.

(a) Najdéte matice reprezentujici operatory I, jy, J,.

(b) Jaké jsou mozné hodnoty méfeni z-ové slozky momentu hybnosti?

(¢) Spoctéte stiedni hodnoty operatort J,, jz2 a také neurcitost AJ,, pokud se systém nachézi
ve stavu s vlastni hodnotou z-ové slozky momentu hybnosti —h.

(d) Opakujte tlohu (c) pro jy, ij a AJ,.

(e) Pokud je pocatecni stav systému dan stavovym vektorem

L (V3

|¢>=ﬁ Qg

jaké hodnoty méreni dostaneme, pokud méifime z-ovou slozku momentu hybnosti, a s jakymi
pravdépodobnostmi?

8.9 Meéreni momentu hybnosti 1 o
Systém se nachézi ve stavu, ktery je popsan vlnovou funkei

1

1
W)):i'ovo)_’— |171>+§|17_1>+ |272>

1 1
V3 V6
(a) Je vlnova funkce normalizovana?

(b) Je |1) vlastni stav operatoru L2 nebo L7

(c) Spottte L. [) a (] L. [¢).

(d) Pokud vykoname méfeni z-ové slozky momentu hybnosti, jaké jsou mozné vysledky méreni
a s jakymi pravdépodobnostmi?

(e) Predpokladejme, Ze pii méfeni z-ové slozky momentu hybnosti jsme dostali hodnotu A. Thned
poté méfime z-ovou slozku momentu hybnosti. Jaké jsou mozné vysledky méfeni a s jakymi
pravdépodobnostmi?

8.10 Meéreni momentu hybnosti 2 o
Castice se nachazi ve stavu popsaném vlnovou funkci
(a
(b

) 1/]1(7‘,19, (P) = (Z + a)f(r)
) 102(7319790) = ('CE2 + yQ)f(r)
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(c) ¥3(r, ) = (* =) f(r)
Pro kaZzdou z téchto vinovych funkci najdéte mozné vysledky méfeni L? a L,. V piipadé funkce
19 najdéte i pravdépodobnosti zméfeni jednotlivych moznych hodnot L2

Pozn.: Povzneste se nad jistou umélost zadanych vlnovych funkci. V redlném piipadé (napft.
v problému s centralnim potencidlem) se pfinejmensim kvantové Cislo [ projevi v efektivnim
potencialu pro radialni ¢ast vinové funkce a prispévky do vinové funkce vyznacujici se riznym
kvantovym ¢islem [ by tak nesdilely radialni ¢ast, jako je tomu v zadéni.

8.11 Meéreni momentu hybnosti 3 o

Castice se nachézi ve stavu, ktery je soucasné vlastnim stavem 25 prislusnym kvantovym ¢islem
[ a vlastnim stavem L, s piislusnym kvantovym ¢éislem m.

(a) Vypoctéte stFedni hodnotu L2.

(b) Oveéite predchazejici vysledek vypocétem pravdépodobnosti jednotlivych vlastnich stavi L,
pro pripad [ =1, m =1.

8.12 Meéreni momentu hybnosti 4 o

V case t = 0 je kvantovy stav [¢(0)) jisté astice vlastnim stavem L2 a L, s vlastnimi hodnotami
2h? a 0. Najdéte casovy vyvoj stavu [10(0)), je-li Fizen hamiltonidnem H = AL,. Méfeni L,
poskytlo hodnotu —h. Urcete, v jakych ¢asovych okamzicich ¢ > 0 byl tento vysledek méreni
nejpravdépodobné;jsi.

8.13 Relace neurcitosti pro slozky momentu hybnosti

Uvazujte systém v obecném stavu j,m.
(a) Spoctéte stfedni hodnoty operdtort J,, J,, JZ, J72.
(b) Spoctéte relace neurcitosti AJ,AJ, a ukazte, ze plati

R
AT ATy 2 S|

8.14 Moment hybnosti jako integral pohybu

Uvazujme o Céstici v trojrozmérném prostoru v centralnim poli. Hamiltonidn ma tvar
£ 2

H-= §—m+V(|f~|).

Ukazte, ze ¢asovéa derivace stfedni hodnoty kazdé ze slozek momentu hybnosti je rovna nule,
tj. moment hybnosti je integralem pohybu.

8.15 Tuhy rotator o

Uvazujte volnou Castici s hmotnosti m, kterd se muze pohybovat pouze po sférické plose s polo-
mérem R. Najdéte mozné vlastni stavy energie a odpovidajici vlastni funkce. Napovéda: Caéstice
je volna, tj. potencidlni energie je nulova, V = 0. Hamiltonidn ¢astice bude tedy dan pouze
kinetickou energii, kterou vyjadiete pomoci operatoru momentu hybnosti.

8.16 Nekonecné hluboka sféricka jama o

Najdéte vlnové funkce vlastnich stavii a vlastni energie ¢astice o hmotnosti m nachazejici se
v nekonec¢né hluboké potencidlové jamé vymezené kouli o poloméru R. Pro jednoduchost se
omezte na stavy s nulovym momentem hybnosti.
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8.17 Konec¢né hluboka sféricka jadma %

Najdéte vlnové funkce vazanych stavii a vlastni energie ¢astice o hmotnosti m, ktera se pohybuje
v potencialu kone¢né hluboké jamy dané

V() = Vo r<R,
0 r>R.

Omezte se pouze na stavy s [ =0 a [ = 1. Jaka je podminka existence vazaného stavu v jameé?

8.18 Sféricky symetricky potencial o

Najdéte feseni Schrodingerovy rovnice pro sféricky symetricky potencial, tj. V(7) = V(r), kde r
znadi velikost polohového vektoru 7. Takovy potencial nezavisi na sméru, ale pouze na vzdalenosti
¢astice od referencéniho bodu. Potencidly s touto vlastnosti se nazyvaji centralni potencialy, napf.
elektrostatickd interakce mezi dvéma nabitymi ¢asticemi.

(a) Napiste ¢asové nezavislou Schrodingerovu rovnici pro ¢astici s hmotnosti m, ktera se nachazi
ve sféricky symetrickém potencidlu V (r). Kvili sférické symetrii je vhodné vyjadfit Laplaceav
operator ve sférickych souradnicich a pomoci operatoru momentu hybnosti. Jaky fyzikalni vyznam
maji jednotlivé ¢leny Hamiltonianu?

(b) Spoctéte komutatory [H, L?] a [H, L.]. Co lze z vysledku usoudit?

(¢) Vyuzitim vysledku (b) a struktury H mizZeme vhodné vinové funkce hledat ve tvaru

77Z)nlm(7n7 Q, QD) = Rnl(r) Ylm(gv 90)7

kde R, (r) znadi radialni ¢ast vinové funkce. Najdéte Schrodingerovu rovnici pro radialni ¢ast
vinové funkce.

8.19 Volna castice ve sférickych souradnicich

Uvazujte volnou ¢éstici s hmotnosti m, jejiz Hamiltonian je

. A2
H=-—V?
2m
Energie miizeme psat ve tvaru
h2k?
Ek = )
2m

kde k je velikost vlnového vektoru, k = |/%‘

(a) Ukaite, Ze tento Hamiltonian komutuje s L2 a L..

(b) Hamiltonian volné ¢astice je rotacné invariantni. MuZzeme jej chapat jako specialni piipad
sféricky symetrického potencialu s V' (r) = 0. V tloze 8.18 jsme ukézali, Ze vlnové funkce mizeme
napsat jako produkt radialni a sférické césti

77blflm(7ﬂ7 97 90) = Rkl(r)lflm(ev SO)

Napiste Schrodingerovu rovnici pro radialni ¢ast vinové funkce a najdéte jeji feSeni.
(c) Ukazte, jak vysledné FeSeni souvisi s feSenim v kartézskych soufadnicich.
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8.20 Atom vodiku o

Atom vodiku se sklada z jednoho elektronu a protonu, které na sebe puisobi elektrostaticky. Pro
jednoduchost budeme prozatim ignorovat jejich spin. Vlnova funkce systému vice ¢astic obecné
zévisi na soufadnicich elektronu 7, a protonu 7, tj. W (7, 7, t).
(a) Zapiste ¢asoveé zavislou Schréodingerovu rovnici pro tento systém.
(b) Protoze potencial nezéavisi explicitné na ¢ase, mizeme predpokladat feseni ve tvaru

\P(Fev {Fpu t) = X(Fev {Fp)e_iEt/hu
kde E predstavuje celkovou energii systému elektron—proton. Najdéte casové nezavislou Schro-
dingerovu rovnici.
(c) Potencial zavisi pouze na vzdalenosti r mezi elektronem a protonem, je proto vhodné piejit

Yvoev

I, S MeTe + My,
T=Te—Tp, R=—=rF
me +m,

Transformujte ¢asové nezavislou Schrédingerovu rovnici do novych soutradnic.
(d) Pomoci vysledku z tlohy (¢) mizeme hledat feSeni rovnice ve tvaru

U(7, R) = (F)(R).

Dosadte toto FeSeni do Schrodingerovy rovnice z ulohy (c) a ukaZte, Ze se rozpadne na dvé
nezavislé rovnice — jednu pro proménnou R a druhou pro 7. Jaka je fyzikalni interpretace téchto
rovnic?

8.21 Vlastni stavy atomu vodiku o

Resenim Schrodingerovy rovnice pro atom vodiku z tlohy 8.20 jsme zjistili, Ze TeSeni se rozpada

v

popsana vlnovou funkei gb(}?), a Schrodingerovu rovnici pro fiktivni ¢astici s hmotnosti p (redu-
kovana hmotnost, se kterou jsme se jiz setkali v Bohrové modelu) v potencialu ~ 1/r, popsanou
vinovou funkei ¢ (7). KdyZ hovotime o vlnovych funkcich atomu vodiku, vZdy se implicitné mysli
(), nikoli celkové vinova funkee ¥ (7)¢(R). ReSenim rovnice pro fiktivni éstici s hmotnosti g
jsou vlnové funkce

¢nlm(r7 07 SD) = Rnl(r) Yim(ev 90)
V Diracové zapisu se jedna o stavy |nlm), pfi¢emz souradnicova reprezentace vlastnich stavi je

(7 |nlm) = Vi (1,6, 0).

Pomoci definice najdéte vlnové funkce ¢100, 1/}110, wll,il a 1/121’:&1.

8.22 Realné atomové orbitaly o

Regenim Schrodingerovy rovnice pro atom vodiku jsme se dopracovali k vlastnim stavim ),,,,.
Tyto vlnové funkce jsou obecné komplexni funkce redlnych proménnych r, 6, . Misto komplexnich
atomovych orbitali ¥, se v kvantové chemii nebo ve fyzice pevnych latek pouzivaji realné
atomové orbitaly. Realné atomové orbitaly se konstruuji z komplexnich vhodnou superpozici.
Realné atomové orbitaly mohou byt dany vztahem

ﬁ(_l)m Im(¢nl,\m\)7 m < 07
w;ﬁ?)ll(r? 97 ¢) = wnl,|m|a m =0,
V2(-1)"Re(Yuijm), m > 0.
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s AX - 4 2 4 : real real real real real real real real
Najdéte vyrazy pro realné atomové orbitaly )5y, ¥55, 5] 1 PEes sy, Vs, Uisss 32¢1:
real real _
tory. Pozndmka: Odsud pochazi znaceni vlnovych funkei 1s,2s,2p, apod. Naptiklad ¢i5y =

5?;“;&1 = 2p, atd. Davod znaceni by mél byt ziejmy z vysledku tlohy.

8.23 Charakteristiky vlastnich stavii atomu vodiku e

(a)Vypoctéte nejpravdépodobnéjsi vzdalenost od jadra rg, stfedni vzdalenost od jadra (r) a
stfedni kvadratickou vzdalenost od jadra \/(r?) pro nésledujici stavy atomu vodiku

1 1 T
Yig= ——=e"", Uos = (1——) e Yap, =
vra? V8ma3d 2a !
Zde a znac¢i Bohruv polomér.
(b)Déle najdéte thel © takovy, Ze elektron v 2p, stavu se nachéazi s pravdépodobnosti 1/2 v
oblasti vymezené min(¢, 7 — ) < ©.

1 T
—e

V8ra3 2a

/20 00549

8.24 Odhad energie zakladniho stavu atomu vodiku

S vyuzitim relaci neurcitosti odhadnéte polomér atomu vodiku a energii zakladniho stavu. Odhad
proved'te minimalizaci stfedni hodnoty energie. Pouzijte aproximaci (1/r) » 1/1/(r?).

8.25 Atom vodiku v hybnostni reprezentaci

Vypoctéte vlnovou funkei stavii 1s a 2s atomu vodiku v hybnostni reprezentaci. VInové funkce
téchto stavii v obvyklé souradnicové reprezentaci jsou

1 1 T
- - -rla — 1- _) -r/2a
e We ’ Vs mad ( 2a ¢ ’

kde a je Bohruv polomér.

8.26 Elektron ve stavu 2p atomu vodiku o

Elektron v atomu vodiku se nachazi ve vlastnim stavu daném vlnovou funkei
Po1-1(7,0,p) = Nre_r/(ZGO)Yl,—l(ea ©).

(a) Najdéte normalizacni konstantu N.

(b) Jaka je pravdépodobnost na jednotkovy objem, Ze se elektron nachazi v r = ag, 0 = 45°
© =60°7

(c) Jaka je pravdépodobnost nalezeni elektronu na jednotkové radélni délce dr pii r = 2ay? Na-
povéda: je potfeba integrovat pies 6 a ¢ pii r = 2ay.

(d) Jaké jsou mozné vysledky méfeni kvadratu momentu hybnosti a z-ové slozky momentu hyb-
nosti elektronu?

8.27 Elektron v superpozici stavi atomu vodiku e

Uvazujte elektron v atomu vodiku, jehoz stav v ¢ase t = 0 je dan vlnovou funkei
A(1)3/2_/ 1( /2
— e "% 4

Nz Ver

(a) Napiste vinovou funkei ¥(7,0) jako superpozici vlastnich stavi ©,,,.
(b) Najdéte konstantu A, tak aby vlnova funkce byla normalizované.

¢(F’ O) =

Rgl(T))

Qg
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(c) Jaké jsou mozné vysledky méfeni energie a s jakymi pravdépodobnostmi?

(d) Jaka je pravdépodobnost, ze pfi méfeni z-ové slozky momentu hybnosti dostaneme hodnotu
+h?

(e) Najdéte vinovou funkei v pozdéjsim case ¥(7,t).

8.28 Dipodlovy moment spojeny s prechody v atomu vodiku e

Urcete dipélovy moment spojeny s prechody mezi dvojicemi stavi 1s-2s a 1s—2p, atomu vodiku,
to jest maticové elementy (1s|7[2s) a (1s|7|2p,). Piislusné vlnové funkce vyjadiené ve sférickych
soutadnicich jsou uvedeny v zadani tlohy 8.23.

8.29 Dvouatomova molekula %

Molekula je tvorena dvéma atomy s hmotnostmi m a M spojenych vazbou délky a a tuhosti
k. Pii vySetfovani rotacné-vibra¢niho pohybu molekuly 1ze predpokléadat, ze elektronovy oblak
obklopujici jadra molekuly se vzdy nachéazi v zakladnim stavu a jeho ptispévek do celkové ener-
gie je zahrnut v tuhosti vazby. Molekulu tedy budeme povazovat za systém dvou jader Fizeny

hamiltonidnem ) )

A 1 .. R
- %*%*"‘“"“l—”'—a)”

v

pohyb jader a predpokladejte, ze molekula mé zanedbatelnou celkovou hybnost. Pti vySetio-
vani vibraci zanedbejte vliv rotacniho pohybu molekuly. Pii vySetfovani rotaci zase povazujte
vzdalenost jader za pevnou a rovnou a.

8.30 Rotacni pohyb molekuly metylchloridu

Na molekulu metylchloridu CH3Cl se lze divat jako na symetricky vlcek, ktery mé vzhledem
k ose vazby C-Cl moment setrvac¢nosti I, a vzhledem ke dvéma na vazbu kolmym osdm moment
setrvacnosti I,. Urcete rotacni hladiny energie této molekuly. Co byste usoudili z tohoto vysledku
o rotacnich stavech linearnich molekul typu CO5?

9 Castice v elektromagnetickych polich a spin

9.1 Zeemanuv jev e

Atom s orbitalnim momentem hybnosti charakterizovanym kvantovym c¢islem [ = 1 se nachézi
v magnetickém poli B = B (sin ¥ cos p, sin ¥ sin ¢, cos ). Plisobeni magnetického pole je popsano
Hamiltonidnem H = W uL B, kde uL je operator magnetického momentu atomu. Popiste vy-
sledné energiové spektrum. Reste tlohu nejprve pro B || z, poté v obecném piipadé. Nepoméahejte
si pritom otoc¢enim souradného systému.

9.2 Operatory spinu e

UvaZzujme prostor spinovych stavii ¢astice se spinem s = 1/2. Stavovy vektor s hodnotou primétu
spinu na osu z rovnajici se h/2 (-h/2) znacime |1/2,1/2) = 1), [1/2,-1/2) = |{).

Slozky S, S’y a S, operatoru spinu S jsou v bazi {I*),|{)} reprezentovany nasledujicimi maticemi:
A h(0 1 A h {0 —i A hi{l O
S“‘?(l 0)’ Sy‘i(z' o)’ SZ‘§(0 —1)'
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(a) Jaké jsou mozné vysledky méfeni velicin s,, s, a 5,7
(b) Najdéte vlastni vektory operatort S.., Sy aS,.

(¢) Castice se nachazi ve stavu [t). Uréete mozné vysledky méfeni veli¢in s,, Sy a s, a jejich
pravdépodobnosti.

(d) Urcete stfedni hodnoty téchto veli¢in ve stavu |1).

(e) Najdéte matice pro operatory S,

9.3 Pauliho matice o

s h
UvaZzujme operator spinu S = 59

kde
. (o1y . (o -\ . (1 0
92=\1 o) %7\i o) %=7\o -1)

Pro Pauliho matice plati nasledujici komutacéni a antikomutac¢ni vztahy:

7, G = (64,6,,6.) aslozky vektoru ¢ jsou Pauliho matice:

{04,0;} =204, [6i,05] = 2i€ijnor, 1,4,k =2,y,2
kde €;;1 znaci Levi-Civitiv antisymetricky tenzor. Uvedené vztahy mtzeme zjednotit do jediného:
O'Z'O'j = 6ij +1 Zﬁijko'k-
k

(a) Spocitejte €%, kde « je libovolna realna veli¢ina.
(b) Spocitejte (- A)(d-B), kde A, B jsou libovolné vektory komutujici s o.

9.4 Castice se spinem 3/2 o
Uvazujte Castici se spinem 3/2, jejiz Hamiltonian je dan
3 2_ &2 _ &2
H-= 2 (S -5, - SZ),
kde gy je konstanta s rozmérem energie.
(a) Najdéte matici Hamiltonianu.
(b) Najdéte vlastni energie a vlastni stavy Hamiltonidnu a ovéite, Ze vlastni stavy jsou dvojna-
sobné degenerované.

9.5 Castice se spinem 5/2 o

Najdéte energie ¢astice se spinem 5/2, jejiz Hamiltonian je dan
3 82 4 &2 o 4
H_ﬁ( x+Sy)+gSZ

Jsou energie degenerované?

9.6 Spin méreny podél libovolného sméru o

Uvazujme ¢stici se spinem 1/2. Pokud méfime spin ve sméru z, y, 2, je toto méfent reprezentovano
operétory Sx, S a S.,. Predpokladejme, Ze chceme zmérit spin ¢astice podél libovolného sméru
daného Jednotkovym vektorem 1.

(a) Jaké jsou vlastni hodnoty a vlastni stavy méreni spinu podél libovolného sméru? Napovéda:
Vyjadrete libovolny jednotkovy vektor 7 ve sférickych souradnicich. Operator reprezentujici mé-
feni spinu podél libovolného sméru je pak 7 - S.

(b) Predpokladejme, Ze systém je v ¢ase t = 0 ve stavu odpovidajicim vlastni hodnoté +h/2
operatoru 7 - S a méfime spin podél osy z. Jaké jsou mozné vysledky méFeni a jaké jsou jejich
pravdépodobnosti?
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9.7 Pauliho rovnice pro volnou c¢astici o %

Schrodingerova rovnice je zakladni rovnice kvantové mechaniky, ale je neuplné, protoze ne-
zachycuje spinové stupné volnosti ¢astic. Tento problém se stal zietelnym po experimentech
Sterna—Gerlacha (1922), kde bylo patrné, ze ¢astice s nenulovym spinem reaguji na magnetické
pole zpusobem, ktery nelze popsat pouze Schrédingerovou rovnici. Pauli se pokusil tento problém
vyTesit a manuélné pridal spin do Schrédingerovy rovnice pomoci Pauliho matic. Takto vznikla
tzv. Schrédingerova—Pauliho rovnice, ktera umoziuje popsat spin-1/2 ¢astice v nerelativistickém
rezimu a zahrnuje interakci spinu s magnetickym polem. Pozdéji Dirac formuloval relativistickou
kvantovou teorii spin-1/2 ¢astic. V Diracové rovnici spin vychazi automaticky z relativistické
struktury rovnice, spolu s predpovédi existence anti¢astic. Pro malé rychlosti ¢astic (v < ¢) se
Diracova rovnice redukuje na Pauliho rovnici, takze Pauliho rovnice miize byt chapana jako nere-
lativisticka limitni verze Diracovy rovnice. Vysledkem je, zZe Pauliho rovnice poskytuje uzite¢ny
nastroj pro studium spin-1/2 ¢astic v nerelativistickém prostiedi, zatimco Diracova rovnice je
uplnéa relativisticka teorie. V této tloze si odvodite Pauliho rovnici.

V tloze 9.3 jsme si predstavili Pauliho matice 6,, 6, a 6, a v bodé (b) jsme méli dokazat identitu

(a) Do vySe uvedené identity dosadime A= ﬁ, B= f), kde ﬁ je operator hybnosti ¢astice. Dokazte,
ze plati
(¢-p)(7-p) =p*1,
kde I je 2 x 2 jednotkova matice.
(b) Pro volnou ¢astici ma ¢asové nezavisla Schrodingerova rovnice tvar
~2
2 P
H)=—11).
0y =2 )

S vyuzitim vysledku v tloze (a) prepiste Schrodingerovu rovnici na dvoukomponentni verzi.
Rovnici napiste v maticovém tvaru. Protoze Pauliho matice jsou 2 x 2 matice, bude mit vysledna

Pauliho rovnice dvé komponenty:
[¥)
o= (7).
[¥),

9.8 Pauliho rovnice pro c¢astici v elektromagnetickém poli o =

Uvazujme nyni ¢astici s nadbojem ¢, kterd interaguje s vnéjsim elektromagnetickym polem, jez
je popsano skalarnim potencidlem ¢ a vektorovym potencidlem A. 7 Klasické mechaniky vime,
ze Hamiltoniédn castice v elektromagnetickém poli se oproti volné c¢astici zméni tak, ze pribude
¢len q¢, ktery reprezentuje elektrostatickou interakéni energii ¢astice s vnéjsim polem, a déle se
provede zameéna ) o B

Po = P = Po — g4,
kde ]3’0 je hybnost volné ¢astice.
(a) Pouzijte Pauliho rovnici pro volnou ¢astici

-p)?
2m

Qb

(

Hy) = ),

a zapiste Pauliho rovnici pro ¢astici v elektromagnetickém poli.
(b) Pauliho rovnici z tlohy (a) je mozné upravit do vyhodnéjsiho tvaru. Provedte tpravu a
zapiSte vyslednou Pauliho rovnici. Jaka je fyzikalni interpretace jednotlivych ¢lent?
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9.9 Rotujici spin e

Castice se spinem 1/2 interaguje s magnetickym polem B = Bye,. Interakce je popsana hamil-
tonidanem H = o - B, kde i je magneticky moment a o je vektor Pauliho matic. V ¢ase t =0
byla zméfena hodnota S, = h/2. Urcete ¢asovou zavislost pravdépodobnosti naméfeni hodnoty
Sy =—-h/2 pro ¢t >0.

9.10 Nuklearni magnetickd rezonance

Jadro se spinem 1/2 je umisténo v silném magnetickém poli By orientovaném ve sméru osy z. Ke
statickému poli je pridana slozka B rotujici v roviné zy s frekvenci w v radiovém oboru. Vysledné
magnetické pole pak jest B = (Bjcoswt, By sinwt, By). Interakce spinu jadra s magnetickym
polem je popsédna hamiltonidnem H= punB -o. Pouzijte znaceni A = By, hQ, = punB;.

(a) Jestlize spin jadra v okamziku ¢ = 0 mi¥i ve sméru kladné osy z, jaka je pravdépodobnost, ze
bude mifit ve sméru zéporné osy z v pozdéjsich okamzicich?

(b) Rozvaizte, pro¢ se ¢asto v NMR experimentech voli hodnota By tak, aby Q) ~ w/2.

9.11 Rozsiteny Sterntiv-Gerlachiv experiment

Sterniv-Gerlachuv experiment spociva v prostorovém oddéleni ¢astic s riznymi hodnotami pro-
jekce magnetického momentu do urcité osy pomoci nehomogenniho magnetického pole. Kom-
binaci nékolika Sternovych-Gerlachovych separatort a dalsich magnetickych poli lze realizovat
mnoho zajimavych experimentti s kvantovym stavem c¢astic. V této tloze predpovite vysledky
dvou takovych experimenti. Uvazujme o usporadani z nasledujiciho obrazku. Atomy, jejichZ mag-
neticky moment je dan momentem hybnosti L s [ = 1, vlétaji rychlosti o velikosti v rovnobéznou
s osou y do prvniho separatoru, kde se rozdéli na tii paprsky s L, = +1,0, —1. Prostfedni paprsek
s definovanym stavem momentu hybnosti je dale zpracovavan.

Z
l}_. L;=+1 +1

(a) Mezi separatory je oblast homogenniho magnetického pole o velikosti B orientovaného ve
sméru osy x. Atomy prolétavaji timto polem po draze délky L. Interakce atomt s magnetickym
polem je vystizena hamiltonidanem

~ 1 ~
H=—-ugBL,
hMB

ve kterém up = eh/2m, je Bohriv magneton. Vypoctéte relativni intenzity paprski za dru-
hym separatorem za predpokladu, Ze jsou timérné pravdépodobnosti nalezeni atomu ve stavech
s L, =+1,0,-1 pri vstupu do druhého separatoru.

(b) Magnetické pole z bodu (a) je vypnuto, ale druhym separatorem otacime kolem osy y. Vy-
poctéte zéavislost relativnich intenzit paprskii na thlu otoceni ¢. Nejsnadnéjsi cesta je vyuziti
explicitniho vyjadieni sférickych harmonickych funkci

3 x+y 3z 3 -1y
Yiia=\/— Yig=\/—- Yi1=\/— :
MYEN & B VAP LTV 8
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10 Prtiblizné metody: Varia¢ni metoda

10.1 Anharmonicky oscilator 1 o

Uvazujme o harmonickém oscilatoru popsaném hamiltonidnem

1 h?
Hi=—p*+
! 2mp 2mx;

i*,

kde xg = \/h/mw, a o anharmonickém oscilatoru popsaném hamiltonidnem

h2
1'4 .

Ho=—p°+
2 2mp 6mag

Variaéni metodou se zkudebni funkei ¢(z) = Ae?@/20)* odhadnéte energii zakladniho stavu
uvedenych oscilatort.

10.2 Anharmonicky oscilator 2 %

Uvazujme o anharmonickém oscilatoru z piikladu 10.1. Provedte odhad energie jeho zékladniho
stavu a prvniho excitovaného stavu pomoci varia¢ni metody, tentokrat s vylepSenymi zkusebnimi
funkcemi

Yo(z) = (A + Bz?) e €% a  (z) = (Az+ Ba®) e 9"

Porovnejte odhad energie zakladniho stavu s odhadem z piikladu 10.1 a presvédcte se, Ze vylep-
Seny odhad energie méa nizsi hodnotu.

10.3 Roztaty harmonicky oscilator %
Castice o hmotnosti m se pohybuje v jednorozmérném potencidlu
00 <0
Vix) =
(z) {%mw%ﬂ x>0.

(a) Pouzijte zkusebni funkci ¢)(z) o< x exp(—Az) a odhadnéte energii a vinovou funkei zakladniho
stavu.

(b) Jaka je skute¢na vlnova funkce a energie zakladniho stavu? Porovnejte s vysledky ziskanymi
varia¢ni metodou.

10.4 Atom vodiku FeSeny variac¢ni metodou

Uvazujme o atomu vodiku s centralnim potencidlem V(r) = —e2?/4meqr. Jako zkuSebni vlnovou
funkei zvolte 1(r) = Ne*/7* a stanovte:

(a) Normovaci konstantu N.

(b) Stfedni hodnotu energie a 72 ve stavu popsaném (r).

(¢) Optimalni hodnotu a ve smyslu varia¢ni metody. Pfislusnou stfedni hodnotu energie a r2
porovnejte s exaktnimi vysledky pro vodikovy atom.

10.5 Varia¢ni odhad energie zakladniho stavu atomu vodiku o

Varia¢ni metodou odhadnéte energii zdkladniho stavu atomu vodiku. Pouzijte pritom sféricky

symetrickou zkusebni funkci
C(1-%) r<a,
=00

r>a,
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kde C' je normovaci konstanta a « je varia¢ni parametr. Porovnejte optimalni hodnotu a s Bohro-
vym polomérem a prislusny odhad energie se skute¢nou energii zakladniho stavu atomu vodiku.

10.6 Polarizovatelnost atomu vodiku =

Elektron v zékladnim stavu atomu vodiku méa vlnovou funkei ¢o(r) ~ exp(-r/ag). Atom vodiku
vlozime do homogenniho elektrického pole ve sméru osy z. Hledejte novou vinovou funkci elek-
tronu ve tvaru 1 = (1 +vz) = ¢ + 01 a urcete v z minima energie. Ze znamé hodnoty ~ urcete
dipoélovy moment atomu vodiku pomoci vztahu

p= [ d'r(=e)a(wudv + vov)

a ukaZte, ze polarizovatelnost atomu vodiku je rovna a =4a3 (v CGS jednotkach).

10.7 Deuteron =%

Interakci mezi dvéma nukleony — protonem a neutronem — v jadre deuteria lze piiblizné vystihnout
Yukawovym potencialem

r r
V(r)=-Vy—exp (——) :
a a
Najdéte vazebnou energii jadra pomoci varia¢ni metody v nejjednodussim piipadé s [ = 0. Rela-

tivni pohyb nukleonu pfitom popiste zkusebni vlnovou funkci

o) =Cexp(-AL)

kde A je variacni parametr. Zformulujte podminku existence vazaného stavu. Déle zavedte vhod-
nou veli¢inu, ktera by vyjadirovala rozprostienost jadra v prostoru a stanovte jeji hodnotu. Poci-
tejte nejprve obecné, poté pro konkrétni hodnoty: a = 1.4 x 10713 cm, V5 = 50 MeV.

10.8 Vibrace dvouatomovych molekul

Vibrace dvouatomovych molekul jsou vyteéné popsany Morseovym potencidlem

V(r) = D(e?* —2e7%),  x="—10
To

Nasledujici tabulka udava hodnoty parametra potencialu pro vybrané molekuly.

molekula  A%2/2M7r2 [em™'] D [em™']  «

Hy 60.8296 38292 1.440
HC1 10.5930 37244 2.380
I, 0.0374 12550 4.954

Zde M je redukovana hmotnost a E(eV) = E(cm™!) x 1.2398 x 1074, V prvnim pfibliZeni lze po-
tencial nahradit harmonickym potencidlem V() ziskanym Taylorovym rozvojem V (r) kolem
r = ro. Vlnové funkce a energie pak snadno ziskdme z TeSeni tlohy o harmonickém oscilatoru.
Poruchovym piistupem urcete korekce energie zakladniho a prvniho excitovaného stavu

(a) zpusobené rozdilem V(r) = Viarm (1),

(b) zpisobené rota¢nim pohybem molekuly, ktery charakterizujeme kvantovym ¢islem 1.
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11 Prtiblizné metody: Stacionarni poruchovia metoda

11.1 Castice v nekone¢né hluboké jameé s poruchou o

Spoctéte energie n-tého excitovaného stavu k prvnimu fadu poruchové teorie pro ¢astici v jed-
norozmérné nekonecné hluboké jamé délky 2L, pro x = —L a x = L, ktera je modifikovana na dné
potencidlem s V) «< 1:

-Vo, pro —L<z<L,
Vi(z) =
() Vi) {0, jinak
(b) Vi(x) = -Vo, pro —L/2<x<L/2,
b 0, jinak
-Vo, pro —L/2<z<0,
(c) Vi(z)={Vh, pro0<z<L/2,
0, jinak

%(1_%2)7 pro |x|SL7
, jinak

(d)  Vp(2) = {(_)

11.2 Perturbace ¢tyfrozmérného systému o

Uvazujte systém, jehoz Hamiltonidn je ddn matici

3 20 0 0
) 20 -3 0 0
H=Eofl g o _7 V|
0 0 V2 7

kde A «< 1.

(a) Spoctéte presné vlastni energie matice H a rozviitte vSechny energie do druhého radu podle
parametru .

(b) Rozdélte Hamiltonian jako soucet dvou Hamiltonianu: H = Hy+ /\V;). Hamiltonién Hy je
diagonalni, takze muzeme ihned napsat vlastni energie i vlastni vektory systému. Pouzijte to a
spoctéte energie celkového Hamiltonianu H do druhého radu v poruchové teorii a porovnejte s
vysledky z tlohy (a).

11.3 Poruchova teorie a harmonicky oscilator o
Uvazujte castici, kterd se 1idi Hamiltonianem
H = Hy + Mw(a? +at?),

kde H, je Hamiltonian jednoduchého harmonického oscilatoru.

(a) Spoctéte energii zakladniho stavu do druhého radu v A.

(b) Najdéte energii n-tého excitovaného stavu do druhého fadu v A a také odpovidajici vlastni
stavy do prvniho fadu v A.
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11.4 Poruchy prol=1o

Uvazujte bezspinovou ¢éstici s orbitalnim momentem [ = 1 a Hamiltonianem

- E

Hozﬁ(ii—£§)7

kde E je konstanta.
(a) Spoctéte vlastni hodnoty a vlastn{ stavy.
(b) Pridejte poruchu V, = aL./h, o < E, a spoc¢téte energie do druhého fadu.

11.5 Castice se spinem v magnetickém poli o

Castice se spinem 1 /2 a hmotnosti m se nachézi v nekoneéné hluboké potencidlové jamé délky
2L a je vystavena vnéjsimu magnetickému poli

0, -L<xs<L, . [-B: -L<x<0
V(x):{’ X Y B{ 27 X Y

oo, jinak

kde 7, Z jsou jednotkové vektory podél os x a z.
Pouzijte poruchovou teorii do prvniho fadu a spoctéte energie n-tého excitovaného stavu.

11.6 Izotopovy posuv hrany K thalia o

Orbital K elektronu v tézkém atomu ma stiedni kvadraticky polomér jen asi stokrat vétsi nez je
polomér jadra. Zahrnuti vlivu konec¢né velikosti jadra prinési méfitelny posuv prislusné energie.
S uzitim poruchové teorie vycislete tento posuv. Predpokladejte pritom, Ze ndboj jadra je rovno-
meérné rozlozen v kouli o poloméru R a zanedbejte stinéni K elektronu. Pomoci ziskané formule
uréete posuv K-hrany dvou izotopu thalia (Z = 81), 203T1 a 2°T1. Polomér jadra je dany vztahem
R =1yAY3 kde 7 = 1.2 x 10713 cm.

11.7 Harmonicky oscilator v elektrickém poli %

Castice o hmotnosti m nesouci ndboj —e se pohybuje v harmonickém potencialu V (z) = smw?a?.
(a) Spravnou volbou konstant N a « najdéte zakladni stav popsaného harmonického oscilatoru,
jehoz vlnova funkce muze byt zapsana jako Wo(z) = Ne=@*2*/2, Urcete pifslusnou energii,

(b) V ¢case t = 0 je zapnuto elektrické pole o velikosti F, které predstavuje potencial V'(x) = eEx.
Jaka je nova vinova funkce a energie zakladniho stavu?

(c) Predpokladejme, Ze ¢as potiebny k zapnuti pole byl mnohem kratsi nez 1/w. Jaka je pravdé-
podobnost, Ze ¢astice zustane v zakladnim stavu?

11.8 Harmonicky poruSeny harmonicky oscilator =
Hamiltonidn harmonického oscilatoru s frekvenci w necht narusi harmonicka porucha

A=+ AV, H=D sl av-lie
2m 2 2

(a) Vypoctéte korekce AE,(LI) energiovych hladin Eﬁo) v prvnim fadu poruchové teorie.

(b) Vypoététe korekce AE,(f) energiovych hladin Eflo) v druhém radu poruchové teorie.

(c) Srovnejte své vysledky s exaktnimi hodnotami a presvédcte se, Ze exaktni energie 1ze napsat
ve tvaru mocninné fady v poruchovém parametru, jejiz prvni koeficienty se shoduji s vysledky
ziskanymi v bodech (a) a (b). Vyjadiete se k rychlosti konvergence poruchového rozvoje pro rizné
hodnoty k/mw?.
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11.9 Starkiav jev %

Atom vodiku je vystaven pusobeni elektrického pole E ve sméru osy z, které pro elektron s
nabojem —e odpovida dodatecnému potencialu

AV(r)=eEz.

VySettete rozstépeni a posuv energiovych hladin s n =1 a n = 2 s vyuzitim poruchové teorie
prvniho radu.

11.10 Castice na kouli =

Castice s hmotnosti m se pohybuje na kouli o poloméru R. Vhodnym zptlisobem zapiste odpovi-
dajici hamiltonian a najdéte spektrum vlastnich stavii, energiové hladiny a jejich degeneraci. Za
poruchu nyni povazujme tihové pole s tithovym zrychlenim o velikosti g. Najdéte operéator, ktery
komutuje s Hyis poruchou, ten poslouzi ke klasifikaci skupin porusenych stavii podle piislus-
nych vlastnich hodnot. Ukazte, Ze poruchova teorie prvniho fadu dava nulovou opravu energii. K
posuvu a rozstépeni degenerovanych hladin vede az poruchova teorie druhého fadu, pomoci niz
priblizné vypocitejte nové energiové spektrum.

Pomiicka:

[ aenzome Z—m?
€08 Yin (0, 0) = \J @i )@ +3) () \/(zz RENCTIE R

12 Priblizné metody: Nestacionarni poruchova metoda

12.1 Atom vodiku v kondenzatoru o

Kondenzator o kapacité C je v ¢ase t = 0 zkratovan rezistorem o odporu R. Intenzita elektrického
pole v kondenzatoru se od tohoto okamziku zmensuje podle vztahu E = Eye /7, kde Ej je
pocatecni intenzita a 7 = RC je charakteristicky ¢as vybijeni. Pfedpokladejme, Ze v kondenzatoru
se nachazi atom vodiku, ktery je v ¢ase t = 0 v zékladnim stavu. S pomoci nestacionarni poruchové
teorie stanovte pravdépodobnosti, ze béhem vybijeni kondenzatoru prejde atom vodiku do stavu
(a) 2s, (b) 2p. Odhadnéte hodnoty téchto pravdépodobnosti pro Fy=1kVmm= a 7=1s.

12.2 Harmonicky oscilator ve stridavém poli

Jednorozmérny harmonicky oscilator s hmotnosti m, frekvenci wg a nabojem ¢ je pro ¢t > 0 vysta-
ven pusobeni stiidavého elektrického pole E(t) = Eycoswt. Vypoététe v prvnim fadu poruchové
teorie Casovou zavislost stfedni hodnoty elektrického dipolového momentu (d) = (¥|qZ[v)). Pred-
pokladejte ptitom, Ze v okamziku ¢ = 0 se oscilator nachazel ve vlastnim stavu |n).

12.3 Elektricky pulz %

Jednorozmérny harmonicky oscilator popsany Hamiltonianem

je v case t = —oo v zékladnim stavu. Na naboj ¢ oscilatoru pisobi casové zavislé elektrické pole
E(t) = Epaxe™® .

Nestacionarni poruchovou teorii prvniho fadu stanovte pravdépodobnost, s jakou se bude oscilé-
tor nachéazet v zakladnim stavu poté, co se pulz prezene.
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13 Systémy vice Castic =

13.1 Skladani spinia %

Uvazujme o dvou ¢asticich, prvni ma spin 1/2, operator spinu ozna¢me S, = (5'931, S'yl, Szl), druha
ma spin 1, operator spinu oznaéme S, = (S’xg, Syg, S.5), operator celkového spinu ozna¢me sym-
bolem S = (S”x, Sy, SZ), S =S, +S,. Naleznéte spole¢ny systém vlastnich vektort operatort S? a
S, (vlastni vektory vyjadiete pomoci spoleénych vlastnich vektori S%, S, a spolecnych vlastnich
vektortl g%, 5’22).

K terminologii: Hilbertiv prostor patiici ke spinovym stupitim volnosti prvni (druhé) castice
ozna¢me symbolem Hgy (Hgo). Je-li [t1) € Hgy a |p2) € Hge, pak do Hilbertova prostoru sloze-
ného systému Hgg0 patii vektor, ktery znacime symbolem [i)1) ® |¢2), nebo zkracend |i1)|p2),
tzv. tenzorovy soucin [11) a |ps). Jde o vektor odpovidajici takovému stavu slozeného systému,
kdy stav prvni Castice je popsan vektorem |i¢) a stav druhé ¢astice vektorem |po). Je-1i {|us)}
baze na Hgy, {|vj2)} baze na Hgs, pak {|ui1) ® [vj2)} je baze na Hgigge. O prostoru Hgigso
mluvime jako o tenzorovém soucinu prostoru Hg; a Hgo, piSeme Hgig50 = Hg1 ® Hgo.
Uvédomte si, ze ne kazdy vektor z tenzorového sou¢inu Hilbertovych prostortu lze zapsat jako
tenzorovy soucin dvou vektort.

13.2 Dipolarni interakce =

Dvé ¢astice se spinem 1/2 maji relativni polohu danou vektorem a = ae, a interakce jejich
magnetickych dipolovych momentii fi; = 11085 (8; je bezrozmérny spin 8; = S;/h) je popsina
hamiltonidnem o . A
=M _S(Nl‘a)(ﬂ2‘a) '
a’ ad

Zapiste hamiltonidn pomoci spinovych operatori celkového spinu s = 81 + 89, konkrétné pomoci
52, 5,. Najdéte vlastni energie systému.

13.3 Dvé c¢astice v jameé

Uvazujte o soustavé dvou neinteragujicich odlisitelnych ¢astic o stejné hmotnosti (m) v jedno-
rozmérné nekonec¢né hluboké potencialové jameé o sitce L.

(a) Zapiste hamiltonian, naleznéte, s vyuzitim metody separace proménnych, vlastni hodnoty
energie a uplny soubor vlastnich funkei.

(b) Déle uvazujte o stavu, kde se prvni ¢astice nachazi v zakladnim jednocasticovém stavu a
druhé ¢astice v prvnim excitovaném jednocasticovém stavu. Vyjadfete hustotu pravdépodob-
nosti soucasného pozorovani ¢astice v misté o souradnici a a ¢astice v misté o soufadnici b, na
poradi nezavisi.

(¢) Navazuje na predchozi. Jaky vysledek bychom dostali pro totozné bosony? Jaky vysledek
bychom dostali pro identické fermiony? Na spinové stupné volnosti neberte ohled (lze si pred-
stavit, Ze vSechny Castice maji nastavenu stejnou orientaci spinu, a projevi se jen soufadnice).
Diskutujte o souvislosti s ivahami o srézce totoznych castic.

13.4 Castice ve vyhraté jameé %
Uvazujte o soustavé N neinteragujicich ¢astic o hmotnosti m v jednorozmérné nekoneéné hlu-
boké potencidlové jameé o sitce L pii teploté T'. Stanovte pomér mezi pravdépodobnosti nalezeni

soustavy v zakladnim stavu (o energii N Ey, kde F je energie zakladniho jedno¢asticového stavu)
a pravdépodobnosti nalezeni soustavy ve stavu o energii (N - 1)E; + Ey (E; je energie prvniho
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excitovaného jednocasticového stavu)

(a) pro piipad, Ze jde o odlisitelné ¢astice a

(b) pro pfipad, Ze jde o totoZné bosony.

Neberte ohled na spinové stupné volnosti. Pravdépodobnost nalezeni soustavy ve stavu popsaném
danym vlastnim vektorem o energii F je tmérna e E/ksT

13.5 Pauliho tlak =

Uvazujte o soustavé N neinteragujicich fermioni o hmotnosti m v jednorozmérné nekonecné
hluboké potencialové jamé o sitce L. Vyjadrete silu, kterou piisobi na sténu jamy. Neberte ohled
na spinové stupné volnosti.

13.6 Trojrozmérna nekonec¢né hluboki jama

Vypoctéte energiové hladiny a vlnové funkce vlastnich stavii ¢astice o hmotnosti m uvéznéné v
trojrozmérné krabici tvaru kvadru s rozméry a, b, ¢, jejiz stény predstavuji nekonecné vysoké
potencidlové bariéry. Tato pfedstava je nejjednodussim pfiblizenim k problému elektronu naché-
zejiciho se v kvantové tecce nebo kovové nanocéstici s rozméry nékolika nanometria. V takovych
pripadech se jiz vyrazné projevuje diskrétni povaha energiovych hladin. Poté predpokladejte, ze
a =0b=c= L, astanovte energie zédkladniho stavu souboru N elektronti v krabici pro vSechna
N < 12. Spin elektroni pfitom (a) ignorujte (b) do uvah nélezité zakomponujte.

13.7 Atom hélia =

Varia¢ni metodou odhadnéte energii elektronového oblaku v atomu hélia. Povazujeme-li jadro za
nehybné, je hamiltonian dvouelektronového systému elektroni oblaku dan vztahem

- h? 22 (1 1 2 1
H=——[V%+V§]— ¢ (—+—)+€——.
2m deg \ 1 o) Admeg |ry — 7o

Jako zkusebni stav zavisly na parametru « pouzijte stav, jehoz prostorova ¢ast je dana vlnovou
funkci )

s

(11, my) = —5 e tnir)ao
mad

0

a spinova ¢ast je singlet (|1}) - [41))/V/2. Veli¢ina ag je Bohritv polomér.
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