
Sb́ırka vzorových úloh k předmětu F6060 Programováńı zkouška

1. Součet řady pro č́ıslo π

Hodnotu č́ısla π je možné źıskat jako součet nekonečné řady

π

2
=
∞∑
n=0

n!

(2n+ 1)!!
. (1)

Ve výrazu vystupuje faktoriál definovaný jako součin přirozených č́ısel menš́ıch nebo rovných n

n! = n · (n− 1) · (n− 2) · . . . · 3 · 2 · 1 (2)

a pro nulu definovaný jako 0! = 1. Dále výraz obsahuje dvojfaktoriál definovaný obdobným zp̊usobem,
ale součin je omezený jen na sudá nebo lichá č́ısla, např.

7!! = 7 · 5 · 3 · 1 = 105 . (3)

Sestavte program, který vyč́ısĺı aproximaci č́ısla π sečteńım konečného počtu člen̊u řady

π

2
≈

N∑
n=0

n!

(2n+ 1)!!
. (4)

Jako horńı mez pro sumaci N volte postupně hodnoty 1, 2, 5, 10, 20, 30, 40 a 50. Z výsledk̊u sestavte
graf logaritmu absolutńı hodnoty odchylky od skutečné hodnoty v závislosti na N .

2. Hustota plynu s van der Waalsovými korekcemi

Molárńı objem Vm ideálńıho plynu za teploty T a tlaku p je dán rovnićı

pVm = RT , (1)

kde R je plynová konstanta, která má ve vhodných jednotkách hodnotu R = 8,314462 kPa·l·K−1 ·mol−1.
Vm má tedy jednotku l ·mol−1. Pro neideálńı plyn sestavil van der Waals opravenou rovnici(

p+
a

V 2
m

)
(Vm − b) = RT , (2)

kde a a b jsou konstanty pro daný neideálńı plyn.
Na základě řešeńı van der Waalsovy rovnice urč́ıte hustotu duśıku za teploty T = 273 K (odpov́ıdá
0 ◦C) a tlaku p = 101,325 kPa (atmosférický tlak). K tomu z této rovnice vypoč́ıtáte molárńı objem Vm
a s použit́ım molárńı hmotnosti Mm stanov́ıte hustotu duśıku jako ρ = Mm/Vm (v jednotkách g · l−1).
Pro duśık složený z molekul N2 jsou hodnoty van der Waalsových konstant rovny a = 137,0kPa·l2 ·mol−2

a b = 0,0387 l ·mol−1 a molárńı hmotnost má hodnotu Mm = 28,014 g ·mol−1.

(a) Jako výchoźı odhad vypočtěte molárńı objem Vm0 z rovnice pro ideálńı plyn:

Vm0 =
RT

p
. (3)

(b) Lepš́ı odhad źıskáte přibližným řešeńım van der Waalsovy rovnice. Po dosazeńım Vm0 za Vm v malém
členu a/V 2

m lze jednoduše vyjádřit Vm. Takto vyjde

Vm ≈ b+
RT

p+ a
V 2
m0

. (4)

(c) Jádrem této úlohy bude sestaveńı programu k numerickému řešeńı van der Waalsovy rovnice New-
tonovou metodou (též nazývanou metodou tečen). K tomu van der Waalsovu rovnici uvedeme do tvaru
f(Vm) = 0, přičemž

f(Vm) =

(
p+

a

V 2
m

)
(Vm − b)−RT . (5)
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Budeme potřebovat také derivaci této funkce

f ′(Vm) = p− a

V 2
m

(
1− 2b

Vm

)
. (6)

Newtonova metoda spoč́ıvá ve výpočtu posloupnosti odhad̊u kořene rovnice f(x) = 0 podle předpisu

xn+1 = xn −
f(xn)

f ′(xn)
. (7)

Pro vhodně odhadnuté počátečńı x0 konverguj́ı hodnoty xn s rostoućım n velmi rychle ke kořeni rovnice
f(x) = 0. Za počátečńı hodnotu vězměte odhad z bodu (a) př́ıpadně (b), najděte t́ımto zp̊usobem
přesnou hodnotu molárńıho objemu duśıku a stanovte jeho hustotu za výše uvedených podmı́nek.

3. Pod́ıl viditelného světla ve slunečńım zářeńı

Slunce je možné přibližně považovat za absolutně černé těleso o teplotě T = 5800 K, jehož vyzařováńı je
popsáno Planckovým vyzařovaćım zákonem. Vyzařovaný výkon na jednotku plochy je v něm vyjádřen
skrze spektrálńı hustotu B(λ, T ). Součin B(λ, T )dλ pak udává, jaký výkon na jednotku plochy připadá
na interval vlnových délek (λ, λ+ dλ). Explicitńı výraz pro spektrálńı hustotu má tvar

B(λ, T ) =
2πhc2

λ5
1

exp
(

hc
λkBT

)
− 1

, (1)

kde h = 6,6261 · 10−34 J · s je Planckova konstanta, c = 2,9979 · 108 m · s−1 rychlost světla ve vakuu
a kB = 1,3807 · 10−23 J · K−1 je Boltzmannova konstanta. S využit́ım Planckova vyzařovaćıho zákona
stanov́ıme pod́ıl slunečńıho zářeńı ve viditelném oboru, to jest v intervalu vlnových délek mezi λmin =
400 nm a λmax = 700 nm. Tento pod́ıl je roven

η =

λmax∫
λmin

B(λ, T ) dλ

∞∫
0

B(λ, T ) dλ

=

xmax∫
xmin

x3

ex − 1
dx

∞∫
0

x3

ex − 1
dx

=
15

π4

xmax∫
xmin

x3

ex − 1
dx . (2)

Při prvńı úpravě bylo použito substituce

x =
hc

λkBT
, (3)

která určuje i meze výsledného integrálu xmin = hc/(λmaxkBT ) a xmax = hc/(λminkBT ). Tento integrál
vyč́ısĺıme numericky s použit́ım Simpsonova pravidla, které rozděĺı integračńı interval na N stejných
d́ıl̊u (N muśı být sudé) a aproximuje hodnotu integrálu sumou∫ b

a
f(x) dx ≈ b− a

3N

[
f(x0) + 4f(x1) + 2f(x2) + 4f(x3) + 2f(x4) + . . .+ 4f(xN−1) + f(xN )

]
. (4)

Koeficienty 4 a 2 se pravidelně stř́ıdaj́ı. Jednotlivé děĺıćı body maj́ı vyjádřeńı xk = a + (b − a) k/N ,
body x0 = a a xN = b splývaj́ı s konci integračńıho intervalu. Sestavte program, který provede výše
uvedenou sumaci pro integrál z rovnice (4) a stanovte tak pod́ıl viditelného světla ve slunečńım zářeńı.
Vhodná hodnota N je 100, můžete však i prozkoumat konvergenci výsledku s rostoućım N .

4. Koza a vlk

V této úloze numericky vypočtete trajektorii vlka, který pronásleduje kozu běž́ıćı po př́ımce. V čase
t = 0 se koza nacháźı v počátku soustavy souřadnic a vyráž́ı konstantńı rychlost́ı vk ve směru osy y. Jej́ı
poloha je tedy dána časově závislými souřadnicemi xk(t) = 0 a yk(t) = vkt. V témže okamžiku vyráž́ı
z bodu o souřadnićıch x(0) = L a y(0) = 0 vlk, který se pohybuje rychlost́ı o konstantńı velikosti v
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a který v každém okamžiku směřuje ke koze. Složky jeho okamžité rychlosti urč́ıme pomoćı normovaného
vektoru směřuj́ıćıho od aktuálńı polohy vlka x(t), y(t) k aktuálńı poloze kozy. Tento vektor vynásob́ıme
velikost́ı rychlosti vlka a dostaneme tak

vx =
xk − x
D

v , vy =
yk − y
D

v , (1)

kde D =
√

(xk − x)2 + (yk − y)2 je okamžitá vzdálenost kozy a vlka.

Trajektorii vlka, tedy časově závislé souřadnice x(t) a y(t), najdeme konáńım malých časových krok̊u ∆t,
během nichž můžeme složky rychlosti vlka považovat za přibližně konstantńı. Vznikne tak posloupnost
poloh xn, yn, které aproximuj́ı polohu vlka x(t), y(t) v časových okamžićıch tn = n∆t (n = 0, 1, 2, 3, . . .).
Posloupnost sestav́ıme opakováńım následuj́ıćı sady krok̊u:

Dn =
√
x2n + (vk n∆t− yn)2 (2)

vxn = − xn
Dn

v (3)

vyn =
vk n∆t− yn

Dn
v (4)

xn+1 = xn + vxn∆t (5)

yn+1 = yn + vyn∆t (6)

Opakováńı ukonč́ıme, pokud vzdálenost kozy a vlka Dn klesne pod zvolenou hodnotu Dmin (vlk kozu
dostihne). Úlohu řešte pro hodnoty vk = 1, v = 2, L = 10, ∆t = 0, 05 a Dmin = 0, 1. Trajektorii vlka je
vhodné graficky znázornit.

Pozn.: Popsaný postup odpov́ıdá řešeńı soustavy diferenciálńıch rovnic

dx

dt
=

(xk − x) v√
(xk − x)2 + (yk − y)2

,
dy

dt
=

(yk − y) v√
(xk − x)2 + (yk − y)2

(7)

Eulerovou metodou s pevným krokem.

5. Fitováńı exponenciálńıho r̊ustu

Soubor data5.txt obsahuje údaje o časovém vývoji populace 25 druh̊u r̊uzných parazitńıch orga-
nismů. Vaš́ım úkolem bude tyto údaje proložit modelem exponenciálńıho r̊ustu a identifikovat nej-
nebezpečněǰśıho parazita, který má největš́ı reprodukčńı potenciál.
Struktura datového souboru je následuj́ıćı. Na každém řádku je záznam pro určitý časový okamžik.
Prvńı č́ıslo je čas, daľśıch 25 č́ısel pak udává velikosti populaćı jednotlivých druh̊u parazit̊u v daném
čase. Časová závislost populace každého druhu parazita je tedy popsána sadou dvojic (ti, Xi), kde čas ti
pocháźı z prvńıho sloupečku a okamžitá velikost populace Xi pocháźı ze sloupečku př́ıslušného danému
druhu parazit̊u. Index i = 1, 2, . . . N prob́ıhá datové body, v našem př́ıpadě je jich N = 1001.
Časové závislosti prolož́ıme modelem exponenciálńıho r̊ustu

X(t) = A eb t , (1)

kde A a b jsou konstanty pro daný druh. Logaritmováńım je možné časovou závislost převést na lineárńı

lnX(t) = lnA+ b t (2)

s parametry a = lnA a b. Ty urč́ıme pomoćı metody nejmenš́ıch čtverc̊u. Odchylku modelu a datových
bod̊u přitom charakterizujeme sumou čtverc̊u odchylek

Σ(a, b) =

N∑
i=1

(a+ b ti − lnXi)
2 . (3)
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závislou na hodnotách a, b. Snaž́ıme se nalézt hodnoty parametr̊u a, b, které dávaj́ı nejmenš́ı Σ(a, b).
Pro takové hodnoty budou splněny podmı́nky pro minimum funkce Σ(a, b) ve tvaru

∂Σ

∂a
= 0

∂Σ

∂b
= 0 , (4)

z nichž lze po krátkém výpočtu odvodit soustavu lineárńıch rovnic pro hledané a, b ve tvaru

aN + b
N∑
i=1

ti =
N∑
i=1

lnXi , (5)

a
N∑
i=1

ti + b
N∑
i=1

t2i =
N∑
i=1

ti lnXi . (6)

S označeńım

S0 = N , S1 =
N∑
i=1

ti , S2 =
N∑
i=1

t2i , L0 =
N∑
i=1

lnXi , L1 =
N∑
i=1

ti lnXi (7)

ji můžeme uvést do kompaktńıho maticového tvaru(
S0 S1
S1 S2

)(
a
b

)
=

(
L0

L1

)
(8)

a nalézt řešeńı Cramerovým pravidlem:

a = lnA =
1

Det
(S2L0 − S1L1) , b =

1

Det
(S0L1 − S1L0) , kde Det = S0S2 − S2

1 . (9)

Pro jednotlivé druhy parazit̊u vypočtěte z př́ıslušných datových sad {(ti, Xi)}Ni=1 pomocné veličiny
definované rovnićı (7) a použijte je v rovnici (9), abyste źıskali hodnoty parametr̊u A a zvláště b.
Dostanete tak 25 hodnot koeficient̊u exponenciálńıho r̊ustu b. Nalezeńım největš́ı z nich pak identifikujte
nejnebezpečněǰśıho parazita, jehož populace za nějaký čas zcela převáž́ı.

6. Vyhodnocováńı spektrálńıch ṕık̊u

Obdržené datové soubory x001.dat, x002.dat, atd. obsahuj́ı jednoduchá spektra I(ω), to jest závislosti
intenzity na frekvenci zadané sadou dvojic hodnot ω a I. Každé spektrum se skládá z jednoho ṕıku
popsaného gaussovským profilem

I(ω) = Imax exp

[
−(x− a)2

2σ2

]
, (1)

který je mı́rně zašuměný. Hodnot ω je vždy 1000, jsou uspořádané vzestupně, ale nejsou ekvidistantńı.
Vaš́ım úkolem bude nalézt polohy těchto ṕık̊u a a jejich š́ı̌rky σ pro jednotlivé soubory. K tomu použijete
jednoduchý zp̊usob odhadu naznačený následuj́ıćım schématickým obrázkem, ve kterém jsou body
obsažené v datovém souboru znázorněny plnými kroužky.

ωL ω

překračuj́ıćı Im/2

prvńı bod

posledńı bod nad Im/2

I

Im/2

Im

ωm ωR

≈FWHM

maximum
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Parametr a budete odhadovat jako polohu ωm bodu, který má maximálńı intenzitu. Dále urč́ıte tak-
zvanou š́ı̌rku ṕıku v polovičńı výšce označovanou jako FWHM (z anglického

”
Full Width at Half Maxi-

mum“). Najdete polohu ωL prvńıho bodu zleva, který překroč́ı polovinu intenzity v maximu tedy Im/2
a polohu ωR posledńıho bodu napravo od maxima, jehož intenzita ještě neklesla pod Im/2. Rozd́ıl těchto
poloh ωR − ωL přibližně odpov́ıdá FWHM, které v př́ıpadě gaussovského profilu souviśı se σ vztahem

FWHM = 2
√

2 ln 2σ . (2)

Vzhledem k diskrétńımu pokryt́ı křivky uloženými body bude odhad a i σ zat́ıžen poměrně velkou
chybou. Přesněǰśı ale značně komplikovaněǰśı zp̊usob odhadu by spoč́ıval v proložeńı datových bod̊u
výše uvedenou závislost́ı, my se však omeźıme na popsaný jednoduchý postup.
Źıskanou sadu dvojic (a, σ) nakonec vynesete graficky jako body v rovině aσ. Na základě výsledného
grafu lze usuzovat na možnou korelaci mezi hodnotami a a σ.

7. Smoluchowského jednorozměrný model Brownova pohybu

V roce 1906 publikoval významný polský fyzik Marian von Smoluchowski v časopise Annalen der Physik
své úvahy týkaj́ıćı se Brownova pohybu [M. von Smoluchowski, Ann. Phys. 326, 756 (1906)]. Jeho metoda
rozboru tohoto jevu se značně lǐśı od př́ıstupu Einsteinova publikovaného v témže obdob́ı a dle auto-
rových slov

”
se zdá být př́ıměǰśı, jednodušš́ı a proto snad i přesvědčivěǰśı“. Jeden ze zásadńıch výsledk̊u

je kvantitativńı argument osvětluj́ıćı možnost źıskáńı pozorovatelné rychlosti brownovskou částićı i přes
značný kontrast jej́ı hmotnosti a hmotnosti částic, které na ni ze všech směr̊u narážej́ı. Podstatu jeho
argumentu bychom mohli označit jako určeńı středńı vzdálenosti při jednorozměrné náhodné procházce.
Omezme se na jednorozměrný pohyb a uvažujme o brownovské částici (zrnku pylu), na niž zleva i zprava
dopadaj́ı výrazně lehč́ı částice (molekuly vody), které maj́ı stejné hmotnosti i velikosti rychlost́ı. Každý
náraz změńı rychlost brownovské částice o ∆v. Necht’ je částice na počátku v klidu. Odehraje-li se za
určitý čas nR srážek s částicemi pohybuj́ıćımi se před nárazem doprava a nL srážek s částicemi pohy-
buj́ıćımi se před nárazem doleva, bude výsledná rychlost částice v = (nR − nL) ∆v. Von Smoluchowski
předpokládal konstantńı frekvenci srážek a stejnou pravděpodobnost nárazu zleva i zprava. Za těchto
předpoklad̊u nar̊ustá lineárně s časem celkový počet srážek N = nR + nL a pravděpodobnost právě nR
náraz̊u zleva je

P (nR) =
1

2N

(
N

nR

)
. (1)

Pr̊uměrná velikost výsledné rychlosti pak vycháźı jako

〈|v|〉 =

N∑
nR=0

|nR − (N − nR)|∆v P (nR) =
N

2N

(
N
N
2

)
∆v ≈

√
2N

π
∆v (2)

a je tedy značně větš́ı než samotné ∆v.

V této úloze se pokuśıme prověřit von Smoluchowského analytickou předpověd numerickou simulaćı typu
Monte Carlo, při které budeme konat jednorozměrné náhodné procházky a provádět pr̊uměrováńı přes
mnoho procházek. Pro přehlednost polož́ıme ∆v = 1. Jedńım vykonáńım náhodné procházky budeme
rozumět sestaveńı posloupnosti rychlost́ı v0, v1, v2, . . . vN podle následuj́ıćıho algoritmu. Začneme
s v0 = 0. V každém kroku náhodného kráčeńı pak vygenerujeme náhodné č́ıslo r z intervalu [0, 1) a na
základě jeho hodnoty urč́ıme daľśı člen posloupnosti:

vk+1 =

{
vk + 1 pokud r < 1

2 ,

vk − 1 pokud r ≥ 1
2 .

(3)

Rychlost tedy se stejnou pravděpodobnost́ı vzroste i klesne, což odpov́ıdá stejné pravděpodobnosti
nárazu zleva i zprava. Výše uvedené se opakuje, dokud posloupnost nedosáhne předepsané délky. Vyko-
nejte Nwalk náhodných procházek a uchovejte si př́ıslušné posloupnosti {vk}Nk=0. Z těchto dat vypočtěte
aritmetický pr̊uměr Nwalk hodnot |vk| pro pevné k. To proved’te pro každé k od nuly po N , vzniklé
pr̊uměry vyneste do grafu závislosti na k a srovnejte s funkćı

√
2k/π, kterou předpov́ıdá von Smolu-

chowski. Doporučené hodnoty jsou N = 10000, Nwalk = 10, 100 a 1000.
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8. Logistické zobrazeńı

Logistické zobrazeńı je jednoduchý předpis

xk+1 = Axk(1− xk) , (1)

jehož opakovanou aplikaćı generujeme posloupnost reálných č́ısel x0, x1, x2, . . . z intervalu [0, 1]. Po-
sloupnost záviśı na počátečńı hodnotě x0 a parametru A, který se voĺı z intervalu [0, 4]. Logistické
zobrazeńı má zaj́ımavé matematické vlastnosti a je inspiruj́ıćı pro teorii chaosu. V závislosti na hodnotě
parametru A vykazuje posloupnost hodnot {xk}∞k=0 r̊uzné typy chováńı – může konvergovat k určité
hodnotě, vykonávat po ustáleńı oscilace mezi několika hodnotami nebo se chovat chaoticky. V této úloze
budeme popisované projevy numericky zkoumat.
Sestavte proto kód, který pro zadané A vygeneruje posloupnost x0, x1, . . ., xN a uchová z ńı sadu
posledńıch n hodnot. Jako počátečńı hodnotu x0 volte 0,3. Nastřádejte takové sady pro A pokrývaj́ıćı
interval [0, 4] rovnoměrně NA hodnotami a vykreslete je do grafu, na jehož horizontálńı ose je A a na
vertikálńı ose x. Z celkem n ·NA vykreslených bod̊u vznikne takzvaný bifurkačńı diagram logistického
zobrazeńı. Pro každou sadu ještě určete nejmenš́ı a největš́ı hodnoty xmin, xmax a přikreslete do bi-
furkačńıho diagramu závislost xmin(A) a xmax(A). Pro finálńı diagram použijte hodnoty N = 10000,
n = 200 a NA = 401.

9. Mechanická energie slunečńı soustavy

Obdržený datový soubor solarsys.txt obsahuje hmotnosti, souřadnice a složky rychlost́ı několika
nejvýznamněǰśıch objekt̊u naš́ı slunečńı soustavy – Slunce, osmi planet a Pluta, které o sv̊uj status
planety přǐslo v roce 2006. Data byla źıskána ze systému HORIZONS Jet Propulsion Laboratory do-
stupného ze stránky https://science.nasa.gov/horizons-system a plat́ı pro 1.1.2020 (0:00 TDB). Př́ıslušná
souřadnicová soustava má počátek v těžǐsti slunečńı soustavy, které se mı́rně lǐśı od těžǐstě zvolené
sady objekt̊u. Vaš́ım úkolem bude na základě údaj̊u v souboru vyč́ıslit př́ıspěvky do mechanické ener-
gie slunečńı soustavy: (i) kinetickou energii vzájemného pohybu a (ii) potenciálńı energii gravitačńıho
p̊usobeńı mezi uvažovanými tělesy.
Označme hmotnosti jednotlivých objekt̊u mi, i = 1, 2, . . . N (v našem př́ıpadě N = 10), jejich polohy
ri = (x, y, z)i a rychlosti vi = (vx, vy, vz)i. Tyto hodnoty v jednotkách kg, km a km/s tvoř́ı obsah souboru
solarsys.txt. Při výpočtu vztáhneme pohyb objekt̊u na jejich těžǐstě, které se nacháźı v poloze

R =
1

M

N∑
i=1

miri (1)

a má rychlost

V =
1

M

N∑
i=1

mivi . (2)

Zde M je celková hmotnost objekt̊u, M =
∑N

i=1mi. Snadněǰśım úkolem bude stanoveńı kinetické energie
relativńıho pohybu. K tomu postač́ı vyč́ıslit sumu př́ıspěvk̊u založených na relativńıch rychlostech v̊uči
těžǐsti př́ıpadně celkovou kinetickou energii zmenšenou o kinetickou energii spojenou s pohybem těžǐstě:

T =
N∑
i=1

1

2
mi(vi − V )2 =

N∑
i=1

1

2
miv

2
i −

1

2
MV 2 . (3)

Při výpočtu gravitačńı potenciálńı energie je třeba zahrnout př́ıspěvky všech pár̊u těles, což formálně
vyjadřuje dvojitá suma

U = −
N−1∑
i=1

N∑
j=i+1

Gmimj

|ri − rj |
. (4)

Každý párový př́ıspěvek má tvar součinu gravitačńı konstanty G ≈ 6,6743·10−14J·km·kg−2 a hmotnost́ı
těles, který je podělen jejich vzdálenost́ı. Vypočtěte výše uvedené hodnoty T a U v jednotkách J. Jako
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kontrola správnosti vám poslouž́ı viriálový teorém, podle kterého jsou časové středńı hodnoty kinetické
a potenciálńı energie stabilńıho systému částic s gravitačńı interakćı svázány vztahem −2〈T 〉/〈U〉 = 1.
V našem př́ıpadě složky celkové mechanické energie osciluj́ı jen mı́rně, i pro vámi stanovené okamžité
hodnoty T a U tedy bude přibližně platit −2T/U ≈ 1.

10. Stanoveńı délky dne v pr̊uběhu roku

V našich končinách je obt́ıžné si nevšimnout, že délka dne se v pr̊uběhu roku poměrně výrazně měńı.
Délkou dne zde budeme v souladu s běžným chápáńım tohoto pojmu rozumět dobu, po kterou se slunce
nacháźı nad horizontem. V této úloze se ji pokuśıme přibližně předpovědět na základě jednoduchých
geometrických úvah. Př́ıčinou změn délky dne je sklon zemské rotačńı osy, která neńı kolmá na rovinu
ob́ıháńı Země kolem Slunce, ale je od této kolmice odkloněna o úhel αm = 23,4 ◦. Ve dnech rovnodennosti
je osa rotace kolmá na spojnici Slunce–Země, v zimńım obdob́ı se naše severńı polovina osy od Slunce
odvraćı a v letńım obdob́ı přivraćı. Dny jsou tak pro nás v zimě kratš́ı a v létě deľśı než 12 h.

jarńı
rovnodennost

podzimńı
rovnodennost

letńı
slunovrat

zimńı
slunovrat

slunečńı
paprsky

rovina
horizontu

Φ

ϕ

ϑ

rovńık

osa
otáčeńı

β

α

K popisu ročńı doby zavedeme úhel Φ podle levé části obrázku. Pro jednoduchost předpokládáme
kruhovou dráhu Země kolem Slunce a konstantńı rychlost ob́ıháńı. Čas budeme měřit v měśıćıch od
začátku kalendářńıho roku a budeme přitom ignorovat mı́rně odlǐsné délky jednotlivých měśıc̊u. Úhel Φ
pak bude vyjádřen vztahem

Φ =
m+ 0,31

12
× 360 ◦ , (1)

kde m ∈ [0, 12] je výše zmı́něný čas v měśıćıch od začátku roku. Posuv o 0,31 zhruba vystihuje časový
rozd́ıl mezi zimńım slunovratem a začátkem kalendářńıho roku. Odklon zemské osy od směru kolmého
na spojnici Slunce–Země označ́ıme jako α (znázorněno v pravé části obrázku). Lze ho určit podle vztahu

sinα = − sinαm cos Φ . (2)

Kladné znaménko α odpov́ıdá přivráceńı severńı polokoule. Pro výšku slunce nad horizontem ϑ lze
odvodit rovnici

sinϑ = cosα cosβ cosϕ+ sinα sinβ , (3)

kde β je zeměpisná š́ı̌rka a ϕ je úhel otočeńı Země od okamžiku, kdy vid́ı pozorovatel slunce nad
horizontem nejvýše. Tato situace s ϕ = 0 ◦ je ukázána v pravé části obrázku, přičemž pozorovatel je
představován černou tečkou. Ihned lze nahlédnout, že maximálńı ϑ je 90 ◦ + α− β, odvozeńı předchoźı
rovnice pro ostatńı ϑ je mı́rně náročněǰśı. Při určováńı délky dne zohledńıme ohyb paprsk̊u v atmosféře,
který zp̊usob́ı, že při východu či západu slunce je slunce ve skutečnosti pod horizontem s odpov́ıdaj́ıćım
úhlem ϑ0 = −0,59 ◦. Délku dne stanov́ıme výpočtem mezńıho ϕm (absolutńı hodnota ϕ odpov́ıdaj́ıćı
východu či západu slunce) podle vztahu

cosϕm =
sinϑ0 − sinα sinβ

cosα cosβ
. (4)
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To poté převedeme na délku dne pomoćı

T =
2ϕm
360 ◦

× 24 h . (5)

Vaš́ım úkolem je sestavit na základě uvedeného popisu program, který vytvoř́ı tabulku nebo graf délky
dne T v pr̊uběhu roku, tedy pro m pokrývaj́ıćı vhodným počtem hodnot interval 0 . . . 12. Přitom volte
β = 49,2 ◦ (zeměpisná š́ı̌rka Brna).

11. Rozděleńı čas̊u mezi radioaktivńımi rozpady jader ve vzorku

Izotop radonu 222Rn podléhá rozpadu α a s poločasem rozpadu t1/2 ≈ 3,82 dne se rozpadá na izotop
polonia 218Po. Tento izotop je zvláště nebezpečný, protože se d́ıky svému relativně dlouhému poločasu
rozpadu hromad́ı ve stavbách a při dlouhodobém p̊usobeńı může vyvolat rakovinu plic.
Radioaktivńı vzorek obsahuj́ıćı několik milion̊u atomů 222Rn byl po dobu několika minut sledován Gei-
gerovým–Müllerovým detektorem, který v dané geometrii dokázal zachytit třetinu rozpad̊u. Okamžiky
jednotlivých zaznamenaných rozpad̊u jsou uloženy v souboru pulsesGM.txt (jako časová jednotka jsou
použity sekundy). Obsah tohoto souboru je graficky znázorněn na následuj́ıćım obrázku. Jak je na prvńı
pohled patrné, nejsou časové odstupy mezi rozpady stejné. Přesto však splňuj́ı určitá statistická pravidla,
která v této úloze přezkoumáme.

 0  50  100  150  200  250  300  350  400  450

G
M

 a
k
ti
v
it
a

t [s]

Jako prvńı krok načtěte obdržený soubor, který obsahuje časové značky proNr = 1000 rozpad̊u zazname-
naných jako pulzy z Geigerova–Müllerova detektoru a stanovte Nr−1 hodnot časových odstup̊u ∆t mezi
sousedńımi pulzy. Vypočtěte z nich aritmetický pr̊uměr udávaj́ıćı středńı dobu mezi pulzy 〈∆t〉. Dále
z těchto hodnot sestavte následuj́ıćım postupem histogram pokrývaj́ıćı interval odstup̊u ∆t ∈ [0,∆tmax]
stejně dlouhými podintervaly v počtu Nt: Procházejte jednotlivé odstupy ∆t a pro každý z nich najděte
celé č́ıslo i takové, že ∆t spadá do intervalu [i∆tmax/Nt, (i+ 1)∆tmax/Nt]. Ošetřeńı př́ıpadu, kdy se ∆t
rovná některému z krajńıch bod̊u intervalu, přitom neńı podstatné. Celkové počty pulz̊u ni pro jednot-
livá i = 0, 1, 2, . . . , Nt−1 pak představuj́ı hledaný histogram. Kód sestavte pro obecné ∆tmax a Nt a při
vlastńım výpočtu použijte ∆tmax = 3 s a Nt = 40.

(a) Ze zákona radioaktivńıho rozpadu lze odvodit, že středńı doba mezi rozpady je rovna

〈∆t〉 =
τ

Nf
,

kde konstanta τ souviśı s poločasem rozpadu vztahem t1/2 = τ ln 2, N je počet atomů ve vzorku a f
geometrický faktor, který udává, jakou část rozpad̊u detektor zachyt́ı. V našem př́ıpadě je tedy f = 1/3.
Stanovte na základě skutečné hodnoty 〈∆t〉 źıskané zpracováńım souboru pulsesGM.txt hodnotu N .

(b) Vyneste histogram pro ∆t jako graf tvořený body se souřadnicemi ∆ti = (i + 1
2)∆tmax/Nt (středy

časových interval̊u použitých při tvorbě histogramu) a ni. Měl by se podobat klesaj́ıćı exponenciále.
V př́ıpadě, že během experimentu viditelně nepoklesne počet radioaktivńıch atomů, lze pro histogram
odstup̊u odvodit přibližnou formuli

ni ≈ Nr
∆tmax

Nt

Nf

τ
exp

(
−Nf

τ
∆ti

)
.

Vyneste tuto závislost pro srovnáńı do jednoho grafu spolu se skutečným histogramem. Hodnotu N
potřebnou pro vyč́ısleńı převezměte z bodu (a).
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12. Kochova vločka

Švédský matematik Niels Fabian Helge von Koch představil ve své práci z roku 1904 fraktálńı křivku,
která dnes nese jeho jmého. Tato křivka je spojitá, nemá však v žádném bodě derivaci. Vaš́ım úkolem
bude konstrukce variace na Kochovu křivku známé pod označeńım Kochova vločka. K tomu využijeme
celkem sedm lineárńıch zobrazeńı mezi body v rovině, (x, y)→ (x′, y′), označených jako L0 až L6. Prvńı
z nich je dáno vztahem

L0 : (x, y) → (x′, y′) =
(
1
2 x− 1

2
√
3
y , 1

2
√
3
x+ 1

2 y
)

a odpov́ıdá škálováńı faktorem 1/
√

3 a rotaci o 30◦. Zbylých šest zobrazeńı daných vztahy

Lj : (x, y) → (x′, y′) =
(
1
3 x ,

1
3 y
)

+ pj j = 1, 2, 3, 4, 5, 6

odpov́ıdá škálováńı faktorem 1/3 a posunut́ı o vektory pj z následuj́ıćı sady:

p1 =
(
−1

3 , + 1√
3

)
, p2 =

(
+2

3 , 0
)
, p3 =

(
+1

3 , + 1√
3

)
,

p4 =
(
−1

3 , − 1√
3

)
, p5 =

(
−2

3 , 0
)
, p6 =

(
+1

3 , − 1√
3

)
.

Pro zkonstruováńı obrázku Kochovy vločky začněte s bodem (x0, y0) = (0, 0) a provádějte iteračńı kroky

(xn, yn)→ (xn+1, yn+1)

vždy s pomoćı jednoho zobrazeńı ze sady L0 až L6 náhodně vybraného pro daný krok. Náhodný výběr
provádějte se stejnou pravděpodobnost́ı pro všechna zobrazeńı, tedy tak, aby všechna zobrazeńı měla
přibližně stejnou četnost výskytu při provedeńı mnoha krok̊u. T́ım vznikne sada dvojic souřadnic (x, y),
které nakonec vykresĺıte jako body v rovině. Vhodný počet bod̊u k vykresleńı je např. 105. V tomto
př́ıpadě už bude Kochova vločka dobře prokreslena a bude možné pozorovat i jej́ı soběpodobnost.

13. Vyč́ıslováńı Fourierovy řady

Fourierovou řadou rozumı́me rozklad dané periodické funkce do řady trigonometrických funkćı se stejnou
periodou. V této úloze se budeme zabývat Fourierovou řadou funkce popisuj́ıćı tzv. obdélńıkový signál.
Tato řada má tvar

f(x) =
4

π

∞∑
k=1

sin
[
(2k − 1)πx

]
2k − 1

.

(a) Omezeńım sumy přes k na konečný počet př́ıspěvk̊u do zadaného kmax źıskáme aproximaci ob-
délńıkového signálu. Vyč́ısleńım sumy s kmax = 5, 20 a 100 vypočtěte tuto aproximaci na intervalu
x ∈ [−1

2 ,+
5
2 ], sestrojte odpov́ıdaj́ıćı grafy a posud’te na základě nich konvergenci Fourierovy řady.

Grafy je třeba sestavovat s dostatečně jemným krokem v x.
(b) Jednoduchý tvar Fourierovy řady umožňuje snadno konstruovat derivace k zadaným funkćım nebo
naopak jejich primitivńı funkce. Integraćı výše uvedené řady člen po členu tak źıskáme primitivńı funkci
k obdélńıkovému signálu ve tvaru

g1(x) =

∫
f(x) dx = − 4

π2

∞∑
k=1

cos
[
(2k − 1)πx

]
(2k − 1)2

a primitivńı funkci této primitivńı funkce ve tvaru

g2(x) =

∫∫
f(x) dx = − 4

π3

∞∑
k=1

sin
[
(2k − 1)πx

]
(2k − 1)3

(f je tedy druhou derivaćı funkce g2 a zároveň prvńı derivaćı funkce g1). Proved’te s těmito Fourierovými
řadami tytéž úkony jako v části (a).
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14. Přesná perioda matematického kyvadla

V harmonické aproximaci je perioda pohybu matematického kyvadla dána přibližným vztahem

Tharm = 2π

√
L

g
,

kde L je délka kyvadla a g t́ıhové zrychleńı. Chceme-li určit přesnou periodu T , muśıme stanovit korekčńı
faktor závisej́ıćı na úhlové amplitudě kmit̊u ϕ0 a určený integrálem

α =
2

π

π/2∫
0

dϑ√
1− k2 sin2 ϑ

, v němž k = sin
ϕ0

2
.

Tento faktor udává poměr skutečné periody a periody źıskané v harmonické aproximaci, skutečná pe-
rioda je tedy rovna T = αTharm. Lze očekávat i snadno nahlédnout na základě uvedeného vzorce, že
pro malé amplitudy kmit̊u ϕ0 bude korekčńı faktor bĺızký jedné a s rostoućım ϕ0 se bude od jedné
vzdalovat. Integrál vystupuj́ıćı ve výrazu pro korekčńı faktor se dá vyjádřit pomoćı speciálńıch funkćı,
tzv. eliptických integrál̊u, my však zvoĺıme jednoduché numerické vyč́ısleńı.
Vaš́ım úkolem bude sestavit program, který spoč́ıtá a vyṕı̌se hodnoty korekčńıho faktoru α zaokrouhlené
na šest desetinných mı́st pro ϕ0 od 0◦ do 90◦ s krokem 1◦. K výpočtu integrálu použijete lichoběžńıkové
pravidlo, které rozděĺı integračńı interval na N stejných d́ıl̊u a aproximuje hodnotu určitého integrálu
sumou ∫ b

a
f(x) dx ≈ b− a

N

[
1
2f(x0) + f(x1) + f(x2) + f(x3) + . . .+ f(xN−1) + 1

2f(xN )
]
. (1)

Jednotlivé děĺıćı body maj́ı vyjádřeńı xi = a + (b − a) i/N , body x0 = a a xN = b splývaj́ı s konci
integračńıho intervalu. Tento obecný tvar adaptujte na náš př́ıpad s a = 0 a b = π/2. Při aplikaci
lichoběžńıkového pravidla poč́ıtejte s N = 100, tato volba s velikou rezervou zajist́ı dostatečnou přesnost
výsledku. Pozor, v uvedených vztaźıch vystupuje ϕ0 v radiánech, ale vypisované hodnoty budou ve
stupńıch, je tedy třeba provést př́ıslušný převod.

15. Rutherford̊uv experiment

Námětem této úlohy je slavný Rutherford̊uv experiment, který ukázal, že kladný náboj je v atomu
soustředěn do velmi malého objemu (atomového jádra), a vyvrátil tak předchoźı představu založenou
na

”
pudinkovém“ modelu J. J. Thomsona. Pokuśıme se tento experiment velmi hrubým zp̊usobem

simulovat pomoćı numerického řešeńı př́ıslušných pohybových rovnic. Budeme uvažovat o pohybu kladně
nabité částice (v Rutherfordově experimentu to byla částice α), která se pohybuje pod vlivem potenciálu
kladného náboje rovnoměrně rozprostřeného v kouli o poloměru R (ta představuje jádro atomu). Toto
rozložeńı náboje se vyznačuje intenzitou elektrického pole, která mı́̌ŕı ze středu koule a jej́ıž velikost je
dána vztahem

E(r) =


Q

4πε0

r

R3
r ≤ R ,

Q

4πε0

1

r2
r > R ,

kde Q je velikost náboje. Pohyb zkušebńı částice o hmotnosti m a náboji q by se tedy ř́ıdil diferenciálńı
rovnićı

m
d2r

dt2
= qE(r) .

Pro zjednodušeńı budeme ignorovat fyzikálńı jednotky a celý děj se bude odehrávat v rovině xy, jak je
naznačeno v obrázku. T́ım se pohybové rovnice zredukuj́ı na dvojici

d2x

dt2
=

x

max(r3, R3)
,

d2y

dt2
=

y

max(r3, R3)
,

přičemž pomocná funkce max(a, b) vraćı větš́ı hodnotu z č́ısel a a b. Tuto soustavu budeme řešit jedno-
duchou Eulerovou metodou podle následuj́ıćıho postupu.
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R

x0

y

Polohu a rychlost částice v čase t = 0 udávaj́ı počátečńı hodnoty x(0), y(0), v
(0)
x a v

(0)
y . Od tohoto

počátečńıho okamžiku konáme malé časové kr̊učky o velikosti ∆t, které poskytnou složky polohy x(n),

y(n) a rychlosti v
(n)
x , v

(n)
y v časech t = n∆t, kde n = 1, 2, 3 atd. Na začátku každého kr̊učku vypočteme

složky ax, ay okamžitého zrychleńı částice podle vztah̊u

ax =
x

max(r3, R3)
, ay =

y

max(r3, R3)
, r =

√
x2 + y2 ,

do kterých dosad́ıme aktuálńı hodnoty x(n) a y(n). Takto vypočtené zrychleńı následně uplatńıme ve
vztaźıch

v(n+1)
x = v(n)x + ax∆t ,

v(n+1)
y = v(n)y + ay∆t ,

x(n+1) = x(n) + v(n)x ∆t ,

y(n+1) = y(n) + v(n)y ∆t ,

které nás posouvaj́ı z času t = n∆t do času t = (n + 1)∆t. Výpočet složek okamžitého zrychleńı a
aplikaci předchoźıch vztah̊u neustále opakujeme a t́ım vznikaj́ı posloupnosti hodnot souřadnic a složek
rychlost́ı v uvažovaných časových kroćıch.
S využit́ım uvedeného postupu vypočtěte a vykreslete trajektorie rovnoběžného svazku částic dopa-
daj́ıćıho do oblasti jádra jako v obrázku. Použijte přitom počátečńı podmı́nky s pevnými hodnotami

v
(0)
x = 1, v

(0)
y = 0, x(0) = −20 a sadou hodnot y(0) = k + 1

2 s celoč́ıselným k = −10, −9, −8, . . . , 8, 9
(tedy celkem 20 r̊uzných trajektoríı). Výpočet proved’te pro hodnotu parametru R rovnou 1 (obrázek
bude připomı́nat obvyklý náčrtek trajektoríı v Rutherfordově experimentu) a 5 (tento př́ıpad připomene
sṕı̌se pudinkový model). Jako časový krok zvolte ∆t = 0.05 a těchto krok̊u proved’te pokaždé 1000.
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