Sbirka vzorovych iloh k predmétu F6060 Programovani zkouska

1. Soucet rady pro c&islo

Hodnotu ¢isla 7 je mozné ziskat jako soucet nekonecéné rady
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Ve vyrazu vystupuje faktoridl definovany jako soucin pfirozenych ¢isel mensich nebo rovnych n
nl=n-(n—-1)-n-2)-...-3-2-1 (2)

a pro nulu definovany jako 0! = 1. Déle vyraz obsahuje dvojfaktorial definovany obdobnym zptusobem,
ale soucin je omezeny jen na sudd nebo licha ¢isla, napf.

M=7-5-3-1=105. (3)

Sestavte program, ktery vyc¢isli aproximaci ¢isla 7 seCtenim koneé¢ného poctu ¢lenu fady
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Jako horni mez pro sumaci N volte postupné hodnoty 1, 2, 5, 10, 20, 30, 40 a 50. Z vysledku sestavte
graf logaritmu absolutni hodnoty odchylky od skutetné hodnoty v zavislosti na V.

2. Hustota plynu s van der Waalsovymi korekcemi

Molérni objem V,,, idedlniho plynu za teploty T a tlaku p je dan rovnici
pVim = RT, (1)

kde R je plynova konstanta, kterd méa ve vhodnych jednotkéch hodnotu R = 8,314462 kPa-1.-K~!-mol !,
V;,, mé tedy jednotku 1- mol~!. Pro neidedlni plyn sestavil van der Waals opravenou rovnici

(p+ %) (Vin — b) = RT, (2)

kde a a b jsou konstanty pro dany neidedlni plyn.

Na zdkladé feseni van der Waalsovy rovnice uréite hustotu dusiku za teploty T = 273 K (odpovidéd
0°C) a tlaku p = 101,325 kPa (atmosféricky tlak). K tomu z této rovnice vypocitate molarni objem V;,
a s pouzitim moldrni hmotnosti M,, stanovite hustotu dusiku jako p = M,,/V;, (v jednotkach g -171).
Pro dusik slozeny z molekul N5 jsou hodnoty van der Waalsovych konstant rovny a = 137,0kPa-12-mol 2
ab=0,03871-mol~! a moldrni hmotnost ma hodnotu M,, = 28,014 g - mol ™.

(a) Jako vychozi odhad vypoctéte molarni objem V;,,o z rovnice pro idedlni plyn:

RT
Voo = . 3
m0 — D (3)

(b) Lepsi odhad ziskéte pribliznym fesenim van der Waalsovy rovnice. Po dosazenim V¢ za V;;, v malém
¢lenu a/ Vn% Ize jednoduse vyjadrit V,,,. Takto vyjde

(4)

(c) Jadrem této tlohy bude sestaveni programu k numerickému feseni van der Waalsovy rovnice New-
tonovou metodou (téz nazyvanou metodou tecen). K tomu van der Waalsovu rovnici uvedeme do tvaru
f(Vin) = 0, pficemz

1) = (4 7z ) (V= 0) — BT (5)
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Budeme potiebovat také derivaci této funkce

2b
W) =p— —=(1- =) . 6
Newtonova metoda spociva ve vypoctu posloupnosti odhadu kotene rovnice f(z) = 0 podle predpisu
=Ty — . 7
T ) v

Pro vhodné odhadnuté pocateéni xy konverguji hodnoty x,, s rostoucim n velmi rychle ke kofeni rovnice
f(x) = 0. Za pocatetni hodnotu vézméte odhad z bodu (a) piipadné (b), najdéte timto zpusobem
presnou hodnotu molarniho objemu dusiku a stanovte jeho hustotu za vyse uvedenych podminek.

3. Podil viditelného svétla ve sluneénim zareni

Slunce je mozné piiblizné povazovat za absolutné ¢erné téleso o teploté T' = 5800 K, jehoz vyzafovani je
popséano Planckovym vyzafovacim zikonem. Vyzafovany vykon na jednotku plochy je v ném vyjadien
skrze spektralni hustotu B(\, T). Souéin B(\, T)d\ pak udavé, jaky vykon na jednotku plochy pfipada
na interval vlnovych délek (A, A + d\). Explicitni vyraz pro spektralni hustotu ma tvar

2hc? 1
B(AT) = —5 - , (1)
exp <>\kBT> -1

kde h = 6,6261 - 1073* J - s je Planckova konstanta, ¢ = 2,9979 - 108 m - s~! rychlost svétla ve vakuu
a kg = 1,3807-1072 J - K~! je Boltzmannova konstanta. S vyuzitim Planckova vyzaiovaciho zdkona
stanovime podil slunec¢niho zareni ve viditelném oboru, to jest v intervalu vlnovych délek mezi A, =
400 nm a Apax = 700 nm. Tento podil je roven
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P1i prvni dpravé bylo pouzito substituce
hc (3)
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kterd urcuje i meze vysledného integrélu zmin = he/(AmaxksT) & Tmax = hc/(AminkpT). Tento integral
vy¢islime numericky s pouzitim Simpsonova pravidla, které rozdéli integraéni interval na N stejnych
dila (VN musi byt sudé) a aproximuje hodnotu integrélu sumou

b
b—a
/ flz)dr ~ SN [f(zo) +4f (x1) + 2f (w2) +4f (x3) + 2f (x4) + ... + 4f (znv_1) + f(zN)] - (4)
a

Koeficienty 4 a 2 se pravidelné stiidaji. Jednotlivé délici body maji vyjadieni xp = a + (b — a) k/N,
body 9 = a a xny = b splyvaji s konci integra¢niho intervalu. Sestavte program, ktery provede vyse
uvedenou sumaci pro integral z rovnice (4) a stanovte tak podil viditelného svétla ve sluneénim zéreni.
Vhodnd hodnota N je 100, muzete vSak i prozkoumat konvergenci vysledku s rostoucim N.

4. Koza a vlk

V této tloze numericky vypoctete trajektorii vlka, ktery prondasleduje kozu bézici po pfimce. V cCase
t = 0 se koza nachéz{ v pocatku soustavy soutfadnic a vyrazi konstantni rychlosti vy ve sméru osy y. Jeji
poloha je tedy déna casové zdvislymi souradnicemi xg(t) = 0 a yi(t) = vgt. V témze okamziku vyrazi
z bodu o souradnicich 2(0) = L a y(0) = 0 vlk, ktery se pohybuje rychlosti o konstantni velikosti v



a ktery v kazdém okamziku sméfuje ke koze. Slozky jeho okamzité rychlosti uréime pomoci normovaného
vektoru smétujiciho od aktudlni polohy vlka z(t), y(t) k aktudlni poloze kozy. Tento vektor vynasobime
velikosti rychlosti vlka a dostaneme tak

::ckl;a:% Uy:?v’ (1)

Vg

kde D = \/(z1, — )2 + (yx — y)? je okamzitd vzdélenost kozy a vlka.

Trajektorii vlka, tedy ¢asové zavislé souradnice z(t) a y(t), najdeme kondanim malych ¢asovych kroka At,
béhem nichz muzeme slozky rychlosti vlka povazovat za piiblizné konstantni. Vznikne tak posloupnost
poloh x,,, yn,, které aproximuji polohu vlka z(t), y(t) v ¢asovych okamzicich t,, = nAt (n =0,1,2,3,...).
Posloupnost sestavime opakovanim nésledujici sady kroku:

D, = /22 + (v nAt — y,)2 (2)
T
At — 1y,
Vyn = W v (4)
Tptl = Tn + v:ant (5>
Yn+l = Yn + UynAt (6>

Opakovani ukonc¢ime, pokud vzdélenost kozy a vlka D,, klesne pod zvolenou hodnotu Dy, (vlk kozu
dostihne). Ulohu feste pro hodnoty vy = 1, v = 2, L = 10, At = 0,05 a Dy, = 0, 1. Trajektorii vlka je
vhodné graficky znézornit.

Pozn.: Popsany postup odpovida feSeni soustavy diferencidlnich rovnic

dz _ (T — @) v dy _ (yx —y)v (7)
dt (e — )2 + (ye —y)? At \/(z — )% + (e — y)?

Eulerovou metodou s pevnym krokem.

5. Fitovani exponencialniho ristu

Soubor datab.txt obsahuje udaje o ¢asovém vyvoji populace 25 druht riznych parazitnich orga-
nismi. Vasim ikolem bude tyto tdaje prolozit modelem exponencidlniho ristu a identifikovat nej-
nebezpecnéjsiho parazita, ktery ma nejveétsi reprodukéni potencial.

Struktura datového souboru je nésledujici. Na kazdém fadku je zdznam pro urcity casovy okamzik.
Prvni éislo je ¢as, dalsich 25 ¢isel pak udava velikosti populaci jednotlivych druhu paraziti v daném
case. Casovd zévislost populace kazdého druhu parazita je tedy popsdna sadou dvojic (t;, Xi), kde cas t;
pochaézi z prvniho sloupecku a okamzita velikost populace X; pochéazi ze sloupecku prislusného danému
druhu parazita. Index ¢ = 1,2, ... N probihd datové body, v naSem piipadé je jich N = 1001.

Casové zavislosti prolozime modelem exponencidlniho ristu

X(t) = Aebt, (1)
kde A a b jsou konstanty pro dany druh. Logaritmovanim je mozné ¢asovou zavislost prevést na linearni
InX(t) =InA+0bt (2)

s parametry a = In A a b. Ty uréime pomoci metody nejmensich ¢tverci. Odchylku modelu a datovych
bodu pfitom charakterizujeme sumou ¢tvercu odchylek

N
S(a,b) =Y (a+bt; —InX;)%. (3)
=1



zavislou na hodnotéch a, b. Snazime se nalézt hodnoty parametru a, b, které dévaji nejmensi 3(a,b).
Pro takové hodnoty budou splnény podminky pro minimum funkce ¥(a, b) ve tvaru

om_, om
da ob

z nichz 1ze po kratkém vypoctu odvodit soustavu linearnich rovnic pro hledané a, b ve tvaru

0, (4)

N N
aN +bY t;=>» InX;, (5)
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ji muzeme uvést do kompaktniho maticového tvaru
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a nalézt feseni Cramerovym pravidlem:
1

“ n Det

(SQLO — SlLl) y b (SoLl — SlLo) s kde Det = S()SQ — S% . (9)

Pro jednotlivé druhy parazita vypoctéte z piislusnych datovych sad {(tuXi)}i]L pomocné veli¢iny
definované rovnici (7) a pouzijte je v rovnici (9), abyste ziskali hodnoty parametru A a zvlasté b.
Dostanete tak 25 hodnot koeficienti exponencidlniho rastu b. Nalezenim nejvétsi z nich pak identifikujte
nejnebezpecnéjsiho parazita, jehoz populace za néjaky cas zcela prevazi.

6. Vyhodnocovani spektralnich pika

Obdrzené datové soubory x001.dat, x002.dat, atd. obsahuji jednoduchd spektra I(w), to jest zavislosti
intenzity na frekvenci zadané sadou dvojic hodnot w a I. Kazdé spektrum se sklada z jednoho piku
popsaného gaussovskym profilem

I(w) = Ipax €xp [— (1)
ktery je mirné zasumény. Hodnot w je vzdy 1000, jsou uspofadané vzestupné, ale nejsou ekvidistantni.
Vasim tkolem bude nalézt polohy téchto piku a a jejich §itky o pro jednotlivé soubory. K tomu pouzijete
jednoduchy zpusob odhadu naznaceny néasledujicim schématickym obrazkem, ve kterém jsou body
obsazené v datovém souboru znazornény plnymi krouzky.
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Parametr a budete odhadovat jako polohu wy, bodu, ktery mé maximalni intenzitu. Déle urcite tak-
zvanou §itku piku v poloviéni vysce oznacovanou jako FWHM (z anglického ,,Full Width at Half Maxi-
mum*). Najdete polohu wy, prvniho bodu zleva, ktery prekroc¢i polovinu intenzity v maximu tedy Iy, /2
a polohu wg posledniho bodu napravo od maxima, jehoz intenzita jesté neklesla pod I, /2. Rozdil téchto
poloh wgr — wy, priblizné odpovida FWHM, které v piipadé gaussovského profilu souvisi se o vztahem

FWHM = 2v2In20. (2)

Vzhledem k diskrétnimu pokryti kiivky ulozenymi body bude odhad a i ¢ zatiZzen pomérné velkou
chybou. Presnéjsi ale znacné komplikovanéjsi zpusob odhadu by spocival v prolozeni datovych bodu
vySe uvedenou zavislosti, my se vSak omezime na popsany jednoduchy postup.

Ziskanou sadu dvojic (a, o) nakonec vynesete graficky jako body v roviné ac. Na zdkladé vysledného
grafu lze usuzovat na moznou korelaci mezi hodnotami a a o.

7. Smoluchowského jednorozmeérny model Brownova pohybu

V roce 1906 publikoval vyznamny polsky fyzik Marian von Smoluchowski v ¢asopise Annalen der Physik
své uvahy tykajici se Brownova pohybu [M. von Smoluchowski, Ann. Phys. 326, 756 (1906)]. Jeho metoda
rozboru tohoto jevu se zna¢né lisi od pristupu Einsteinova publikovaného v témze obdobi a dle auto-
je kvantitativni argument osvétlujici moznost ziskdni pozorovatelné rychlosti brownovskou ¢éstici i pfes
znacny kontrast jeji hmotnosti a hmotnosti ¢dstic, které na ni ze vSech sméru narazeji. Podstatu jeho
argumentu bychom mohli oznagit jako urceni stfedni vzdalenosti pfi jednorozmérné ndhodné prochazce.
Omezme se na jednorozmérny pohyb a uvazujme o brownovské ¢astici (zrnku pylu), na niz zleva i zprava
dopadaji vyrazné lehéi ¢astice (molekuly vody), které maji stejné hmotnosti i velikosti rychlosti. Kazdy
néraz zméni rychlost brownovské ¢dstice o Av. Nechf je ¢éstice na poc¢dtku v klidu. Odehraje-li se za
urCity cas np srazek s ¢asticemi pohybujicimi se pred ndrazem doprava a njy srazek s ¢asticemi pohy-
bujicimi se pfed nérazem doleva, bude vyslednd rychlost ¢astice v = (ng — nr) Av. Von Smoluchowski
predpokladal konstantni frekvenci srazek a stejnou pravdépodobnost narazu zleva i zprava. Za téchto
predpokladt narustd linedrné s ¢asem celkovy pocet srdzek N = ngr + ny, a pravdépodobnost pravé ng

nédrazu zleva je
1 /N
P = . 1
) =5 () )

Pramérna velikost vysledné rychlosti pak vychézi jako

N
(o = 3 Inn— (8 = mildw Plou) = e () Ao = (/25 o 2
2

nr=0
a je tedy znacné vétsi nez samotné Awv.

V této uloze se pokusime provéfit von Smoluchowského analytickou predpovéd numerickou simulaci typu
Monte Carlo, pti které budeme konat jednorozmérné ndhodné prochézky a provadét prumérovani pies
mnoho prochazek. Pro ptrehlednost polozime Av = 1. Jednim vykondnim nahodné prochazky budeme
rozumét sestaveni posloupnosti rychlosti vg, v1, v9, ... vy podle nésledujiciho algoritmu. Zacneme
s vp = 0. V kazdém kroku ndhodného kraceni pak vygenerujeme nahodné ¢islo r z intervalu [0,1) a na
zékladé jeho hodnoty uréime dalsi ¢len posloupnosti:

v + 1 okud r <
vk+1={ kTP (3)

vp—1 pokud r >

D= D=

Rychlost tedy se stejnou pravdépodobnosti vzroste i klesne, coz odpovida stejné pravdépodobnosti
narazu zleva i zprava. Vyse uvedené se opakuje, dokud posloupnost nedosdhne piedepsané délky. Vyko-
nejte Nyan ndhodnych prochdzek a uchovejte si pislusné posloupnosti {vg }4_,. Z téchto dat vypoctéte
aritmeticky prumér Ny hodnot |vg| pro pevné k. To proved'te pro kazdé k od nuly po N, vzniklé
pruméry vyneste do grafu zavislosti na k a srovnejte s funkei \/2k/7, kterou predpovidd von Smolu-
chowski. Doporucené hodnoty jsou N = 10000, Ny = 10, 100 a 1000.



8. Logistické zobrazeni

Logistické zobrazeni je jednoduchy predpis

T = Az (1 — xy), (1)

jehoz opakovanou aplikaci generujeme posloupnost redlnych ¢isel zg, z1, 2, ... z intervalu [0, 1]. Po-
sloupnost zavisi na pocdteéni hodnoté xy a parametru A, ktery se voli z intervalu [0,4]. Logistické
zobrazeni mé zajimavé matematické vlastnosti a je inspirujici pro teorii chaosu. V zavislosti na hodnoté
parametru A vykazuje posloupnost hodnot {z;}?°, rizné typy chovani — muze konvergovat k urcité
hodnoté, vykondvat po ustaleni oscilace mezi nékolika hodnotami nebo se chovat chaoticky. V této tloze
budeme popisované projevy numericky zkoumat.

Sestavte proto kod, ktery pro zadané A vygeneruje posloupnost zg, z1, ..., £y a uchova z ni sadu
poslednich n hodnot. Jako pocateéni hodnotu zg volte 0,3. Nastiadejte takové sady pro A pokryvajici
interval [0,4] rovhomérné N4 hodnotami a vykreslete je do grafu, na jehoz horizontdlni ose je A a na
vertikdln{ ose x. Z celkem n-N4 vykreslenych bodu vznikne takzvany bifurkaéni diagram logistického
zobrazeni. Pro kazdou sadu jesté urcete nejmensi a nejvétsi hodnoty Zmin, Tmax & prikreslete do bi-
furka¢niho diagramu zavislost Tpyin(A4) & Tmax(A). Pro findlni diagram pouzijte hodnoty N = 10000,
n =200 a Ny = 401.

9. Mechanicka energie sluneéni soustavy

Obdrzeny datovy soubor solarsys.txt obsahuje hmotnosti, soufadnice a slozky rychlosti nékolika
nejvyznamnéjsich objektti nasi sluneéni soustavy — Slunce, osmi planet a Pluta, které o svuj status
planety pfislo v roce 2006. Data byla ziskadna ze systému HORIZONS Jet Propulsion Laboratory do-
stupného ze strénky https: / / science nasa.gov / horizons system a plati pro 1.1. 2020 (0'00 TDB). Pfisluénei
sady objektu. Vasim tkolem bude na zdkladé idaju v souboru vy¢islit ptispévky do mechanické ener-
gie sluneéni soustavy: (i) kinetickou energii vzajemného pohybu a (ii) potencidlni energii gravita¢niho
pusobeni mezi uvazovanymi télesy.

Ozna¢me hmotnosti jednotlivych objektu m;, ¢ = 1,2,... N (v nasem piipadé N = 10), jejich polohy
r, = (r,y,2 ) a rychlosti 'vl = (vx, Uy, Vz);. Tyto hodnoty vjednotkéch kg, km a km/s tvofl’ obsah souboru

1 N
= — Z m;T; (1)
M =1
a ma rychlost
1 N
M =1

Zde M je celkovd hmotnost objektt, M = Zf\il m;. Snadnéjsim tikolem bude stanoveni kinetické energie
relativniho pohybu K tomu postaéi Vyéislit sumu pfl’spékal Zaloienych na relativnl’ch rychlostech Vﬁéi

1
miv? — 5MV2 . (3)

l\D\*—‘

N N
T = Zﬁml z_:

=1

Pii vypocétu gravitaéni potencidlni energie je tfeba zahrnout piispévky vSech paru téles, coz formélné
vyjadiuje dvojitd suma

N— N Gmem.s
Z PR (4

Kazdy parovy piispévek ma tvar soucinu gravitaéni konstanty G ~ 6,6743-10~4J-km-kg 2 a hmotnosti

téles, ktery je podélen jejich vzdalenosti. Vypoctéte vyse uvedené hodnoty T a U v jednotkach J. Jako



kontrola spravnosti vam poslouzi viridlovy teorém, podle kterého jsou ¢asové stiedni hodnoty kinetické
a potencialni energie stabilniho systému ¢éstic s gravitacni interakei svdzdny vztahem —2(T)/(U) = 1.
V naSem piipadé slozky celkové mechanické energie osciluji jen mirné, i pro vami stanovené okamzité
hodnoty T a U tedy bude pfiblizné platit —27/U ~ 1.

10. Stanoveni délky dne v priabéhu roku

V na8ich kon¢indch je obtizné si nevsimnout, ze délka dne se v prubéhu roku pomérné vyrazné meéni.
Délkou dne zde budeme v souladu s béznym chapanim tohoto pojmu rozumét dobu, po kterou se slunce
nachézi nad horizontem. V této tloze se ji pokusime priblizné predpovédét na zdkladé jednoduchych
geometrickych tdvah. Pii¢inou zmén délky dne je sklon zemské rotaéni osy, kterd neni kolméa na rovinu
obihani Zemé kolem Slunce, ale je od této kolmice odklonéna o thel «,, = 23,4 °. Ve dnech rovnodennosti
je osa rotace kolmé na spojnici Slunce—Zemé, v zimnim obdobi se nase severni polovina osy od Slunce
odvraci a v letnim obdobi privraci. Dny jsou tak pro nas v zimé kratsi a v 1été delsi nez 12 h.

0sa,
P . otaceni
Jarnl rovina
rovnodennost horizontu
-
-
letni zimni slunecni
k
slunovrat slunovrat , paprsky
rovnik
-
-
podzimni
rovnodennost

K popisu ro¢ni doby zavedeme thel ® podle levé ¢ésti obrazku. Pro jednoduchost ptredpokldadame
kruhovou drahu Zemé kolem Slunce a konstantni rychlost obihani. Cas budeme méfit v mésicich od
zacatku kalenddfniho roku a budeme pfitom ignorovat mirné odlisné délky jednotlivych mésicii. Uhel ®

pak bude vyjadfen vztahem
m + 0,31

b= o X 360°, (1)

kde m € [0,12] je vySe zminény Cas v mésicich od zacatku roku. Posuv o 0,31 zhruba vystihuje ¢asovy
rozdil mezi zimnim slunovratem a zacatkem kalenddiniho roku. Odklon zemské osy od sméru kolmého
na spojnici Slunce-Zemé oznaéime jako o (zndzornéno v pravé ¢asti obréazku). Lze ho uréit podle vztahu

sina = —sinayy, cos . (2)

Kladné znaménko o odpovida piivraceni severni polokoule. Pro vysku slunce nad horizontem 1 lze
odvodit rovnici
sin ¥ = cos a cos S cos p + sinasin 3, (3)

kde B je zemépisnd sitka a ¢ je 1hel ototeni Zemé od okamziku, kdy vidi pozorovatel slunce nad
horizontem nejvyse. Tato situace s ¢ = 0° je ukazdna v pravé Casti obrazku, pfiCemz pozorovatel je
predstavovan ¢ernou teckou. Thned lze nahlédnout, Zze maximélni ¢ je 90° + a — 3, odvozeni predchozi
rovnice pro ostatni ¢ je mirné narocnéjsi. Pii urcovani délky dne zohlednime ohyb paprska v atmosfére,
ktery zpusobi, ze pii vychodu ¢i zapadu slunce je slunce ve skutecnosti pod horizontem s odpovidajicim
thlem ¥y = —0,59°. Délku dne stanovime vypocétem mezniho ¢,, (absolutni hodnota ¢ odpovidajici
vychodu ¢i zapadu slunce) podle vztahu

sin g — sin asin 8

(4)

COS Py =
cos « cos 3



To poté prevedeme na délku dne pomoci

20m
T= X 24h. 5

360° (5)
Vasim tkolem je sestavit na zdkladé uvedeného popisu program, ktery vytvoii tabulku nebo graf délky
dne T v prubéhu roku, tedy pro m pokryvajici vhodnym poctem hodnot interval 0...12. Pfitom volte
B = 49,2° (zemépisnd Sitka Brna).

11. Rozdéleni ¢asti mezi radioaktivnimi rozpady jader ve vzorku

Izotop radonu 2??Rn podléhd rozpadu a a s polocasem rozpadu t; /2 ~ 3,82 dne se rozpada na izotop
polonia 2'8Po. Tento izotop je zvldsté nebezpeény, protoze se diky svému relativné dlouhému polo¢asu
rozpadu hromadi ve stavbach a pfi dlouhodobém pusobeni muze vyvolat rakovinu plic.

Radioaktivni vzorek obsahujici nékolik milionti atomit 222Rn byl po dobu nékolika minut sledovin Gei-
gerovym—Miillerovym detektorem, ktery v dané geometrii dokéazal zachytit tfetinu rozpadu. Okamziky
jednotlivych zaznamenanych rozpadu jsou ulozeny v souboru pulsesGM.txt (jako Casové jednotka jsou
pouzity sekundy). Obsah tohoto souboru je graficky zndzornén na nésledujicim obrazku. Jak je na prvni
pohled patrné, nejsou ¢asové odstupy mezi rozpady stejné. Pfesto vSak splinuji urcitd statisticka pravidla,
ktera v této tloze prezkoumame.

GM aktivita

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
t[s]

Jako prvni krok nactéte obdrzeny soubor, ktery obsahuje ¢asové znacky pro N, = 1000 rozpadu zazname-
nanych jako pulzy z Geigerova—Miillerova detektoru a stanovte IV, — 1 hodnot ¢asovych odstupt At mezi
sousednimi pulzy. Vypoctéte z nich aritmeticky prumér udavajici stfedni dobu mezi pulzy (At). Déle
z téchto hodnot sestavte nasledujicim postupem histogram pokryvajici interval odstupu At € [0, Atax]
stejné dlouhymi podintervaly v po¢tu N;: Prochéazejte jednotlivé odstupy At a pro kazdy z nich najdéte
celé cislo i takové, ze At spadé do intervalu [iAtmax /N, (i + 1) Atmax/Ny]. Osetient piipadu, kdy se At
rovnd nékterému z krajnich bodu intervalu, pfitom neni podstatné. Celkové pocty pulzi n; pro jednot-
livai=0,1,2,..., N —1 pak predstavuji hledany histogram. Kéd sestavte pro obecné Atmax a Ny a pii
vlastnim vypoctu pouzijte Atpax = 3s a Ny = 40.

(a) Ze zdkona radioaktivniho rozpadu lze odvodit, ze stfedni doba mezi rozpady je rovna

-
At) = — |
88 = 3=
kde konstanta 7 souvisi s polocasem rozpadu vztahem t;,5 = 7In2, N je pocet atomu ve vzorku a f
geometricky faktor, ktery uddva, jakou ¢ast rozpadu detektor zachyti. V nasem piipadeé je tedy f = 1/3.
Stanovte na zékladé skutetné hodnoty (At) ziskané zpracovanim souboru pulsesGM.txt hodnotu N.

(b) Vyneste histogram pro At jako graf tvoreny body se souradnicemi At; = (i + %)Atmax /Ny (stredy
casovych intervalu pouzitych pii tvorbé histogramu) a n;. Mél by se podobat klesajici exponenciéle.
V piipadé, Ze béhem experimentu viditelné nepoklesne pocet radioaktivnich atomu, lze pro histogram
odstupu odvodit pribliznou formuli

Atmax N N
n; ~ N, —= —f exp ——f At; ) .
N, T T

Vyneste tuto zavislost pro srovnani do jednoho grafu spolu se skute¢nym histogramem. Hodnotu N
potiebnou pro vyéisleni prevezméte z bodu (a).



12. Kochova vlocka

Svédsky matematik Niels Fabian Helge von Koch pfedstavil ve své préci z roku 1904 fraktalni kiivku,
ktera dnes nese jeho jmého. Tato kiivka je spojitd, nema vSak v zaddném bodé derivaci. Vasim tkolem
bude konstrukce variace na Kochovu kiivku znamé pod oznacenim Kochova vlocka. K tomu vyuzijeme
celkem sedm linedrnich zobrazen{ mezi body v roving, (z,y) — (2,%'), oznacenych jako Ly az Lg. Prvn{
z nich je dano vztahem

Lo (@y) = @)= (3o - 55v. fza+iy)
a odpovidé skalovani faktorem 1/4/3 a rotaci o 30°. Zbylych Sest zobrazeni danych vztahy
Li: (z,y) = (@)= (%x, %y) +p;  j=1,234,56
odpovida skalovéni faktorem 1/3 a posunuti o vektory p; z nasleduyjici sady:
p=(-4.+%) p=(+30), ps=(+5 +%).

b (h—h) mm(30) me (k)

Pro zkonstruovani obrazku Kochovy vlocky za¢néte s bodem (zg,yo) = (0,0) a provadéjte iteracni kroky

W=

(xna yn) - ($n+1ayn+1)

vzdy s pomoci jednoho zobrazeni ze sady Ly az Lg ndhodné vybraného pro dany krok. Nahodny vybér
provadéjte se stejnou pravdépodobnosti pro vSechna zobrazeni, tedy tak, aby vSechna zobrazeni méla
priblizné stejnou ¢etnost vyskytu pii provedeni mnoha kroku. Tim vznikne sada dvojic soufadnic (z,y),
které nakonec vykreslite jako body v roviné. Vhodny pocéet bodu k vykresleni je napi. 10°. V tomto
pripadé uz bude Kochova vlocka dobfe prokreslena a bude mozné pozorovat i jeji sobépodobnost.

13. Vydéislovani Fourierovy fady

Fourierovou fadou rozumime rozklad dané periodické funkce do fady trigonometrickych funkeci se stejnou
periodou. V této tloze se budeme zabyvat Fourierovou fadou funkce popisujici tzv. obdélnikovy signal.

Tato rada ma tvar [ ]
4 X sin(2k — V)7
f@) =22 — 51

k=1

(a) Omezenim sumy pies k na koneény pocet prispévku do zadaného kpax ziskdme aproximaci ob-
délnikového signdlu. Vycislenim sumy s kmax = 5, 20 a 100 vypoctéte tuto aproximaci na intervalu
T € [—%,—kg], sestrojte odpovidajici grafy a posudte na zakladé nich konvergenci Fourierovy rady.
Grafy je tfeba sestavovat s dostateéné jemnym krokem v .

(b) Jednoduchy tvar Fourierovy fady umoznuje snadno konstruovat derivace k zadanym funkcim nebo
naopak jejich primitivni funkce. Integraci vyse uvedené fady ¢len po ¢lenu tak ziskdme primitivni funkci
k obdélnikovému signalu ve tvaru

[(2k — 1)7z]

:/f(x)d i (2k — 1)2

a primitivni funkci této primitivni funkce ve tvaru

://f(x)d _ igi i 22:_11 ]

(f je tedy druhou derivaci funkce go a zaroven prvni derivaci funkce g;). Proved'te s témito Fourierovymi
fadami tytéz tikony jako v ¢ésti (a).




14. Pfesna perioda matematického kyvadla

V harmonické aproximaci je perioda pohybu matematického kyvadla dana pfibliznym vztahem

| L
Tharm =2my | — )
g

kde L je délka kyvadla a g tthové zrychleni. Chceme-li ur¢it pfesnou periodu 7', musime stanovit korekéni
faktor zavisejici na thlové amplitudé kmitl g a urceny integralem

w/2
do %0

vnémz k =sin-—.

Ny -
T ) \/1—k2sin?9 2

0

Tento faktor udava pomér skuteé¢né periody a periody ziskané v harmonické aproximaci, skuteéna pe-
rioda je tedy rovna T = @ Tharm- Lze otekdvat i snadno nahlédnout na zakladé uvedeného vzorce, ze
pro malé amplitudy kmitu ¢o bude korekéni faktor blizky jedné a s rostoucim ¢y se bude od jedné
vzdalovat. Integral vystupujici ve vyrazu pro korekéni faktor se dd vyjadrit pomoci specialnich funkci,
tzv. eliptickych integral, my v8ak zvolime jednoduché numerické vycisleni.

Vasim tkolem bude sestavit program, ktery spoc¢ita a vypiSe hodnoty korekéniho faktoru a zaokrouhlené
na Sest desetinnych mist pro ¢g od 0° do 90° s krokem 1°. K vypoctu integrilu pouzijete lichobéznikové
pravidlo, které rozdéli integracni interval na N stejnych dila a aproximuje hodnotu ur¢itého integralu
sumou

b —a
[ @ = T [Le0) + flan) + Flan) + Flas) ot Flaw) 4 b))

Jednotlivé délici body maji vyjadieni ; = a + (b — a)i/N, body 9o = a a xy = b splyvaji s konci
integra¢niho intervalu. Tento obecny tvar adaptujte na nas pfipad s @ = 0 a b = 7/2. Pfi aplikaci
lichobéznikového pravidla pocitejte s N = 100, tato volba s velikou rezervou zajisti dostate¢nou piesnost
vysledku. Pozor, v uvedenych vztazich vystupuje ¢g v radidnech, ale vypisované hodnoty budou ve
stupnich, je tedy tfeba provést ptislusny prevod.

15. Rutherfordav experiment

Namétem této tlohy je slavny Rutherfordiav experiment, ktery ukédzal, ze kladny nédboj je v atomu
soustfedén do velmi malého objemu (atomového jadra), a vyvratil tak predchozi predstavu zalozenou
na ,pudinkovém® modelu J. J. Thomsona. Pokusime se tento experiment velmi hrubym zptsobem
simulovat pomoci numerického reseni piislusnych pohybovych rovnic. Budeme uvazovat o pohybu kladné
nabité ¢astice (v Rutherfordové experimentu to byla ¢astice a), kterd se pohybuje pod vlivem potencidlu
kladného ndboje rovnomérné rozprostieného v kouli o poloméru R (ta predstavuje jaddro atomu). Toto
rozlozeni naboje se vyznacuje intenzitou elektrického pole, kterd miti ze stfedu koule a jejiz velikost je
dana vztahem

Q r

= <

dmeg R3 rs ki,
B0y =40

— R

4meg 72 R

kde @ je velikost nadboje. Pohyb zkuSebni ¢astice o hmotnosti m a naboji ¢ by se tedy ridil diferencialni
rovnici )

d=r

m—s =qE(7).

g = IEr)
Pro zjednoduseni budeme ignorovat fyzikalni jednotky a cely déj se bude odehrdvat v roviné zy, jak je
naznaceno v obrazku. Tim se pohybové rovnice zredukuji na dvojici

dz x d%y Y

dt?2  max(r3, R3)’ dt2 ~ max(r3, R3)’

pricemz pomocnd funkce max(a,b) vraci vétsi hodnotu z ¢isel a a b. Tuto soustavu budeme fesit jedno-
duchou Eulerovou metodou podle nésledujicitho postupu.
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Polohu a rychlost ¢dstice v ¢ase ¢t = 0 uddvaji pocatecni hodnoty =@, y©), véo) a ,Uéﬂ)_ Od tohoto
pocétecniho okamziku kondme malé asové krucky o velikosti At, které poskytnou slozky polohy z(™),
y(™ a rychlosti vén), vl(/n) v ¢asech t = n At, kde n = 1, 2, 3 atd. Na zacatku kazdého krticku vypocteme

slozky a;, a, okamzitého zrychleni ¢astice podle vztahu

X
Uy = ay = Y T:V$2+y27

max(r3, R3)’ max (73, R3)’

do kterych dosadime aktudlni hodnoty z(™ a y(™). Takto vypoctené zrychleni ndsledné uplatnime ve
vztazich

or ) — () g AL,

U?(J”H) = vé") +ayAt,

2D — ) AL

které nds posouvaji z ¢asu t = nAt do ¢asu t = (n + 1)At. Vypocet slozek okamzitého zrychleni a
aplikaci predchozich vztahu neustéle opakujeme a tim vznikaji posloupnosti hodnot soufadnic a slozek
rychlosti v uvazovanych ¢asovych krocich.

S vyuzitim uvedeného postupu vypoctéte a vykreslete trajektorie rovnobézného svazku ¢astic dopa-
dajiciho do oblasti jadra jako v obrazku. Pouzijte pfitom pocateéni podminky s pevnymi hodnotami
vg(co) =1, véo) =0, 29 = —20 a sadou hodnot y© = k —1—% s celo¢iselnym k£ = —10, -9, -8, ..., 8,9
(tedy celkem 20 ruznych trajektorii). Vypocet provedte pro hodnotu parametru R rovnou 1 (obréazek
bude pfipominat obvykly nacrtek trajektorii v Rutherfordové experimentu) a 5 (tento piipad pfipomene
spiSe pudinkovy model). Jako ¢asovy krok zvolte At = 0.05 a téchto kroku proved'te pokazdé 1000.
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