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1. Vodni hodiny

Pomalé vytékani vody malym otvorem z objemné nadoby lze vyuzit k pfibliznému odmérovani ¢asovych
intervali. Na tomto principu byla zalozena napftiklad starorecka klepsydra. Zejména kvuli silné teplotni
zavislosti viskozity vody je ovSem presnost téchto hodin zna¢né omezena a hodi se jen pro orientacni
méfeni. V této tloze prozkoumame jednoduchy model vodnich hodin, ktery viskozitu radéji zcela za-
nedbava.

Uvazujme o vodnich hodindch vyobrazenych napravo. Maji podobu
zavéSeného trychtyie, z néjz malym otvorem ve spodni ¢asti vytéka voda.
Oznac¢ime-li jako h okamzitou vysku hladiny nad vytokovym otvorem, je
vytokové rychlost ddna Toricelliho vztahem v = /2gh, ktery plyne pifmo
z Bernoulliovy rovnice. Déle je tieba spojit objem vytékajici vody s pokle-
sem hladiny. Nage hodiny maji rotaéni tvar s polomérem kruhovych prufezu
v ruznych vyskach predepsanym funkei r(h). Je-li plocha vytokového otvoru
S, je rychlost poklesu hladiny rovna vytokové rychlosti vyndsobené pomérem
ploch S a 772, kde r je r(h) pro aktudlni vysku h. Casové zavislost vysky
hladiny se pak #{d{i diferencidlni rovnici

dh S
E = ) \/29h.

r
Pocitejme s konkrétnim profilem r(h) = Rtanh(h/H), od kterého se
odchylime jen v zanedbatelné malé oblasti pobliz vytokového otvoru. Potom
vyse uvedend diferencidlni rovnice nabyva tvaru

dh Sv2gh

dt ~ 7R2tanh®(h/H)
Vyraz na pravé strané diferencidlni rovnice byl pro jednoduchost dalstho zdpisu oznacen jako funkce
vysky hladiny symbolem f(h).

Vasim tkolem bude pro hodnoty S = 1 mm? = 107%m?, g =981 m-s2, R=007m, H = 0,05m
a pocatecni vysku h(t = 0) = 0,085 m stanovit ¢asovou zavislost hladiny vody. Uzijete k tomu jednodu-
chou Eulerovu metodu s pevnym ¢asovym krokem At popsanou v nésledujicim. Tato pfibliznd metoda
poskytne posloupnost okamzitych hodnot vysky hladiny h, = h(t,) v ¢asovych okamzicich ¢, = nAt,
kde n =0,1,2,3,... V pocatecnim case ty = 0 zac¢indme s vychozi vyskou hg = h(t = 0). Abychom se
posunuli do nésledujicitho okamziku t; = At, budeme pfedpoklddat, ze rychlost zmény vysky hladiny
dh/dt je v ramci kratkého intervalu mezi ¢y a t; pfiblizné konstantni a vezmeme pro ni na zékladé dife-
rencidlni rovnice hodnotu f(hg). Za tohoto predpokladu bude vyska v ¢ase t; rovna h; = hg + f(hg)At.
Tuto dvahu opakujeme i v nésledujich krocich — rychlost poklesu hladiny v ¢asovém intervalu ¢, az
tnt1 = tn + At odhadneme jako f(h,) a tim ziskdme ptredpis pro zménu vysky

i1 = b + F(hn)At.

Postupnym aplikovanim tohoto predpisu se ndm vytvari posloupnost okamzitych vysek hladiny h,, v jed-
notlivych ¢asech t,. Vypocet ukon¢ime, jakmile vyjde nulova nebo zaporné vyska hy;. Piislusnd hod-
nota t,, 1 pak je ptiblizny okamzik, kdy vSechna voda vytece, a mtizeme ji chdpat jako dobu odméfovanou
nasimi vodnimi hodinami. Pfi vypoc¢tu pouzivejte zakladni SI jednotky a zvolte velikost kroku At = 0, 1s.
Vysledek muzete zachytit jako tabulku dvojic hodnot t,, h,, nebo pfimo jako graf zdvislosti h na t.

= f(h).

2. Aitkenova 62 metoda

Aitkenova 62 metoda je jednou z nejznaméjsich metod urychleni konvergence éiselné posloupnosti.
Spociva v transformaci puvodni posloupnosti s, (n = 1,2, 3,...) nanovou posloupnost ¢, (n = 1,2,3,...)
podle predpisu

(Sn+1 — Sn)2
(8n+2 = Snt1) = (Snt1 — 8n)

t, = 8, —



kterym se snazi vystihnout a ,uspiSit® trend posloupnosti s,. Limity posloupnosti jsou stejné, tedy
limy,— 00 S = limy, 00 tr, konvergence posloupnosti ¢, je ovSem za piiznivych podminek vyrazné rychlejsi
nez s,. Metodu popsal v roce 1926 Alexander Aitken, po némz nese své jméno, prvni zdokumentovanou
aplikaci této metody je ovSem vypocet ¢isla 7, ktery provedl japonsky matematik Takakazu Seki (16427
1708), jehoz piinos pro tehdy nezivisle rozvijenou japonskou matematiku lze srovnévat s vyznamem
Leibnize ¢i Newtona v matematice evropské. Na zminénou aplikaci se zaméii i nase tloha.

Cislo 7 lze aproximovat pomoci obvodu pravidelného
N-thelniku vepsaného kruzici o jednotkovém poloméru (viz
obrazek zndzornujici ptipad s N = 8). Obvod tohoto itvaru
je dén vztahem

2sin —

LN:2NSin%.

V limité N — oo pravidelny N-thelnik splyva s opsanou
kruznici, jeho obvod tedy bude konvergovat k 27. Odtud
dostavame vztah

1 s
m= lim —Ly= lim Nsin—.

N—oo 2 N N—o0 N
Takakazu Seki nemél moznost primého vyéisleni funkce sin a musel postupovat komplikované a pracné,
my toto vyéisleni pro jednoduchost pienechdme pocitaci.

(a) Nejprve jednoduchym zpusobem prozkoumame rychlost konvergence uvedeného postupu. Pro N =
3,4,5,6,...100 vypoctéte hodnoty Ly a znizornéte je v grafu zavislosti na 1/N2, t.j. pouzijte v grafu
jako horizont4ln{ soufadnici 1/N? a jako vertikalni L. Méli byste dostat ptiblizné linearn{ trend, protoze
pomoci Taylorova rozvoje funkce sin lze snadno nahlédnout, ze plati

T m 1 /73 1
Ly =2Nsin — ~ 2N ——f(—) =21 — — —.
N N [N 6 \N ] TN

Chyba aproximace &isla 7 tedy bude klesat jako 1/N2.

(b) Pfi vypoctu ¢isla m Takakazu Seki postupné vyéisloval obvody mnohothelniki s N = 2", z nichz
poté urcoval ¢islo w. Oznacme ¢leny piislusné posloupnosti s, = %Lgn. Sestavte program, ktery vypiSe
Sppron =2,3,4,...,20 a také ptislusné t,, vypoctené podle vyse uvedeného Aitkenova vztahu. U obou
¢isel vypisujte i jejich odchylky od ¢isla 7 a presvédcte se tak, ze t, vskutku konverguje k m mnohem
rychleji nez s,.



