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1. Trojkat i pentagram Sierpinskiego

V této tloze budete na zékladé jednoduchych pravidel konstruovat slozité rovinné obrazce fraktalni
povahy, kterymi se ve svych pracech zabyval polsky matematik Wactaw Sierpinski (1882-1969). Zakladem
postupu bude pravidelny N-thelnik, jehoz vrcholy lezi v bodech

T 27

Vi = (VUgk, Uyk) = (COS @p, siny) , gok:§—|—ﬁl~c, k=0,1,2,...,N —1.
Obrazec bude dan posloupnosti bodu (z;,y;), j = 0,1,2,3,... ziskdvanych jako vazeny primér pred-

choziho bodu posloupnosti a ndhodné vybraného vrcholu N-tuhelniku. Formélni predpis zni
zjiv1 =1 =7r)zj+roee, yir1=0-7)y +rog,

kde k je ndhodné vybirané z mnoziny {0,1,2,..., N — 1} pro kazdé j zvlast. Parametr r vstupujici do
vazeného pruméru se v prubéhu iteraci neméni. Prvni bod (xg,yo) se obvykle voli jako ndhodny bod
z vnitiku N-thelnika, my pro jednoduchost vezmeme (zg,yo) = (0,0).

1. Zkonstruujte prvnich 100000 ¢lent uvedené posloupnosti bodd pro N = 3 a r = 1/2. Prvnich 100
¢lentt vynechejte a zbyvajici vykreslete jako body v roviné. Vznikne tim znamy Sierpiiiského trojahelnik.

2. Zkonstruujte prvnich 100000 ¢lentt uvedené posloupnosti bodit pro N =5 a r = (v/5 — 1)/2. Prvnich
100 ¢lent vynechejte a zbyvajici vykreslete jako body v roviné. Vznikne tim Sierpiiiského pentagram.

3. V poslednim tkolu zménime pravidlo pro ndhodny vybér vrcholu N-tthelnika pouzitého v ramci
vazeného praméru. Zatimco diive byla v kazdém kroku povolena vSechna k z mnoziny {0,1,2,..., N —
1}, nyni vybirejte sice opét nédhodné, ale vynechéavejte vzdy to k, které bylo pouzito v predchozim
kroku. Zvolte N = 5 a r = 1/2 a opé&t vykreslete obrazec vznikly z prvnich 100000 ¢lenti posloupnosti
s vynechanim prvnich 100.

2. Vyroba palenky

Tradi¢nim postupem pri vyrobé palenky je destilace. Kofeny samotné destilacni metody oddélovani
a Cisténi latek sahaji az do starovéké Mezopotamie, k vyrobé palenky se ovSsem zacala pouzivat pravdé-
podobné pozdéji. Prvni jasna zminka o destilaci alkoholu pochazi od arabského chemika Al-Kindiho, ktery
zil v 9. stoleti naseho letopoc¢tu v Irdku. Z arabského svéta se destilace alkoholu rozsitila do Evropy, kde
zhruba ve ¢trnéctém stoleti doslo ke zna¢nému rozvoji vyroby palenky jako lé¢ebného prostiedku proti
moru. V této dloze se budeme zabyvat procesem jednoduché destilace, pfi které vaiime vodny roztok
etanolu (a mnoha dalsich latek) a vzniklé pary nechéavame kondenzovat. Pfedevsim pujde o vy¢cisleni
koncentrace etanolu v destilatu v zavislosti na jeho koncentraci v destilované smési.

Zjednoduseny kvantitativni popis je mozny na zakladé tvah o rovnovaze dvouslozkové kapalné smési
etanol-voda a jejich par. Zakladni rovnici je rovnice pro var:

Patm = le(mx) p’f(t) + (1 - 1‘) 72(t7$)p§(t)' (1>

Tato rovnice zachycuje vyrovnani atmosférického tlaku paym a tlaku par, pii kterém nastane intenzivni
tvorba bublin. Dva pfispévky na pravé strané jsou parcialni tlaky par etanolu a vody, které spolu vytvareji
celkovy tlak par. Kazdy z pfispévkil zavisi na molarnim podilu etanolu x € [0,1] a teploté t. Vstupuji
do nich: teplotné zavisly tlak nasycenych par nad ¢istym etanolem pj(t), vodou p5(t) a tzv. koeficienty
aktivity v1(t, x), ya(t, z), které zavisi na x i t. Pro dany podil etanolu = dava FeSeni rovnice (1) teplotu
varu t. Za predpokladu idealnosti plyna je potom molarni podil etanolu v parich uréen jeho parcialnim
tlakem. Po kondenzaci par tedy dostaneme destilat s molarnim podilem etanolu
*

Patm

P1i vypoctu budeme tlaky nasycenych par modelovat vztahem

B; :
pi(t) = A;exp <—O n ) , i=1,2, (3)



ktery formuloval francouzsky inZenyr Louis Charles Antoine v roce 1888. Koeficienty aktivity lze odhad-
nout napiiklad na zakladé Wilsonova modelu. K tomu je tifeba vypocist hodnoty

o1 1 Q2
! HeXp< to+t)’ 2 /@eXp< to+t>’ (4)
kde k oznacuje pomér molarnich objemi kapalné vody a etanolu. Pomoci nich pak uréime
A A
Br=z+Ml-w), fo=l-z+hw, A=_———2 (5)
B Be
které néasledné vstupuji do vztahi pro koeficienty aktivity
1 1
Yt x) = 3 exp[A(L—z)],  7a(tz)= % exp(—Ax), (6)

PouZijeme nésledujici hodnoty parametrii pro Antoineovu rovnici (3)

Ay =21.80 GPa, Bj = 3803.98°C, C; =231.47°C  (etanol)
Ay =11.86 GPa, B, =3816.44°C, C, =227.02°C  (voda)

a pro Wilsoniv model (4), (5), (6):
a; = 163.7°C, ag = 480.0°C, x = 0.308.

Modelové parametry jsou zaloZeny na simulaci dostupné na https: //checalc.com /solved /binary vle.html.
Teplota t je méFena v °C. Konstanta ¢ty = 273.15°C vystupujici v rovnicich (4) slouzi pouze k prevodu
na termodynamickou teplotu. Atmosféricky tlak ma hodnotu pam = 101.325 kPa.

Vasim tkolem bude sestavit program, ktery nalezne vztah mezi moldrnim podilem etanolu v destilované
smé&si (veli¢ina z) a v obdrzeném destilatu (veli¢ina y). Sledujte pfitom niZe uvedeny postup, ktery
se vyporadava s feSenim transcendentni rovnice (1) velmi jednoduchym itera¢nim zptisobem. Rovnici
pritom tesi vzhledem k x pro pevné t.

Prochazejte sadu teplot ¢ z intervalu 78.4°C az 100.0°C (Ize zvolit napiiklad 100 ekvidistantnich hodnot).
Pro kazdou hodnotu teploty ¢ podniknéte nésledujici kroky:

1. Nejprve vypoctéte pi a p} na zakladé rovnice (3).
2. Jako pocatecni odhad v; a 2 zvolte v = v2 = 1.

3. Odhadnéte & pomoci vztahu
. *
= patn: ’YZPE (7)
Y1P1 — V2Po
vychazejiciho z rovnice (1), do kterého dosadite aktualni hodnoty.

4. Vypoctéte za pouZiti ziskaného x hodnoty 71 a 2 na zakladé rovnic (4), (5) a (6). Jako novy odhad
~1 dale poslouzi aritmeticky primér pravé vypocteného ¢&isla a predchoziho odhadu ;. Stejnym
zpisobem aktualizujete hodnotu ~s.

Dvojici kroktt 3 a 4 mnohokréat opakujte, hodnoty x, 71 a 2 se tim budou pribézné zpfeshovat. Pro za-
dané parametry je vyzkouSeno, Ze po padesati opakovanich jsou jiZz hodnoty dostatecné ustalené a rovnice
(1) je splnéna s dobrou pfesnosti.

5. Vypoctéte prislusnou hodnotu y z rovnice (2), to jest y = xy1p}/Patm-

6. Uchovejte si trojici hodnot ¢, x, y jako jeden datovy bod.



Na konci postupu budete mit sadu trojic hodnot ¢, x, y, které spliuji rovnice (1) a (2). Ze ziskané sady
hodnot vytvoite graf x — y, tedy hledanou zavislost y na x. Toto bude hlavni vysledek, ktery graficky
zachycuje u¢innost destilace. Zajimavé jsou rovnéz grafy x — ¢ (kiivka teplot varu) a y — ¢ (kondenza¢ni
kiivka). Nasledujici grafy vam poslouZzi pro kontrolu:
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Poznamka: V tloze pocitame s molarnim podilem etanolu. Prakti¢téjsi by bylo pracovat s jeho ob-
jemovym podilem. Ten je napiiklad udavin na prodavanych lihovinach. Prepocet mezi molarnim x,,
a objemovym xy podilem lze pfiblizné provést podle vztahu aj‘jl —1=r(z;! —1).



