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TRK sumacni pravidlo

Thomas-Reiche-Kuhnovo (TRK) sumacéni pravidlo je odvozené v ramci
nerelativistické kvantové mechaniky z obecnych princip(, které tvofi jadro teorie.
Ptedpokladejme hamiltonian uzavieného systému v nasledujici formé:

Ne+Np A A Ne+Np
A k
Hy = 2 2 : 7 99
= mj i meo|F; — F|

kde t; = (%, 3;,2) a p; = (Pxj, Pyj, P+j) jSOU vektorové operatory polohy a hybnosti j-té
Castice, pro které plati (postulat) Heisenbergovi relace neurcitosti:

%, pu] =ik, [ypyl =ik,  [5,py] = ih.
Specialni tvar hamiltonianu, tj. Ze ho mizeme psat jako soucet kinetické a potencialni

energie, kde prvni z nich zavisi pouze na p; a druhd je funkci t;, ndm umozni napsat
nasledujici komutatorové relace:

. im; o~ . . imj o~ N
Py = #[me./], Py = #[HOJ/L Py = h U Ho, ).
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Thomas-Reiche-Kuhnovo (TRK) sumaéni pravidlo

TRK sumacni pravidlo

Déle predpokladejme, Ze |i) a |f) jsou libovolné vlatni stavy hamiltonianu A a E; a Er
jsou odpovidajici vlastni energie:

Holiy =Eli)y and  Hlf) = Elf),

pro které plati relace Uplnosti:
doIng=1.
7

Na zakladé pfedchozich vztahi mizeme napsat nasledujici identitu pro operatory
libovolné Gastice j:

o= Gl = il pal) lﬁz( il 1) flbsli) = (ilpslf) (1510 )
= 25 (Gl o, 5]l - i S el ))
!
2mj

= 52 2 E = ENGIXIN 1% hzZEf D%

f
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TRK sumacni pravidlo

Tato identita mUze byt vyjadfena taktéz pomoci operatoru momentu dané Castice:

) f#i
2 S (B - B ) wa ~1.

f

Pfedchozi vztahy byly vztaZzeny k operatordm jedné ¢astice. Definujme celkové
operatory hybnosti elektron( p.. a jader p,, nasledovné:

ﬁxe - Z ﬁxj a ﬁxn - Z ﬁxj:
J€Eelectrony Jj€Ejadran
které nam umozni definovat nasledujici sumy:’

f#i

s
Z \(f|l7ve\ -N., a Z |(f\Pxn _N,

kde N. a N, jsou celkové poéty elektronu a jader n.

"H. A. Bethe, E. E. Salpeter, Quantum Mechanics of One- and Two-Electron Atoms, Springer-Verlag, Berlin,
1957
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Thomas-Reiche-Kuhnovo (TRK) sumaéni pravidlo

TRK sumacni pravidlo

Veligina f;:
. ka

= 2yl = 1Pl

o mi Ef —E;

se nazyva sila oscilatoru ¢astice typu k (elektron a riizné druhy jader) a ma tu
vlastnost, ze pocita celkovy pocet danych cCastic.
Pro dany systém potom mzeme psat rizné TRK sumacni pravidla

f#i f#i

k 2 ‘<f|15xk|i>|2
§ K — E =N k= 1,n2,...
- f;f - N Ef E; ks e,nl,nz,

@ |i) je libovolny stav a s€ita se pfes vSechny mozné existujici |f) stavy

@ sila oscilatoru mize nabyvat jak kladnych (E; — E; > 0), tak zapornych hodnot
(Ef — E; < 0)

@ energie E; u kone¢nych systému nenabyvaji pouze diskrétnich hodnot, ale mohou
tvofit i kontinuum

@ u velkych systému (nekoneénych) energie tvori pasy
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TRK sumacni pravidlo

Ve smyslu distribuéni funkce Ize definovat funkci sily pfechodu nasledovné
s .
Fi(E) = 5, > fil0(E; — Ei — E) + (Ei — Ef — E)] .
f

Potom TRK sumacni pravidlo ma nasledujici integralni formu:

o N
/ F(E)E = — = M,
, %
kde A je hustota k &astic.2

@ TRK sumachni pravidlo v obou formach je kvantové mechanicka identita zalozena
na zakladnich postulatech.

@ Jak toto sumacni pravidlo oveéfit?
@ Je mozné méfit oscilatorové sily nebo funkce sily pfechodu?

@ Jak TRK sumacni pravidlo souvisi s dielektrickou odezvou a klasickym sumacnim
pravidlem?

2D. Franta, D. Negas, L. Zajitkova, Application of Thomas—Reiche—Kuhn sum rule to construction of
advanced dispersion models, Thin Solid Films 534 (2013) 432—441
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Fermiho zlaté pravidlo

K neporusené ¢asti hamiltonianu pfiddme Casové zavislou ¢ast vyjadrujici interakci
svétla se systémem, tzv. interakéni hamiltonian:

Ne-+N

- ~ A ~ N 1 1(KE: — % —i(kb:i—

H=Hy+ () =H+ > g5 [Ee (k=) 4 e (M “”)] ,
=2

kde svétlo je popsané klasicky. Pro jednoduchost si zvolme soufadny systém
nasledovné:

E=(40,00), k=00k), k=O+ikh, k=>="2

Ay amplituda elektrického pole

n index lomu

k extinéni koeficient

ko velikost vnového vektoru ve vakuu

Z konstrukce interakéniho hamiltonianu je vidét, Ze jsme pouzili aproximaci pro
vyjadreni stfedni hodnoty lokalniho pole jako v klasickém pfipadé, tj. (Eix) = E.
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Fermiho zlaté pravidlo

Fermiho zlaté pravidlo

Interakeni hamiltonian ma potom tvar:

Ne+Np A
lnt Z ‘Ijx, 0{ [(n-ik)kozj— w/]_|_e i[(n+ik)koz /—wl]}

Casové zavisly interak&ni hamiltonian zptsobi, Ze systém piechazi (osciluje) ze stavu
i) do stavu |f) a obracené, pficemz si s EM polem vyménuje energii hw = Ef — E; S
jistou pravdépodobnosti za jednotku ¢asu.

Fermiho zlaté pravidlo tuto pravdépodobnost definuje nasledovné:

2w ..
Wi (w) = ?Kﬂwim‘z‘S(Ef —Ei £+ hw),

kde operatory w (z) se nazyvaji operatory poruchy:

~ —iwt

Woe Y 4 e = Hin(t).
Potom energie emitovana/absorbovana systémem za jednotku ¢asu (vykon) n
frekvenci w je:
f#i
Pi(w) = hwWe (w) = 21w Y _ |(flve|i)*6 (B — Ei — hw) .
f
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Dipélova aproximace

Dip6lova aproximace

Poruchové operatory miizeme v ramci dipolové aproximace nahradit nasledovné:

Netth 3 . Ne+Ny
- 2 : 4i%A0 inritykey . drAo ~ .
wE—= Te( )OJN 2 ) dx: E qjXj
j=1 j=1

kde d, celkovy dipolovy operator systému.
Vykon emitovany/absorbovany na frekvenci w je potom Gmérny frekvenci, intenzité
svétla a druhé mocniné dip6lového maticového elementu:

f#i
P(w) = 50AG Y |{f1dudi) PO (Ey — Ei + huo),
f

respektive Umérny intenzité svétla a sile oscilatoru daného pfechodu:
o 17 [
. MY e 2 .
Pi(w) = %Ag > (Er — Ei)|(flddi)P6(Er — Ei + hw) o< A3 > fir 6(Ey — Ei + hw) .
f f

Srovnejte s oscilatorovymi silami f; a f; definovanymi v souvislosti TRK sumou.
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Absorbovany vykon ve vzorku (v prostorovém elementu, kde plati dipélova
aproximace) tedy miZzeme psat nasledovné:
fHi
P(w) =P (w) = Py(w AoZI(f\dl [0(Ef — Ei — hw) — 6(Ey — Ei + hw)] .

Stejny vykon mGzeme vyjadfit pomoci intenzity svétla vstupujiciho a vystupujiciho z
tohoto elementu:

1(0) — I(L,
Plw) = Ay 1(0) — 1(L)] = IO 1)
— > anebo lépe P(w)=VI'(0) pro L, —0.
Ay Intenzitu svétla vyjadfime jako ¢asové vystredovany
- PoyntingUv vektor pro rovinnou tlumenou vinu:
10) g ()
1(z) = S.(1) = E.()H, (1) = "EZ‘WA2 e Mot = e,

Derivaci pfedchoziho vztahu dostaneme vztah mezi absorbovanym vykonem a
imaginarni ¢asti dielektrické funkce:

P(w) = Va(w)k(w)eockodl = VLD 42
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

V ramci dip6lové aproximace dielektrickd funkce uzavieného systému je
reprezentovana jako soucet netlumenych oscilatord:

f#
S(E) = 5 S I P 88 — B~ B) — 0(5i— B~ E)]
3

kde redlna ¢ast muze byt ziskana pomoci KK relaci:

i
2 . Ef—E; E; — E
HE) = 2 A | s - :
: A

EV—E (E—E)—E

@ Zvlastni popis. Nekonecna odezva v bodé rezonance. Kde je disipace?

@ Podobné jako u klasickych modeld, kde tfeni je uméle zavedeno a nema v
klasickém atomistickém modelu oddvodnéni.
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Vzhledem k definici funkce sily prechodu:
f#i

1 2m,
FuE) = 3 3 T3 (B — E)|(flli) | [6(E; — Ei— E) + 8(E: — E — E)]
I
mUzeme redefinovat funkci sily pfechodu nasledovné:
f#i
S(E)E= ZE|<f|d i) [6(E; — E: — E) = 0(E; — E — E)]
- JE -
= v 2B — Bl [6(E; — Ei — E) + 0(E: — By — E)]

2f7fl
=S (E-E [I(flxe||+ZZ|<fxn 2}[( — Ei—E) + 6(Ei — E; — E)]

eV
(6] 2 me 2 me
= Z E Zn )l
T 8mweome )+ Z )+ Z

nebo integralné sumacni pravidlo stejné jako u klasického modelu:

oo
m,
/ E(E)EAE=MN.U  kde  Um 1+ 25 = 1.000274.
0 u
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

Abychom do modelu zavedli disipaci je nutné model otevfit a spojit ho s termostatem:

s

f#i
Q- E; T
2(B) = 25 S exo (TP ) 1010 P 08 — £~ £) = 0(6 — £~ )]

if

kde Q2 je termodynamicky potencial definovany tak, Ze pro kanonické rozdéleni plati:
Z ex Q-E\ _ 1
i p kBT - )
takze tento krok nema vliv na sumacni pravidlo. Otevreni systému ma za nasledek

fakt, ze v reprezentaci obsazovacich Cisel maji elektrony Fermi—Diracovo a fonony
Bose—Einsteinovo rozdéleni.
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Dielektricka odezva

Navic je nutné pfi vypoctu uvazovat vSechny mozné procesy libovolnych fadu, coz se v
praxi obchazi tak, Zze se zavede empirické rozsifeni pomoci symetrickych
normovanych rozdélovacich funkci:

f#i
T Q—E;
&(E) = oV Zexp ( T

if

) \FLdi) P 18 (B — Eo — E) — By(Es — B — E)]

kde B; je Gaussova nebo Lorentzova funkce. Nebo téZ jejich kombinace Voigtlv profil.
Takovéto rozsiteni té2 nema vliv na sumaéni pravidlo.®

3D. Franta, D. Netas, L. Zajikova, |. Ohlidal, Broadening of dielectric response and sum rule conservation,
Thin Solid Films (in print)
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Shrnuti

@ Ukazali jsme si, Zze TRK sumacni pravidlo je jista kvantové mechanicka identita,
zalozend na zakladnich postulatech nerelativistické teorie, do kterych se da

zahrnout i specialni tvar kinetické ¢asti hamiltonianu.

@ Pomoci Fermiho zlatého pravidla jsme si ukazali jak jednoduse zavést interakci
mezi sttednim EM polem a nabitymi ¢asticemi.

@ V ramci dip6lové aproximace jsme si ukazali, Ze vykon, ktery si pole vyménuje se
systémem je Gmérny intenzité dopadajiciho svétla a sile oscilatoru daného
prechodu.

@ V ramci uzavieného systému jsme ukazali, ze dielektrickd odezva je dana jako
suma netlumenych oscilatord.

@ Pro uzavieny systém jsme si ukazali, Ze v ramci dip6lové aproximace se da najit
souvislost mezi TRK sumaénimi pravidly a klasickym sumaénim pravidlem.

@ Dale jsme si ukazali, Ze otevieni systému a zavedeni roz$ifovani nema vliv na
sumacni pravidlo.
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