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Uvod — Disperzni modely

Uvod — Disperzni modely

Disperzni modely popisuji spektralni zavislost linearni dielektrické odezvy
kvazineutralniho hmotného prostredi. Dielektricka odezva je obecny pojem vyjadfujici
odezvu hmotného prostredi (nabitych ¢astic) na vnéjSi proménné elektromagnetické
pole. Dielektrickd odezva zavisi na chemickych i strukturalnich vlastnostech materialu.
Muze byt reprezentovana rznymi veli¢inami:

susceptibilita: % (w) nebo x(z) (ejpfirozensji popisuje reakei nabitych Eastic na vn&ji harmonické pole, pulz)
@ dielektricka funkce: é(w) = 1 4+ X (w) (vystupuie v MR jako relativni permitivita)

o komplexnl’ index lomu: fl()\) = n()\) + ik()\) = é()\) (vystupuje v rovinné viné, feseni VR)

@ vodivost: o(w) = gowei(w) (vhodna pro vodivé materialy)

@ ztratova funkce (loss function): L(w) = —S (7" (w)) (popisuje brzdéni el. nabité gastice)

@ funkce sily pfechodu (transition strength function): F(E) = E&;(E) (sumagni pravidio)

@ funkce pravdépodobnosti pfechodu (transition probability function, vétsinou
oznacovana jako joint density of states JDOS): J(E) = E’si(E)
Kromé frekvence w (energii fotonu E; vinové délce \) dielektricka odezva zavisi i na
jinych fyzikalnich veli€inach jako jsou teplota T, tlak p, intenzita vnéjsich poli E.«. nebo
H.,, atd.
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@ funkce pravdépodobnosti pfechodu (transition probability function, vétsinou
oznacovana jako joint density of states JDOS): J(E) = E’si(E)

Ve skute¢nosti dielektricka odezva muZze zaviset i na vinovém vektoru k (prostorova
disperze) a navic v anizotropnim prosttedi je dielektricka odezva popsana tenzorem a
ne skalarem a proto ¢ast zmifiovanych funkci jsou tenzory.
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@ funkce pravdépodobnosti pfechodu (transition probability function, vétsinou
oznacovana jako joint density of states JDOS): J(E) = E’si(E)

V8echny zminéné funkce (kromé x(¢)) mizeme definovat jako komplexni:

6(w) = —iegwé(w) nebo L(w) = —ie ™' (w)

i kdyz pro Uplny popis staéi jen jedna komponenta.
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Uvod — Disperzni modely

Dielektricka funkce (i vSechny ostatni funkce) musi spliovat tfi zakladni podminky:

@ Casové reverzni symetrie (time-reversal symmetry):

© Kramers—Kronigovy relace:

() =1+ 47 €i(6)

T) oo &—w

2 [ €ei(€)

;-0 2 —w?

d¢ nebo er(w) =14+ d¢

© Sumacni pravidlo (f-sum rule):

e ™
/ gilw)wdw = w§
0 2

Konstanta wp se nazyvané plazmova frekvence. Tato konstanta je tmérna hustoté elektronl

N; pro latky v jakémkoliv skupenstvi, tedy ne jen pro pfipad plazmatu:

,  EN:

Wwp =

EoMe
Zbylé e, €y a m. jsou fyzikalni konstanty.
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N; pro latky v jakémkoliv skupenstvi, tedy ne jen pro pfipad plazmatu:

,  EN:

Wwp =

EoMe
Co je Spatné na poslednim vztahu?
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,  EN:
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Dielektricka odezva

TradiCné se vyjde z Maxwellovy teorie a predpoklada se homogenni prostredi bez
znalosti Casticové podstaty hmoty. Prostredi je kvazineutralni s nabitymi ¢asticemi
homogenné rozprostfenymi v prostoru s vnitini strukturou mnohem mensi nez se
prostorové méni elektromagnetické pole. a < A

Makroskopické Maxwellovy rovnice

wotE= -2 o= avbD=0 divB=0
ot ot

Materialové rovnice

D=céE B=ppH
, D elektricka intenzita a indukce

, B magneticka intenzita a indukce

&, [x relativni permitivita a permeabilita

Jaké matematické objekty to jsou?

= &

o
o
]
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Makroskopické Maxwellovy rovnice
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ot ot

Materialové rovnice A R A R
D= €0 eE B = o [lH

, D elektricka intenzita a indukce

, B magneticka intenzita a indukce

&, [x relativni permitivita a permeabilita

= &

o
o
]

Jaké matematické objekty to jsou?
Pro statické pole:

D =¢ye.E B=pop H
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

TradiCné se vyjde z Maxwellovy teorie a predpoklada se homogenni prostredi bez
znalosti Casticové podstaty hmoty. Prostredi je kvazineutralni s nabitymi ¢asticemi
homogenné rozprostfenymi v prostoru s vnitini strukturou mnohem mensi nez se
prostorové méni elektromagnetické pole. a < A

Makroskopické Maxwellovy rovnice

wotE= -2 o= avbD=0 divB=0
ot ot

Materialové rovnice

D=céE B=upH
Abychom rovnice mohli napsat v tomto tvaru, musime predpokladat feseni téchto
rovnic v superpozici rovinnych monochromatickych vin:

E(t,r) = R { / E(w, k) explilkr — wt)]}
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Dielektricka odezva

TradiCné se vyjde z Maxwellovy teorie a predpoklada se homogenni prostredi bez
znalosti Casticové podstaty hmoty. Prostredi je kvazineutralni s nabitymi ¢asticemi
homogenné rozprostfenymi v prostoru s vnitini strukturou mnohem mensi nez se
prostorové méni elektromagnetické pole. a < A

Makroskopické Maxwellovy rovnice

wotE= -2 o= avbD=0 divB=0
ot ot

Materialové rovnice

D=céE B=upH
Rovnice maji smysl pouze pro spektralni komponenty harmonickych funkci
(Fourierovské obrazy), potom napfiklad rotE = ik x E:

b:EoE+i’:EQE+P(E) %EoE-‘rEoch

Pro nizké intenzity svétla muzeme pfedpokladat, Ze vektor polarizace zavisi linearné
na E, tj. P(E) = eox E, kde susceptibilita x je konstantni tenzor (linearni optika).
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Dielektricka odezva

TradiCné se vyjde z Maxwellovy teorie a predpoklada se homogenni prostredi bez
znalosti Casticové podstaty hmoty. Prostredi je kvazineutralni s nabitymi ¢asticemi
homogenné rozprostfenymi v prostoru s vnitini strukturou mnohem mensi nez se
prostorové méni elektromagnetické pole. a < A

Makroskopické Maxwellovy rovnice

.\ oD . oa . s
Br rotH = o divD =0 divB =0

oB

rotE = —

Materialové rovnice A R A R
D= €0 eE B = o [lH
V bézné optice navic mizeme predpokladat . = 1 a potom z prvnich dvou MaxR a z
MatR = vinova rovnice
rotrot £ é OE e VE
= — & P —
Ho=0 € 50 ¢ or
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Dielektricka odezva

TradiCné se vyjde z Maxwellovy teorie a predpoklada se homogenni prostredi bez
znalosti Casticové podstaty hmoty. Prostredi je kvazineutralni s nabitymi ¢asticemi
homogenné rozprostfenymi v prostoru s vnitini strukturou mnohem mensi nez se
prostorové méni elektromagnetické pole. a < A

Makroskopické Maxwellovy rovnice

wotE= -2 o= avbD=0 divB=0
ot ot

Materialové rovnice A R A R

D= €0 eE B = o ﬂH

Dielektricka odezva jednotlivych materiald je tedy reprezentovana tenzorem
dielektrické permitivity &, ktery je funkci frekvence w a dalSich fyzikalnich veliGin.

Jak je to v pfipadé a ~ X\ nebo dokonce a > \? (a miizkova konstanta)

Pomoci Ewaldovy teorie Ize dodefinovat, ale problémy potom nastanou na rozhranich
mezi jednotlivymi prostfedimi. Nelze jednoduse definovat vazebni podminky poli na
rozhranich, ze kterych jsou odvozené Fresnelovy vztahy.
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Dielektricka odezva

Dielektrickd odezva (tenzor relativni dielektrické permitivity e(w)) zavisi na mnoha
fyzikalnich veli¢in:

EextyHexn T,p, [SPN
Pfedmétem nasi prednasky bude zavislost odezvy primarné na frekvenci w, tj.
disperzni zavislosti a ostatni veli¢iny budeme chapat jako vnéjsi parametry.
Z materidlové rovnice si miizeme vyjadfit vektor polarizace P a tenzor susceptibility x
jako skute¢nou odezvu nabitych ¢astic na elektrické pole:

ﬁ:E()sE:ng+i’:50E+€()§(E — i’zso)ZE x=£€—1
Pfipomenme si, Ze pfedchozi rovnice vyjadfuji vztahy mezi Fourierovskymi

komponentami poli P(t,r), E(t,r) a D(t,r) a ze fyzikéIni vyznam ma pouze realna cast
téchto rovnic vynasobena faktorem exp [i(kr — wi)]:

ye{ P(w, k) exp [i(kr — wi)] = £0 X(w) E(w, k) exp [i(kr — wr)] }

Nechybi v té rovnici néco?
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Dielektricka odezva

Dielektrickd odezva (tenzor relativni dielektrické permitivity e(w)) zavisi na mnoha
fyzikalnich veli¢in:

EextyHexn T,p, [SPN
Pfedmétem nasi prednasky bude zavislost odezvy primarné na frekvenci w, tj.
disperzni zavislosti a ostatni veli¢iny budeme chapat jako vnéjsi parametry.
Z materidlové rovnice si miizeme vyjadfit vektor polarizace P a tenzor susceptibility x
jako skute¢nou odezvu nabitych ¢astic na elektrické pole:

ﬁ:E()sE:ng+i’:50E+€()§(E — i’zso)ZE x=£€—1
Pfipomenme si, Ze pfedchozi rovnice vyjadfuji vztahy mezi Fourierovskymi

komponentami poli P(t,r), E(t,r) a D(t,r) a ze fyzikéIni vyznam ma pouze realna cast
téchto rovnic vynasobena faktorem exp [i(kr — wi)]:

3%{ P(w, k) exp [i(kr — wi)] = £0 X(w, k) E(w, k) exp [i(kr — wr)] }

| kdyz predpokladame, Zze material je homogenni a A > a. Prostorova disperze!
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

P(t,r) =& //// x(t,7,r,p) E(T, p)drdp

@ Lokalnost — zrusime integraci pres okolni body p (i kdyz vime, Ze spravné to neni
— prostorova disperze)

@ Kauzalita— x;(t, 7,r,p) =0prot <t

@ Uniformni plynuti ¢asu — (z,7) — (r — 1)
tj. tedy polarizace P zavisi pouze na historii pole E v bodé r. V jistém bodé r mizeme
psat pro ¢asovy rozvoj a Fourierovské obrazy:

Tti pfedpoklady:

= p )

P == [xt-DEMar L Pw) = k(@ E)

x(w) = / x(t— 7)exp[iw(r — 7)] dt
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Dielektricka odezva

Dielektricka odezva

P ’7’) realné funkce (tenzory)
° , E(w), x(w) — komplexni funkce (tenzory)
T T T T T
[ E(M)=8(t) — ]
L P(t)=x(t) ]
[ 1 1 1 1 1 .
0 10 20 30 40 50
Cas, twg
T T T
i Xe(w) ]
- /\/f Xi(w) _
0 05 1 15 2
frekvence, w/wg
E(t) ~ 6(1) P(t) ~ sin(wot) exp(—1/70) O(1) X(w) ~ — ! - Towo = 10
wj — w? —iw/1o
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Casové reverzni symetrie

Casové reverzni symetrie

Protoze x(¢) je realna funkce, pro Fourierovsky obraz plati:

x(@) = [ xt-neplvi-nld = x@) =X (-w) resp. &) =& ()

[ E(M)=8() = ]
L ’ P=X() ]
[ L L L L L ]
0 10 20 30 40 50
¢as, twg
T T T T T T T
- Xr(w) L
L E(w)=1+x(w) T
Xi(w)=€i(w) ———— |
ﬁ
il il il il il il il
2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2

frekvence, w/wg

Proc¢ se tomu ale tak fika?
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

Analytické rozsireni:

woo=E1iC =  x(&)= / X(t — ) expli€(t — )] exp[~C(t — 7] di

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:
7{7?‘(‘*’) do 2][ X8 4 _irg(w) =0
W —w I

W) = of X
xilw) = Hf~ Xl

13/20
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

Analytické rozsireni:
wob=Eric = XK@ = [ X0 expligl— )] ew (¢ - 7)) a

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:

7{%“’ 2]{2 g‘%d& —irx(w) =0

xw) = f X
e(w) =1+ - ﬂdf

) o €—w

ei(w) = _1][_00 Mdg

s E—w
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace
Analytické rozsireni:

w—ow=E+1iC = x(@) = /x(t —T1)exp[i&(t — 7)] exp[—C(r — 7)] dt

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:

7{%“’ 2]{2 g‘%d& —irx(w) =0

1 &i(§)
o & —w

ProtoZe zaroven plati, Ze &; je tenzor z lichych funkci mizeme KK integraly prevést
pouze na integraci pres kladné hodnoty:

i)
s =1+ f 7 #acr f e
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Kramers—Kronigovy relace

Analytické rozsireni:
wob=Eric = XK@ = [ X0 expligl— )] ew (¢ - 7)) a

Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:

7{%“’ 2]{2 g‘%d& —irx(w) =0

xw) = f X
e(w) =14 L = 4

) o €—w

ProtoZe zaroven plati, Ze &; je tenzor z lichych funkci mizeme KK integraly prevést
pouze na integraci pres kladné hodnoty:
1 [7 &(§) 1 [ &l(§)

TW=1 TR e

d¢
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace
Analytickeé rozSiteni:

w—ow=E+1iC = x(@) :/x(t—T)exp [i€(r— 7)) exp[—C(r — 7)] dt
Pouzijeme Cauchyho teorém, kdy z kauzality nam vyplyne jak mame integrovat:
%%da :][j:o g‘_%dﬁ —imx(w) =0

xw) = f X

i

_ L[> &)
e(w) =1+ — - 57wd§
ProtoZe zaroven plati, Ze &; je tenzor z lichych funkci mizeme KK integraly prevést
pouze na integraci pres kladné hodnoty:

2 [* gei(§)

Er(w)zl'i‘;o 2w

d¢

Daniel Franta (Ustav fyzikalni elektroniky) Pokrocilé disperzni modely

13/20



Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

i

xw) = -f X

x(t) ~ sin(wot) exp(—t/70) ©

(1) retardovana Greenova funkce

KK reprezentuji normalni béh ¢asu

E(t)=58(t) = ]

[ , PH)=x() ;]
: /- D — _:
[ 1 1 1 1 1 i
-40 -20 0 20 40
¢as, twg

] ] ] ] ] ] ]
L ) .
L /¥ €(w) .

—~ \/’

1 1 1 1 1 1 1

2 1.5 1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
frekvence, w/wg
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Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

x(t) ~ — sin(wot) exp(t/10) O(—1)

advancovana Greenova funkce

x(w) = ?—;][_Z Xii)d d¢  ototeni tasu = x(w) = X" (—w)

T T T T T
B E(t)=8(t) = 7]
[ ‘ PW=X(® :
[ L L L L L ]
40 20 0 20 40
¢as, twg
T T T T T T T
- €r(w) -
5 SN— /\ €(w) .
— -
L L L L L L L
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2
frekvence, w/wg



Kramers—Kronigovy relace

Kramers—Kronigovy relace

Kdyby odezva byla popséana advanceovanou Greenovou funkci, ale béh ¢asu

byl pfirozeny (integrujeme v horni poloroving) dostaneme téz fyzikalné
ptipustné feseni (emise), které je stejné pravdépodobné jako absorpéni

procesy —> neexistovala by dielektricka odezva!

E(t)=5(t) ——
P)=x(t)

-40 -20 0 20 40
¢as, twg

; y - &(w) .
i — N/

procesy. Kdyby ale absorpéni procesy byly stejné pravdépodobné jako emisni

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

frekvence, w/wg
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Sumacni pravidlo

Sumacni pravidlo

Teorém superkonvergence:

g(y) = 2 (X)xzdx kdyZ f(x) klesé& rychleji nez 1/x
o Y-

tak pro velké y plati, ze g(y) — 1/y*:

) =% [ rearo ()

Kdyz f(x) — &ei(€) a g(y) — &(w) — 1 tak Kramers—Kronigovy relace a teorém
superkonvergence vedou:

/ wei(w)dw = konst. tenzor

0

Abychom zjistili velikost této konstanty, tak musime pouzit pohybové rovnice pro
naboje zplsobujici polarizaci prosttedi. Z klasické fyziky nebo pomoci dip6lové
aproximace z kvantové mechaniky mdzeme dostat:

/ wei(w)dw = zwgl
0 2
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Symetrie dielektrického tenzoru

Symetrie dielektrického tenzoru

@ Obecné e — ¢;(w) je 3 x 3 tenzor majici dvé Casti:

@ symetrickou ¢ast danou translaéni symetrii latky, ktera mize byt transformovana na
diagonalni tenzor pooto¢enim soufadnic do hlavnich os

@ antisymetrickou, ktera se muze objevit jako diisledek vnéjsiho magnetického pole Hex
nebo jako dlsledek nelokalnosti polarizace necentrosymetrickych latek

Ex O O 0 1772 ”7\
€= 0 ¢ O + —in;, 0 7y
0 0 e —iny —imx 0
anizotropie opticka aktivita

@ Izotropni opticky neaktivni prostiedi:
amorfni latky, centrosymetrické kubické krystaly

®
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con
om o
n oo
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Symetrie dielektrického tenzoru

Symetrie dielektrického tenzoru

@ Obecné e — ¢;(w) je 3 x 3 tenzor majici dvé Casti:

@ symetrickou ¢ast danou translaéni symetrii latky, ktera mize byt transformovana na
diagonalni tenzor pooto¢enim soufadnic do hlavnich os

@ antisymetrickou, ktera se muze objevit jako diisledek vnéjsiho magnetického pole Hex
nebo jako dlsledek nelokalnosti polarizace necentrosymetrickych latek

Ex O O 0 1772 ”7\
€= 0 ¢ O + —in;, 0 7y
0 0 e —iny —imx 0
anizotropie opticka aktivita

@ Anizotropni prostfedi — jednoosé:
centrosymetrické trigonalni, tetragonalni a hexagonalni krystaly

& 0 0
€= 0 & O napf. grafit
0 0 e

Optické osa paralelni s hlavni osou, zde zvolena ve sméru osy z.
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Symetrie dielektrického tenzoru

@ Obecné e — ¢;(w) je 3 x 3 tenzor majici dvé Casti:

@ symetrickou ¢ast danou translaéni symetrii latky, ktera mize byt transformovana na
diagonalni tenzor pooto¢enim soufadnic do hlavnich os

@ antisymetrickou, ktera se muze objevit jako diisledek vnéjsiho magnetického pole Hex
nebo jako dlsledek nelokalnosti polarizace necentrosymetrickych latek

Ex O O 0 1772 ”7\
€= 0 ¢ O + —in;, 0 7y
0 0 e —iny —imx 0
anizotropie opticka aktivita

@ Anizotropni prostfedi — jednoosé:
amorfni latky vystavené vnéjSimu poli (elektrickému, mechanickému)

@ 4+ &P |E.|? 0 0
e(w,E.) = 0 e® 4 eP|E] 0
0 0 @ 4 5£2)|EZ|2

Kerrlv efekt
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Symetrie dielektrického tenzoru

@ Obecné e — ¢;(w) je 3 x 3 tenzor majici dvé Casti:

@ symetrickou ¢ast danou translaéni symetrii latky, ktera mize byt transformovana na
diagonalni tenzor pooto¢enim soufadnic do hlavnich os

@ antisymetrickou, ktera se muze objevit jako disledek vnéjsiho magnetického pole Hex
nebo jako dlsledek nelokalnosti polarizace necentrosymetrickych latek

Ex O O 0 1772 i17.\"
€= 0 ¢ O + —in; 0 7y
0 0 g —in, —in. O
anizotropie opticka aktivita

@ Anizotropni prostfedi — dvouosé:
centrosymetrické ortorombické, monoklinické a triklinické krystaly

cos 1 cos ¢ — sin 2 cos ¢

Ex 0 0 — cos 6 sin 1) sin ¢ — cos 6 cos 9 sin ¢ sin 0 sin ¢
e=R 0 Ey 0 R_] R = cos 1 sin ¢ — sin 4 sin ¢ — sin 6 cos ¢
+ cos @ sin 1 cos ¢ + cos @ cos 1) cos ¢ sin ¢ cos
0 0 g
sin 0 sin ¢ sin 0 cos cos 0

o ortorombicka ma fixni osy: ex(w), ey(w), ez (w)

@ monoklinickd mé jednu fixni osu: ex(w), ey(w), e (w), O(w)
o triklinicka nemd zadnou fixni osu: ex(w), &y(w), e:(w), O(w), Y(w), p(w)
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Symetrie dielektrického tenzoru

Symetrie dielektrického tenzoru

@ Obecné e — ¢;(w) je 3 x 3 tenzor majici dvé Casti:

@ symetrickou ¢ast danou translaéni symetrii latky, ktera mize byt transformovana na
diagonalni tenzor pooto¢enim soufadnic do hlavnich os

@ antisymetrickou, ktera se muze objevit jako diisledek vnéjsiho magnetického pole Hex
nebo jako dlsledek nelokalnosti polarizace necentrosymetrickych latek

Ex O O 0 1772 ”7\
€= 0 ¢ O + —in;, 0 7y
0 0 e —iny —imx 0
anizotropie opticka aktivita

@ Opticky aktivni (gyrotropické) prosttedi:
Izotropni latky v magnetickém poli

e® iE(l)HZ 0
e(w H) = | —ieWH, £© 0
0 0 O 4@

FaradayUv (magneto-opticky Kerrliv) efekt.
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Symetrie dielektrického tenzoru

@ Obecné e — ¢;(w) je 3 x 3 tenzor majici dvé Casti:

@ symetrickou ¢ast danou translaéni symetrii latky, ktera mize byt transformovana na
diagonalni tenzor pooto¢enim soufadnic do hlavnich os

@ antisymetrickou, ktera se muze objevit jako diisledek vnéjsiho magnetického pole Hex
nebo jako dlsledek nelokalnosti polarizace necentrosymetrickych latek

Ex O O 0 1772 ”7\
€= 0 ¢ O + —in;, 0 7y
0 0 e —iny —imx 0
anizotropie opticka aktivita

@ Opticky aktivni prostiedi:
Krystaly s rotujicimi krystalovymi rovinami Amorfni latky s chiralnimi molekulami

€o ink, 0 5 ink,  —ink,
e(w,k)=| —ink: e O e(w, k)= | —ink; € ink
0 0 e ink,  —ink. €
napf. kiemen napr. cukernaty roztok
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Shrnuti tfi zakladnich podminek

o Casové reverzni symetrie — tato zakladni podminka je univerzaini.

@ Tady prezentované Kramers—Kronigovy relace a sumacni pravidlo zanedbavaji
prostorovou disperzi. Kramers—Kronigovy relace a sumacni pravidlo zahrnuijici

@ Kramers—Kronigovy relace ve spektralni oblasti, kterd nas zajima plati s
dostate¢nou presnosti. Pro vinové délky svétla A ~ a je otdzka jestli ma smysl
definovat dielektrickou funkci.

@ Mnohem vétsi problémy nastanou pfi ovéfovani platnosti sumaéniho pravidla,
protoze plati pouze jako celek, tedy je nutné integrovat i do rentgenové oblasti
spektra.

@ Pres v8echny problémy s platnosti podminek v rentgenové oblasti, v nasich
disperznich modelech pfedpokladame platnost v§ech tfech zakladnich podminek
pro dielektrickou odezvu.
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