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Fermiho zlaté pravidlo a Kubova transportni rovnice

@ V réamci poruchové teorie se na elektrony divame jako na kvantové mechanické
Castice popsané vinovou funkci v klasickém EM poli (v Gvahu bereme pouze
elektrickou ¢ast Lorentzovy sily).

@ Poruchu (zménu energie na jednotku objemu za jednotku ¢asu) popiseme v ramci
dipolové aproximace pomoci dip6lového operatoru:

f#i
S(E) = = D1l PI8(Es — Ei — E) = 6(E — By — E)
f

kde dip6lovy moment Ize napsat pomoci polohového operatoru, ¢i operatoru
hybnosti nasledovné

(Flael ) = &|(flreli)]> = (@) [(Flpwel )]

me (Ej — E,')Z

Pfechod sytému ze stavu i do stavu f je reprezentovan v imaginarni Casti
dielektrické funkce (susceptibility) delta funkci — model harmonického oscilatoru.
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Obvykly vztah popisujici Fermiho zlaté pravidlo

(eh) < | lpscli)
ei(E) = %mevz 5 0Er — Ei = B) = 8(E: ~ Er — )]
Pfedchozi vztah popisuje dielektrickou odezvu nachazejici se ve specifickém
pocate¢nim stavu i (zékladni stav T = 0K).
Pro konecnou teplotu
@ Je nutné predpokladat systém ve smiSeném stavu.
Fermiho zlaté pravidlo pro systém ve smiSeném stavu

2 [

Q E \
exp (kB—T> Zj:exp (_kBT) =1

@ Zavést konec¢nou dobu Zivota jednotlivych Cistych stavl: 6(x) — B(x), kde
rozSifovaci funkce mohou byt

B =-2L—L _ nebo B = —2 -
x 7_27Tx2+72/4 Y= \/ﬂBexp <_ZBZ>

Daniel Franta (Ustav fyzikalni elektroniky) Pokrocilé disperzni modely 4/26
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Velmi podobny vztah jako Fermiho zlaté pravidlo obdrzime z Kubovy transportni
formule, ktera dielektrickou odezvu popisuje pomoci vodivosti

f#i a2
_rh Q—Ei\ [{fleld)] o o
oi(E) = = iZfexp( T ) E —E, [6(Ef — Ei — E) + 6(E; — E; — E)]

kde jxe - mieﬁxe
@ Pozor tyto vztahy nejsou shodné, kdyz provedeme rozsiteni §(x) — S(x)!
@ Fermiho zlaté pravidlo vede k soustavé nezavislych harmonickych oscilator( (s
Lorentzovskym rozsifenim k tlumenym harmonickym oscilatorm).

@ Kubova transportni formule popisuje shodné volné naboje jako klasické modely
(diamagneticka ¢ast odpovida vztahu pro fidké plasma a z Lorenzovskym
rozSifenim obdrzime Drudeho formuli).

@ V pripadé, Ze studujeme vazané stavy, V principu neni v pohledu na dielektrickou
odezvu u disipativnich systému pro konec¢nou frekvenci rozdil mezi popisem
pomoci polarizace nebo pomoci proudové hustoty. Je nutné ale vzit v Gvahu
vicecCasticové efekty.
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Roz8ifovani distribucni funkce

Rozsirovani distribu¢ni funkce

Sdruzena hustota stav(

2 fHFI o
(8 = S e (S ) el P18 — - ) - (6 - B - )

if

Funkce sily pfechodu

2 fF o 512
K0 = e () (g 08— B8 ol -6 )

Distribuc¢ni funkce dipdlu

2 JF o B 1)
D(E) = M(:O%/%: exp (QkBTE,) \(l(glpje\Ei)\z 6(E; — E — E) — 8(E; — Ey — E)]

Pro které plati

F(E)=ED(E)  J(E)=EF(E) = E’D(E)  D(E) = &(E) F(E) ~ 0:(E)
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Roz8ifovani distribucni funkce

Sumacni pravidlo spojujici hustotu s integralnimi hodnotami

/ F(E)dE = / ED(E)dE = / IE) g — n [eV?]
0 0 0 E
N je tmérné hustoté nabitych &astic ~ w;

Dielektrickou odezvu (rozsifenou dielektrickou funkci) Ize potom definovat nasledovné
pomoci konvoluce se se symetrickou normalizovanou distribu¢ni funkci:

c(E)=B+D(E) nebo ()= %[B*F(E)] alene & (E) =1+é[5*1(5)]

kde -
B * D(E) = / D(X) B(X —E) dX atd.

protoze

@ pouze rozsifovani funkce sily pfechodu F(E) a distribuéni funkce dip6lt D(E)
zachovava sumacni pravidlo a potom neni nutné zavadét normalizaci.
© rozsifovaci procedury jsou dvé, protozZe je nutné rozlisit jestli se jedna o vazané
nebo volné &astice. Vztah s D(E) je vhodny pro vazané Castice a vztah s F(E) je
vhodny pro volné ¢astice.
Co se stane, kdyz se prohodi rozsifovaci procedury?
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Mezipasové prechody

Mezipasové prechody

Rozsifeni budeme demonstrovat na hranatém

unbroadened ——

absorpénim pasu (ve veliCiné F). Pouzijeme T
gaussovske rozsiteni. Tento jednoduchy model
mUze reprezentovat prispévek mezipasovych £
elektronovych pfechodl mezi kritickymi body 3 My M,
M, aM,. 3
g
a

0
Photon energy
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Mezipasové prechody

J rozsifeni:

J broadening

| .
a(E):Eﬂ*J(E)» R

vyrobi silnou singularitu typu volnych nositel( s

naboje E — 0. 3

0
Photon energy
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Mezipasové prechody

Mezipasové prechody

J rozsifeni:

J broadening F broadening s

C(E) = B J(E),

vyrobi silnou singularitu typu volnych nositel(
naboje E — 0.
F rozsiteni:

Joint density J

i(E) = é‘[i x F(E),

vyrobi téz singularitu typu volnych nositelQ .

naboje, ale slabsi nez J rozsiteni. Navic \/
gaussovské rozsiteni ddva mnohem slabsi :
singularitu, nez lorentzovské rozsireni.

™

Transition strength F

v

)

0
Photon energy

Dielectric function g;
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Mezipasové prechody

Mezipasové prechody

J rozsifeni: 3 g F b — Dbr —_

C(E) = B J(E),

Joint density J

vyrobi silnou singularitu typu volnych nositel
naboje E — 0.
F rozsiteni:

(E) = B F(E),

™

vyrobi téz singularitu typu volnych nositelQ
naboje, ale slabsi nez J rozsiteni. Navic
gaussovské rozsiteni ddva mnohem slabsi
singularitu, nez lorentzovské rozsireni.

D rozsifeni:

Transition strength F

&i(E) =B D(E),

Dielectric function &

funkci rozsiti, ale singularitu nevyrobi.

o\\(_

Photon energy
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Vnitropasové prechody

Vnitropasové prechody

@ Pro pokojovou teplotu a malé energie dominuji unbroadened ——
nepfimé vnitropasové elektronové prechody. j
@ Pro nizkeé teploty (T — 0) existuji pfimé 2
vnitropasové pfechody pouze jestlize dvé vétve 2
zacinaji v jednom bodé s Fermiho energii. : Mo My
Pasova struktura grafenu
4 w '
s 5
N 3
m g
w =
2L 1
Ar g
K r M K %
8

0
Photon energy
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itropasové hody

Vnitropasové prechody

F rozsSireni:

F broadening s

N

Joint density J

Transition strength F

N

Dielectric function g;

s
0
Photon energy
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Vnitropasové prechody

Vnitropasové prechody

F rozsSireni:

1
&(E) = -B=F(E),
E 2
D rozSifeni: g
&i(E) =B« D(E),
Jestlize jsou findIni a pocatecni stavy blizko Fermiho %
energie (E < kgT) je nutné vztah pro rozsifenou %
dielektrickou funkci vynasobit teplotnim faktorem fr: g
FD FD .
fo=f (E) —fo ()
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Vnitropasové prechody

Vnitropasové prechody

F rozéifenl': F broadening ==== D broadening === FT broadening
1 -
&(E) = =B+ F(E), > \
E 5
D rozsiteni: .
&i(E) = B+ D(E), g f/\ /\\
Jestlize jsou findIni a pocatecni stavy blizko Fermiho % / \
energie (E S ksT) je nutné vztah pro rozsifenou £ ;
dielektrickou funkci vynasobit teplotnim faktorem fr: & j
FD FD §
fr = 1P (E) - ()

0
Photon energy
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Numericky vypocet gaussovského rozsiteni

Numericky vypocet gaussovského rozsireni

Jelikoz pro vétSinu fyzikalné rozumnych funkci popisujici nerozsitenou dielektrickou
odezvu neni mozné hledat gausovské rozsifeni na tfidé specialnich funkci je nutné

problém Fesit numericky.

Priklad nerozsirené sdruzené hustoty stavu krystalicke latky

JDOS

JDOS

3D

T, Mg
33
Ma+My
1
i J7 Jg

& n

Js ) My
i Jg Jo H

Eo E; E; E3

Nerozsifenou imaginarni
¢ast odezvové funkce
(hustotu dipéld) jednoduse
vyjadiime ze sdruzené
hustoty

J(E
D(E) = —éz)
Tuto funkci je nutné rozsifit
(obecné numericky). Reélna
¢ast se potom spocita z KK
integralu.

Aby nebylo nutné provadét dvojny integral, je vhodné zavést komplexni rozsifovaci

funkce.
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Komplexni rozsifovaci funkce

Komplexni rozSifovaci funkce

Jestlize imaginarni ¢ast dielektrické funkce je pocitdna numericky pomoci konvoluce,
tak kompletni dielektricka funkce vede na vypocet dvojného integralu:

e (E) = i]ljo i’“)de = H[=:(E)] ,

T oo X —

kde H znadi Hilbertovu transformaci.
V piipadé D rozSiteni Ize prohodit poradi integrall (pro toto je dllezity predpoklad, Zze v
ramci pfispévku rozsifovaci parametr B je konstantni):

&(E) = H[ei(E)] = H[B » D(E)] = H[] * D(E),
kde Hilbertova transformace gaussovky je Dawsonova funkce:
_ Vi x
HElw) = -3 ( )

Tedy ve vysledku misto dvojného integralu numericky poc¢itame dva jednoduché
integraly reprezentujici konvoluci s Gaussovou a Dawsonovou funci.
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Komplexni rozsifovaci funkce

V pfipade F rozsiteni Ize provést podobny trik:

B*F(E), 1
T] = E(H[m * F(E)) .

e(E) = H|
Z hlediska zjednodu$eni zapisu mizeme zavést komplexni roz$ifovaci funkce:
B =H[p +ip
a pro rozsifenou dielektrickou funkci potom psat:
E(E) = B+ D(E)

nebo |
E(E) = (B F(E)) ,

coz ale z praktického hlediska nic neméni na tom, Ze poc¢itame dva jednoduché
integraly, protoze Gaussova a Dawsonova funkce maji jiné asymptotické chovani.
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Kvantové mechanicka interpretace klasickych modelt

Kvantové mechanicka interpretace klasickych modelu

Vazané stavy — Lorentztiv model

) = w_:ji_w = W)= Zj B (6(w — wr) = (w +wr)
kde  B(x) = —%ﬁ we =W ++7/4
Volné c¢astice — Drudeho model
—w2 TWS
X(w) = m =  xw= 7" B d(w)

Komplexni rozsifovaci funkce

B(x) = H[B(x)] +iB(x)

Hilbertova transformace

Hipw) = 1~ P
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Kvantové mechanicka interpretace klasickych modelt

@ Pro klasické modely plati, ze Drudeho model je Lorentzv model pro w. — 0.

@ Pro kvantové mechanickou interpretaci neplati, ze Drudeho model je Lorentziv
model pro w; — 0.

@ Lorenziv model pro 0 < w. < /2 se nedd interpretovat jako Lorenzovsky
roz§itené diskrétni spektrum.

@ Drudeho model ma dvojnasobné $irsi rozsifovaci Lorentzovu funkci nez Lorentzlv
model.
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Rozsiteni odezvové funkce popsané polynomem

Rozsiteni odezvové funkce popsané polynomem

Definujme distribu¢ni funkce dipdlt pomoci polynomu:
D(E) =Y a,E' naintervalu  E <E<E
n=0

m m

ﬂ@=§:Z)w<®0%#ﬁﬁ—w(@M—Eo—@w—ﬂﬁ

n=0 k=n
+ I;n(E + El) - I;n(E + EZ)]

kde b, (x) jsou specidlni funkce definované nasledovné

Mm:/fM@m

V ptipadé Lorenzovy rozsifovaci funkce . (x) dostaneme analyticky vztah vztah:
- 1 1
Al =-21FEm

=1 (5°) [1“<1 -%) +§ <’<> il 1)}
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Rozsiteni odezvové funkce popsané polynomem

V pfipadé Gaussovy rozsifovaci funkce

kde D(x) je Dawsonuv integrél (Dawsonova funkce)
D(x) = exp(—x’) / exp(r*)dr
0
o |2 755) + 770 (755
bi(x) = (V2B)' —5) " 7=\ 55
kde neurcité integraly

dy(x) = /t"D(t)dt gn(x) = /t” exp(—r)dt

Ize vyjadfFit nasledujicim rekurentnim vztahem na zakladé tfi specialnich funkci:

do(x) = Di(x) go(x) = ?erf(x)
di(x) = % — %D(X) gi(x) = —% exp(—x’)
b ="+ 2 - TDw) g =" a0~ T exp(—)
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Zaver

Zaver

(-]

Fermiho zlaté pravidlo, tedy kvantové mechanicky popis polarizovatelnosti
hmotného média, je vhodny popis pro vazané stavy (dielektrika).

Kubova transportni formule, tedy kvantové mechanicky popis indukovanych
proudd v hmotného média, je vhodny popis pro volné stavy (vodivé materialy).
Abychom z kvantové mechanickych vypoctl obdrzeli odezvovou funkce je nutné
provést rozSifeni, které reprezentuje konecnou dobu zivota vlastnich stavii nebo
neurcitosti hodnoty energie vlastnich stav(.

Fermiho zlaté pravidlo vede k modelu harmonického oscilatoru, po rozsifeni
susceptibility Lorentzovskou distribu¢ni funkci obdrzime Lorentzlv model
tlumeného harmonického oscilatoru.

Diamagneticka ¢ast Kubovy transportni formule vede k modelu fidkého plazmatu,
po rozSifeni optické vodivosti Lorentzovskou distribu¢ni funkci obdrzime Drudeho
model volnych &astic.

Ukazali jsme si, Ze ma smysl zavést komplexni rozsifovaci funkce.

Z fyzikaIniho hlediska ma cenu provést rozsiteni dvou distribuénich funkci, tj.
hustoty dip6lového momentu (imaginarni ¢ast susceptibility) a distribuéni funkce
sily pfechodu (reélné ¢ast optické vodivosti).

Gaussovské rozsifeni funkce polynomu vede k nutnosti definovat tfi specialni
realné funkce Di(x), D(x), erf(x).
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