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Kapitola 1

Uvod - ziklady teorie dielektrické odezvy

1.1 Disperzni modely

Optika tenkych vrstev je obor, ktery se zabyva optickou charakterizaci vrstevnatych systémid umisténych na
podlozkach pomoci spektroskopickych metod jako je spektrofotometrie nebo spektroskopicka elipsometrie.
Pro popis téchto vrstevnatych systémil je nutna znalost optickych konstant, tj. indexu lomu 7 a extinkéniho
koeficientu k, jednotlivych prostfedi tvoricich vrstvy a podloZky. Tyto optické konstanty pak popisuji Sifen{
rovinné monochromatické vlny v homogennim prostfedi. Pro jeji amplitudu (intenzitu elektrického pole) E
v bod¢€ r a Case t miZeme psat:

E(t,r) = E, %(@ ok "*M) , (1.1)

kde Ej je amplituda v bodé 0, } znaci redlnou Cast, p je jednotkovy polarizacni vektor a w je dhlova frekvence
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svétla. Poznamenejme Ze tu¢né symboly znaci vektory nebo tenzory a stfiska komplexni veliiny. Vektor k je

vinovy vektor, ktery zavisi na zminénych optickych konstantidch a na sméru $ifeni popsanym jednotkovym
vektorem kU, tj.:

k= %(n—l—ik)ko, (1.2)

kde c je rychlost svétla ve vakuu. Z pfedchoziho je ziejmé, Ze index lomu vyjadfuje pomér fdzové rychlosti

N3

svétla Siticiho se ve vakuu k fazové rychlosti v daném prostieni a extinkéni koeficient vyjadiuje tlumici faktor
odpovidajici zméné amplitudy koherentni ¢4sti rovinné viny zptisobené disipativnimi i rozptylovymi ztratami.

Optické konstanty navzdory ndzvu nejsou konstantami. Zavisi na frekvenci svétla a na ostatnich veli¢inidch
jako je teplota, tlak atd. a v praxi musi byt tabelovany nebo popsany pomoci funkénich zavislosti, které obecné
nazyvame disperzni modely. Dfive neZ byly objeveny zdkonitosti, kterymi optické konstanty zavisi na vnitini
struktufe prostredi, byl v 19. stoleti index lomu modelovan pomoci empirickych formuli. Empirické modely po-
pisovaly index lomu latek ve spektralni oblasti, kde tyto latky jsou prihledné (tedy & = 0). Extink¢ni koeficient
byl zaveden az pozdé&ji v souvislosti s klasickymi modely. Empirickym a klasickym modeldm bude vénovana
samostatnd kapitola.

Ne vzdy, jak uvidime pozdéji, lze popsat Sifeni svétla v homogennim prostiedi pomoci indexu lomu a
extinkéniho koeficientu, a proto je vhodné zavést pro disperzni modely obecnéjsi pojem linedrni dielektricka
odezva. Disperzni modely tedy obecné popisuji linedrni dielektrickou odezvu hmotného prostiedi na periodické
elektromagnetické pole, tedy svétlo. Poznamenejme navic, Ze i pro lokalni vlastnosti nehomogenniho prostiedi
ma smysl zavést pojem optickych konstant, respektive pojem linearni dielektrické odezvy.

1.2 Linearni dielektricka odezva

Linedrni dielektrickd odezva je obecny pojem vyjadfujici odezvu kvazineutrdlntho hmotného prostiedi, tj.
hmotnych nabitych ¢éstic, na vnéjsi proménné elektromagnetické pole. Vnéjsi pole vétsinou predpokladame
jako harmonickou funkci nebo pulz reprezentovany delta funkci. V téchto piipadech je nejprirozenéjsi veli¢ina
pro popis dielektrické odezvy susceptibilita. Pro zavedeni této veli¢iny vyjdeme z Maxwellovych rovnic.

Nejprve si napiSme Maxwellovy rovnice ve vakuu:

B E
rotE:—%t, I“OtB:MoGoaat, divE =0, divB =0, (1.3)
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6 KAPITOLA 1. UVOD - ZAKLADY TEORIE DIELEKTRICKE ODEZVY

kde E a B jsou proménnd vektorova pole zavisejici jak na prostorové tak i asové soufadnici, tj. pole elektrické
intenzity E(¢,r) a pole magnetické indukce B(t,r). Misto konstant magnetické permeability vakua 1o a
elektrické permitivity vakua ey miizeme psét konstantu 1/c? a prvni dvé rovnice lze snadno upravit na vlnové
rovnice: | 8B | B
~ 352 =0 a AB- 45—
c? Ot c? ot
Obecné feseni vinovych rovnic je superpozice harmonickych rovinnych vin s fazovou rychlosti ¢, proto je vy-
hodné vyjadrit Maxwellovy rovnice pomoci Fourierovy transformace. Potom redlné vektorové pole nahradime
komplexnimi poli v reciprokych soutadnicich, tj. za pomoci frekvence w a vlnového vektoru k:

B(w, k) = ////_Z B(t,7) exp|—i(k  — wi)] d¥r dt . (15)

Podobny vztah plati i pro magnetickd pole B(t, ) a B(w, k). Maxwellovy rovnice ve vakuu pro komplexni
vektorova pole vypadaji nasledovné:

AE =0. (1.4)

k xE=uwB, kxB=--FE, kE=0, kB=0. (1.6)

w
2
Z téchto rovnic primo vyplyvd, Ze komplexni vektorova pole EaB jsou kolma na vlnovy vektor k a zaroven
jsou vzdjemné na sebe kolma.

Elektromagnetické pole ve vakuu se nemiiZe objevit samo od sebe, ale je diisledkem okrajovych podminek.
Napiiklad nékde ve vzdileném misté dochdzi k harmonickému pohybu nabitych Castic. Maxwellovy (vlnové)
rovnice téZ predpovidaji, Ze vzruch (napfiklad elektromagneticky pulz) vyvolany ve vzdidleném misté v pro-
storu dorazi do jiného mista v prostoru se zpozZdénim odpovidajicim rychlosti ¢, pfi¢emz nezaleZi na tom, jestli
mezi misty je vakuum nebo hmotné prostiedi slozené z nabitych Castic a téZ nezdlezi na tom jaky je Casovy pri-
beh vzruchu. Toto tvrzeni je presné, i kdyZ na prvni pohled je v rozporu s vyznamem indexu lomu jako poméru
rychlosti svétla ve vakuu k rychlosti svétla v hmotném prostfedi, jak bylo diskutovdno v pfedchozim odstavci.
Tento zdanlivy rozpor vznikl tim, Ze jsme zatim uvazovali pouze o elektromagetickém poli vzruchu, ktery
vznikl ve vzdileném misté a opomenuli odezvu samotného hmotného prostfedi. Toto kvazineutrdlni hmotné
prostfedi vlivem vnéjsiho pole vytvoii elekromagnetické pole, které se diky principu superpozice secte s po-
lem, které tuto odezvu vyvolalo. Odezva v hmotném prostfedi vznikd tak, Ze na ndboje ptsobi elektricka sila

Vv s

vyvoland vnéj§im polem s opaénym znaménkem na kladné a zdporné néboje (magneticka Lorentzova sila lze
obvykle zanedbat). Vychylenim ndboji z rovnovaznych poloh vznikaji elektrické dip6ly, které zaff, tj. vytvari
proménné pridavné elektromagnetické pole. K feSeni tohoto problému je mozné pouzit tzv. mikroskopické
Maxwellovy rovnice zahrnujici existenci nabitych Castic:

0B . oFE . .

rot B = ——— rot B=pug |7 +eo— |, dlvE:E7 divB =0, 1.7

ot ot €0
kde kromé elektrického a magnetického pole nam zde vystupuji skaldrni pole hustoty ndboje p(¢, ) a vektorové
pole hustoty elektrického proudu j(¢, 7). Navic k feSeni téchto rovnic budeme potiebovat pohybové rovnice
(klasické nebo kvantové), kde vystupuje sila plisobici na jednotlivé naboje g:

F=qE+qv x B, (1.8)

kde v je rychlost naboje.

JelikoZ v praxi neni mozné sledovat jednotlivé nabité ¢4stice a popisovat elektromagnetické pole na mikro-
skopické trovni je vhodné prejit k fenomenologickému popisu, podobné jako v ptipadé popisu kvazistatického
elektromagnetického pole, k popisu pomoci makroskopickych Maxwellovych rovnic pro kvazineutralni pro-
stiedi (pfedpokladdme tedy, Ze v materidlu neexistuji nekompenzované naboje a proudy):

0B oD

rotE:—E, rotH:W, divD =0, divB =0, (1.9)

kde misto p a 3 zavedeme pole elektrické indukce D a magnetické intenzity H , pomoci kterych bude vyjadiena
odezva hmotného prostiedi na vnéjsi pole. Vektorova pole D a H dile mizeme vyjadfit pomoci materidlovych
rovnic jako:

D=¢E+P a B=pu (H+M), (1.10)
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kde P je vektorové pole elektrické polarizace a M je vektorové pole magnetizace.
V bézné optice se vliv magnetického pole na naboje zanedbav4, to v disledku znamena, Ze pole magnetické
indukce B a intenzity H jsou si pfimo imérn4:

B~uH. (1.11)

Pole P hmotného prostiedi vznika tak, zZe vlivem externiho elektrického pole E . se kladné néboje (jadra) vy-
daji ve sméru tohoto pole zatimco zdporné niboje (elektrony) se vydaji proti sméru tohoto pole a tim v prostfedi
vytvorii pridavné interni pole E;,; opacného znaménka. Vysledné elektrické pole E = Eoyy — Eiy vystupujici
v makroskopickych Maxwellovych rovnicich je tedy rozdilem téchto poli. To Ze rovnice jsou napsané za po-
moci E a ne pomoci Eey zaji$t' uje konzistenci feSeni t€chto rovnic. Vztah mezi poli P a E je velmi sloZity a
zahrnuje v sob¢ jak nelinedrni, tak linearni efekty.

V této fazi odvozeni linedrni odezvy je vhodné transformovat Maxwellovy a materidlové rovnice do podoby
komplexnich funkci zavislych na frekvenci w a komplexnim vlnovém vektoru k, protoZe predpokladame feSen{

ve form& tlumenych rovinnych vin (1.1), tj. E(w, k), atd.:

~ ~ A~

kxE=wB, kxH=-wD, kD=0, kB=0, (1.12)

D=¢E+P a B=uH. (1.13)

Vztah mezi pivodnimi poli a jejich obrazy je dan naslednou integralni transformaci:

_ / / / /_ Z B(t,r) expl—i(k r — wt)] dr dt, (1.14)

kde E(t,r) je ptivodni redlné pole elektrické intenzity a E(w, k:) e komplexni Fourierovsky obraz analyticky
rozsiteny v prostoru vinovych vektord k = k. +ik;. Podobné vztahy miiZeme psat i pro ostatni vektorova pole.
Vztah mezi komplexnimi Fourierovskymi obrazy PaEj je opét velmi slozity. Pomoci Taylorova rozvoje

Ize z ného vyclenit linedrni efekty:

k)= <o ///////OO W (w,w', k&) B k) dw'dSF + ..., (1.15)

kde tfi teCky reprezentuji kvadratické a vys$si Cleny. Ne vSechny linedrn{ efekty nds budou zajimat. Mezi linearn{
efekty, tedy efekty, které linearné zavisi na intenzité elektrického pole, patii napiiklad Ramantuv a Rayleightiv
rozptyl nebo Rentgenova difrakce, kterymi se v nasi pfednisce zabyvat nebudeme. V na$i pfednédsce se ome-
zime pouze na linearni dielektrickou odezvu, kterou definujeme nésledujicim vztahem:

A ~

P(w, k) = o x(w, k) B(w, k), (1.16)

kde x je linearni susceptibilita, komplexni 3 x 3 tenzor zavisly na frekvenci w (¢asova disperze) a téZ na
sméru Sifeni rovinné viny k, (prostorova disperze). Ve vétSing piipadi izotropnich i anizotropnich materiald
se prostorové disperze nevyskytuje a pak mluvime obecné o disperzni zavislosti:

~ ~ ~ ~

P(w,k) =¢x(w) E(w,k). (1.17)

V piipadé izotropnich materidlt je susceptibilitu mozné definovat jako komplexni funkci x(w). Materidlovou
rovnici (1.13) v pfipad¢ linearni dielektrické odezvy miZeme napsat zndimym zptsobem:

D=¢qE+cqxE=¢¢E, eE=1+x, (1.18)

kde € je dielektricky tenzor nazyvany v piipadé€ izotropnich materiali dielektricka funkce. Komplexni li-
nedrni susceptibilita x (w, k) nebo dielektricky tenzor &(w, k,) (dielektrickd funkce £(w, k. )) jsou dvé rizné
podoby zdpisu linedrni dielektrické odezvy.

V piipadé proménného elektromagnetického pole, je nutné zddraznit, Ze vektorovd pole E a B (nebo jejich
komplexni obrazy) vyskytujici se v makroskopickych Maxwellovych rovnicich a ddle aZ do rovnice (1.15) jsou
totoznd s poli vyskytujici se v mikroskopickych Maxwellovych rovnicich. Zahrneme-li vyse zminénou linearn{
dielektrickou odezvu (1.16) k makroskopickym Maxwellovym rovnicim, zméni se ndm vyznam vektorovych
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I I I I I
- E(t)<b(t) —
B P(t)=gq x(t) N

¢as, twy

0 0.5 1 1.5 2
frekvence, w/wy

Obrazek 1.1: Casovy pribéh linedrni dielektrické odezvy reprezentovanou redlnou linedrni susceptibilitou x(t)
(resp. polarizaci P(t)) na elektromagnetickou vlnu reprezentovanou delta funkci FE(t) o d(t) (horni graf).
Odpovidajici komplexni linedrni susceptibilita y(w), komplexni dielektrickd funkce £(w) a optické konstanty
n(w) a k(w) jsou zobrazeny na dolnim grafu. Kfivky byly poCitdny na zdkladé modelu tlumeného harmonického
oscilatoru (wp, = we, 7 = 10w, viz. kapitola 2.2.1).

poli. V tomto pfipadé musime tato pole chdpat jako jistd stfedni pole, kterd generuji ve vzdalenych mistech
spekuldrni koherentni ¢ast pole. V pfipadé rovinnych vin se jednd o zrcadlové odrazy a lomy svétla. Tento
zptsob stiedovani poli ale neznamend, Ze nelinedrni a rozptylové efekty existujici v hmotnych prostiedi se
ndm v makroskopickych Maxwellovych rovnicich tplné ztrati. Tyto efekty budou skryté spolu s absorpénimi
procesy v imagindrni Casti susceptibility, ktera jak ukdZeme pozdéji predstavuje energetické ztraty koherentni
vlny. V pifipadé kvazistaciondrnich poli, tj. pro nekone¢né dlouhé viny, se stfedovani poli vétSinou zavadi jako
stredovani pres objem v daném Case, coz v piipadé obecné proménného elektromagnetického pole nelze pouzit,
protoZe chceme, aby makroskopické Maxwellovy rovnice a definice linedrni dielektrické odezvy mély smysl i
pro vinové délky srovnatelné nebo kratsi nez vzdalenosti mezi atomy.

Jestlize chceme vyjadfit elektromagnetické pole zpét pomoci redlnych poli v pfimém prostoru musime
postupovat nasledovné. Nejprve si rovnici (1.16) pfepiSme zpét do pavodnich redlnych poli E(t,r) a P(t,r)
pomoci vztahu (1.14):

////_C: P(t,r) exp[—i(fc r — wt)] d3r dt = €p x(w, k) ////_Z E{' 7" exp[—i(l% ' — wt')] B di’

(1.19)
Vyraz pred integrdly na pravé stran¢ je konstantni vzhledem k integraénim proménnym a proto ho miZeme
zahrnout do integrdlu. Dédle mizZeme pfedpokladat, Ze integrdly se rovnaji, pravé kdyZ se rovnaji jejich in-
tegrandy. To vyplyva z faktu, Ze integralni transformace, pouZita na obou strandch rovnice, je analytickym
roz§ifenim Fourierovy transformace. Tedy pro k; = 0 se jednd o Fourierovu transformaci pro kterou plati, Ze
shoduji-li se obrazy transformace, tak i piivodni funkce se schoduji. TotéZ tvrzeni plati i pro jejich analyticka

rozsiteni. Proto oba integrandy mizeme podé€lit stejnym faktorem exp[—ik;r] (respektive exp|[—ik;r’)):

////Z P(t,7) exp[—i(k,r — wt)] d*r dt = ////Z co X(w, k) E(t',7") exp[—i(ker’ — wt')] d* dt’.

(1.20)
Je vidét, Ze integrély v predchozim vztahu reprezentuji Fourierovu transformaci redlnych funkci poli E(t,r) a
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P(t,r). Komplexni tenzor susceptibility x(w, k;), téZ miZeme vyjadfit jako Fourierovu transformaci tenzoru

X(t//, ,',_//):
x(w, k) //// (", 7"y exp|[—i(ker” — wt”)] A" dt”. (1.21)

Zavedenim substituci t” =t — t' ar” = r — r’ a jednoduchymi tpravami lze vyjadiit vystfedované vektorové
pole P za pomoci vystifedovaného pole E nédsledovné:

P(t,r) =€ ////00 x(t—t,r—o")E{, ) d3dt, (1.22)

z Cehoz vyplyva, Ze tenzor x(t — t',r — r’) je redlny. Poznamenejme, Ze tyto pole jsou rozdilné od poli
v rovnicich (1.10), kde jesté stfedovani nebylo uvazovano. Kdybychom rovnici (1.16) nezavedli stfedovani,
linedrni vztah mezi redlnymi poli by byl nésledovny:

P(t,r) =€ ////OO x(t,t,r, ") E{ r) d3r'dt (1.23)

a zahrnoval by vSechny linedrni rozptylové i absorp¢ni procesy. Kdybychom chtéli zavést kvadratické a vyssi
procesy, vztah mezi P a E bychom museli napsat obecnéji. Je tedy zfejmé, Ze (1.22) je ekvivalentni zavedeni
linedrni dielektrické odezvy obsahujici jak ¢asovou tak prostorovou disperzi, tj. jako definice (1.16). Linearn{
dielektrickou odezvu bez prostorové disperze, kterou jsme zavedli v (1.17), 1ze potom zavést nasledovné:

o0
P(t,r) = 60/ x(t—t)E{,r)dt. (1.24)
—00
Funkce redlné linedrni susceptibility x (¢, r) je tieti alternativni podobou zépisu linedrni dielektrické odezvy.
Na obrazku 1.1 jsou vSechny tfi funkce reprezentujici linearni dielektrickou odezvu zobrazeny pro model tlu-
meného harmonického oscilatoru.

1.3 Rovinné viny v homogennim prostredi

Prvni dvé Maxwellovy rovnice (1.12), materidlové rovnice (1.13) a definice linedrni dielektrické odezvy (1.16)
I1ze podobné jako v piipadé Maxwellowych rovnic ve vakuu upravit na vlnové rovnice. Pro vektorové pole E
miZeme psat:

k x(k xE)+wueé E=NkVE=0, (1.25)

coz je Fourierovsky obraz vinové rovnice. Netrividlni feseni pfedchozi rovnice najdeme pro takové vinové
vektory k, pro které je nulovy determinant N (k), tj.:

det | k26,0 + kyhkn K3y, — k2 12:3 k2é,. + k., | =0, (1.26)
k3.0 + k ks k2é.y + koky,  k2e.. — K2 — k2

kde k3 = w?poeo, ko je odpovidajici velikost vinového vektor ve vakuu.
V piipadg, Ze se v prostiedi $iiif homogenni rovinnd vlna, to 1ze zajistit tim, Ze svétlo vstoupi do prostied{
z vakua kolmo na rozhran{ a zvolime-li osu z ve sméru §ifeni svétla, tak pfedchozi rovnici 1ze psat ndsledovné:

k3eow — k2 k3w Kius ) B
det koeyw k22, — k2 K26, | =kjakl+kybkI+kie=0, (1.27)
kgé e ke,  kié..
kde
a=é., (1.28)
lA) = éyzézy + éxzézx ) (129)

>

= 5xy5yzézx + 5y:c5zyéxz — E22&8yxExy - (130)
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Podél osy z se tedy mohou $ifit Ctyfi rovinné viny odpovidajici ¢tyfem kofentim:

. \/Bi Vb2 — 4aé

k., = Eko 5%

v=1,234, (1.31)

pii¢emZ dva a dva kofeny se li§i pouze znaménkem, tedy smérem Sifeni vlny. KaZdému feSeni k., odpovida
polarizace charakterizovana jednotkovym vektorem p,:

N(k,)p, =0, |p,|=1, (1.32)

pfiCemZ komplexni fize vektoru je nejednoznac¢né a musi byt dodefinovand. Pomoci vlnového vektoru lze sice
definovat optické konstanty, tj. pomoci rovnice (1.2), ty vSak v pfipadé anizotropniho prostiedi zavisi na sméru
Sireni viny.

V pripadé izotropniho prostiedi je situace mnohem jednodusi. VInova rovnice:

R 0 0 E,
0 k3¢ —k? 0 E, | =0 (1.33)
0 0 k3é E.
vede ke dvojici vinovych vektort podél osy z:
k, = (0,0, iko\/é) (1.34)
a dvojici ortogonalnich vektord v roving xy, napriklad:
s A . 1 . . 1 .
b = (17070) y P2 = (Oa 150) nebo b= — (17170) y Pa= —= (]-a _170) . (135)

V2 V2
V ptipadé izotropniho prostfedi definice optickych konstant pomoci rovnice (1.2) jiZ ma smysl:
n(w) + ik(w) = n(w) = Vé(w), kde n(w) > 0. (1.36)

Optické konstanty potom mohou byt povazovany za dalsi reprezentaci linearni dielektrické odezvy.

1.4 Tri zakladni vlastnosti linearni dielektrické odezvy

VVVVV

a rotaéni struktury hmotného prostfedi. Obecné bez ohledu na znalost konkrétniho systému lze odvodit tfi
zakladni vlastnosti linearni dielektrické odezvy:

1. Casové reverzni symetrie

2. Kramers—Kronigovy relace

3. sumacni pravidlo.

V nésledujicich kapitolach si tyto vlastnosti odvodime. Pro hlubsi studium je mozné prostudovat tyto

zdroje [1, 6, 7, 5].

1.4.1 Casové reverzni symetrie

Prvni vlastnost systému je ddna pfimo vztahem mezi redlnou susceptibilitou popsanou v ¢asoprostorovych sou-
fadnicich a komplexni susceptibilitou popsanou v recipro¢nich soufadnicich, tj. pomoci frekvenci a vinovych
vektoru. Tento vztah je Fourierova transformace, tj. vztah (1.21):

x(w, k) = ////: x(t,r) exp[—i(k,r — wt)] d>r dt, (1.37)
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(w)
5 r(w) _
n(w)
Xiw)=g(w) —
or k(w) i
1 1 1 1 1 1 1
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

frekvence, w/wn

Obrazek 1.2: Ukazka Casové reverzni symetrie linearni dielektrické odezvy. Kfivky byly pocitany na zdkladé
modelu tlumeného harmonického oscildtoru (w, = we, 7 = 10w, viz. kapitola 2.2.1).

C“

Obrazek 1.3

a inverzni Fourierova transformace:

x(t,r) = (271T)4 ////_Z x(w, k) expli(k,r — wt)] A3k, dw. (1.38)

Redlnost tenzoru x (¢, r) pfimo implikuje ndslednou symetrii komplexniho tenzoru:

X(w, k) = X" (—w, k). (1.39)
Stejnou symetrii ma i dielektricky tenzor:

E(w, ky) =" (—w, —ky) . (1.40)

V mnohem Castéj$im pripadé prostfedi bez prostorové disperze se tato symetrie nazyva ¢asove reverzni syme-
trie! a pro veli¢iny dielektrické odezvy ma nésleduijicf tvar:

W) = K'(—w), ) =& (-w),  aw) =" (—w). (1.41)

Ptiklady funkcfi dielektrické odezvy odpovidajici Casové reverzni symetrii jsou uvedeny na obrdzku 1.2.
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1.4.2 Kramers—Kronigovy relace

Pro odvozeni druhé zakladn{ vlastnosti dielektrické odezvy, tj. Kramers—Kronigovy relace 2, provedeme ana-
Iytické rozsiteni Fourierovy transformace (1.21), tj. pfejdeme k novym proménnym w — @w = £ +i(:

//// (t,7) exp[—i(k,r — &t)] exp(—Ct) dr dt . (1.42)

Funkce dielektrické odezvy x (¢, 7) je spojitd omezena funkce, pro kterou plati, Ze je nulova pro ¢t < 0, coz
vyjadiuje fakt, Ze systém reaguje na podnét se zpoZdénim, respektive aZ po té co podnét prisel. Jinak feceno,
X (t, ) je kauzalni funkce. Pro analyticky rozsifeny Fourierovsky obraz kauzélni funkce, tj. x (&, k), plati, Ze
v horni poloroviné komplexni roviny w nemd Zadné singularity. Potom i funkce x (@, k;)/(w — w) je analytickd
tenzorova funkce, kterd v horni poloroviné komplexni roviny @, tj. £ € (—o0,00) a ¢ € [0,00), nema Zddnou
singularitu kromé bodu (w, 0) . Podle Cauchyho teorému je kiivkovy integrdl takovéto funkce vedeny po kiivce

schematicky zndzornéné na obrazku 1.3 nulovy:

X(w, k) ..
%XA(W’)dw =lhis+L+1,=0, (1.43)

w—w

kde I3, I2, a I jsou jednotlivé integraly vedené po usecich vyznacenych na obrazku. Pro Ry — coa Ry — 0
integrély pfes useky 1 a 3 pfedstavuji nevlastni integrdl ve smyslu Cauchyho vlastni hodnoty:

% X (E,
Il+3:][oo 5(5_ ) g, (1.44)

Pro Re — 0 integral pfes tsek 2 pfedstavuje polovinu kiivkového integrdlu po sméru hodinovych rucicek
kolem singularity v bodé€ (w, 0), pro ktery plati podle reziduové véty:

I = —irx(w, ky). (1.45)
Pro Ry — oo a jestlize x(w) klesd rychleji nez 1/ Ry lze snadno dokazat, Ze:
I3=0. (1.46)

Dosazenim jednotlivych integralli do kiivkového integralu (1.43) dostaneme integraln{ rovnici, kterd se nazyva
Kramers—Kroniguv integral nebo Kramers—Kronigovy relace:

> x(& kr)
X (w, ky) ][ : . (1.47)
o §—w
Rovnice se vétSinou pisi zvlast’ pro redlnou a imagindrni ¢4st susceptibility:
[ X(g kr)
k:) = — S22 de, 1.48
xolonkr) = f ~ X g (148)
1 o I 7k1'
Xi(w, kr) = —][ Xsl& Fr) d¢.. (1.49)
T) oo &€—w

tim vynikne jejich hlavni vyznam, a to, Ze kauzdlni dielektrickd odezva je popsatelnd pouze jednou z komplex-
nich komponent dielektrické odezvy a druhd komponenta je pomoci ni jednoznacné urcena.

Relace lze jednoduse prepsat pro dielektricky tenzor piimo z jeho definice (1.18) pri¢tenim a odectenim
jednotkového tenzoru 1:

er(w k) = 1+ W][OO 515(5’ w> de, (1.50)
o T 7kr -
si(w,kr):—i][_ E(Z_Ldg. (1.51)

"Pojem &asové reverzni symetrie vychézi z toho, Ze komplexni dielektrickd odezva je definovand i pro nefyzikalni ziporné hodnoty
w, které se daji interpretovat jako otoceni sméru Casu (zdporny vinovy vektor md jasny fyzikdlni smysl opacného Sifeni viny). Pojem
Casove reverzni symetrie budeme pouZzivat i v zobecnéné podobé uvedené ve vztazich (1.39) a (1.40).

2Kramers—Kronigovy relace odvodili Hendrik Anthony Kramers [4] a Ralph de Laer Kronig [2] ve 20 letech 20 stoleti.
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V piipadé linedrni dielektrické odezvy bez prostorové disperze relace maji stejnou formu, pouze vymizi
zévislost na sméru Sifeni viny k.. ProtoZe zdrover plati Casové reverzni symetrie (1.41), x;(w) je tenzor lichych
funkci a miZeme pro rovnici (1.48) psat:

(%) 0 00 00
X, (w) = 1][0 xi(§) dé + 1][ xi(§) dé = l]é xi(§) de + i]é xi(§) de . (1.52)

T E—w T) oo & —w T E—w E+w
A tedy:
2 [ £x, 92 [ te
X, (w) = 77]{; §2X_1(i)2 d¢ resp. er(w) =1+ W]é 5526—(22 d¢, (1.53)

s vz

coZ je prakticky vztah umoZiiujici ndm definovat dielektrickou odezvu jen na zdklad€ imagindrni ¢4sti dielek-
trické odezvy pro kladné frekvence. Vysledna dielektrickd odezva je potom zarovenn Kramers—Kronigovsky
konzistentni a zaroven splituje Casové reverzni symetrii.

1.4.3 Sumacni pravidlo

Pro odvozeni tieti zdkladni podminky je nutné vyjit z pohybovych rovnic a to bud’ klasickych Newtonovych
nebo z kvantové mechanickych, tj. z Schrodingerovy rovnice. Toto Ize obejit, jestlize pfedpoklddame, Ze die-
lektricka odezva vSech hmotnych prostredi pro dostate¢né vysoké frekvence je shodna s dielektrickou odezvou
neinteragujiciho elektronového plynu, tj. fidkého plazmatu:

X k wg 1 (1.54)
X(w7 r) ~ ﬁ ’ .

kde wy, je konstanta plazmova frekvence, kterd je pfiblizné pfimo timérnd hustoté elektront Ne:

2_62M

2 (1.55)

w

)
€0Me

kde e a m, je elementdrni ndboj a hmotnost elektronu. Tento pfedpoklad nahrazuje feSeni pohybovych rovnic,
které si ukdZzeme v kapitoldch 2.2 a ??.

Pro odvozeni dale budeme potfebovat matematickou vétu, tzv. teorém superkonvergence [1]. Predpokla-
dejme, Ze funkce g(y) je definovand integraly:

g9(y) = ][Ooo ?f(_xi dx nebo g(y) = OOO y(f; dzx, (1.56)

kde f(z) je funkce klesajici rychleji nez 1/x pro = vétsi nez néjaké konecné &islo. Potom pro velké y plati pro
obé definice g(y):

g(y) = ;/Doo f(z)dz+ O (;) , (1.57)

kde O(1/y) je funkce, kterd klesd rychleji nez 1/y.
Odvozeni zacneme tak, Ze v Kramers—Kronigové relaci (1.48) pouZijeme ndsledujici identitu:

1 ¢ 1
S ) (5
tj.:
1 [ (&, Ky 1 &0
(o) = -~ B qe L [T yien e (1.59)

Pak s vyuZitim relaci symetrie (1.39), podobné jako v (1.52), pfevedeme nevlastni integraly na integraly s klad-
nym integra¢nim oborem:

L [* (& k) ol —k) dg—l/oooxi(f,kr)—xi(&—kr) de. (1.60)

EO w—¢ E+w W

Xr(wa kr) == -
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Druhy integrl musi byt nulovy tenzor 0, protoZe pro velkd w tenzor X (w, k;) musf klesat k nule jako 1/w?:
/OOO Xi(w, kr) — Xi(w, —kx) dw = 0. (1.61)
Prvni integrdl upravime pomoci superkonvergencniho teorému, kdyz f(z) — &x;(& kr)/(mw) a g(y) —
X (W, K,
k) = =5 [ ek + oxits. k) as -0 ) (1.62)

Srovnanim predchozi rovnice s dielektrickou odezvou fidkého plazmatu (1.54) dostaneme sumacni pravidlo
pro dielektrickou odezvu obecné anizotropniho prosttedi vykazujici prostorovou disperzi:

/oo w [x;(w, k) + x5 (w, —ky)] dw = 7w’ 1. (1.63)
0

V ptipadé, Ze prostiedi nevykazuje prostorovou disperzi, obdrZzime sumacni pravidlo s polovicni pravou stranou,
tak jak je Casto uvadéné:

/Oowxi(w) dw =5 gl (1.64)
0

Sumacni pravidla pro dielektricky tenzor, ¢i dielektrickou funkci jsou totoznd, protoze plati ; (w, k;) = x;(w, kr)
a na pravé strané vystupuje izotropni jednotkovy tenzor.

Vyznam sumacniho pravidla spo¢ivad v tom, Ze spojuje dielektrickou odezvu s hustotou nabitych ¢éstic.
Dilezita vlastnost sumaéniho pravidla je, Ze predepisuje stejnou hodnotu sumacniho integralu pro diagonalni
komponenty dielektrického tenzoru a nulovou hodnotu sumacniho integrdlu pro mimodiagonalni komponenty.
Obe vlastnosti 1ze vhodné vyuzit pfi konstrukei disperznich modeld.

1.5 Symetrie tenzoru dielektrické odezvy

Dielektrickd odezva reprezentovand komplexni susceptibilitou x (w, k) je 3 x 3 tenzor, ktery miZeme rozlozit
na dvé ¢asti:
1. Anizotropie — Symetrickd ¢ast dand translacni symetrif prostfedi, kterd nevykazuje prostorovou disperzi:
Xa(Ww) (W) Gw)
Gw) Xyw) Glw) |- (1.65)
(@) (W) Xe(w)
2. Opticka aktivita — Antisymetrickd ¢ast s nulami na diagondle dand chirdlni symetrii prostfedi, kterd
obecné vykazuje prostorovou disperzi:

0 72 (w, k) —Ty (w, ky)
XS(wa kr) = _ﬁz (w7 kr) 0 ﬁx(wa kr) . (1.66)
Tly (W, kr) MW, kr) 0

Dielektricky tenzor vykazujici jak anizotropii tak i optickou aktivitu s nejniz§im stupném symetrie ma nisledu-
jici tvar:

é(w,kr) = 1+Xs(W)+)A(A(w,kr), (167)
tj.:
1+ Xo(w) So(w) + Mz (w, k) Gy(w) — iy (w, k)
e(w, k) = | G(w) —Nz(w, k) 1+ xy(w) Se(W) + (W, kr) | (1.68)
Sy(w) +My(w, kr) (W) — Nz(w, kr) I+ Xz(w )

kde vSechny funkce y, ¢ i1 vystupujici v pfedchozim vztahu musi splilovat casové reverzni symetrii, Kramers—
Kronigovy relace a integralni vztahy reprezentujici sumacni pravidlo:

oo T oo oo
/ W Xig(w) dw = 5 g, a / Wi g(w) dw = / wnig(w,ky)dw=0, kde ¢g=uz,y,%
0 0 0
(1.69)
Latky s vyS$im stupném symetrie 1ze popsat pomoci tenzoru, kde nékteré ze zavislosti a nékteré z uvedenych
funkci vymizi.
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1.5.1 Izotropni opticky neaktivni prostredi

Latky s nejvys$$im stupném symetrie vykazuji izotropii dielektrické odezvy bez optické aktivity, kterd je po-
psand nejjednodussim moznym dielektrickym tenzorem:

Ew) 0 0
é(w) = 0 éw) O =é(w)1, (1.70)
0 0 £(w)

tedy pouze dielektrickou funkci € (w). Tuto symetrii vykazuji amorfni latky a také stiedové soumérné kubické
krystaly.?

1.5.2 Jednoosé anizotropni opticky neaktivni prostredi

O stupen nizZsi symetrii maji latky s jednou optickou osou. Optickou osou je myslen smér, kde optické vlast-
nosti prostfedi (dielektricky tenzor) nezdvisi na sméru polarizace viny. KdyZ zvolime toto osu paralelni s osou z
(osy = a y mizeme zvolit libovolné), dielektricky tenzor je potom definovany dvéma dielektrickymi funkcemi:

2w 0 0
é(w) = 0 é(w) O . (1.71)
0 0  ée(w)

Ob¢ dielektrické funkce, tedy fadnd (ordinerni) £,(w) i mimofadna (extraordinerni) £.(w) jsou popsané neza-
vislymi funkcemi splitujici Casove reverzni symetrii a Kramers—Kronigovy relace, které jsou svazané sumacnim

pravidlem:

[e.e] oo T
/ wejo(w) dw = / weie(w) dw = fwg. (1.72)

0 ’ 0 ’ 2
Tuto symetrii maji stfedové soumérné trigonalni, tetragonalni a hexagonalni krystaly.* Zminénou symetrii
mohou mit téZ amorfni latky vystavené vnéjSimu poli (elektrickému nebo mechanickému). V piipadé elektric-
kého pole se jedna o tzv. kvadraticky elektro-opticky Kerrtv efekt. Je-li izotropni material vystaven vné&j$imu
elektrickému poli ve sméru z, tak dielektricky tenzor kromé frekvence zdvisi i na Ctverci intenzity externiho

elektrického pole E2:

E(w) + a(w)E? 0 0
é(w,FE,) = 0 E(w) + a(w)E? 0 , (1.73)
0 0 E(w) + Bw) B2

kde komplexni funkce &(w) a B (w) spliiuji Casové reverzni symetrii a Kramers—Kronigovy relace. Ze sumac-
niho pravidla pak plyne:

o0 T 9 oo o
/0 wei(w) dw = 5@ a /0 waj(w) dw = /0 wfBi(w)dw=0. (1.74)
Nenf li opticka osa totoZnd se smérem z, je mozné pouZit matici rotace R ke transformaci soufadnic:
Eo(w) 0 0
éw)=R 0 &ow) O R, (1.75)
0 0  ée(w)

V piipadé jednoosého prostfedi tato matice m4 tvar:

cos¢p —singcos singsind
R=| sin¢g cos¢dcosf —cospsing | | (1.76)
0 sin ¢ cosd
kde ¢ je thel, o ktery materidl musime pootocit, tak aby se optickd osa dostala do roviny zz a 6 je tihel mezi
optickou osou a smérem 2.

3Stiedovd soumé&most znamend to, e v krystalu existuje takovy bod 0 pro ktery plati, 7e viechny atomy v bod& vzdaleném od
tohoto bodu o vektor r maji stejny typ atomu v bod¢ vzdidleném o —r. V anglické literatufe se tato symetrie nazyvd ‘centrosymmetry’.

4Jednoosou anizotropii bez optické aktivity mohou vykazovat i trigondlni, tetragonélni a hexagonalni krystaly, které nemaji stfe-
dovou symetrii jako je pfirodni grafit u kterého se grafenové roviny ndhodné stiidaji v jejich tfech mozZnych polohdch (viz. kapitola
1.5.4).

SPoznamenejme, Ze je-li 6 = 0, tak tenzor (1.71) je invariantni vi&i oto&en ¢.
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1.5.3 Dvouosé anizotropni opticky neaktivni prostredi

Nizsi typ symetrie neZ jednoosé krystaly maji dvouosé krystaly. Ty miiZzeme rozd€lit do tif skupin podle typu
translacni symetrie:

e Stredové soumérné ortorombické krystaly

Ortorombické krystaly maji translaéni symetrii danou tfemi navzdjem kolmymi vektory rizné délky.
Sméry téchto vektord miizeme ztotoznit s hlavnimi osami, tedy se soufadnym systémem, kde je dielek-
tricky tenzor diagonalni. Shoduji-li se hlavni osy a, b a ¢ se souradnym systémem z, y a z, dielektricky
tenzor je poté popsan tfemi dielektrickymi funkcemi odpovidajici polarizaci ve sméru téchto os:

)= 0 aw o |. 1.77)
0 0 £q(w)

Dielektrické funkce é,(w), é,(w) a €.(w) spliiuji Casové reverzni symetrii a Kramers—Kronigovy relace
a jsou svdzané sumacnim pravidlem:

/0 wEjq(w) dw = /0 weip(w) dw = /0 weje(w) dw = gwg. (1.78)

V piipadé, Ze osy a, b a ¢ nejsou shodné se souradnym systémem, musime k popisu dielektrického tenzoru
pridat rotaéni matici R umoznujici osy a, b a ¢ v prostoru otocit do libovolného sméru:

Ealw) 0 0
éw)=R 0 &w) 0 R, (1.79)
0 0 éqw)
cos¢cosy —singcosfsiny —cospsiny —sin¢cosfcosy  sinpsin b
R=| sin¢gcosy + cospcosfsiny —singsiny + cos¢pcosfcosyy —cosgsinfd |, (1.80)
sin # sin ¥ sin @ cos ¢ cos 0

kde ¢, 0 a ¢ jsou Eulerovy thly. Vyznam Eulerovych thli je nasledujici:

1. Otocime prostiedi kolem osy c o thel 1), tak aby osa a leZela v roviné zy.
2. Otocime prostiedi kolem osy a o thel 8, tak aby osa b lezela v rovin€ xy a osa c byla paralelni s z.

3. Otocime prostiedi kolem osy c o thel ¢, tak aby osa a byla paralelni s « a osa b byla paralelni s y.

e Stiredové soumérné monoklinické krystaly

Monoklinické krystaly maji pouze jeden vektor translacni symetrie kolmy na ostatni dva vektory translacni
symetrie, které spolu sviraji obecny thel rizny od kolmého. V tomto piipad€ nelze najit hlavni osy tak,
aby dielektricky tenzor byl diagondlni pro vSechny frekvence w. V piipadé, Ze osu z (c) ztotoZnime se
smérem translacni symetrie, ktery je kolmy na ostatni dva sméry translacni symetrie, miizeme dielek-
tricky tenzor psét:

éa(w) éab(w) 0
ew) = | fwlw) &w) 0 . (1.81)
0 0 Ec(w)

Dielektrické funkce £,(w), £p(w), Eqp(w) a é.(w) splituji Casoveé reverzni symetrii a Kramers—Kronigovy
relace a jsou svazané sumacénim pravidlem (1.78) a navic:

/ wejgp(w) dw=0. (1.82)
0

Rotujeme-li s tenzorem (1.81) kolem osy z (c) pomoci rotacni matice:

cosy —siny 0
R=| siny cosy O , (1.83)
0 0 1
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obdrZime nésledujici tenzor:

cos? 1) &, (w) + sin? ¢ & (w) 2(cos? 1 — 1) Egp(w) 0
—2cos ) sin ) €4p(w) +cossiny [Eq(w) — ép(w)]
e(w) = 2(cos? 1 — 1) Egp(w) cos? 1 éy(w) + sin? 9 &, (w) 0 (1.84)
+cossiny [Eq(w) — ép(w)] —2cos Y sin €qp(w)
0 0 €c(w)

JelikoZ komponenty €,,, €4y a €,y jsou linedrni kombinace é,(w), &p(w) a €qp(w) je zfejmé, Ze Casove
reverzni symetrie a Kramers—Kronigovy relace jsou splnéné. TéZ Ize snadno vidét, Ze sumacni pravidlo
se zachovava. Neni to prekvapivé, protoZe se da dokézat, zZe vSechny tfi zdkladni vlastnosti dielektrické
odezvy jsou invariantni vii¢i libovolné rotaci soufadnic. Vyznam vztahu (1.84) spociva v tom, Ze pomoci
ného miZeme dodefinovat sméry hlavnich os a a b a to tak, Ze poloZime redlnou ¢ast £,, komponenty
dielektrického tenzoru rovu nule:

R {2(cos? ¥ — 1) &g (w) + cospsing [€,(w) — Ep(w)]} = 0. (1.85)

Smér hlavnich os a a b je potom zavisly na frekvenci w. Tato definice ma vyznam predevsim v oblasti,
kde je krystal transparentni mezi fononovou a elektronovou absorpci, tj. vétSinou ve viditelné oblasti
spektra. To ndm umoziuje definovat hlavni osy podobné jako pro ortorombické krystaly.

Dielektricky tenzor libovolné natoceny vzhledem k soufadnému systému lze popsat pomoci rota¢ni ma-
tice (1.80), kde dhly 1) a 6 jednoznacné urcuji smér osy ¢ a pomoci thlu 1) miZzeme dodefinovat smér os
a a b, pomoci sméru absorpénich struktur, které se mohou liSit od sméru téchto os v transparentni oblasti.

e Stiredoveé soumérné triklinické krystaly

cvv s

NejniZs{ stupeni symetrie maji triklinické krystaly, které maji uhly mezi vektory translacni symetrie rizné
od kolmého thlu. Dielektricky tenzor je pro v§echny souradné systémy popsén Sesti dielektrickymi funk-
cemi:

Ea(w) Eap(w) Ege(w)

Ew) = fa(w) &pw) Epelw) |, (1.86)

Eac(W)  Epe(w)  Ec(w)
pro které opét plati ¢asové reverzni symetrie, Kramers—Kronigovy relace a sumacni integrdly (1.78),
(1.82) a navic:

o0 oo
/ W Ei,qc(w) dw = / weipe(w) dw =0. (1.87)
0 0
Hlavni osy Ize podobné jako u monoklinické soustavy definovat pouze pro transparentni oblast, tedy pro

oblast, kde dielektrické funkce jsou redlné a nebo vyplynou z absorp€nich struktur jako miniméln{ forma,
kde jednotlivé absorpcni struktury se projevuji jen podél hlavnich os.

Dielektrickd odezva vSech tfi forem dvouosych krystalii v transparentni oblasti 1ze popsat pomoci diago-
nalniho dielektrického tenzoru:

gqw) 0 0
é(w) = 0 ew) 0 , (1.88)
0 0 ec(w)

kde sméry hlavnich os a, b, a ¢ jsou fixni v zavislosti na frekvenci pouze pro ortorombické krystaly. Pro mono-
klinické krystaly existuje jen jedna fixni osa a pro triklinické se v§echny osy v zdvislosti na frekvenci pohybuji.
Obecné pro anizotropni prostiedi v daném sméru k" mohou existovat dvé rovinné vlny pohybujici se kladnd
v daném sméru a dvé rovinné vlny pohybujici se v opacném sméru. PfiCemZ obecné dvé vlny pohybujici se
v jednom sméru maji riznou velikost vinového vektoru a odpovidaji jim jisté navzdjem kolmé polarizace. Pro
danou frekvenci w 1ze pro tyto materidly najit dva sméry, podél kterych se se §ifi Ctyfi viny, které maji stej-
nou velikost vinového vektoru, tedy rotujeme-li kolem té€chto dvou sméri, optické vlastnosti, tj. index lomu
svétla n,, se neméni. Témto dvéma smértim fikdme dvé optické osy, podle kterych tyto krystalické materidly
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nazyvame, tedy dvouosé anizotropni materidly. Abychom urcili smér optickych os, postupujeme stejné jako
v kapitole 1.3, kde determinant matice vinové rovnice det N (k) = 0 rovny nule ndm urluje velkost vektoru k:

k§ ea(w) — k2 — k2 koky kik.
det kyks kg ep(w) — k2 — k2 kyk =0. (1.89)
k. kg k.ky k§ec(w) — k2 — k2

Pfidame-li podminku £,(w) > ep(w) > &.(w), lze najit dva sméry, pro které existuji v kazdém sméru dvé
dvojnasobné degenerovana feSeni, tedy Ctyfi vektory, kolem kterych miZeme zvolit libovolnou polarizacni

bazi:
_ ep(w) [ea(w) + ec(w)]
ky = ko \/ ea(@) T 2(@) , (1.90)

b \/Ea(iiib>(i);<zc>w | (oD
k,=0. (1.92)

1.5.4 Opticky aktivni prostredi

V predchozich kapitolach jsme se zabyvali pouze materidly, které nevykazovaly prostorovou disperzi a byly
popsany symetrickym dielektrickym tenzorem, tj. nevykazovaly optickou aktivitu. Opticka aktivita (antisymet-
ricka ¢ast dielektrického tenzoru) je bud’ dana chirdlni strukturou hmotného prostiedi, kdy vlivem nelokalnosti
dielektrické odezvy dochézi ke stdCeni vektoru polarizace P vhledem k sméru elektrické intenzity E (viz. vztah
(1.22)) nebo je dana std¢enim vektoru polarizace diky vnéjsi Lorentzové sile vyvolané magnetickym polem. Je-
li hmotné prostfedi vystavené magnetickému poli, objevi se v dielektrickém tenzoru antisymetrickd slozka,
Cemuz se iikd Faradayuv (magneto-opticky Kerrav) jev. Jde-li o izotropni prostfedi a externi magnetické

pole je popsano vektorem H o = (H,, H,, H) dielektricky tenzor 1ze psat nasledujicim zptisobem:
E(w,Hext) = | —n(w)H, é(w) N(w)Hy . (1.93)

Obé disperzni funkce spliiuji Casove reverzni symetrii a Kramers—Kronikovy relace s ndsledujicimi sumacnimi
integrély:
o0 T o
/ wej(w) dw = iwg a /0 wni(w)dw =0. (1.94)
0
Optickou aktivitu s prostorovou disperzi vykazuji asto krystaly, které nemaji stfedovou soumérnost. Po-
kud se na krystal miZeme podivat tak, jako by byl tvofen opakujicimi se rovinami, kde polohy atomt v téchto
rovindch pravidelné rotuji kolem osy, jednd se o tzv. krystaly s rotujicimi rovinami. Je-li tato osa oriento-
vand podél osy z a jednd se o jednoosy anizotropni opticky aktivni krystal a dielektricky tenzor je popsan
nasledovné:
Eo(w)  Nw)k: 0
E(w, k)= —nw)k, éo(w) 0 : (1.95)
0 0 €o(w)

Tuto symetrii ma napiiklad kifemen. Stejnou symetrii by mohl mit i grafit, ktery ma tfi rizné polohy rovin vici
ose podobné jako kfemen, které se musi stiidat. JelikoZ konfigurace 1,2,3 a 1,2,1 jsou energeticky ekvivalentni,
tak se polohy rovin ndhodné stfidaji a tim se porusi chirdlni symetrie, kterd nastane u kiemenu a grafit se chova
tak, jako by vykazoval stfedovou soumérnost, i kdyZ ji ve skute€nosti nevykazuje. U kfemenu jsou konfigurace
1,2,3 nebo 1,3,2 energeticky vyhodnéjsi nez konfigurace 1,2,1 atd. a proto existuji kiemeny jak s pravotocivou
tak i levotoCivou symetrii.

Opticka aktivita neni doména jen krystald, ale tuto vlastnost mohou vykazovat i amorfni materialy, které
jsou sloZeny z molekul s chirdlni asymetrii. JelikoZ u neZivych struktur je stejnd pravdépodobnost vyskytu pravo
a levotocivych molekul, opticka aktivita se u takovych systémi vyrusi. Optickou aktivitu potom vykazuji takové
systémy, kde se vyskytuji nebo alespont pfevazuji molekuly pouze jednoho druhu. Takovym piikladem jsou
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piirodni organické molekuly, protoZe Zivé organizmy preferuji pouze jen jednu chiralitu. Typickym prikladem
amorfni latky s chiralnimi molekulami je cukernaty roztok. Dielektricky tenzor tohoto roztoku Ize potom

popsat ndsledovné:

(1.96)
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Kapitola 2

Empirické a klasické modely

2.1 Empirické modely

Pfedtim, neZ Paul Drude zavedl formalismus zahrnujici absorpéni procesy, pouZivali optikové v devatendctém
stoleti pro popis lomu svétla na hladkych rozhranich pouze index lomu. Z tohoto obdobi stoji za povSimnuti
dvé empirické formule vyjadiujici disperzni zdvislost indexu lomu na vlnové délce.

e Cauchyho formule je vztah mezi vinovou délkou a indexem lomu, ktery definoval v roce 1836 matematik

Augustin-Louis Cauchy
B C
e Sellmeierova formule je presnéjsi nez predchozi formule (Iépe vyhovuje experimentu) a zavedl ji Wilhelm
Sellmeier v roce 1871

B;\?
20y — J
n“(A\) =1+ Ej f/\? (2.2)

Obé formule 1ze pouZit pouze pro prihledné materialy a plati pouze v omezeném spektralnim rozsahu. Vyho-
dou Cauchyho formule je, Ze na parametrech A, B a C zdvisi linedrné a proto miZe byt aplikovana snadno
linedrni regrese. Nevyhodou tohoto vztahu je, Ze z hlediska teorie dielektrické odezvy spliiuje pouze Casové
reverzni symetrii. Sellmeierova formule je pfesnéjs$i neZ Cauchyho formule, tj. obvykle 1épe vyhovuje experi-
mentu. Sellmeierova formule spliluje vSechny tfi zakladni podminky kladené na dielektrickou odezvu, pakliZze
predpokladdame, Ze dielektricka funkce je reprezentovana delta funkcemi v mistech singularit, kde dielektricka
odezva nenf timto modelem definovéna.

2.1.1 Implementace v newAD2

Cauchyho formule je standardné implementovédna podle vztahu (2.1). M4 dva modifikatory. Prvni zkrati Cau-

chyho formuli na dva ¢leny, t.
B

n(A) = A+ IR (2.3)
a druhy prid4 exponencidlni zdvislost popisujici extinkéni koeficient:
k() = aexp(—bA). (2.4)

Sellmeierova formule je implementovand podle vztahu (2.2), kde atributem modelu je zadan pocet ¢lend.
Tuto formuli mtiZzeme modifikovat tak, Ze misto jednicky ve vtahu (2.2) je generovan aditivni parametr A:

) =AY BN 25)
“ 4 S |

Parametr A je ovSem nefyzikdlni a miiZeme ho nahradit ¢lenem s malou hodnotou \;.

21
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Poznamenejme, aby Sellmeiertiv model byl kompatibilni s ostatnimi modely, 1ze jej pfepnout do médu, kdy
je vyjadfen pomoci parametril E; (pdly Sellmeierovy formule v eV) a parametry N; (sily pfechodu jednotlivych
pola):

N

J
(2.6)
2 27
Ej -F

n(B) = e(E) =1+ >3

kde E = ¢/ je energie fotonu (c — rychlost svétla). Veli¢ina sila pfechodu N; ma jednotku eV? a bude
vysvétlena pozdéji (viz. kapitola 2.2.5).

2.1.2 Priklad pouziti Cauchyho a Sellmeierovy formule

Jako priklad pouZiti Cauchyho a Sellmeierovy formule jsme vybrali dielektrickou odezvu kifemenného skla.
Na obrazku 2.1 lze vidét skutecnou dielektrickou odezvu kiemenného skla Lithosil Q2 vyrdbéného firmou
Schott. Izotropni dielektricka odezva je v obrazku reprezentovana pomoci optickych konstant n a k£ a pomoci
komplexni dielektrické funkce €, které spolu souvisi vztahy:

é = (n+ik)?, tj. e =n?—k%, & = 2nk, (2.7

ntik=ve, 1§ n:\/|€|_2‘_€r k:\/|€|2_€r. 2.8)

Pribéh skuteéné dielektrické odezvy byl nami urCen za pomoci spektroskopickych metod. V tomto misté se
jim nebudeme podrobné zabyvat a bude nam slouZit pouze pro srovnéni s vysledky Cauchyho a Sellmeierovy
formule. Vysvétleme si jen zakladni skute¢nosti, které miizeme na obrazku vidét. Napravo v infracervené (IR)
oblasti, pro vlnové délky vétsi nez 8000 nm, vidime tfi absorpéni struktury, které odpovidaji tfem zakladn{
vibra¢nim médim atomi kiemiku a kysliku, tzv. fononové absorpce. Nalevo v ultrafialové (UV) oblasti, pro
vinové délky kratsi nez 120 nm, lze vidét absorpcni pds, ktery odpovida dielektrické odezvé zplisobené excita-
cemi elektronl. Mezi témito oblastmi, kterd zahrnuje oblast viditelného svétla, je oblast, kde je kiemenné sklo
transparentni a kde jeho vlastnosti lze popsat pomoci vySe zminénych empirickych formuli.

V transparentni oblasti firma Schott zarucuje u tohoto materidlu index lomu s vysokou presnosti, ktery se
uréuje pomoci metody minimélni deviace (MMD). Tyto hodnoty dielektrické odezvy jsou v obrdzku vyneseny
pomoci bodd. Parametry Cauchyho a Sellmeierovy formule byly ur€eny fitovdmim pravé na tyto hodnoty in-
dexu lomu. Hodnoty téchto parametrl jsou uvedené v obrazku. Je vidét, Ze Cauchyho formule dobie popisuje
index lomu (redlnou ¢ast dielektrické funkce) materidlu pouze ve spektralni oblasti dostate¢né vzdalené od ab-
sorpénich struktur, kdezto Sellmeierova formule popisuje dobfe dielektrickou odezvu v mnohem §irsi oblasti,
témér az na hranu absorpce jak v UV tak i v IR oblasti.

Dale poznamenejme, Ze jak jsme psali vySe, imagindrni ¢ast dielektrické funkce je reprezentovand v ramci
Sellmeierovy formule delta funkcemi. To znamen4, Ze systém miize absorbovat energii pouze na frekvencich
odpovidajicich vlnovym délkdm A ;. Podivdme-li se na odpovidajici optické konstanty, tak na té€chto vinovych
délkach zacinaji absorpcni pasy, kde index lomu n je nulovy. Na frekvencich odpovidajici témto pastim latka
nepropousti svétlo, elektromagnetické pole na rozhrani téchto latek exponencidlné klesa, ale zadné energie
se neabsorbuje. U takového povrchu nabité castice kmitaji v protifdzi k vn&j$Simu poli a energie stiidave tece
smérem od povrchu do materidlu a obracené z povrchu do vnéjsiho prostiedi. Tedy, s vyjimkou tif frekvenct,
toto prostfedi se chova tak, jako by v ném neexistovalo tfeni (disipace) a tedy Sellmeierova formule nemutze
fyzikalné spravné popsat redlné prostfedi v celém spektralnim oboru.

2.2 Klasické modely

Za klasické modely povazujeme modely vychdzejici z klasické Newtonowské mechaniky. Tyto modely ndm
poskytnou fyzikdlné spravny popis dielektrické odezvy pouze v pripad€, chovaji-li se nabité ¢astice v hmoté
jako klasické céstice. Ve skuteCnosti, aZ na malé vyjimky, tak tomu neni a pro vysvétleni dielektrické ode-
zvy hmotnych prostedi je nutné vyjit z kvantové mechanického pohledu. Pfed tim, neZ tento krok udélame,
podivejme se na dielektrickou odezvu pohledem klasické mechaniky.

V klasickych modelech predpokldddme, Ze hmotné prostfedi je tvofené kvazineutranim souborem nabitych

Castic, které mohou byt jak kladné nabité (napf. v pevné latce ionty tvofené jadry atomtl spolu s pevné vazanymi
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parmetry Cauchyho formule:
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Obrazek 2.1: Porovnani optickych konstant a dielektrické funkce pro kfemenné sklo Lithosil Q2 pii pouZiti
Cauchyho a Sellmeierovy formule. Body reprezentuji index lomu (redlnou ¢ést dielektrické funkce), ktery byl
ur¢en pomoci metody minimdlni deviace (MMD). Parametry Cauchyho a Sellmeierovy formule byly uréeny
fitovdmim indexu lomu uréeného pomoci MMD.
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jadernymi elektrony) tak i zdporné nabité (napf. valencni elektrony, poptfipadé zdporné ionty v kapalindch).
Pficemz tyto ndboje mohou byt vazané nebo volné.

Pri klasickém pohledu pfedpokladdme tfi druhy sil pisobici na nabitou Castici o hmotnosti m vedouci k
linearni dielektrické odezvé:

1. Elektricka sila — Tato sila je imérnd naboji ¢ a intenzité lokalniho elektrického pole E.. v misté Castice:

F, = qFE.. (2.9)

2. Pruzna sila — Predpokladame, Ze tato sila je imérna vychylce od stfedni rovnovazné polohy Castice r:
F, = —kr, (2.10)
kde k, je tenzor vyjadfujici tuhost prostredi.

3. Tlumici sila — U této sily predpokladame, Ze je tmérna rychlosti ¢astice:

dr
Fa= ki<, @.11)

kde kg4 je tenzor tlumeni.

Podle druhého Newtonova zdkona jsou tyto sily v rovnovaze se setrvacnou silou hmotné ¢éstice. Pohybova
rovnice pro takovou castici ma nésledujici tvar

d*r dr
m@ = qEIOC — kr"' — kd% . (212)

Dale predpokldddme, Ze v ramci linedrni optiky poloha nabité Castice vykondva harmonicky pohyb, ktery je
synchronni s harmonicky ménicim se lokdlnim elektrickym polem v misté Castice:

r=R{Fexp(—iwt)}, B =R {Eloc exp(—iwt)} . (2.13)

Dosazenim do pohybové rovnice (2.12) pfevedeme tuto redlnou diferencidlni rovnici na soustavu tff komplex-
nich linedrnich rovnic

—mw?t = qE e — ket + kgiw? (2.14)

pomoci které mizeme vyjadfit linedrni zavislost vektoru 7 na lokalnim poli Eloe:
~ 2 . -1 2
P =q [k — mw’l —iwkq]  Eoc. (2.15)

S posunutim nabité Castice z rovnovazné polohy 7 je spojen dipélovy moment p a tenzor polarizovatel-
nosti &

q7(w) =pw) = a@(w)Eige(w) . (2.16)
Tenzor polarizovatelnosti je komplexni tenzor
A ) . 24 . -1
a(w) = ¢° [ky — mw’1 — iwkq] (2.17)
kde imaginarn{ ¢ast, jako diisledek tlumeni, vyjadiuje fakt, Ze dip6lovy moment je synchronni, ale obecné neni

ve fazi s lokdlnim elektrickym polem. Poznamenejme, kdyby v hmotném prostiedi neexistovalo tlumeni, tak
by dipdlovy moment byl pouze ve fazi nebo v protifézi s elektrickym polem.
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Obrézek 2.2: Dielektrickd odezva vdzanych tlumenych ndbojii podle Lorentzova modelu (w. = wp, T = Swp).

2.2.1 Lorentzuv model

Pro odvozeni Lorentzova modelu v tomto odstavci budeme uvazovat izotropni prostiedi. V tomto piipadé ve
vztahu pro pruznou silu (2.10) tenzor tuhosti nahradime skaldrnim koeficientem

F, = fmwgr. (2.18)

Koeficient tuhosti mw? je zavedeny tak, jak uvidime pozd&ji, Ze nim definuje centralni frekvenci w.. Podobng&
vyjadiime tlumici silu (2.11)
mdr
Fg=———, 2.19
d T dt (2.19)

kde m /7 je soucinitel odporu zvoleny tak, Ze ndm definuje tlumici faktor 7.

V izotropnim piipadé vztah mezi dipélovym momentem a lokdlnim elektrickym polem bude vyjadfen po-
moci komplexni skaldrni polarizovatelnosti &(w)

p(w) = &(w)Eiec , (2.20)
kde
g 1
m w? —w? —iw/T

a(w) = 2.21)

je izotropni forma vztahu (2.17). Dielektricky vektor a polarizovatelnost jsou mikroskopické veli¢iny dané

z Yz

nabité Castice. DoCasné predpokladejme, Ze systém je tvofen jednim typem nabité Eastice s hustotou N a Ze
¢astice synchronné reaguji na vyslednou koherentni ¢ast elektrického pole E. Potom miZeme predpokladat,
Ze lokdlni pole v misté vSech nabitych Castic (dip6ld) je totoZné s E, které vystupuje v makroskopickych
Maxwellovych rovnicich (1.9)

Eo.~E. (2.22)

Poznamenejme, Ze veSkeré koherentné indukované pole pochazejici z nabitych Castic v okoli sledovaného di-
polu je zahrnuto v poli Ea tedy vzdjemnd interakce mezi nabitymi ¢4sticemi je timto zahrnuta. Toto aproximace
plati pro dostate¢né nizké frekvence, kdy vlnova délka svétla v materidlu je mnohem vétsi, nez jsou linearni
rozméry atomu. Potom pro vektor polarizace P definovany v (1.10) miZeme jednoduse psat

P =Np=NaE, = e E, (2.23)

coz vyjadfuje fakt, ze odezva od jednotlivych nabitych ¢astic se diky principu superpozice secte. JelikoZ pro
dielektrickou funkci miiZzeme psat

é:1+>z:1+/l/d, (2.24)
€0
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tak dosazenim polarizovatelnosti (2.21) dostdvame klasicky vztah zndmy jako Lorentziv model nebo model
tlumeného harmonického oscilatoru, ktery zavedl koncem 19. stoleti Hendrik Antoon Lorentz:

2 2
. N 1 wy
=1 =1 2.25
#w) + mep w? — w? —iw/T +(,ug—oﬂ—iw/T’ (223)
20,2 2
B wp (wg —w?)
er(w) =1+ = WD) T w2 (2.26)
wiw/T
gi(w) = b/ (2.27)

(w2 —w?)2+w2/72"
Ve vztazich jsme pro zjednoduSeni sdruZili konstanty a zavedli plazmovou frekvenci wy,, kterd v tomto pifpadé
nahrazuje parametr hustoty N:
2
2 _ 4 N

P omey

(2.28)

Jsou-li v prostiedi rizné typy nabitych castic (dipdly odpovidajici riznym vibracnim mdédim), které se
navzajem neovliviiuji, 1ze na systém nahliZet jako na systém nezavislych harmonickych oscilatord. Tedy lokalni
pole u vSech typl Castic je stejné a mizeme ho pro popis linedrni dielektrické odezvy nahradit vyslednym
koherentnim polem E. V tomto pripade piispévky od jednotlivych dip6li mtizeme seCist a pro vyslednou
dielektrickou funkci psat:

. o
fw)=1+ ZJ: et (2.29)
kde s¢itani je provedeno pies vSechny typy Castic (vibracni médy) v systému.

Lorenziv model v omezeném spektralnim oboru a s konecnou piesnosti popisuje dielektrickou odezvu
vazaného naboje a i kdyZ v dnesni dob¢ je prekonany v historii hral kliCovou roli ve studiu optickych vlastnosti
pevnych latek. Jak ukdZeme pozdéji, s vyjimkou jednofononové absorpce v krystalickych latkach, je tento
model nedostatecny k popisu dielektrické odezvy s dostate¢nou presnosti.

Na zavér poznamenejme, Ze vysledny vztah (2.29) spliiuje vSechny tfi zdkladni podminky kladené na die-
lektrickou odezvu:

e Casové reverzni symetrii
To je zfejmé z faktu, Ze vysledny vztah obsahuje redlné Cleny se sudou mocninou a imaginarni ¢leny s
lichou mocninou frekvence w.

e Kramers—Kronigovy relace
To lze jednoduse dokazat pomoci analytického rozsiteni vztahu (2.29) (provedeme substituci w — @) a
z faktu, Ze vyslednd analytickd funkce £ (&) nemad singularity v horni poloroviné komplexni roviny, coz
je ekvivalentni Kramers—Kronigovym relacim.

e Sumacni pravidlo
Fakt, Ze sumacni integral je konecny se lehce dokaze ze superkonvergencniho teorému. ProtoZe vztah (2.29)
je Kramers—Kronigovsky konzistentn{ a pro velkd w ma nésledujici asymtotické chovéni:

é(w) ~ IZ

2
w. .
;; , (2.30)

potom

/0 wei(w) dw = 5 pr,j . (2.31)
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frekvence, w/wp

Obrézek 2.3: Dielektrickd odezva volnych tlumenych naboji podle Drudeho modelu (7 = 5wp).

2.2.2 Drudeho model

Pro odvozeni Drudeho modelu plati stejné predpoklady jako pro Lorentziiv model pouze predpokladame, ze

na nabitou Castici neplsobi pruzna sila, ktera vraci Castici do rovnovazné polohy. Tedy neni nutno odvozeni
opakovat a model dostaneme vynechdnim Clenu s centrdlni frekvenci w. v Lorentzové modelu:

2 2
) N 1 wy
L Y 2.32
#w) mep w? + iw/T w? +iw/T’ (2.32)
2,2
e(w)=1— ——»% (2.33)
wt 4+ w?/72
w2w/T
_ P

Graficky je model zndzornén na obrazku 2.3.

Model nezévisle odvodil na konci 19. stoleti Paul Drude a dnes miZe byt chapan spolu s Lorentzovym
modelem jako jeden Drude-Lorentziiv model.

Oba modely maji stejné sumacni pravidlo nezavislé na w. a 7:

1¢* N

2meg

™

/ wej(w) dw = 5%2, =
0

(2.35)

a jejich asymptotické chovéni pro w — oo zdvisi pouze na hustoté naboji N, resp. na w,. Oba modely se
pro velkd w chovaji jako by $lo o volné netlumené ndboje, tedy piejdou ve vztah popisujici fidké plazma
(viz. vztah (2.36) v néasledujicim odstavci).

V Lorentzové i v Drudeho model jsme pro zjednoduseni sdruZili konstanty a zavedli plazmovou frekvenci
wp. Pojem plazmova frekvence pochazi z modelu fidkého plazmatu a odpovidd maximalni frekvenci, pii které
kmitajici elektrony stihaji vyrusit vnéjsi pole a tedy elektromagnetické pole se nemiiZe v plazmatu §ifit. V fid-
kém plazmatu mizeme zanedbat srazky, které tento kmitavy pohyb tlumi a tedy v takovém prostiedi neexistuji
ztraty (tlumeni 7 — o0). V Drudeho modelu popisujici plazma veli¢ina 1/7 miZe byt interpretovdna jako

srazkova frekvence. Pro dielektrickou odezvu takovéhoto prostiedi tedy miizeme psat

w2
w)=1- ;g e(wp) =0, (2.36)
prow > wy,
n(w) >0 kE(w)=0 (2.37)
prow < wp
n(w)=0 k(w) > 0. (2.38)

Graficky tento model je zobrazen na obrdzku 2.4.
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frekvence, w/wp

Obrazek 2.4: Dielektricka odezva volnych netlumenych nabitych Castic (fidkého plazmatu). Ktivka odpovida-

P

jici imagindrni Casti dielektrické funkce chybi, protoze e;(w) = 0.

2.2.3 Vazané tlumené harmonické oscilatory

Existuje-li v prostfedi vice typt nabitych Castic nelze Casto na systém nahliZet jako na systém neinteragujicich
oscildtord. Mame-li v systému pro jednoduchost dvé rtizné Castice s obecné rliznymi hmotnostmi a néboji,
napiseme pohybové rovnice podobné jako u systému s jednim typem castic ndsledovné

—mw?i1 = q1 Bloc1 — kit + kg qiwr (2.39)

—mng'f“g = qQE]OC’Q — kr72’f“2 + kd72iw7A°2 . (2.40)

Zde lokdlni pole Eloc,l a E]oc’g v misté€ obou nabitych ¢astic nemiiZzeme automaticky nahradit vyslednym kohe-
rentnim polem E. Toto Ize udglat pouze v piipadg, kdy polohy jednotlivych dip6ld jsou vzajemné nekorelované.
V tomto pfipadé dielektrickou odezvu mtizeme popsat jako systém nezavislych tlumenych harmonickych os-
cilatoru (2.29),. Abychom lokalni pole mohli nahradit vyslednym koherentnim polem i v obecném pfipadég,
kdy polohy ¢astic jsou korelované, musime do rovnic zavést vzajemnou interakci jednotlivych castic, kterd
vyjadfuje koherentni ¢ast v misté ¢dstice od nejbliZsiho okoli:

—miw?i = B — ki + kg iiwry — ke 12(1 —72) , (2.41)
—mow?ty = @E — ky ot + kqgiwity — ky12(g — 1) (2.42)

kde posledni ¢leny v rovnicich vyjadfuji vzajemnou interakci a diky principu akce a reakce maji stejnou veli-
kost, ale opacnd znaménka. V izotropnim pripad€ podobné jako u modelu jednoduchého oscildtoru zavedeme
misto tenzord skalarni konstanty nasledovné:

mq (wg,l — w2 — iw/ﬁ + blg/ml) ’IA°1 — blg’f‘g = qlE, (243)
mo (wiz — w2 — iw/TQ + blg/mg) 79 — b1a?t1 = QQE, (2.44)
kde vazebni tenzor k; 12 byl nahrazen konstantou by2:
k12 =b12. (2.45)
Misto ¢lend v zavorkach si zavedeme komplexni konstanty
a1 (w) = %Q,1 —w? — iw/T1 + bia/my , (2.46)
az(w) = Wg,z —w? —iw/T + bia/ma, (2.47)
pomoci kterych miiZeme systém rovnic napsat v nésledujici jednoduché forme:
b .
ar(w)i — 2y = L, (2.48)
mi mq
bz, .. @
——=7 +az(w)re = —E. (2.49)
ma ma
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Resenim t&chto rovnic miizeme vyjadfit dipélové momenty jednotlivych nabitych &astic

bi2
2 ~ ——
. . q1 as(w) » q1 42 mimsa -
P =qr1 = mil b%z E+ T b%g E, (2.50)
a1 (w)ag(w) — e a1 (w)ag(w) — .
b12
2 ~
X ) 5 as(w) ~ a1 Qe M1y N
= = —= E FE 2.51
P2 = @er LN - bty " Vmimy N bT, 7 ( )
a1 (w)ag(w) — —=— a1(w)az(w) —
mimse mimsa

kde jsme vytkli faktory ¢ /m vystupujici v plazmovych frekvencich jednotlivych typt nabitych &4stic.

Prozatim jsme uvaZovali dvé vdzané C4stice, pro které jsme vyjadfili dip6lové momenty. Chceme-li odvodit
dielektrickou odezvu s proménnym poc¢tem dvou typa Castic, je nutné zavést ve vazebni konstanté zavislost na
poméru poctu Castic (respektive na plazmovych frekvencich) nasledujicim zptisobem:

b2 = /mima wp1wp2 M2 . (2.52)

Abychom se zbavili nadbyte¢nych parametr systému, konstanty ve funkcich G;(w) sdruzime do centrdlni
frekvence

wey +bia/mi — w?y, (2.53)

wg,g + bia/mo — w§,2 ) (2.54)

Po téchto substitucich vyslednd dielektrickd funkce pro prostfedi se dvéma typy ¢dstic modelované dvéma
vazanymi tlumenymi harmonickymi oscildtory jiz neni pfimo zdvisla na hmotnosti:

%2),1 as(w) + w;z a1 (w) + 2 %2),1 wgz 12

flw) =1+ R : (2.55)
@) (@) (@) — 2 w2 5 1Fs
kde
a1 (w) = w?) —w® —iw/m, (2.56)
as(w) = wiQ —w? —iw/my. (2.57)

Abychom zobecnili vztah pro dielektrickou funkci dvou véazanych tlumenych oscildtorti (2.55) pro vice
oscilatord staci prepsat predchozi vztah pro dielektrickou funkci pomoci maticového formalismu:

Ew) =1+ wl [M(w)] w,, (2.58)
kde redlny vektor plazmovych frekvenci wy,
Wy = (Wp,1,Wp,2, 7 > Wpm) (2.59)

a komplexni matice systému M (w)maji dimenzi m odpovidajici po&tu osciltord. Matici M (w) miizeme ddle
rozepsat pomoci redlnych matic S, I aT

fw)=1+w)[S —w’T —iwT] 'w,, (2.60)
S je redlnd positivné definitni matice pruznych a vazebnich sil, coZ odpovida kvadratickému minimu energie
systému v zavislosti na r,

2

We,1 —Wp,1Wp2T12 - —Wp,1Wpm Mm

2
—Wp,1 Wp,2 712 We,2 Tt TWp2Wpm T2m 2.61)
. . b M

_wpvl wpvm nlm _wpvz wpvm an T wC,'n’L
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I je jednotkovd matice a T je diagonélni matice

1/ 0 - 0
0 1/r - 0
T = ) . ) ) (2.62)
0 0 - 1/t

Je zfejmé, Ze pro nulové vazebni konstantu 7, systém pfejde v systém nezdvislych oscildtor(i. Pozname-
nejme, Ze wp j, We,; a 7; jsou kladné parametry, kdeZto vazebni konstanty 7);;, jsou parametry, které miZou
nabyvat kladnych i zdpornych hodnot. Pro hodnoty 7, existuji omezujici podminky, které zaruCuji pozitivni
definitnost matice S (vSechny hlavni minory matice jsou kladné). Pro dva vdzané oscilatory (m = 2) tyto
podminky jsou:

wiy >0, (2.63)
wiy >0, (2.64)
W?,l W?,z - %2),1 %2),2 Ny >0, (2.65)
takZe e 1 Wes
Ima| < m (2.66)

Pro vice oscildtorti vyjadfit tyto omezujici podminky je komplikované a z praktického hlediska neni vhodné
pouZivat parametrizaci s takto sloZitymi podminkami pro fitované parametry. Abychom se vyhnuli témto kom-
plikaci je mozné pouzit Choleského rozklad a symetrickou pozitivné definitni matici S nahradime soucinem
dolni trojihelnikové matice s kladnymi hodnotami na diagonale F' s jeji transponovanou matici F'':

we 11 0 . 0
T Wr 12 V12 wr 22 e 0
S=FF", kde F = . . ) . . (2.67)
Wf1m Vim Wf2amV2m - Wfmm

Aby vSechny parametry wr j, v matici F' méli jednotku frekvence a zdroveni zachovali zdvislost na plazmovych
frekvenci, zavedli jsme bezrozmérnou veli¢inu

Wp,j Wp,k

Vip = (2.68)

Wp,j T Wp.k

Nevyhodou této parametrizace je, Ze vztah mezi ptivodnimi centrdlnimi frekvencemi a vazebnimi konstantami
je pomérné slozity a nové frekvence nemaji zfejmy fyzikalni vyznam:

k
Wl =Y Wik, (2.69)

j=1
Nk = ———— Z WE 1 WE Ik VIj Vik - (2.70)

Wp,j Wp,k =1

Tento slozity vztah je nevhodny predev§im pro polohy centrdlnich frekvenci, protoZe pii fitovani, kvili ori-
entaci ve spektrech, je vhodné polohy struktur kontrolovat pfimo parametry w, ;. Z tohoto hlediska je vhodné
pohybové rovnice soustavy vazanych oscildtorti (2.60) transformovat pomoci ortogondln{ transformace u:

w)=1+ wguT[uS’uT — W —iwuTu' | uw, . (2.71)

Potom lze najit matici u tak, aby matice uSuT byla diagondlni. Abychom nemuseli zavadét nové parametry,
pfezna¢ime transformovanou matici uSu® — S, tedy

wep 0 0
0 w? e 0

s=| . ‘ . (2.72)
0 0 w2
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Po pfeznaceni rovnice (2.71) formaln€ vypadaji jako rovnice (2.60) jen parametry maji jiny vyznam. Centralni
frekvence, kterd vyjadfovala pruznou silu vazajici ¢astici do rovnovdZné polohy po transformaci vyjadfuje
harmonicky méd, ktery miZzeme vybudit v systému véazanych &astic, ktery avSak pfimo nesouvisi s konkrétn{
¢astici. V tomto médu jednotlivé atomy synchronné tlumené kmitaji s ur¢itym pomér amplitud a fazi. Tolik,
kolik je atomd, tolik je frekvenci. U krystalickych latek ekvivalentni atomy maji degenerované kmitové maédy,
potom pocet kmitovych médi odpovida poctu atomi v primitivni butice. Jelikoz matice T byla pted transfor-
maci diagondlni s kladnymi hodnotami na diagondle, kde hodnoty reprezentovaly tlumeni jednotlivych nabitych
¢astic, po transformaci tato matice bude naopak pozitivné definitni:

B11 0 e 0
Bi2 V12 B22 -0
T = BB", kde B-= , , . , , (2.73)
51m Uim BZm Voym /Bmm

kde matici jsme téZ pieznaéili (uTu” — T'). Hodnoty matice T jsou vyjadiené nisledovné:

J
Tk = Z Bij Buk vij Vik - (2.74)

=1

Hodnoty matice na diagondle reprezentuji tlumeni jednotlivych médi a jsou kladné, zatimco hodnoty mimo
diagondlu nejsou omezené a reprezentuji kladné ¢i zdporné vazby mezi jednotlivymi kmitovymi mdédy, které
zavisi na vzdjemné rychlosti v kontrastu s vazbami pted transformaci, které z4visely na vzdjemné poloze ¢4stic.
Podobné vektor plazmovych frekvenci (uw,, — wp) bude po transformaci reprezentovat silu kmitového médu
a ne polarizovatelnost jednotlivé Castice.

Aby mohlo byt provedeno srovndni s vyslednou dielektrickou funkci pfed a po transformaci soufadnic,
vyjadfeme si dielektrickou funkci odpovidajici dvéma vazanym oscilatorim. Nejprve pomoci maticového for-

malismu .
~ &1 w —iw/T12 . Wp,1
Ew) =1+ (wp1,wp2) < —iw(/T)lg &Q(CJ) ) < wiz ) , (2.75)

kde komplexni funkce 1 (w) a da(w) jsou definované v (2.56) a (2.57). Misto parametrti matice T", pro které
plati omezeni podobné jako pro 7, je moZné pouZzit parametry matice B:

1/ =B, (2.76)
1/ = ﬁ§2 + »3%2 V122 ) 2.77)
1/112 = P11 B2 vz, (2.78)

Vysledny vztah, ekvivalentni vztahu (2.55), vypadd nésledovné

w2

Ew) =1+ b1 G2(w) + w12372 a1(w) +12wp1 wp2w/Ti2
w) =

a1 (w) as(w) + w272, (2.79)

Na zavér poznamenejme, Ze vysledné vztahy (2.55) a (2.79) spliiuji vSechny tfi zdkladni podminky kladené
na dielektrickou odezvu podobné jako vztah (2.29) pro nezévislé oscilatory. Navic ze superkonvergencniho
teorému je ziejmé, Ze sumacni integral nezdvisi na vazebnich sildch, ani na tlumeni a pro vdzané oscildtory
miZeme psét stejny vztah (2.31), jako jsme uvedli v piipadé nezavislych oscilatoru.

2.2.4 Sumacni pravidlo

z ¥z

Divame-li se na studovany systém klasicky jednotlivé Castice v systému jsou obecné riizné t€7ké a maji rizny
naboj. Navic jednotlivé ¢astice jsou rizné silné vazané, tj. maji rizné we, a jsou rdzné tlumené, tj. maji rizna
7. JelikoZ pruzné sily v dipdlech ani vazba mezi dip6ly nemaji vliv na sumacni pravidlo mizeme pro klasicky
systém psét nasledujici sumacni pravidlo jako sumu pres vSechny Castice indexované j v objemu V'

oo 2
s 4q;
(W) dw=—Y L. 2.
/0 wei(w) dw 5eg j om; (2.80)
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Uvazime-li, Ze v systému existuji elektrony a nékolik druhti jader n, sumu lze tedy psat [3]:

0 e [N, 72N,
/0 wei(w) dw = e <m + Zn: mﬂ) : (2.81)

kde N, je hustota vech elektronti v systému, N, jsou hustoty jader jednotlivych typd n s protonovym &islem
Zn, Me @ My, jsou hmotnosti elektronu a jednotlivych jader. Konstanta e je elementdrni ndboj. Vezmeme-li v
uvahu kvazineutralitu a téZ vztah mezi hmotnosti elektronu m, a hmotnosti nukleonu w, tak sumu muZeme

prepsat ndsledovné
00 7'('62
/ wei(w) dw = NU (2.82)
0 2me€o

kde U je korekéni faktor blizky jedniCce, ktery vyjadiuje korekci sumy zaloZené na hustoté elektronti na vliv
jader. Jelikoz vétSina atomi obsahuje dvakrat vice nukleoni neZ elektronil (vyjimka je vodik a tézké prvky),
korek¢ni faktor mizeme vyjadrit nasledovné:

Ur+ ZL— — 1.000274. (2.83)
u

Z predchoziho tedy plyne, Ze relativni pfispévek od jader do celkové sumy je ~ 2.74 x 10~* pro libovolny
materidl a vztah pro plazmovou frekvenci (1.55) plati pouze pfibliZné.

2.2.5 Implementace v newAD2

V newAD2 Drudeho-Lorentziv model je implementovany v nésledujici formé

) 2 N;
E(E):HZEE?—E?—iBjE’ (2.84)
j J

kde E = hw je energie fotonu v jednotkdch eV. Misto hustoty (poCet ¢dstic na objem) N; nebo plazmové frek-
vence wp ; je hustota v modelu parametrizovana pomoci veli¢iny sily pfechodu V;, pro kterou plati jednoduché
sumacni pravidlo:

/ h Ee&(E)dE =) Nj. (2.85)
0 -
J

Implementace dielektrické funkce pro prostfedi s m typy Céstic modelované vdzanymi tlumenymi harmo-
nickymi oscildtory je provedena pomoci maticového formalizmu:
2
é(E)=1+ =-N[S - E*I —-iEBB']"'NT, (2.86)
7

kde N je reélny vektor:
N = (\/N1,/Na,...,/Np) (2.87)

S je redlna diagonalni matice matice

E? 0 0
0 E2 ... 0

S={ . . : ; (2.88)
0 0 E?,

I je jednotkova matice a B je redlnd dolnf trojihelnikovd matice

VB 0 o0

1
v12 Bio Bia vV Ba 0
B = / | | . , (2.89)

VlmBlm/\/m Vszzm/\/m o /B,

kde
2/ N, N

=—. 2.90
Net N, (2.90)

VKl
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Obrézek 2.5: Fit modelu dielektrické odezvy kfemenného skla LithosilQ2 pomoci Drude-Lorentzova modelu se
dvéma a dvandcti prispévky (oscilatory). Sila prechodu uréend pro jednotlivé oscildtory dvanécti ptispévkového
modelu je v grafu uvedena v poloze odpovidajici centrdlni energie.

2.2.6 Priklady pouziti Drude-Lorentzova modelu
Priklad 1

Drude—Lorentziv model si budeme nejprve demonstrovat na stejném materidlu, jaky jsme pouZili pro demon-
strovani empirickych modeld, tj. na dielektrické odezve kiemenného skla Lithosil Q2, které vyrabi firma Schott.
Optické konstanty odpovidajici skutecné dielektrické odezvé kiemenného skla ve spektralnim rozsahu 0.02-
40 eV byly fitovany Drude—Lorentzovym modelem majici dva a dvanact pfispévki reprezentujici nezavislé tlu-
mené harmonické oscilatory (viz. obrazek 2.5). V piipadé€ dvou oscildtort jsme jeden umistili do infraCervené
oblasti, aby reprezentoval fononovou absorpci a druhy byl umistén do ultrafialové oblasti, aby reprezentoval
excitace valen¢nich elektront. Z obrazku je vidét, Zze v tomto pripadé model dobfe simuluje redlnou Cast die-
lektrické funkce v transparentni oblasti (ekvivalentné jako Sellmeierova formule), ale naprosto selZe v oblasti
fononovych a elektronovych excitaci. Je ziejmé, Ze, aby model relativn€ dobfe tyto struktury nafitoval, mu-
sime zvolit pocet oscildtoril tak, aby byl nejméné dva oscildtory na jednu absorp¢ni strukturu (absorpcni pik).
Na obrazku 2.5 je i fit pomoci Drude-Lorenzova modelu, ktery obsahoval dvanact oscildtorti. U tohoto fitu
je vidét, Ze model s dvandcti oscildtory pomérné dobfe simuloval skuteCnou odezvu kiemenného skla, aZ na
nékteré oblasti, které nemohli byt 1épe proloZeny, i kdyZ jsme déle zvySovali poCet oscilatord. Jde predevsim
o oblast t€sné pod absorpcni hranou v UV oblasti. Imaginarni ¢ast skutecné dielektrické funkce klesd mnohem
rychleji, cozZ je disledek existence zakdzaného pasu energii, ktery vyplyva z kvantové mechanického chovani
elektrontl v pevné latce. TéZ v infraCervené oblasti je téZké dobfe nafitovat oblast absorp¢ni struktury, protoZe
tvar téchto struktur u amorfnich latek je dan spiSe distribuci vibrac¢nich médt atomové miizky, kterd odpovida
spise Gaussovskym piktim a 1i$i se tedy od klasického modelu tlumenych harmonickych oscilatorti. V obrazku
jsou téz uvedeny hodnoty sily prechodil jednotlivych oscilatorti a pomér téchto hodnot, které jsou asociované
s fononovymi strukturami NN}, a elektronovymi excitacemi N¢. Vezmeme-li v tivahu, Ze elektronova ¢dst mo-
delu reprezentuje pouze excitace valencnich elektrontl, a ndboj jader je kompenzovan jadernymi elektrony, tak
hodnota Ny}, /Ney = 0.02332/506 = 0.461 x 10~* je vice nez tiikrat niZsi, neZ odpovida sile, které do sumy
pfispivaji kmity kfemikovych a kyslikovych jader. Tento zdanlivy rozpor vznik4 tim, Ze na systém interaguji-
cich Castic nemtizeme pohliZet jako na systém nezavislych harmonickych oscildtorti a plné mtize byt pochopen,
az na zdkladé€ pouziti kvantové mechanickych modelt, kterymi se budeme zabyvat pozdé&ji.
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Obrazek 2.6: Odrazivost méfend pii témer kolmém dopadu krystalického kiemene s optickou osou kolmou na
povrch. Odrazivost je fitovand pomoci sedmi tlumenych nezavislych oscildtori (Lorentziiv model) a pomoci
sedmi tlumenych vazanych oscildtort. Sily pfechodu jednotlivych kmitovych médi jsou uvedeny nad piky
(horni hodnota odpovida nezavislym a dolni vizanym oscildtorim).

Deékuji doc. Adamovi Dubrokovi za poskytnuti experimentalnich dat.

Priklad 2

Dielektrickd odezva krystalické formy kfemene byla vybrana jako piiklad pouziti klasickych modelt, kde tyto
modely popisuji realitu relativné presné. Na obrazku 2.6 jsou uvedeny dva fity experimentdlni odrazivosti kfe-
mene pomoci sedmi nezdvislych a sedmi vdzanych tlumenych oscildtord. Oba fity vypadaji velmi podobné.
V pfipadé€ fitu pomoci vazanych oscildtori stfedni kvadratickd odchylka mezi teoretickou a experimentalni
hodnotou odrazivosti vyjde o 32% niZzsi nez v piipadé nezavislych oscilatort, ale korelace mezi rozSifovacimi
parametry B,y jsou tak veliké, Ze nim tento fit neumoZni vypocitat odhad chyb parametrii. Fitovdna byla pouze
infraCervena oblast, a proto piispévek od elektrond byl modelovan pomoci Sellmeierovy formule s pélem 10 eV
(pribliznd poloha za¢étku absorpce). Piispévek do dielektrické funkce od elektronovych excitaci se tedy projevi
v této oblasti jako konstanta odpovidajici sile pfechodu Ny = 202 eV?, kterd je viak diky tomu, Ze predpo-
kladdame prechody pouze na 10 eV jen velmi $patnym odhadem. Naproti tomu piispévek od fononi, ktery je
Npn = 0.02512 eV? pro vizané oscildtory (pro nezdvislé oscildtory vyjde hodnota velmi podobnd), velmi
dobfte koresponduje s fononovym pifispévkem ziskanym pro amorfni formu kiemene v pfikladé 1. Vezmeme-li

v,

v tvahu vyssi hustotu krystalického kfemene oproti amorfni fazi je shoda velmi dobra.
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