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Prvni Godelova véta

Predbézné (neptesné) znéni
Kazda rozumna a dostatecné silnd axiomaticka teorie je neliplna
(a nerozhodnutelnd).
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sCitani a nasobeni, konstantu pro ¢islo nula, symbol S pro
naslednickou funkci (pfic¢itani jednic¢ky) a symboly pro neostré a
ostré usporadani.

Teorie T v aritmetickém jazyce je korektni, jestlize N |= T, tj.
jestlize N je jednim z modell teorie T, neboli jestlize kazda
sentence dokazatelnd v T plati v N.
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Priklad logické analyzy: ¢inska zbytkova véta

Véta
Necht g1, .., gn jsou po dvou nesoudélna ¢&isla (moduly). Pak pro
kazdou n-tici ¢&isel ry, .., r, splfujicich nerovnosti Vi(r; < q;)
existuje Cislo a < []7_; takové, ze Vi(Mod(a, gi) = ri).
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Priklad

Existuje Cislo, které pri déleni moduly 7, 8,9 dava zbytky 6,1,67
Ano, 321.

Logicka analyza dikazu &inské zbytkové véty vede (mize vést)

k rozhodnuti uvazovat délitelnost (nikoliv déleni) v oboru celych
(nikoliv pFirozenych) &isel a k teorii T, jejiz jazyk je {+,-,0,1} a
jejiz axiomy jsou axiomy komutativniho okruhu, plus
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Aplikace v oboru polynomt

Pozorovani
Axiomy teorie T plati nejen v oboru celych él'sel ale i v oboru
polynomi s racionalnimi koeficienty (pfiklad: 4x - X — %)
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Axiomy teorie T plati nejen v oboru celych Efl'sel ale i v oboru

2
polynomi s racionalnimi koeficienty (pfiklad: 4X —x—3).
P¥itom kdyz as, .., a, jsou navzajem riizna racionalni Cisla, linearn{
polynomy x — a3 aZ x — a, jsou navzajem nesoudélné. Takze
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p(x) = (x —ai) - q(x) +ri

plyne r; = p(a;).
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p(x) = (x —ai) - q(x) +ri

plyne r; = p(a;). Takze mame polynom, ktery v danych bodech
ai,..,anp ma pozadované hodnoty p(a1),..,p(an).
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Cinska zbytkova véta je aplikovatelna a poskytuje polynom, ktery
pri déleni polynomy x — a; az x — a, dava predem pozadované
zbytky ri, .., . Ale z rovnosti

p(x) = (x —ai) - q(x) +r;
plyne r; = p(a;). Takze mame polynom, ktery v danych bodech
ai,..,anp ma pozadované hodnoty p(a1),..,p(an).
Zavér
Lagrangeova interpolaéni metoda je prevlecena

Cinska zbytkova véta.
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Dokazatelné a vyvratitelné sentence

Thm(T) Ref(T)

B
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P¥iklady

Kdyz T je jako vyse, pak v Thm(T) jsou napfiklad sentence
140, 1#1+41, VxVyWz(x|y & x|z — x| (y+ 2)),
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Kdyz T je jako vyse, pak v Thm(T) jsou napfiklad sentence
140, 1#1+41, VxVyWz(x|y & x|z — x| (y+ 2)),
kdezto v Ref(T) jsou tteba 1=0 a Vxdy(x-y=1).
P¥iklady sentenci, které nejsou v Thm(7) U Ref(T) (tj. jsou
nezavislé) jsou 1+1#0 a Vx(x|1 - x=1V x=-1).
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Rekurzivni, omezené (tj. 4y) a RE mnoziny
Mnozina (relace) A C N¥ je rekurzivni, jestlize je algoritmicky

rozhodnutelna.
Priklady: Mnozina vSech sudych Cisel, relace délitelnosti, mnozina

vsech prvodisel.
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Mnozina je omezena (Ao, bounded), jestlize ji |ze popsat (vyjadfit)
bez neomezenych kvantifikatora:

{n; Ik<n(n=2k)}, {[n,m]; 3k<m(n-k=m)},
{n;1<n&Vk<n(k|n= k=1)}.
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Véta
Kazda Ao mnozina A C N¥ je v N definovatelna v tom smyslu, Ze
k ni existuje aritmetickd Ag-formule o(x1, .., xx) takova, Ze

Vny .. Vni([n1,..,nk] € A< NEo[n,.., ng).
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k ni existuje aritmetickd Ag-formule o(x1, .., xx) takova, Ze

Vny .. Vni([n1,..,nk] € A< NEo[n,.., ng).

Ptiklad: n|m < N=3v<y(x-v=y)[n, m].
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Rekurzivni, ... mnoziny, pokracovani
Mnozina (relace) A C N* je rekurzivné spoletna (RE), jestlize
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RE-mnoziny a strukturalni dikaz

Rekurzivni, ... mnoziny, pokracovani
Mnozina (relace) A C N* je rekurzivné spoletna (RE), jestlize
— je tvaru { [n,..,nk]; 3mR(n, m) }, kde R je rekurzivni, nebo
— jetvaru { [n1,..,nk]; ImR(n, m) }, kde R je Ay.
Priklad
Mnozina viech dvojic [P, D], kde P je program (ve formé

zdrojového kédu v nasem oblibeném programovacim jazyce) a D
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Kdyz (mnozina axiomi) teorie T je rekurzivni, pak mnozina
Thm(T) je RE.

Plati

Kazda rekurzivni mnozina je RE. Kdyz RE mnoZina A nenfi
rekurzivni, pak jeji komplement —A neni RE. Ke kazdé A € RE
existuje formule ¢(x) € ¥; takova, ze Vn(n € A & N |= ¢[n]).
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Pro¢ axiomy, pro¢ axiomatické teorie? RE-mnoziny a strukturalni dikaz Trochu historie

Godelova véta a jeji strukturalni dikaz

Véta
Kazda rekurzivné axiomatizovatelna a korektni teorie obsahujici
Robinsonovu aritmetiku Q je nediplna (a nerozhodnutelnd).
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Vn(n e A & o(A) € Thm(T)).
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Misto @[n] piSme ¢(7), tj. misto ohodnoceni volné proménné x
Cislem n uvazujme dosazeni numeralu 71 za x. Plati také ekvivalence
Vn(ne A & T p(n)),

kterou lze také psat jako

Vn(n e A & o(A) € Thm(T)).
Mnozina Thm(T), o které vime, ze je RE, tudiz neni rekurzivni.
Takze teorie T je nerozhodnutelna. Z toho a z Postovy véty plyne i
jeji nedplnost.
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Trochu historie

Godel, Hajek, Vopénka, . ..

Dle Smorynského [Smo88|, Godel oznamil sviij vysledek v zafi 30
na konferenci v Konigsbergu:

One can (under the assumption of consistency of classical
mathematics) even give examples of statements (and
even of the sort of Goldbach’s or Fermat’s), which are
conceptually correct but unprovable in the formal system
of classical mathematics. Therefore, if one adjoins the
negation of such a statement to the axioms of classical
mathematics, then one obtains a consistent system in
which a conceptually false sentence is provable.

Po rozpusténi Vopénkova seminare priblizné v roce 1971
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Hajek zacal zabyvat metamatematikou aritmetiky, a podnétnym
zdrojem informaci pro néj byl Fefermaniv ¢lanek [Fef60].
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which a conceptually false sentence is provable.

Po rozpusténi Vopénkova seminare priblizné v roce 1971 se Petr
Hajek zacal zabyvat metamatematikou aritmetiky, a podnétnym
zdrojem informaci pro néj byl Fefermaniv ¢lanek [Fef60]. Zesileni
Godelovy véty dokazal okolo roku 1980 Pavel Pudlak.
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