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Pifedmluva

Praktické zvladnuti rozmanitych astronomickych tloh je zdkladem dobrému
porozuméni vesmirnému fadu. Od patého roku nového tisicileti jsem mél
moznost vést Praktikum z astronomie konané na Masarykoveé université pro
astronomické adepty studujici dokonalou harmonii Vesmiru a snaZil jsem se
ukdazat nékteré cesty vedouci k porozuméni magickych zakonitosti tohoto
druhu védeckého uméni. Klicové myslenky jsem se pokusil nastinit v tomto
textu. Tajné doufam, Ze se snad, dfive nebo pozdéji, najde osvicend duse, jez
se prostfednictvim zachycenych tivah nauci odkryvat myslenky jeZ pfed nami
nebesa cudné skryvaji.

V textu je snaha o dodrZeni nékolika konvenci. Pfedevsim je kazd4 kapi-
tola vénovéna jedné tloze a je koncipovana jako viceméné samostatny celek
nezdavisly na ostatnich ¢astech. Porozuméni jednomu tématu tedy neni vdzéno
na ostatni alohy.

V celém textu je pfisné pouZzivano tecek jako symbolu pro oddéleni celych
a desetinnych casti ¢isel. Vzdy piSeme 1/2 = 0.5 a naopak 1/2 = 0,5se v
textu nikde nevyskytuje. Dtivodem zavedeni tohoto pravidla je pfedchdzeni
nedorozuménim v prostfedi modernich pocitacovych systém.

V astronomii se 1ze bézné setkat s ¢asu-podobnymi jednotkami pro thly
(v pripadé rektascenze nebo hodinového thlu). Aby se zabrénilo zbyte¢nému
zmatku, piSeme ¢asové tidaje ve tvaru t = 23 h 56 min 4.0905 s, kdeZto rek-
tascenzi ve tvaru p¥ipominajicim thlové jednotky a = 23"56™M"450905 =
359°1'17357.

Za trefné pozndmky k textu jsem vdéény Tomdsi (Fantémovi) Henychovi.

Filip Hroch (hroch@physics.muni.cz),
Ustav teoretické fyziky a astrofyziky,
Prirodovédecka fakulta,

Masarykova univerzita,

Kotlatrska 2, 611 37 Brno.
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Kapitola 1

Urceni zemépisné polohy

Za starych dobrych ¢asti, byl jeden z klicovych tkolt, ¢ekajici na odvézné
mofeplavce, urceni jejich polohy na mofi, nebof nepfesné soufadnice pro né
mohly znamenat Zivot nebo smrt, bohatstvi ¢i chudobu. Namoini kapitani,
kormidelnici a lodivodi tak byli vybaveni dikladnymi znalostmi sférické tri-
gonometrie a ddmyslnymi pomtickami na méfeni poloh nebeskych téles. Me-
tody, které pouZzivaly, byly generacemi matematikii, astronomti ale i hodinaf
peclivé rozvijeny, az k dnesni skoro dokonalosti. Paradoxné tak na konci
svého rozkvétu uz vlastné nejsou, na prvni pohled, tieba, protoZe moderni
systémy druZzicové navigace udédvaji polohu neznalému uZivateli o mnoho
rada presnéji a pfitom bez jakychkoli pfedchozich dovednosti. ZkuSenosti a
metody ndmofni navigace, v moderni dobé, pfesly do obvodi elektronickych
systém1i. Pfesto jsou jeji zdklady stdle soucasti u¢iva na skolach p¥imoiskych
stath. A taktéZ branou k pochopeni sférické astronomie.

1.1 Zemépisné soufadnice

Za zemépisné soufadnice byla zvolena dvojice thlt s pocatkem ve stitedu
Zemé, kterou si modelujeme kouli. Za zemépisnou sifku byl zvolen tihel ¢ s
nulovou hodnotou v roviné rotace Zemé. Jako zemépisna délka A pak thel v
kolmé roviné. [obr?]

Zemépisnou Sitku méfime od rovniku smérem k p6lim v intervalu 0° az
90° pro severni sifky a od —90° do 0° pro $itky jizni. Jako pocatek zemépisné
délky byla vybrana poloha observatofe v Londynské ¢tvrti Greenwitch. Ve
zptlisobu pouzivani délkovych soufadnic neexistuje shoda. Logicky by méla
zemépisnd délka rtst kladné smérem na zapad od Evropy k americkému
kontinentu. Z ne tiplné jasnych diivodii se Ize oviem v pracich evropant casto
setkat s kladnym méfenim na vychod od nultého poledniku. Zemépisna délka
nabyva hodnot od 0° do 360° a nebo se pouZzivd konvenc¢né rozsah od —180°
do +180°.
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1.2 Vztahy mezi soufadnicemi

Zakladem metod astronomického urceni zemépisné polohy jsou vztahy mezi
obzornikovymi a rovnikovymi soufadnicemi.

Obzornikové soutadnice jsou opét tihly. Azimut A, s po¢atkem od Jihu!
je thel kolem vertikdlni osy a nabyva hodnot 0° az 360° (nékdy ovsem také
£180°). Druhy thel je zenitova vzdalenost z, kterd udava tthlovou vzdalenost
od zenitu nabyvajici hodnot 0° (zenit) azZ 90° (obzor) pro objekty nad obzorem.
Casto se lze také setkat s thlovou vy$kou nad obzorem h = 90° — z jako
dopliikem do 7r/2.

Rovnikové soufadnice uddvaji polohy hvézd vzhledem k soufadnému
systému danému vzhledem ke kvasartim (jakoZto nejvzdédlenéjsim nejpiesnéji
pozorovanym bodovym objekttim). Jsou navrZeny jako obdoba zemépisné
délky, tedy odklonu od nultého poledniku v okamzZiku Jarni rovnodennosti
(od pravé pozice — right ascension) kterou je rektascenze a a deklinace
(ahlova odchylka od rovniku) J.

Za pomoci sférické véty kosinové [5] nebo rota¢nich matic ([6]) obdrzime
z rovnikovych soufadnic obzornikové za pomoci vztahti

sinzsinA = cosdsinH,
sinzcosA = sing@cosdcosH — cos¢sind, (1.1)
cosz = cos@cosdcosH + singsind,

ve kterych se snazime urcit: azimut A a zenitovou vzddlenost z s pouZitim ho-
dinového thlu H. Ten je definovan jako rozdil mezi greenwichskym hvézdnym
¢asem (Greenwich mean sidereal time, GMST) tgvmst a rektascenzi hvézdy na
poledniku s A:

H =15tgmsr + A — a. (1.2)

Hvézdny cas tgmst je ve vzorci (2.9) uvadén v hodindch, kdezto vSechny
ostatni tihly ve stupnich. Vzajemny pfevod mezi nimi zajistuje konstanta
15°/h = 360°/24 h, kterd md vyznam thlové rychlosti rotace Zemé vyjadiené
ve stupnich za ¢asovou jednotku. Zemé se za hodinu oto¢i o0 15°, za 1 min o
15, za 1s 0 15” atd. Podrobnéjsi popis hvézdného tasu veetné jeho vypoltu
nalezneme v oddjile 2.3.

1.3 Odhad zemépisné polohy

Pfi méfeni zemépisné polohy astronomickymi metodami vychazime z pozo-
rovani vyznacnych nebeskych téles.

Jedno se zdkladnich, pro urceni zemépisné délky na severni polokouli, je
Polérka, jejiz deklinace je pfiblizné § ~ 90°. Pozorujeme ji vZdy nad severem

INékdy se také Ize setkat s azimutem méFenym od severu, jak je definovany pro zemépisna
méfeni. Pro takto méfeny azimut by se oviem vztahy (1.1) musely upravit.
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P A

v tthlové vysce (h = 90° — z) nad obzorem odpovidajici zemépisné Sifce. Ze
vztahti (1.1) mdme pro cos H ~ cos 180° = —1, coZ ndm zjednodusi vzorce na

cosz & sin ¢ sind — cos ¢ cos é.
Uzitim souc¢tovych vzorcti tak pro Poldrku mame
Z R Q.

Symbol ~ uzivame proto, Ze jde pouze o aproximativni vztah a platicijen v
soucasné dobé. Polarka nelezi pfimo na pdlu, ale v disledku precese Zemé je
v dobég, kdy provadime tuto aproximaci, pomérné blizko k nému.

Poléarku nelze uzit pro jizni polokouli, nebot lezi pod obzorem. Na jizni
obloze je konvenénim pélem rovnoramenny trojihelnik mezi Magelanovymi
mracny a JiZznim kfiZem (opravdu?).

V piipadé zemépisné délky uz je situace sloZit&jsi nebof nemame vzdy k
dispozici vhodny pevny objekt. Z historickych dtivodii se jako pevny bod bere
tzv. Jarni bod (na soufadnicich «, 6 = 0), avSak diky sloZeni rotace a obéhu
kolem Slunce u Zemé se jeho tihlova poloha béhem roku méni podobné jako
je tomu u hvézd. Musime proto znat nejen polohu hvézdy, ale i piesny cas.
Jako nejvhodnéjsi se jevi zméfit jeho rektascenzi a za pomoci zndmého ¢asu
odhadnout zemépisnou délku.

Pravé urceni zemépisné délky délalo starym mofeplavctim nejvétsi problémy.
Je totiz vazané na urceni ¢asu s pfesnosti nékolika sekund, k ¢emuz je tfeba
velmi pfesnych hodin. UZivalo se fady ndhrad, napfiklad ur¢eni ¢asu prostfednictvim
taze Mésice. Avsak solidni méfeni délky p¥ineslo aZ sestrojeni pfesnych hodin
— lodnich chronometrii — na které dokonce vyhlasila soutéZ samotnd anglickd
kralovna. Podminky byly jasné: odchylka mezi chronometrem, ktery absol-
voval cestu lodi do Karibiku a zpétky, a pfesnymi hodinami ve Greenwitchi
nesmi byt vétsi neZ par sekund.

1.4 Méfeni zemépisné polohy

Predpoklddejme, Ze jsme v pribéhu vecera zméfili zenitovou vzdalenost z1, z»
dvou objekti nad obzorem ve dvou pfesné urcenych casech ty, t, a pfitom
nezaznamenali azimut obou objektt. Pro jednoznacné urceni polohy jsme
pouZili dva objekty: prvni ve vhodné vysce nad zdpadnim a4, 1 a druhy pak
nad vychodnim obzorem ay, é,. Dostali jsme tak dvojici adajt:

tlr Z1, 41, 51/

1.3
tZ/ Zp,%2, (52~ ( )

Pro zjisténi zemépisnych soufadnic prepiSseme vztah pro zenitovou vzdalenost
ze vztaht (1.1) do tvaru

cosz = sin @ sind + cos ¢ cosd cos(H + A), (1.4)
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v némz jsme oznacili hodinovy tihel hvézdy na Greenwichském poledniku
jako H = 15 tgmst — «. Ten nés pak vede k soustavé dvou rovnic se dvéma
neznamymi:

z1 = arccos[sin ¢ sind; + cos ¢ cos d1 cos(Hy + A)], (15)
zp = arccos(sin ¢ sindy + cos ¢ cos & cos(Hy + A)]. '
Jejim feSenim ziskdme hodnoty zemépisné délky a $itky. Rovnice jsou na
prvni pohled pomérné sloZité, jde totiz o soustavu dvou nelinedrnich rovnic
pro dvé neznamé a pfi bliZ8im ohledédni se snadno pfesvéd¢ime, Ze nezndmé
A a ¢ z nich nelze vyjadfit a tedy feSeni nemiiZzeme napsat ve tvaru

A=..., ¢=...

prestoze urcité existuje (na danych soufadnicich jsme méfili). Rovnice 1ze fesit
pouze numericky, kdy sice nemtizeme napsat obecny tvar, ale numerickou
hodnotu zjistit mtizeme. K feSeni soustavy (1.5) 1ze pouZit nékolik metod:

Metoda Monte Carlo Spravné feSeni se snazime uhddnout. Zkousime réizné
hodnoty soufadnic A, ¢ tak, aby rozdil mezi spoétenym a zméfenym z byl co
nejmensi. Tato metoda je velmi jednoduchd, avSsak pomérné pracné a ¢asoveé
naroc¢na.

Metoda siti V podstaté jde o vylepsenou ptedchozi metodu. Resenf ten-
tokrat nehleddme nahodné, ale systematicky prohleddvdme ctverec feSeni
pokryty siti. Po jeho nalezeni ¢tverec zmensime a opét prohleddvdme do-
kud nedosdhneme poZzadované presnosti. Tato je sice principidlné snadna,
ale vyzaduje znalost programovéani, nebof lokalizace s pfesnosti na tisiciny
stupné vyZzaduje fadové 10° vyhodnoceni soustavy (1.5).

Newtonova metoda Jde o matematicky sofistikovanou metodu, jez vede
nejrychleji k cili. Je popsana v ¢asti 1.5.
1.5 Newtonova metoda

Newtonova metoda, neboli metoda tecen, je metoda na feSeni rovnice typu

f(x)=0. (1.6)

Tato rovnice mtiZze mit mnoho podob. Typickym astronomickym pfipadem je
Keplerova rovnice

E—esinE = M, (1.7)
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v niZ se snazime uréit nezndmou hodnotu excentrické anomalie’ E ze zndmé
stfedni anomalie M a excentricity elipsy €. Na prvni pohled je vidét, Ze se
nam nemuze podafit napsat feSeni ve tvaru

E=....

V tvahu tedy pfipada pouze numerické feSeni nebo feSeni ve tvaru nekone¢né
fady. Proto se tomuto typu rovnic fikd transcendentni rovnice.

Ptesto je jasné, Ze feSeni existuje a muZeme ho urcit pravé Newtonovou
metodou. Pfedpokladejme, Ze kolem pfiblizného odhadu feeni x(*) rovnice
(1.6) rozvineme funkci do Taylorova rozvoje

fx) = f(xO) + f(xO)(x —x@) 4. (1.8)

Omezime-li se pouze na prvni dva ¢leny, vidime, Ze jde o rovnici pfimky. Tato
pfimka ma sklon dany derivaci a proto jde o rovnici te¢ny. Odtud pochézi i
kvétnaty nazev této metody.

Zanedbame-li ¢leny vyssich fadti, a zajima-li nas opravdu feSeni rovnice
f(x) = 0, pak mtzeme vyjadfit x ve kterém md hledand rovnice nulovou
hodnotu: ©

_ 0 _ S
X=x 0 (1.9)
Obvykle dostaneme lepsi odhad, neZ byl ten ptivodni. Pokud by jsme chtéli
dostat kofen pfece jen piesnéji, musime dany postup opakovat

. . 20 ,
L) — () Jj:/ (( x<i)))’ proi=0,... (1.10)

a to tak dlouho, dokud nedosahneme potiebné pfesnosti méfené prostiednictvim
(1) ()],

Pouziti metody je vdzané na to, aby derivace f’(x) byla nenulové, pocatetni
odhad byl dostate¢né pfesny a druha derivace byla kone¢na.

Keplerova rovnice pro Zemi Pro ukazkovy pfiklad si zvolime naprosto
ndhodné pravou stranu v (1.7), napiiklad 7r/4, a fe$ime tak rovnici

E —0.017sinE = /4. (1.11)
Pfevedenim do obecného tvaru
f(x) = (x—0.017sinx) — 7t /4 (1.12)
a derivovanim dostaneme

f'(x) =1—0.017 cos x. (1.13)

2Anomalie je astronomicko-astrologické oznacenf pro thel.
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Pox D) ) (R Z )
0 078540 -0.01131 098869  0.01144
1 079684 0.00026 098856  0.00026
2 079658 -0.00001 098856  0.00001
3 079658 0.00000 098856  0.00000

Tabulka 1.1: Postupné iterace Newtonovy metody pro (1.12)

JelikoZ je excentricita velmi mald, drdha je prakticky kruhové a jako pocate¢ni
odhad mtizeme zvolit pravou stranu x© = 71/4 (volba pocétecnich hodnot
obvykle vychdazi ze znalosti problému). Vysledky Newtonovych iteraci jsou
uvedeny v tabulce 1.1. Vidime, jak se postupné blizime k feSeni a jiz po tfech
iteracich zndme feSeni s pfesnosti na pét mist.

1.6 Tecnd rovina a zemépisné soufadnice

Vratme se opét k vypoétu zemépisnych soufadnic podle vztahii (1.5). Vidime,
Ze v tomto p¥ipadé, hleddme kofen pro dvé proménné a budeme tedy muset
nase tivahy ponékud rozsifit i kdyZ nastésti princip ziistdva v platnosti.

V ptipadé Newtonovy metody pro dvé nezndmé se obecné zajimédme o

feSeni soustavy dvou nelinedrnich rovnic typu

fl(x/]/) = 0,
Flty) = 0, (1.14)

na kterou snadno pfevedeme soustavu (1.5).

Ve dvou dimenzich ovSem misto te¢ny ke grafu funkce sestrojime dvé
te¢né roviny. Tyto roviny maji sklon vii¢i soufadnicovym osdm danym derivaci
funkce vidi pfislusné soufadnicové proménné. Pokud tyto derivace existuj,
pak pfislusna te¢na rovina protind nulovou rovinu z = 0 v pfimce.

Mame-li dvé tecné roviny, které vytinaji dvé pfimky, mtzeme z jejich
pruseciku urcit soufadnice bodu udavajici lepsi odhad kotene piislusné ne-
linearni rovnice. Postup mtZeme opakovat tak dlouho, dokud nezndme po-
lohu kofene s dostatecnou pfesnosti.

Podobné jako v jednorozmérném piipadé, 1ze i nyni odvodit Newtonovu
metodu mechanickym zptisobem z Taylorova rozvoje. Rovnice te¢né roviny
k ploge zadané funkci f(x,y) v bodé (a,b) je zobecnénim te¢ny ke kiivce a
piSeme ji ve tvaru

z:f(a,b)—kgi(x—a)%—gjyf(y—b). (1.15)

pFi¢emz derivace potitime v bodé (a,b). Avsak k nalezeni soufadnic bodu

~_ o2

predstavujiciho pfiblizné feseni (1.14) musime mit k dispozici dvé funkce ke
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kterym sestrojime te¢né roviny a dostaneme tak dvé pfimky v jejichZ priseciku
se nachazi touZebné o¢ekavané feSeni. Tecné roviny k dvéma plochdam jsou
déany rovnicemi

0 )
2= i+ Da-a+Ly-v),
ox ay (1.16)
z = f—l—%(x—a)—i-%( —b) .
2T o dy Y ’
jez feSime za podminky z = 0 (derivace a funkce opét bereme v bodé

(a,b)). Dostavame tak soustavu dvou linedrnich rovnic o dvou nezndmych
pfedstavujici vlastné hledani priise¢iku dvou pf¥imek v roviné. Substituce
xi=a,y =b f(x;) = f(a), f(yi) = f(b), ... apolohu kofene pro konkrétni
feSeni x;11,Yi+1 a elementdrni Gpravy nds vedou k vyraztim

d d

a{: (xi — xiq1) + a];l (vi—vyin1) = —f,

sz('_ _ )+8f2('_ ) = - (1.17)
9 Xi — Xit1 ay YVi—VYin = f2-

Abychom se v této zméti pismen lépe orientovali, linedrni soustavu pfezna¢ime
xi = (x;,Yi), B = (xi = Xi1, ¥i — Vi), f = (f1, f2) adale

o o

| ox” oy’

A=\ on o |- (1.18)
dx” dy’

(derivace potitdme v (x;, y;)) dostdvame soustavu rovnic v maticové notaci
Ai-Ai=—f, (1.19)
a feSeni nasi ptivodni soustavy tak ziskdme jako

Xiy1 = X; + A (1.20)

Newtonova metoda pro zemépisné soufadnice V pfipadé soustavy rovnic
(1.5) je feSeni pfimocaré. Vektorova funkce f; ma tvar

£ = (arccos q1 — zl> , (121)

arccos g — z2
ve niZ jsme pouZili substituce

g1 = sind; sin ¢ + cos &1 cos ¢ cos(Hy + A),

1.22
g2 = sindy sin ¢ + cos &, cos ¢ cos(Hy + A), (1.22)
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A; = At = Ai ) (1.23)
Pitr1 — @i

a hleddme feSeni pro

Prvky matice A; jsou

?)f): = —ucosdy cos psin(Hy + A),

?:\2 = —vcosdycos psin(Hy + A),

: (1.24)
8]; = u[sin d1 cos ¢ — cos 41 sin ¢ cos(Hy + A)],

?)J;? = v[sin & cos ¢ — cos & sin @ cos(Ha + A)],

v nichZ jsme pouZili pomocné proménné
u = -

v o= —

1
VlfQ% (1.25)
V1-4

1.7 Numericky vypocet zemépisné polohy

Vztahy (1.21) az (1.24) nepochybné budi respekt. V principu lze jejich iterace
spocitat za pomoci kalkulacky, tabulek ¢i logaritmického pravitka ovsem je
tfeba se obrnit velkou trpélivosti a mit spoustu volného ¢asu. Proto je zde
uveden vypis skriptu pro Python® jeZ mtiZze pomoct v feSeni této tlohy a
miuiZe byt voditkem pro vlastni zptisob na zpracovani.

Listing 1.1: zemepis.py
#!/usr/bin/env python
# Spoustet jako: python zemepis.py

from numpy import =«

# radian
r = 180/pi

# namerene zenitove vzdalenosti
z1l = 50
z2 = 70

3Python je moderni programovaci jazyk volné dostupny na http: //www.python.org,
kde je k nalezeni podrobny manudl, instalaéni soubory a odkazy na dalsi zdroje.


http://www.python.org
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# souradnice a hvezdny cas, stupne
al = 15%(4+36/60) # [deg]

dl = 16+30/60 # [deg]

hl = 20 # [hodiny]

H1 = 15xhl - al # hodinovy uhel
# souradnice a hvezdny cas, stupne
a2 = 15%(5+17/60)

d2 = 46

h2 = 23

H2 = 15xh2 - a2

# priblizny (pocatecni) odhad zemepisne polohy
1 =15

f = 50

print ("RESENI:")

print ("Iterace zemepisna,_delka_, , ,zemepisna_sirka")

for i in 1,2,3,4,5:

# pomocne veliciny
gl = sin(dl/r)*sin(f/r)+cos(dl/r)*cos (f/r) *cos ((1+H1) /r)
g2 = sin(d2/r)xsin(f/r)+cos(d2/r)*cos (f/r) xcos ((1+H2) /r)

# prave strany, rozdil mezi merenou a
# vypoctenou zenitovou vzdalenosti ve stupnich
p = array([rxarccos(gl) - zl, rxarccos(g2) - z2])

# substituce
= —1/sqrt (1 - gl*=*2)
v = -1/sqgrt (1l - g2x%*2)

o

# matice derivaci

mll = —u*xsin((H1+1l) /r) *cos(dl/r) xcos (f/r)
ml2 = ux(sin(dl/r)x*cos (f/r) - cos(dl/r)*sin(f/r)*cos ((H1+1l)/r))
m21l = —-v*xsin((H2+1) /r) *cos(d2/r) xcos (f/r)
m22 = v (sin(d2/r)xcos (f/r) - cos(d2/r)*sin(f/r)*cos ((H2+1)/r))

m = array([[ mll, ml2 ], [m21, m22 ]11])

# vypocet linearnich rovnic
x = linalg.solve (m,p)

# pricteni rozdilu k pocatecnimu odhadu
1 =1 - x[0]
f=f - x[1]

print (i, 1, f)

# fin
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1.8 Rozmarna uloha?

Urcovat zemépisnou polohu pomoci tthloméru nebo sextantu se mtZe zdat v
dnesni dobé ponékud rozmarné. Nejen proto, Ze existuje nékolik druzicovych
systémli udavajici presny ¢as i polohu s az zbyte¢né velkou pfesnosti (od-
chylky od spravné polohy jsou mensi nez velikosti lidskych tél!).

Nicméné princip této metody md Siroké uplatnéni v astronomii, kdy z
raznych dvoda miizeme méfit jen jednu soufadnici. V neddvné dobé tak
byla tato metoda hojné rozsifend pfi uréovani poloh gama zableskt.

Pfesna detekce slabych gama zdroji, které se navic objevuji ndhodné, je
pomérné tezky tikol. Pokud se pouZzivaji nesmérové detektory (pfedstavované
kusem materidlu ve kterém dopadajici gama fotony indukuji jiné, 1épe za-
chytitelné fotony) nemame jinou moZznost, neZ méfit casové zpozdéni mezi
jednotlivymi detektory rozmisténych napiiklad na opa¢nych koncich druZzice
nebo na nékolika druZzicich rozesetych po slune¢ni soustavé. Tato zpozdéni
odpovidaji pravé ndmi méfenym kruznicim o jistych polomérech, a proto
nepiekvapuje, Ze zdroje se tak nachazi v prusecicich nékolika kruznic pfesné
stejnym zplisobem jako p¥i naSem méfeni. Nicméné i tato metoda se jiz po-
malu za¢ind fadit k pfekonanym diky druZici Swift.



Kapitola 2

Meéreni atmosférické refrakce

Terminem refrakce se obecné oznacuje lom svétla. V piipadé astronomické
refrakce se zajimame o vliv lomu svétla v zemské atmosféfe na zdanlivé
polohy objektti na nebeské sféfte.

Zadani: Atmosféricka refrakce
Ukolem je uréit hodnotu refrakéniho tihlu R (viz. 2.3) zapadajiciho
nebo vychézejictho nebeského télesa méfenim a vypoctem.

¢ Zméfte polohu zndmého objektu v obzornikovych soufadnicich
pro rtizné zenitové vzdalenosti nizko nad obzorem.

* Vyneste méfend data do grafu azimut — zenitova vzdalenost
spolecné s vypocitanymi obdobami téchto veli¢in.

¢ Vyneste rozdil mezi méfenymi a vypoctenymi daty a otestujte
na nich modely atmosferické refrakce (odstavec 2.5).

2.1 Rovinny model atmosférické refrakce

MY,

Asi nejjednodussi model predstavuje refrakce v rovinné vrstvé. V takovém
modelu si atmosféru jednoduse pfedstavujeme jako homogenni vrstvu nad
rovinnym povrchem Zemé. Pokud do takové vrstvy dopada zafeni z okolniho
prostoru s indexem lomu 77 pod tthlem ¢; méfenym od kolmice, pak se na
rozhrani ldme a v této homogenni vrstvé s indexem lomu n, se dal pohybuje
pod rozdilnym thlem 6, dle Snellova zdkona

nq sinfq = npsin 6. (2.1)

V astronomické symbolice identifikujeme thel 6 jako (geometrickou) zeni-
tovou vzdalenost z. V pfipadé, Ze zafeni dopadd do homogenni atmosféry z

13
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vakua, kde index lomu n; = 1, pak po prichodu atmosférou vidime objekt
pod odlisnym thlem (zenitovou vzdélenosti) 6, = z’ danym indexem lomu

~ atmosféry np = n. V tomto znaceni tak vztah (2.1) nabyva tvaru

sinz = nsinz. (2.2)

Ve vzduchu piedpokldddme hodnotu indexu lomu jen mélo odlisnou od
jedné, a proto je maly i rozdil mezi pozorovanou a geometrickou zenitovou
vzdalenosti

R=z-17, (2.3)

jenz definuje refrakéni thel R. V tomto pfibliZeni mtiZeme vyraz
sin(z' + R) = nsinz’ (2.4)
upravit. Nejprve rozepiSeme levou stranu podle souc¢tového vzorce pro thly
sinz’ cos R + cosz'sin R = nsinz’ (2.5)

a poté pro malé hodnoty R (cos R =~ 1,sin R = R) ignorujeme chyby aproxi-
mace vys$sich fadt a dostdvame

sinz’ + Rcosz' = nsinz’. (2.6)

Algebraickou tipravou se tak dostdvame k vyjadfeni refrakéniho dhlu (2.3) v
rovinném modelu
R=(n—1)tanz" (2.7)

Tento vztah ndm ukazuje, Ze refrakce roste se zenitovou vzdalenosti tmérné
indexu lomu vzduchu. Nizko nad obzorem se nam objekty jevi vyse, nez by
mély geometricky byt. Pfesné na obzoru (z' = 90) tento model selhédva, ale z
méfeni vime, Ze nabyva hodnoty lehce nad piil stupné.

Rovinny model nepopisuje refrakci zcela korektng, nebot povrch Zemé
je zakiiven a v atmosféfe klesa hustota (jiz je index lomu tmérny) s vyskou.
Proto bylo sestaveno nékolik aproximativnich formuli, uvedenych v 2.5 a
snazicich se o sofistikovanéjsi popis. V odstavci 2.7 je zminéno nékolik jevii
jez jsou dtisledkem atmosférické refrakce.

Samotné méfeni refrakéniho tthlu R mtZeme provést pomérné snadno.
Za pomoci piistroje schopného pfesné urcovat thly pofidime sadu méfeni
vhodného objektu nizko nad obzorem. Pfi vizudlni pozorovani je idealni
teodolit. Alternativou mtiZze byt vhodny fotograficky pfistroj. Zndme -li ¢asy
meéfeni obzornikovych soufadnic, pak muiZeme ze zndmych rovnikovych
soufadnic objektu «, J a znalosti zemépisnych soufadnic mista pozorovéni]
A, @ urcit geometrickou zenitovou vzddlenost z a podle definice (2.3) ur¢it
refrakci R v zévislosti na z'.

1V této kapitole bude proménna A oznatovat zemépisnou délku. Tento symbol se také
bézné pouziva pro ekliptikdlni délku, se kterou tu ovSem operovat nebudeme.
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2.2 Vypocet obzornikovych soufadnic

Pfevod mezi rovnikovymi («,d) a obzornikovymi soufadnicemi je popsan
nasledujicimi véeobecné znamymi vztahy

sinzcosA = —cosgsind + singcosdcosH,
sinzsinA = cosdsinH, (2.8)
cosz = singsind + cos@cosdcosH,

pomoci kterych se snaZime urcit nezndmé obzornikové soufadnice: azimut
A a zenitovou vzdélenost z s pouZitim hodinového thlu H. Ten je definovéan
jako rozdil mezi greenwichskym hvézdnym ¢asem (Greenwich mean sidereal
time, GMST) tgmst a rektascenzi hvézdy na poledniku s A:

H=15tgusr + A —a. (2.9)

Hvézdny ¢as tgust je v tomto vzorci uvadén v hodindch, kdezto vSechny
ostatni thly ve stupnich. Pfevod mezi nimi zajistuje konstanta 15°/h =
360°/24 h, kterd ma vyznam thlové rychlosti rotace Zemé vyjadiené ve
stupnich za ¢asovou jednotku. Zemé se za hodinu oto¢i o 15°, za 1 min o
15, za1s 015" atd.

2.3 Hvézdny cas

V béZném fyzikalnim smyslu se pod pojmem perioda rotace mysli doba, za kte-
rou se téleso pii otdceni dostane z hlediska vzdédleného pozorovatele zpét do
vychozi polohy. Tato sidericka perioda Ps;q (sidericky neboli hvézdny den) je
pro Zemi asi 23 h 56 min. Avsak pokud bychom ¢as méfili v hvézdnych dnech,
rychle by se ukézalo, Ze se rozchdzi s nasimi zvyky. Napfiklad dvandct hodin
by po ¢tvrt roce odbilo za vecerniho klekani. Jde o dtsledek skldaddni zemské
rotace a obéhu kolem Slunce. Ponévadz lidské rytmy jsou spiSe vazané na
Slunce, nez na vzdaleny vesmir, za délku (slune¢niho) dne volime synodickou
periodu Pgyn = 24 h.

V astronomii se obvykle zajimdme o vzdalené objekty, a proto nds zajim4,
jak méfit ¢as vzhledem k nim. Hvézdny ¢as definujeme jako thel s vrcholem
ve stfedu otaceni Zemé mezi smérem k jarnimu bodu a zemeépisnou délkou
Greenwiche. Tento thel pocitame kladné ve sméru rotace Zemé tak, aby
nartistal s ¢asem a vyjadiujeme jej v ¢asovych jednotkdch. Z pohledu pozoro-
vatele na nultém poledniku je to doba, kterd ubéhla od kulminace (préichodu
polednikem) jarniho bodu. Rektascenze hvézdy a pravé prochazejici greenwi-
chskym polednikem tak odpovidd hvézdnému casu tgust dle vztahu

27T
Psid

N = tomsT + @p- (2.10)
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Faktor? pfed tomst Vv prvnim ¢lenu mé vyznam tthlové rychlosti siderické
rotace Zemé a rektascenzi jarniho bodu bereme jako «g = 0.

Uvazujeme-li pro jednoduchost, Ze se Zemé otaci rovnomeérné kolem své
osy a nijak se neméni smér této osy rotace v prostoru, pak pomér mezi dvéma
okamziky béZného (slunecniho) ¢asu Atyr (UT) se synodickou periodou Psy, a
greenwichskym hvézdnym ¢asem Atgmst s periodou Py bude prosté pomér
jejich period

Poyn 24h
Pyq  23h 56 min 4.0905s

=1.002737909 3. (2.11)

Rozdil obou ¢asti se stejnym pocatkem bude linedrné rast. V praxi byl za
pocatek (kdy jsme polozili tyr — tgmst = 0) vybran 1. leden 2000 v 12h UT.
Pouzijeme-li Julidnské datovani ¢asu popsané v odstavci 2.4, pak pocet dni
(véetné hodin pfepocitanych na ¢asti dne), které uplynuly od tohoto okamZziku
do ¢asu, jez nas zajima tjp, bude

At = tjp —2451545.0. (2.12)

Greenwichsky hvézdny ¢as v hodindch pak vypocteme dosazenim do for-
mulky

tomst = 18.697 374 558 + 24.065 709 824 419 08 At. (2.13)

Prvni konstanta odpovidd hvézdnému c¢asu pocatku a druhd je pak 24 h
vyndsobenych pomérem obou period. Prekro¢i-li vysledek délku jednoho dne,
odecteme nebo pricteme celistvy ndsobek 24 h a obdrzime tak vysledek ve
spravném intervalu.

Pfesnost, s jakou uréime hvézdny ¢as ze vztahu (2.13), je pfiblizné jedna
sekunda. ProtoZe je hvézdny ¢as odvozen od polohy jarniho bodu a jeho
poloha (vdzana na smér rota¢ni osy Zeme€) se pozvolna méni v diasledku
precese a nutace, musime pfi pfesnych vypoctech rozliSovat mezi sttednim
hvézdnym casem (mean sidereal time) danym (2.13) a pravym hvézdnym
¢asem (apparent sidereal time). Pro pravy hvézdny cas, s lepsi nez sekun-
dovou pfesnosti, totiz musime uvaZovat i periodicky posun jarniho bodu.
Tato a dalsi zpfesnéni jsou podrobnéji uvedena napfiklad na strance http:
//aa.usno.navy.mil/fag/docs/GAST.php nebo v knihdch citovanych
dale v této kapitole. Hvézdny ¢as ma oproti slune¢nimu podstatnou vyhodu
v tom, Ze plyne rovnomérné, nebof se v ném nepromitd elipticky ob&h Zemé
kolem Slunce. Rovnomeérné plynouci UT ¢as tak sviij pocatek odvozuje prave
z presného urceni hvézdného casu (¢asova jednotka — sekunda — je ovSem
dana z definice).

2V astronomii je obvykla konvence, Ze tihly se mé&fi ve stupnich a ¢as ve stupnich nebo
hodinach. Lze se setkat s rznymi tvary vztahu (2.10): « = tgvmst/ 15 nebo dokonce rovnou
& = tgmst- Jejich pouziti implicitné pfedpoklada prevod na odpovidajici jednotky.
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Hodnotu hvézdného ¢asu lze snadno odhadnout. Sta¢i si pamatovat, Ze
v okamZiku podzimni rovnodennosti prochdzi jarni bod greenwichskym po-
lednikem (zhruba) o ptilnoci. Jinymi slovy, oba ¢asy se periodicky setkavaji
vzdy kolem podzimni rovnodennosti (disledek definice hvézdného casu).
Den nato bude o ptilnoci pfiblizné o ¢tyfi minuty hvézdného casu vic. Za mésic
uz to bude 30 x 4 min = 2 h. Za ¢tvrt roku tak rozdil naroste o Sest hodin. Za
cely rok se nastfada jeden den tak, aby bylo zase kolem ptilnoci. Naptiklad 11.
fijna v 18 h UT budeme mit pfiblizné tgmst ~ 20 X 4min 4 18 h = 19h 20 min.
Chyba je v fddu nékolika minut a rok od roku se pochopitelné méni. S
uvazenim zemépisné délky tak zdroven odhadneme i rektascenzi prave kul-
minujicich hvézd.

2.4 Julidnské datum

Julidnské datovéni bylo zavedeno v astronomii proto, abychom mohli snadno
pocitat rozdily mezi dvéma ¢asovymi okamziky a vyhnuli se tak slozitému
prepocitdvani poctu dnt v meésici a pfestupnym roktim. Poledni 1. ledna roku
4713 pred nasim letopoctem byla pfifazena nula a od tohoto pocatku se pak
pocitaji pribéZzné dny bez dalsich period, jako jsou mésice a roky.

Julidnské datovani je velmi Sikovnd pomiticka, a proto nam pfijde vhod
algoritmus jeho vypoctu. Lze jej pouzit pro pfevod ¢asového okamziku ve
tvaru

RRRR - MM - DD.DDDD.... ., (2.14)

(rok, mésic, den a jeho desetinna ¢ast, kterou dostaneme pievodem z ho-
din, minut, sekund a jejich ¢asti), kupfikladu 2006 — 10 — 24.625 69 je pro 24.
fijna 2006 v 15h 01 min UT. Obvykle se Julidnské datovani pouZziva pro casy
udévané v UT.

Definujeme proménné y, m, d odpovidajici roktim, mésictim a dntim

y = RRRR,
m = MM, (2.15)
d DD.DDDD. ..,

a upravime je tak, abychom eliminovali astronomicky a kalendaini rozdil v
pocitani rokd®
y<y+1, proy<O0 (2.16)

a vezmeme v tvahu piestupné roky

y<y—1m< m+13, proMM <2,

2.17
m<+ m+1, pro MM > 2. ( )

30perace + znamena: Vem hodnotu na levé stran&, pouZij ve vyrazu napravo a znova
pfifad do proménné nalevo. Tento symbol odpovida pfifazeni v programovacich jazycich.
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S takto upravenymi hodnotami vypocteme Julidnské datum bez zapocteni
vypusténych dnii v fjnu roku 1582*

tip = [365.25y] + [30.6m]) + d + 1720994.5. (2.18)

Pokud pocitdme Julidnské datum z ob¢anského data pred 15. f¥ijnem 1582
ptimo plati t;p = #}. Pro data po tomto dnu (tj. pro data, se kterymi se
béZné setkavame) jesté musime doplnit nékolik dalsich dnt. Zavedeme-li
jesté pravidlo, aby kazdé vhodné stoleti koncilo pfestupnym rokem

¢ = [1%} ) (2.19)

tak Julidanské datum spocteme podle vztahu

tip = t’]D do 1582-10-15

2.20
tip = tip+2— 1" +[t"/4] po 1582-10-15. (2.20)

2.5 Refrakéni formule

Na zékladé znalosti mé&fené zenitové vzdalenosti z’ (ptipadné vysky nad
obzorem h' = 90° — z') a teoretické z jsme schopni pfimo vypo¢ist hod-
notu refrakéniho thlu (2.3). Pro ndzornéj$i zobrazeni je vhodné vynést grafy
zavislosti méfené a spoctené zenitové vzdalenosti na azimutu a zavislost
refrakéniho tthlu na zenitové vzdélenosti.

Do téchto namétenych grafti mizeme vykreslit aproximativni vztahy
pro refrakci a srovnat je navzajem. Klasicka refrakéni formule (Smart [5]) se
dostane z (2.7) dosazenim empirického koeficientu

R =582"tanz'. (2.21)

Pravé z tohoto vzorce pfimo plyne praktickd poucka o refrakci majici hodnotu
pfiblizné jedné minuty ve 45° nad obzorem. Pfesnéjsi obdoba (Taff [6])

R = 58.294" tanz’ — 0.0668" tan® 2’ (2.22)

klasické formule (2.21) plati v pfipadé, Ze zenitovd vzdalenosti neni vétsi nez
75°.

Obecné je platnost vztahti (2.21) nebo (2.22) omezena na zenitové vzdalenosti
mensi nez asi 45° za okolni teploty 10 °C a normélniho tlaku jedné atmosféry
1013.25 hPa. Smart [5] uvadi nasledujici vzorec pro redukci refrakéntho thlu
R’ za odli$né teploty ve stupnich Celsia a tlaku v hektopaskalech:

R" 0279 p
R 273+t

4Symbol [x] oznatuje funkci vracejici celou &ast ze svého argumentu bez zaokrouhlovéni
(mame tak [1.2] =1,[-3.7] = —3).

(2.23)
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Wolf [7] uvadi pro refrakéni thel ponékud odlisny vztah
R =afytanz, (2.24)
kde uzivame substituce

a = 60.236" —0.070" tan? z,
B = p/1013.25, (2.25)
v = (1-0.000152f —0.00000550£2)/(1+ 0.003 68t).

Ve vzorci (2.25) znadi f tlak vodnich par v hektopascalech. Pro znamou rela-
tivni vlhkost H v procentech ji miZeme aproximovat polynomem

f=10"*H(605 + 44.94t + 1.0279t* + 0.0279t> 4 0.000 34t*). (2.26)

Formule (2.24) plati pro vinovou délku 590 nm s p¥esnosti vétsi jak 0.01” do
zenitové vzdalenosti 70°.

Dokonalejsi verze refrakénich vzorct byly odvozeny G. G. Benettem (Me-
eus [4]). PfestoZe jejich analyticky tvar viibec neodpovidd nasim tivahdm,
dosahuji podstatné vétsi numerické pfesnosti:

R= ! . (2.27)

tan [ b/ + &
h+4.4

Zde je misto pozorované z’ pouzita vyska nad obzorem i’ = 90° — z’. Formule
plati v celém intervalu 0. .. 90°, pfitemZ nejvétsich chyby 4” dosahuje ve vysce
12° a bohuZel neni zcela korektni, nebof d4dva nenulovou hodnotu refrakce i
pfimo v zenitu. Pfesnost se da zvysit pfi¢tenim ¢lenu

—0.06sin(14.7R + 13), (2.28)

¢imZ se chyba sniZi na 0.9” pro cely moZny rozsah thlovych vysek. Do vztaht
(2.27) a (2.28) dosazujeme vysku nad obzorem h' ve stupnich a R v oblou-
kovych minutéch.

Pro tzv. inverzni problém, kdy chceme urcit refrakci pro vypoctenou vysku
h, Semundsson navrhuje (opét dle Meeus [4]) formuli

R = 1.02 . (2.29)

h+5.11

Tato formule je konzistentni s Bennettovou s pfesnosti vétsi jak 4”.

Oba vzorce jsou odvozeny pro viditelné svétlo a pro teplotu 10 °C a tlak
1010 hPa. Pfepocet na jiné pozorovaci podminky opét znamend pouZiti ko-
rekénich vzorcl

R p 283
R 1010 273+ ¢

(2.30)
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Prestoze vztahy typu (2.22) se daji precizné odvodit, neodpovidaji doko-
nale pozorovanim. Refrakce je zdvisla na mnoha téZko popsatelnych faktorech,
a proto se koeficienty v takovychto vztazich odvozuji empiricky nebo se rov-
nou navrhuje zcela odlisny tvar funkce (2.27).

2.6 Opticky index lomu vzduchu

Index lomu vzduchu v optickém oboru (dle libovolnych stfedoskolskych
tabulek) mé& hodnotu
n = 1.000 292, (2.31)

ze které dostaneme ¢iselnou hodnotu koeficientu v (2.7), pouZitou v (2.21).

Samotny index lomu (refractive index) udava pomér rychlosti svétla v
daném prosttedi ku rychlosti svétla ve vakuu. Pfedpokladame-li, Ze elektrony
jsou k atomu vazany tak, Ze rezonanc¢ni frekvence této vazby bude wy a na
dané prostiedi dopada rovinna elektromagnetickd vlna tak, Ze na vSechny
elektrony dopada se stejnou fazi, pak vysledna vina je ddna souc¢tem dopa-
dajici vlny s vinami vyzafenymi urychlenymi elektrony. Vysledné vinoplochy
ve vzduchu budou jakoby zpomalené v poméru pravé optického indexu

N,e?
2eom(w} — w?)’

ne 14 (2.32)

kde N je pocet elektronti v objemové jednotce, e, m ndboj a hmota elektronu,
€0 permitivita vakua, wy je rezonan¢ni frekvence ¢astic vzduchu a w je kruhova
frekvence zafeni. Naznaceny zptisob, jak pomoci zakladnich pravidel skladani
vin odhadnout 7, je brilantné rozebrdn ve Feynmanovych pfednaskéch z
tyziky.

Odhadnout hodnotu rezonan¢ni frekvence wy je nelehka tloha pro teo-
retickou fyziku. Proto se jeji urc¢eni provadi experimentélné. Zjistilo se, Ze
u vzduchu v optickém oboru nemame jen jednu rezonanéni frekvenci wy a
pro jejich konkrétni hodnoty pouZivame rtizné empirické vztahy. Oblibena je
napfiklad Edlénova formule (Edlén [2]) do niZ dosazujeme vInovou délku v
pm (w ~ 1/A):

2406030-10°8 n 15997 -10-8
130 — 1/A2 389 —1/A%°

n(A) =1+834213-107% + (2.33)

Omezime-li ve se vztahu (2.32) jen na jednu vinovou délku, pak si mtiZeme
vSimnout, Ze refrakce je pfimo imérnd koncentraci interagujicich elektront
R = n—1 « N, a pfedpokladdme-li navic, Ze se pii zménéch tlaku p a
teploty T neméni chemické sloZeni vzduchu, obdrZime vztah mezi refrakénim
tthlem a hustotou vzduchu R = n — 1 « ¢(p, T). Vysledky refrakénich méfeni
obvykle pfepocitdvame na jisté normdlni hodnoty tlaku pg a teploty Tp. Mezi
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indexem lomu za méfenych n a normalnich ny podminek plati

R n—-1 o
e ==, 2.34
R no -1 00 ( 3 )

UvaZzenim stavové rovnice idedlniho plynu p ~ oT nakonec dostavame

R’ p Tb
R T (2.35)
Odtud snadno odhadneme vyznam ¢iselnych konstant v redukénich vztazich
typu (2.23) a (2.30).

2.7 Refrakéni optické jevy

Studiem refrakce se zabyvé aplikovana atmosféricka optika (popsand napiiklad
v Bednéf [1]), zkoumajici Sifeni svétla v prostfedi s proménnym indexem lomu
(danym hustotou) v zavislosti na stavu atmosféry. Jde o jeden ze zdkladnich
efektt, se kterymi se miizeme pfi astronomickém pozorovani setkat. Proto
bylo jejimu pochopeni a interpretaci vénovano mnoho tsili. Pozorovani o
refrakci opravoval jiz J. Kepler. G. D. Cassini pfiSel s dokonalejsim modelem
refrakce, kdy rozdélil atmosféru na nékolik vrstev s riiznym indexem lomu a
dospél ke stejnému tvaru (2.7) bez pfedpokladu homogenni atmosféry.

Diky refrakci mtZeme pozorovat zplostélé Slunce a Mésic pii obzoru.
Zapad nebo vychod nebeského télesa se diky refrakci zpomaluje nebo urych-
luje. Napiiklad Slunce je v okamZiku, kdy se dotkne obzoru, uz geomet-
ricky pod nim. Pfiklad vlivu refrakce na pozorovany zapad Venuse’ je na
obrazku 2.1.

Dréhy paprskii obrazi stejného télesa v atmosféie se mohou lisit diky
zévislosti indexu lomu (refrakce) na vlnové délce. Tento jev miiZeme pozo-
rovat u objektti nizko nad obzorem, které z téchto dtivodd maji jeden okraj
namodraly a druhy nacervenaly. V extrémnim pifipadé se mohou obrazy
oddélit a mtZeme byt svédkem tzv. zeleného zéblesku pozorovaného u zapa-
dajictho Slunce.®

CVS tag: $Id$

Shttp://monteboo.blogspot.com/2009/01/evening-with-venus.html
6http://mintaka.sdsu.edu/GF/explain/atmos_refr/astr_refr.html
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\Venus's path

Jupiter

Venus setting, 15. Nov CZ, Canon EOS

Obrazek 2.1: Zapad Venuse 15.11.2008. Tento sloZeny obrazek zachycuje
stopu Venuse nad jihozapadnim obzorem Kotvrdovického letisté. Retizek
perel vznikl diky kratkym expozicim pofizovanym v minutovych intervalech.
Miizeme si vS§imnout, Ze stopa Venuse je zvednutéd od o¢ekavané drahy, coz
je projev atmosférické refrakce. Zaroven je vidét zéervendni a sldbnuti svétla
Venuse v atmosfére.



Kapitola 3

Ny

Vysky mésic¢nich atvara

Zadéni: Z délky stint urcete vysky vybranych dtvart na Mésici.

3.1 Mésiéni soufadnice

Abychom mohli udavat polohy objekti na Mésici, musime zavést vhodné
soufadnice. Nejen na Mésici se pouZivd obdoba zemépisnych souradnic.
Zavadi se selenograficka délka a selenograficka $itka jako délkova a Sitkova
soufanice na povrchu Mésice.

Selenograficka délka A nabyva hodnot 0 az 180 stupriti vychodni a zdpadni
délky, pficemz pocitat se za¢ind ve sttedu mési¢niho kotouce. Pochopitelné ze
Zemé je vidét jen polovi¢ni rozsah selenografickych délek.

Selenograficka sitka ¢ nabyva hodnot 0 az 90 severni a jizni $iiky.

Pocatek selenografickych soufadnic je spojen s urcitym mistem na povrchu
(doslova kamenem — patnikem). Toto misto ale neni vzdy pfesné ve stiedu
pozorovaného kotouce v dusledku libraci.

Pti studiu Mésice je bézné pouziva selenograficka délka Slunce A, coz je
délka bodu na Mésici, jehoZ merididnem (polednikem) pravé prochazi Slunce.
Déle pak délka termindtoru At jez udava délku pro néjz vychézi nebo zapada
Slunce. A nakonec jesté kolongitudo C = 90° — A,

3.2 Mésicni stiny

Délka stinu vybraného ttvaru na Mési¢ni povrchu je, stejné jako na Zemi,
urcena vyskou tohoto Gtvaru a polohou Slunce. Objekty majici Slunce v zenitu
maji délku stinu minimdlni. Objekty pro néz Slunce vychdzi nebo zapada pak
vrhaji dlouhé stiny.

23
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Obrazek 3.1: Délka mési¢niho stinu je dana vyskou Slunce nad mési¢nim
obzorem a projekci stinu do pohledu pozorovatele.

Z jednoduché geometrické tivahy, ilustrované na obrazku 3.1, snadno
nahlédneme, Ze mezi délkou stinu /, méfenou od vrcholku k povrchu (tedy
ne délka stinu na povrchu) a vyskou hory / je vztah

h
7= cos(A — Ag). (3.1)
Pfi pohledu ze Zemé ovSem mame moZznost pozorovat jen primét stinu [
kolmy k nasemu pohledu. Jeho méfenou délku ozna¢ime d. Nastésti pro tento
primét plati:

d

7= sin Ag. (3.2)
Kombinaci obou vztahti tak dostdvame pro vypocet vysky ttvarti na Mésici
vztah
B dcos(A — o)
a sin )\@ ’

h (3.3)

Casto se misto délky Slunce A, pouZivd méfitelna veli¢ina délka ter-
mindtoru Ar. V takovém piipadé vztah (3.4) pfechdzi na tvar

_ dsin()t — AT)'

h
COS AT

(3.4)

CVS tag: $Id$



Kapitola 4

Astrometrie na CCD snimku

Zadani: Méfeni polohy objektu na CCD snimku
Ukolem je zmé&fit polohu nezndmého objektu na CCD snimku:

¢ Urcete rovnikové soufadnice zadaného objektu.

¢ Urcete ohniskovou vzdéalenost dalekohledu.

41 Uvodni tvahy

Jednim ze zakladnich tkol# astronoma, zabyvajiciho se zpracovanim CCD
snimkd, je proméfit polohy objektii na snimku a udat je ve sférickych astro-
nomickych soufadnicich kterymi jsou rektascenze a deklinace. V pfipadé¢, Ze
astronom objevi novy objekt je ve stejné situaci jako kapitan zamotské lodi
ktera objevila novy ostrov. Musi udat jeho pfesnou polohu.

Jednoduchy a ndzorny postup, jak urcit na snimku polohu, je pfictent
rozdilu soufadnic nezndmého objektu k referenéni hvézdé. Nejde ovsem o
pfili§ pfesnou metodu, kterd je navic citliva na instrumentalni vlivy jako je
zkresleni projekci a také nenf statisticky optimélni. Z tohoto d@ivodu uz z dob
klasické astronomie pouZivame metodu nejmensich ¢tverct.

4.2 Definice soufadnic

Pfi zpracovdni této tlohy se budeme setkdvat s nékolika typy soufadnic mezi
kterymi budeme hledat transformace. Hned na zacatku si proto uvedeme
jejich definice i kdyZ moZzna nebude na prvni pohled jasné odkud se vzaly.

Rovnikové soufadnice «, ¢ jsou bézné sférické soufadnice rektascenze a de-
klinace objektti na nebeské sféfe.
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Gnomonické soufadnice u,vjsou soufadnice promitajici Rovnikové soufadnice
ze sféry na rovinu. Jsou zdvislé na tfech parameterch.

Soufadnice na CCD snimku x, y jsou kartézské soufadnice udévajici polohu
objekti na CCD snimku. Méfeno v pixelech s poc¢dtkem v levem dolnim
rohu snimku.

Centrované soufadnice na CCD snimku x’, y jsou soufadnice na CCD snimku
s pocatkem posunutym do stfedu snimku.

Naskalované gnomonické soufadnice u’, v’ jsou gnomonické soutadnice vyndsobené
méiitkem.

Vsechny tyto soufadnice obvykle indexujeme, nebof plati pro konkrétni
hvézdu v rliznych reprezentacich.

4.3 Postup
¢ Ztotoznéte znamy CCD snimek s hvézdnym atlasem.
* Vypoctéte soutadnice sttedt hvézd x;, y; pro vhodné zvolené objekty.

¢ Pro tytéz hvézdy vypoctéte gnomonickou transformaci soutadnic u;, v;.

YNz

¢ Vypoctéte méfitko obrazku.

MY 2

¢ Pfepoctéte souradnice x;, y; na stied obrazku a u;, v; na stejné meéfitko
jako x;, y;.

¢ Minimalizaci zjistéte hodnoty parametrti linedrni transformace.
¢ Provedte inverzi soufadnic a zjistéte souradnice nezndmého objektu.

* Vypoctéte ohniskovou vzdalenost dalekohledu.

4.4 Vypocet ptesné polohy hvézdy

Pfirozenou metodou jak najit stfed hvézdy je nalézt pixel s nejvétsi intenzitou
a jeho poloha tak udava stied hvézdy. Je to jednoduchy zptisob, ale ponékud
nepiesny. MaZeme totiZ urcit stted hvézdy s vétsi pfesnosti (na desetinu
pixelu).

Princip spocivé v tom, Ze se neomezime jen na jeden pixel a vezmeme

Vv

hvézdy. To vypocteme z poloh téchto pixeld vaZenym aritmetickym primeérem
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pficemz vahou bude intenzita hvézdy nad okolim. Takto urcené stfedy hvézd
jsou zndmé jako centroidy. Slovni popis je vyjadien vztahem

Y wy -k
T Y wy

B Y- 1 (4.1)
4 Y wy

Soucty provadime napfiiklad v okoli 5 x 5 pixelti kolem nejvétsi intensity
(zalezi na méfitku obrdzku), k,I jsou indexy pixeld (celo¢iselné hodnoty
soufadnic podél obou os obrdzku) a vahy vyjadiime jako

pro Iy — B >0,
= 4.2
Wkl { 0 proly—B<0, (42)

pricemz I; je méfend intenzita a B uddva hodnotu pozadi v okoli hvézdy.

Na zjisténi polohy hvézdy mtZe byt pouZito profilt objektt s tim, Ze se
uvolni parametry pro stfed hvézdy. To vede na komplikovanéjsi feseni (jde jiz
o nelinedrni soustavu rovnic), kterému se pro jednoduchost vyhybame.

4.5 Pramét sférickych soufadnic do roviny

Polohy hvézd na snimku uz zname. MtZeme téZ zjistit polohy hvézd z
néjakého katalogu. To co nezndme je vztah mezi nasimi soufadnicemi na
snimku a katalogovymi soufadnicemi. Otdzkou je jak vztah mezi soufadnicemi
popsat a jak se zobrazi sférické soutfadnice na soufadnice v plose snimku.

Gnomonicka projekce

Gnomonicka projekce je primét ze stifedu koule na te¢nou rovinu. Pokud ma
stfed promitani (te¢ny bod) soufadnice g, dy pak se sférické souradnice «, &
libovolného objektu na polokouli pfivracené ke sttedu promitdni zobrazi na
rovinu do pravouhlych soufadnic:

—cosdsin(a — ap)

sin &g sin & -+ cos 6y cos & cos(ax — ag)’ (4.3)
€os 0 sind — sin dg cos d cos(ax — g )

sin & sin & + cos &y cos § cos(a — ag)

Tato transformce slouZi na pfevod sférickych soufadnic na pravotihlé. Od-
vozeni transformace vychazi ze sférické trigonometrie a pouZziva pfedevsim
sférickou kosinovou vétu. Odvozeni 1ze vyhledat v Smart.

Vztahy (4.3) pfesné popisuji transformaci avsak jsou pomérné sloZité na
vypocet a vypocet inverzni transformace neni zcela trividlni. Proto se pii
praktickém vypoctu postupuje ponékud jinym zptisobem.
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Pfi odecitani pravouhlych soufadnic z mapky nebo z CCD snimk nemame
totoZny stfed promitani s po¢atkem soufadnic na snimku a taktéz métitko ob-
vykle neodpovidd. Proto zavddime normované soufadnice u, v z pravothlych
prostfednictvim vztahti

X — Xo
L (@)
v = 47 yOI '
c
pomocné veli¢iny
p = sind,
g = cosdsin(a — ),
r = cosdcos(a—uwp), (4.5)
z = sindyp,
w = cosdy,
a
s =zp + wr. (4.6)

Velic¢ina s (v podstaté jmenovatel v (4.3)) miiZe slouZit jako kritérium jestli 1ze
dany objekt zobrazit na ohrani¢enou plochu.

Vypocet gnomonickych soufadnic ze sférickych je snadny. Soutfadnice
vyhovuji vztahtim

9

u = —-,

S 4.7)
0 wps zr’

jez jsou, podle ocekdvani, totozné s (4.3).

Vypocet sférickych soufadnic z gnomonickych je vlastné inversni transfor-
maci k (4.3). Vzdalenost objektu od stfedu nechf je

t=+V1+u?+ 02 4.8)

Potom pro pomocné veli¢iny plati

_ zHwu
= N ,
9 = —7 (4.9)
W — Zv
v =
t
Soufadnice «, § pak dostaneme jako
5 = sinlp,
«—a = tan1d (.10

r

pii jejimz vypoctu miiZeme opét s tispéchem pouzit funkce atan2.



4.6. Transformace mezi méfenymi a gnomonickymi polohami 29

Aproximace pro malé zorné pole D4 se ukazat, Ze v pfipadé, Ze mdme malé
zorné pole (tj. rozdil mezi polohami je jen par stupriti) pak se daji tyto vzorce
napsat jako:

—(a — wp) cos ¥,
d—do

u
0

(4.11)

Q

Pti redukovani CCD snimkt prakticky vzdycky tato pfesnost vyhovuje. Z
tohoto tvaru miZeme ovSem na prvni pohled usuzovat na nékteré vlast-
nosti. Pfedevsim stfed snimku md soufadnice 0,0 ktery neodpovidd béZnému
konven¢nimu stfedu soufadnic na snimku, kde je 0,0 v levém dolnim rohu.
Soufadnice nabyvaji kladnych i zdpornych hodnot. Méfitka jsou také jina.
Rozmér CCD matice je obycejné od nékolika stovek do nékolika tisic. Na-
proti tomu, po této transformaci budou jeden stupeti vzdalené objekty na
soufadnici jen 0.6.
Vypocet stérickych soufadnic z gnomonickych je pak celkem trividlni:

u

cos dp’ (4.12)
0 = b+

X = Ky —

Tip. Zkuste si odvozeni této aproximace provést. Jaké se dopustite chyby
v pfipadé Ze objekt je stupern od stfedu?

4.6 Transformace mezi méfenymi a gnomonickymi
polohami

Z vlastnosti gnomonické transformace mtZzeme usoudit, Ze obecné budou
mit soufadnice hvézd na CCD snimcich jiné métitko, budou posunuté a
nebo dokonce pootocené (otoceni je vesmés malé a vznikd nedokonalostmi
uchyceni CCD kamery na dalekohledu) oproti soufadnicim vypocétenym pro
katalogové hvézdy. Proto pro dobré piiblizeni budeme muset pouZzit jesté
dvourozmeérnou linearni transformaci. Ta udava vztah mezi vypoctenymi
soufadnicemi z gnomonické transformace u;, v; a méfenymi x;, y; pro kazdou
hvézdu o¢islovanou pofadovym ¢&islem i.

xi\ [ C A, B u'
()-(o)(w2)(i)  en

neboli ve vektorové formé
rg = c(ro + Mr) (4.14)

c je méfitko. C, D je relativni posuv mezi snimky. A, B jsou parametry rotace,
A = cosp a B = sin g, kde ¢ je tihel udavajici vzajemné pootoceni mezi
obrazkem a gnomonickou projekci (plati goniometricka identita A% + B2 = 1).
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Tato transformace nepopisuje zrcadlové prevraceni snimku, které je tieba
odhalit jinak.

Meéfitko je sice moZné odhadnout béhem minimalizace, coZ ale vede na ne-
linedrni soustavu rovnic, které se snazime vyhnout. PouZijeme proto nezavisly
postup, jehoz vysledky jsou, pokud jde o pfesnost vysledku, uspokojujici
avsak principidlné nekonzistentni. Ke zjisténi méfitka se pouZivd pomeér
mezi vzdalenosti stejnych objektti jednou na snimku jednou z vypoctenych
soufadnic. Pro vzdalenost dvou hvézd na snimcich plati Pythagorova véta jez
dava

o (i — ) + (0 — v))° (4.15)

proi,j =1...N,i > j, ze kterého snadno odhadneme méfitko. Z nékolika
zndmych vzdélenosti pak aritmetickym priimérem dostaneme odhad méfitka
v jednotkach pixel na tthlovou vtefinu (pfipadné naopak).

Ukol: Vypottéte ohniskovou vzdalenost dalekohledu pokud vite, ze CCD
kamera ma velikost pixelu .

Pfi vypoctu nezapomerite uvazit ,binning”. P¥i pofizovani CCD snimku
se ¢asto nepouziva maximalni rozliSeni, ale sousedni pixely se sdruzuji do
skupin po 2x2 nebo 3x3 pixelech. Toto sdruZovani se oznacuje jako binning
a vede napfiklad k vétsi acinnosti nebo redukci velikosti obrazku. Pro nase
Ucely je dileZité védét, Ze binning zvétsi velikost pixeld na 18um pfi rozliseni
765 x 510 a 27um pfi rozliSeni 510 x 340.

Hledani parametra transformace

Princip hleddni parametri transformace si mtiZzeme snadno piedstavit nebo
i graficky vyjadfrit. Na CCD obrazek na némZz méfime soufadnice x, y staci
vykreslit soufadnice u, v. P¥itom zjistime, Ze soufadnice hvézd x;, y; jsou po
obrdzku rozloZeny tak jak o¢ekdvame a odpovidaji sttedim hvézd. Souradnice
u;,v; se ale budou kupit kolem pocatku soufadnic snimku, tedy v levém
dolnim rohu na nékolika mélo pixelech. Diivodem této nepfijemnosti je Spatné
méfitko gnomonickych soufadnic. Nastésti je snadé ho odhadnout. Staci
si najit dvojici hvézd (nebo pro jistotu pouzit vsechny dvojice) a pomoci
pomérh vdélenosti hvézd v obou soufadnicich odhadnout métitko. Gnomo-
nické soufadnice vyndsobené méfitkem ozna¢ime u’, v’ a vyneseme-li je do
obrazku zjistime, Ze zobrazuji tytéZ objekty avSak posunté o ptl zorného pole
¢ipu tak, Ze méfené soufadnice jsou jen v prvnim kvadrantu ale naskalované
gnomonické soufadnice se kupi kolem pocatku. Proto zavadime centrované
soufadnice na CCD snimku x’, 1’ s po¢atkem posunutym ze stifedu snimku
do pocatku. S takto upravenymi soufadnicemi uz mtizeme byt docela spo-
kojeni. V idealnim piipadé, pokud si odpovidaji identifikace hvézd by se
mély vSechny objekty navzédjem skoro piekryvat nebo alespori lezet ve své
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blizkosti. Malé drobné odchylky povaZzujeme za statistické chyby a proto se
snazime navrhnout transformaci tak aby jsme minimalizovali vzdalenosti
mezi soufadnicemi v/, v" a x’, . Pravdépodobné nejlepsi zpusob jak to udélat
je metoda nejmensich ¢tverca.

Na odhad parametrt transformace pouZijeme metodu nejmensich ¢tverca.
Ke zjisténi transformace mezi obrazky pak pro N hvézd napiSeme soucet
nejmensich ¢tvercu ve tvaru:

N
S=)Y [(C+ Au;+ Bv; — x))? + (D — Bu; + Av; — y})?]. (4.16)
i=1

Minimalizace znamend hledani minima funkce S(A, B, C, D) v zavislosti na

proménnych A, B, C, D. Minimum se nachazi v bodé pro néjz plati podminky

aS aS aS aS

=050 =022 =0, =0. (4.17)

V naSem pfipadé vedou tyto podminky k soustave linedrnich rovnic (spodni
znaménko pro zrcadlové pfevraceni):

N/ 0/ SXI Sy C Su
0/ N/ :l:Syl :FSX D Sv
= 4.18
S.XI isy/ Sxy/ O A Sux ( )
Sy/ :FSXI O/ Sxy B Suy
ve kterych jsme pouzili substituce
N
Sx = Z M§,
i=1
N
S, = Y,
i=1
N
Su = Z x:/
i=1
N /
S, = .21%" (4.19)
=
N
Sxy = .Zl(ugz"”v?)r
ZX] ! A /.,
Sux = Z(uixiiviyi)/
i=1
ZN 1.,/ ! Al
Suy = ,21<”i%'$vixi)
1=

pro obecnou transformaci mezi snimky. Tato transformace popisuje posuv,
rotaci a zrcadleni mezi obrazky, ale méfitko je stejné podél osy x i y obrazku.

Predpokladem pouziti gnomonické transformace je totoZnost stiedi tedy
C,D — 0. Pokud tedy fesenim (4.16) dostaneme tyto dva prametry jako
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hodné odlisné od nuly (ve smyslu statistické pfesnosti), znamena to, Ze méme
posunuty stted promitani g, &y (za pfedpokladu, Ze zname stfed snimku v
pixelech). V takovém piipadé nejprve zjistime posuvy v kartézké soustavé
paralelni se sférickymi soufadnicemi

c’ A -B\(cC
(5)-(5 2)(5) e

a provedeme korekce stfedu podle vztahti z inversni projekce

/

o = “04—““zf/

€00 do (4.21)
b = oo— —,

c

a provedeme cely vypocet znovu. Tento postup musime opakovat tak dlouho,
dokud jsou oba parametry |C|, |D| > 0 (nebo alespoii |C|, |D| neni dostate¢né
malé oproti chybam poloh hvézd).

4.7 Vypocet polohy objektu na snimku

Az do této chvile jsme se snaZili o zjiSténi pravotihlych soufadnic x, y objektu
unéhoZ zname sférické (napiiklad rovnikové) soutadnice. V praxi nam ale ob-
vykle jde o opa¢ny pfipad, kdy z napozorovaného snimku zndme soufadnice
x,y a potfebujeme urcit a, . Potfebujeme tedy provést opa¢ny postup, nez
jsme doposud délali, tedy potiebujeme ziskat inverzni transformaci.

Program pro vypocet transformace

Instruktivni piiklad vypoctu transformace v programovacim jazyku. Ndsledujici
program vypocte transformaci mezi «, 6 a x, y na snimku. K uréeni polohy
objektu je nutné pouZit navic i zpétnou transformaci.

Listing 4.1: astrometrie.py
#!/usr/bin/env python

from numpy import x

# data jsou cteny ze souboru se strukturou:
#adxy

# ..

# a,d je rektascence a deklinace ve stupnich
# x,y jsou kartezske souradnice hvezd

file = loadtxt ("astrometrie.dat")

a = file[:,0]
d = file([:,1]
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xx = file[:,2]
yy = file[:, 3]

# pocet hvezd
n = size(a)

# definice stredu snimku
a0 = mean (a)
d0 = mean (d)

# stred CCD snimku, upravit dle skutecneho
# rozmeru snimku

x0 = 765/2

y0 = 510/2

# radian
rad = 180/pi

print ("#_ . .0 X0 i Y0 A=COS L, B=S1n ")
for j in range(1,10):
# range (prvni cislo, kolikrat)

# prepocet na gnomonicke souradnice
= - (a - a0)*cos (d0/rad)
v =d - do

=

# prepocet na stred snimku
x = xx — x0
y = vy - v0

# meritko

cc = empty (n-2)

for i in range(l,n-2):
#1 =1 ... n-2

# vzdalenosti hvezd

dl = sgrt ((x[i+1] - x[1i])**x2 + (y[i+1] — y[i])=*=*2)
d2 = sqgrt((ul[i+l] — ufli])**x2 + (v[i+1l] — v[i])*=*2)
ccl[i] = d1/d2

# v pripade hledani spatne identifikace odkomentovat:
# print(i,cc[i])

# meritko [pixely na stupen]
c = mean(cc[l:n-2])

# stat. chyba meritka

dc = std(cc[l:n-2])/sgrt (n-3)

# prepocet u,v na stejne meritko
u = c*u

vV = C*V

# vypocty sum v matici nejmensich ctvercu
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69 sx = sum(u)

70 sy = sum(v)

71 sx2 = sum(u**2) + sum(v*x2)
72 sa = sum(x)

73 sb = sum(y)

74 saz2 = sum(u*x + vxy)

75 sab = sum(vxx — uxy)

76

77 mnc = array([ [n,0,sx,sy], [0,n,sy,-sx], [sx,sy,sx2,0], [sy,-sx,0,sx2] 1)
78 b = array([sa, sb,sa2,sab])
79

80 # vypocty parametru

81 # t[ X0, Y0, A, B ]

82 t = linalg.solve (mnc, b)

83

84 # prubezny vypis

85 print ("{0}_{1:10.5f}_{2:10.5f} _{3:8.5f}_{4:8.5f}".format (j,t[0],t[1],t[2],t[3]))
86

87 # korekce posunu stredu

88 [X0,Y0] = matmul (array ([[t[2],-t[3]],[t[3],t[2]]]), [t[O],t[1]])

89 a0 = a0 + X0/c/cos (d0/rad)

90 d0 = d0 - YO0/c

91

92 # fin

93

94 print (" _rektascenze_deklinace_ . . X . .oooVoooodxlarcsec], . .. dylarcsec]")
9% s =0

96 for i in range(0,n):

97 dx = t[0] + t[2]xu[i] + t[3]*xv[i] - x[1i]

98 dy = t[1] - t[3]*uli] + t[2]xv[i] - yI[i]

99 s = s + dxx*2 + dy*%*2

100 print ("{0:10.5f} _,{1:10.5f} {2:5.1f}_{3:5.1£}_,{4:10.1£}_{5:10.1£}"\

[T

101 .format (a[i],d[i],xx[i],yy[i],3600*dx/c,3600*dy/c))
102

103 # inversni matice

104 mncl = linalg.inv (mnc)

105 dt = sqgrt(s*diag(mncl)/ (n-4))

106

107 print ("Meritko: {0:5.3f} +-_{1:5.3f} [arcsec/pix]".format (3600/c,3600*dc/ (cxc)))
108

109 print ("Reseni:")

110 for i in range (0,size(t)):

111 print ("{0}_{1:10.5f} +-_,{2:10.5}".format (i,t[i],dt[1i]))

4.8 Groombridge 1830

Groombridge 1830 (HIP 57939) je hvézda se tfetim néjvétsim vlastnim po-
hybem (pfedchazi ji pouze Barnardova a Kapteynova hvézda). Navic jde o
flare hvézdu s oznatenim CF UMa. Vlastni pohyb v rektascenzi je asi 4” /rok
a skoro 6" /rok v deklinaci. Proto muze byt zajimavym objektem pro ast-
rometrické pozorovani. Jeji poloha je na zakladé méfeni druzici Hipparcos
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Obrézek 4.1: Hvézdné pole okoli hvézdy Groombridge 1830 (nejjasnéjsi objekt
na snimku).

x = 178.23256802°,6 = 37.73280827° (J1991.25) (vSechna platnd mista jsou
relevantni!). Na obrdzku 4.1 je zachycena jeji poloha z padesatych let minulého
stoleti, kdy vznikal Palomarsky atlas.

CVS tag: $Id$






Kapitola 5

Fotometrie na CCD snimku

Méfeni zafeni je velmi specifickd fyzikdIni oblast, uz jen tim, Ze se svétlo samo
0 sobé& neda zastavit ¢i vzit do ruky. Z nasi kazdodenni zkuSenosti vime, Ze
okolni zdroje svétla sviti rozdilné a nasim cilem je uchopit tuto zkusenost
kvantitativné. Nastésti ndm vydobitky moderni civilizace déavaji do rukou
zafizeni, které umoznuji snadné a rychlé méfeni svétla. Na vyhodnoceni
takovychto méfeni se zaméiime.

Zadani: Méteni toku zdfeni na CCD snimku
Ukolem je zméf¥it tok zéfeni a fotonovy tok objektu na CCD snimku:

e Proved'te fotometrickou kalibraci CCD snimku.

¢ Urcete tok zafeni a fotonovy tok nezndmého objektu.

YA

5.1 Fyzikadlni veli¢iny popisujici zafeni

Nasi pfedchtidci zjistili, Ze svétlo se pfendsi v prostoru elektromagnetickym
vlnénim a Ze energie jednotlivych vIn je kvantovand. Ctime-li zdkon zachovani
energie, miZeme proces vyzafeni, pfenosu a detekce svétla popsat takto: ve
zdroji svétla probihd né&jaky process pfi kterém jsou latkou vyzafovény fotony.
viny, posléze, opét po pfesné daném mnozsyvi energie absorbujeme nasim
detektorem.

Pokud se zaméfime jen na pienos a detekci svétla tak, vime [3], Ze energie
nesend elektromagnetickou vinou jeZ projde za ¢asovou jednotku jednotkovou
plochou, oznacovana jako intensita I, je casovy pramér elektrické intensity
E ptes nékolik period (c je rychlost svétla, €y permitivita vakua) méfend v
jednotkach [W - m~2]

I =¢oc(E-E). (5.1)

37
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Svételna intensita a tok

Vlnoplochy bodového zdroje maji tvar soustfednych kouli. V jejich stfedu
se nachazi zdroj zafeni. Pokud plati zakon zachovani energie, pak energie
vyzéfena ze stfedu za jednotku ¢asu, musi odpovidat energii jeZ projde povr-
chem koule za stejny ¢asovy interval. Definujeme-li zafivy vykon L jako

[ _dE

=4 (5.2)

pak energie prochézejici povrchem koule o poloméru d bude opét L. Vztdhneme-
li ji na jednotku plochy
L
"=

definujeme tim konvencné pouZivanou veli¢inu — svételny tok F. Pokud
jsme velmi daleko od zdroje (vidime hvézdy jako body), pak je zakfiveni
vlnoploch neméfitelné a kulové vlny pfechazi do rovinnych vin, neboli tok
se asymptoticky bliZ{ intensité F < I, tedy méfend intensita odpovida toku.!
Tuto aproximaci budeme pouZivat v celé této kapitole.

Popsané myslenky si pro lepsi pfiblizeni ukdZeme na konkretnim piikladé.
V ném bude hlavnim hrdinou hvézda Vega (a Lyr). Volba neni nikterak
ndhodna, nebot v minulosti byla vybirana jako zakladni etalon pro hvézdnou
kalibraci. Vega mé zéfivy vykon

(5.3)

L = 40L. ~ 10¥W.

Ve vzdalenosti jeden metr od takto zafivého zdroje dostaneme tok F =
L/47 ~ 10 W - m~2 (Vega je urdité vétsi, ale uzivame aproximaci pro bodovy
zdroj) a ve vzdalenosti d = 8 pc ~ 107 m, ve které se nachizi Zemé, bude tok
dle (5.3)

F~10°W-m™

Tok zafeni ve filtru

Maloktery detektor je schopen absorbovat vSechnu energii jeZ na néj dopada.
Obvykle je citlivost pouZitych piistrojii omezena na tizkou oblast spektra,
jak mtZzeme vidét, doslova, na vlastni o¢i. V obecném piipadé je dana sa-
motnym detektorem, filtrem, propustnosti atmosfery, kvalitou optické soutavy
a ostatnimi faktory. Abychom se povznesli nad technické detaily, shrneme
vliv v8ech téchto efektli pod jeden logicky celek, jezZ budeme oznacovat sym-
bolickym nédzvem filtr. Jde o opticky prvek, ktery je charakterisovan svou

Tato podminka plati pouze pro bodové zdroje. V p¥ipadé plogného zdroje dostaneme
tok energie pres plochu jako integral z celého prostorového tihlu osvétlujictho danou plochu
F = [ 1dQ. Fotometrie plosnych objektti je ndplni kapitoly 12.
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propusnosti t(A) zavislou na vinové délce a definovanou pomérem proslého
Fout a dopadajiciho Fy, zafeni

Iout(/\)

t()\) = m,

0<tA) <1 (5.4)

Nz s

Jako typicky filtr si vybereme ty(A) filtr pattici do tzv. Johnsonova fotome-
trického systému a ma oznaceni V. Spektralni citlivost V' zhruba odpovida
citlivosti lidského oka (visual).

Filtry jsou obecné charakterizovdny dvéma parametry: efektivni vinovou

N A4

délkou (predstavujici téziste)

1

AO:?V

/O T (M)A dA (5.5)

a efektivni $ifkou filtru (zastupujici primeérnou vzdalenost od centra)

(A2 = Tlv /0 T h () (A — Ag)2dA, (5.6)

kde uzivame normovaci podminku

/O T h(A)dA = Ty (5.7)

Zavadime je proto, abychom nemuseli pracovat s celym priibéhem funkce
ty (A) (funkci nahradime dvéma &isly). Jejich pravy vyznam bude patrny niZe.
Pro Johnsontiv V filtr majf tyto dva parametry hodnoty pfiblizné Ag = 550 nm
a AA =70 nm.

Kvili moZnosti integrace pies nekonecné intervaly, coZ je ekvivalentni
omezenému mnoZstvi energie, které mame k dispozici, musi byt plocha pod
filtrem Ty kone¢na

/oo fr(A) dA < oo,
0

V praxi je tato podminka vZdycky splnén4, ale pfi matematickych hratkach
s filtry musime tuto podminku neustéle ovéfovat. TotéZ plati i pro intensitu.

Zateni jez projde filtrem ty (A1) od urditého zdroje se spektrem normo-
vanym na jednotku vinové délky (proto ten index A) Fy(A) je dan

Fy = / Ey(A)ty(A) dA, (5.8)
0
a funkce ty(A) ma vyznam pravdépodobnosti s jakou zéfeni o vinové délce A

projde pies dany filtr. Podobné také plati, Ze tok od daného zdroje v intervalu
od Ap do Ayp + 1 nm bude
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Pro lepsi pfedstavu se zahled' me se na obrézek 5.1 se spektrem Vegy. Cernou
barvou je zde vykreslena hustota® svételného toku Fy(A). Pro jesté lepsi
pfedstavu pouZijeme obrazek 5.2 na kterém je vykreslena funkce F) - fy(A)
ukazujici totéZ spektrum po prichodu nasi filtrem. Integral (5.8) vlastné pocitd
plochu pod touto kfivkou.

Fotonovy tok

Spektrum miuZe byt vyjadfeno jako hustota svételného toku (s fyzikalnim
vyznamem energie). Dalsi typ reprezentace spektra ndm nabizi fotony. Ener-
gie zdroje se nevyzafuje spojité, nybrz po ndsobcich odpovidajicich energii
jednoho fotonu. Stejné tak se energie detektuje (absorbuje) opét po fotonech.
Energie jednoho fotonu je

_ he
A

a zavisi tedy na jeho vinové délce A. Fotony s kratsi vinovou délkou maji vétsi
energii. Znamend to, Ze nase pfistroje, detekujici fotony, budou misto hustoty
toku F) ve skute¢nosti méfit pocet fotont ®, v daném intervalu vlnovych
délek za jednotku ¢asu a dopadajici na jednotkovou plochu. Jejich vzdjemny
vztah je definovany pomoci skute¢nosti, Ze energie nesena fotony a obecny
tok energie musi dat v daném intervalu vlnovych délek JA stejnou intensitu
(energii)

€ (5.9)

Ap+IA Ap+IA hC

Fr(Ao) = /A Fy(A)dA = /A 1(1)5 dA,

coz se obvykle, ponékud nepfesné, diky konecné délce intervalu, zkracuje na
prosté

Fr=® . (5.10)

Vztah (5.10) ndm umoziiuje definovat fotony tok jako podil energie F) v
daném intervalu vlnovych délek k energii jednoho kvanta hc/A

Fy A
O, = =F -—.
M he/A T N e

(5.11)

Meéfime-li pfes filtr, musi rovnost toki, jakoZto disledek zdkona zachovani
energie, také platit. Integrace v tomto pripadé dava

Fy = / Futy(A)dA = / @A};ftv()\) da. (5.12)
0 0

Takto se ndm dostédvaji do rukou néstroje pro popis a méfeni svétla. Nase
oci v podstaté funguji jako detektory fotont prostiednictvim fotochemické

27de piebirame obvykly Zargon, kdy veli¢inu normovanou na urcitou jednotku nazyvame
hustotou a jeji integral pak veli¢inou bez pfivlastku hustota. Toto ndzvoslovy je odvozeno
stejné jako v piipadé hustoty hmoty ¢ a hmoty samotné: m = [ odV.
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Fyzikalni veliciny popisujici zafeni
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flux density / 1E-8 [W/m2/nm]
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Obrazek 5.2: Spektrum Vegy pies V-filtr Johnsonova systému
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t-Fy /

Obrazek 5.3: Approximace plochy filtru obdelnikem

reakce na nasi sitnici, které pak mozek vyhodnocuje a my vnimédme jasné
nebo slabé svételné zdroje.
Analogické tavahy bychom mohli vést pro dalsi detektory jako CCD, fo-

tondsobic ¢i fotografii. Tyto, fotonové detektory, tedy neméii pfimo intensitu,
avSak zname-li vinovou délku mefeného zafteni, 1ze ji aspon v principu od-
hadnout. Obecné se vysledky méfeni v astronomii uddvaji v tocich (energie)
¢i intensitach nebof jde o obecngjsi velicinu.

Kli¢ovy problém fotometrie uZivajici fotonovych detektort spocivd v tom,
Ze méfime pocet fotonti ve filtru @y, ale jako veli¢inu vici niz kalibrujeme je
tok Fy. A pfitom se snaZime urcit nezndmé ty. Vztah mezi témito veli¢cinami
je dany integralem (5.12) a neni viibec pfimocary. Nastésti existuje relativné
jednoduchéa aproximace, umoznujici vzajemné prevody. Na obrazku 5.2 je
vykreslen sou¢in ty (A) - Fy ukazujici spektrum zafeni prochazejici nasi filtrem.
Integral (5.8) vlastné pocitd plochu pod touto kiivkou. Pfedpokldddme-li, Ze
filtr neni moc Siroky a ma tvar ,kopecku”, pak se miizeme pokusit aproximo-
vat plochu pod kfivkou pomoci obdelniku se sttedem v effektivni vinové délce
Ag jak je nazna¢eno na obrézku 5.3. Sitka obdelniku je pfimo A\ a jeho vyska
pak soudin v effektivnim centru ty(Ag) - Fy(Ag). Tok filtrem V tak muzeme
pfibliZné aproximovat jako

he
Fy = FA\AA (M) - ty(Ao) = tV(AO)qDA(/\O))TOA/\' (5.13)

S pomoci této — obdelnikové aproximace — miiZeme snadno odhadnout
tok filtrem V od Vegy pro ideélni ptipad ty(A) = 1. Ze spektra na obrazku
5.1 odhadneme pro F,(550) = 5-107? W-m~2 - nm~!. Tok filtrem tedy bude
Fy < F\(Ao)AA =~ 35-1077 W-m 2,

Energie jednoho fotonu je ey = hc/Ag = 3.6 - 107 J a tedy by mélo
od Vegy dopadat ® = Fy/ey ~ 1012 ph- s~1.m™2. V tabulce 5.1 najdeme
vypoctené toky a pocty fotonti pro rtizné svételné zdroje.
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magnituda svételny tok fotonovy tok pfiklad

V-filtr [W/m?] [ph/s/ m?]
0 1077 1010 Vega
5 10~ 1 108 eye faint
10 10718 100 Perktiv 2m
15 1015 104 CCD na dalekohledu
20 10-17 100 limit na snimku
25 10V 0.9 celonoc¢ni expozice
30 10-21 1072 nespatfitelny limit

Tabulka 5.1: Toky, fotony a magnitudy

Praktické uziti

Shrneme-li a zobecnime-li nase tivahy, pak energie, kterd na né$ detektor
dopadne v daném filtru od hvézdy s magnitudou m bude, zname-li referencni
tok FY (odvozeny ptivodné z Vegy),

Fy = F)(Ag)AA-107"/25, (5.14)

Ocekéavany pocet fotonti, které dopadnou na nas detektor s plochou A za
Casovy interval T bude N = AT®, & = Fy/(hc/A):

Ny =A-T-F)(Ag)AA - % .107/25, (5.15)
ovsem pozorujeme-li pfes , filtr” (v redlnych podminkéch), pak bude pocet
skute¢né detekovanych fotonti C mensi

Cy = t(Ao)Ny. (5.16)

Fotometricka kalibrace spo¢iva v tom, Ze uréujeme koeficient f(Ag) sloZzeny z
rtiznych pfispévkii. V dalsich ¢astech se seznamime s metodami urceni C z
CCD snimka.

5.2 CCD snimky

Obrazovy detektor CCD (charge-coupled device) je zafizeni schopné zachy-
covat dopadajici z&feni po delsi ¢asovy interval a pievést jej na elektricky a
posléze digitalni signdl. Pro béZného uzivatele CCD kamery je duleZité znat
ovlddani kamery prostfednictvim fidiciho software (obvykle doddvaného
vyrobcem) a zptisob uloZeni vyslednych snimki. Prace s CCD kamerou je
analogicka praci s béZnym digitalnim fotoapardtem. CCD kamery ovSem
nemaji ovldadaci prvky umistény na téle, ale vzdz se ovladaji vzdalené z
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pocitace (lepsi digitalni fotoaparaty ovSem taky) a sva data neukladaji na
pamétovou kartu, ale pfimo na disk pocitace. Obrazky fotoaparaty ukladaji v
RAW formatu (nebo volitelné v JPEG, TIFF, atd) kdeZto CCD kamery ve FITS
formétu (Dodatek B).

CCD kamera je sestavena takovym zpusobem, Ze je schopna preménit
jistou ¢ast dopadajicich fotont na elektrony a pocet téchto elektront zméfit.
Jde o tak extrémé citlivé zafizeni, Ze je schopné detekovat prakticky jednotlivé
fotony.

5.3 Korekce CCD snimku

Surovy CCD snimek je vizualné neatraktivni a pfedevsim ovlivnény elektro-
nikou kamery, tepelnym $umem a rozdilnou citlivosti na svétlo. Tyto faktory
majf rozhodujici vliv i na fotometrickou kvalitu snimku: Oba tyto rusivé vlivy
mutZeme odstranit pomoci korekénich snimki, které pofizujeme v pribéhu
pozorovani.

Bias, Dark frame

Temny snimek (dark frame) se snaZi podchytit vliv tepelného Sumu na jed-
notlivé pixely. Kromé dopadajiciho zafeni totiZz signal v detektoru vznika i
tepelnym Sumem. Bézné kamery se sice chladi tak aby se tento vliv omezil,
nicméné odstranit jej nijak nelze. S tepelnym Sumem také souvisi posun nu-
lového bodu intenzit snimku. Vétsina kamer totiZ pfi dopadu jednoho, dvou
nebo tii ¢astic nenaméti hodnoty fddu jednotek nybz napiiklad sto plus tyto
jednotky. Vyrobci se tak snazi omezit vliv ndhodnych fluktuaci, které by mohli
vést k zapornym hodnotam signalu.

Z téchto divodii pofizujeme temny snimek D bez svétla (se zdvérkou nebo
se zakrytym dalekohledem) o stejné expozi¢ni dobé jako snimky, jeZ chceme
korigovat.

Déle mtiZeme pofidit bias B coZ je temny snimek s nekoneéné kratkou
expozi¢ni dobou (tedy nejkratsi expozici kterou technicky zvladne nase ka-
mera). Bias neukazuje jen jednu hodnotu, ale jakési pfednastaventi citlivosti
jednotlivych pixelti. Proto, pokud chladime kameru nebo pouZivame krétké
expozice staci korigovat jen pomoci biasu.

Samotnd korekce na bias a dark frame je prosté odecteni téchto snimkt od
védecké expozice S a pak odecteni navzajem

Sp=S—B, (5.17)
Dp =D — B, (5.18)

Sps = Sg — Dp. (5.19)
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Pokud mame k dispozici stejné dlouhy dark frame jako védecky snimek,
miiZeme celou operaci zjednodussit na formu

Sps =S —D. (5.20)

jelikoz bias snimky se takto ode¢tou navzdjem. Podminkou je ovSem stejna
expozi¢ni doba, jak jiz bylo feceno.

Ve vsech téchto vzorcich znamend operace oznac¢ena znaménkem minus
odcitani prvek po prvku. Tedy v pfipadé posledni rovnice jde o operaci

(Sij)DB = Sij — Di]' pro l,] = 1,1...N, M. (5.21)

V praxi se pouZivaji dva zdkladni zptisoby korekci. Pokud médme moZnost
délat v pribéhu noci pribéZzné dark framy, je nejlepsi jich udélat minimalné
deset a nakonec z nich udélat aritmeticky pramér. Statisticky Sum vysledného
pramérného dark framu klesd s druhou odmocninou z poctu snimki a
napfiiklad pro devét snimki je asi tietinovy.

Alternativné je mozné udélat vétsi mnoZstvi biasti a jeden velmi dlouhy
temny snimek. Od néj pak odecteme bias a nasledné jej vydélime takovym
¢islem abychom dostali expozi¢ni dobu totoZnou s védeckym snimkem. Tento
druhy zptisob je vhodny pokud médme snimky s rozdilnou expozi¢ni dobou
nebo jeden extrémné dlouhy a pofizeni dark frame by trvalo pfili§ dlouho (u
spekter).

Flat field

Flat field snimek se snazi podchytit vliv rtizné citlivosti pixeltt CCD detek-
toru a vinétace v zorém poli. Jak ndzev napovida jde o obraz rovhomeérné
svétlé plochy. Ta se jevi naSemu piistroji jako né&jaky komplikovany obraz o
kterého jsou tmavsi ¢ésti ve stejnych mistech jako na védeckém snimku. Z
toho divodu se pofizeny flat field F opravi o darkframe a bias a zjisti se jeho
prameérna hodnota
med(F),
(F) = nebo (5.22)
mean(F),

kterou se snimek normuje na hodnoty kolem jedné. Funkce med je median a
funkce mean aritmeticky pramér z hodnot pixela.

Fpp = F — Ds. (5.23)
Oznacme normovany snimek jako
Fnps = Fps/(Fps) (5.24)

pak korekce védeckého snimku je

Srpe = Spe/FnDB (5.25)
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(aritmetickd operace déleni snimkii je opét definovana jako déleni prvek po
prvku). Normovani nemd vliv na kvalitu snimku, ale posune tirovné snimku
tak, Ze vysledny snimek ma priamérnou uroveri stejnou jako mél snimek pfed
opravou o flat field a nezménti se tak jeho fotometricky vyznam.

Ziskat rovnomérnou plochu nemusi byt snadné. V praxi se pouzivd vhodné
nasviceny bily papir, ktery je ale nepouzitelny u velkych dalekohledd. V ta-
kovém piipadé se délaji snimku za soumraku nebo za tsvitu kdy je jesté
obloha dostatetné tmava a neni modré a kdy uz neni vidét mnoho hvézd.
Udélat dobry flat filed ale i tak vyZaduje zkuSenosti, uméni a Stésti.

5.4 Aperturni fotometrie

Aperturni fotometrie je zaloZena na secteni veSkerého signalu od hvézdy
ve zvolené clonce — apertufe. Malou komplikaci je pfedevsim vymezeni
velikosti apertury a odecteni vSech rusivych dodate¢nych zdrojt svétla jakou
je predevsim urovern oblohy.

Vybereme si tedy vhodny objekt, ktery md maximum na soufadnicich iy, jo
s hodnotou Spax. Déle se rozhodneme, Ze nas zajima tok od hvézdy z clonky
o poloméru A.

Urceni signdlu ve clonce

Ve zvolené clonce spocteme veskery dostupny signal.

Sa=Y.S; (5.26)
0

kde sumaci provadime v kolem bodu iy, jy tak, Ze plati podminka

V=i +(—jo)? < 4, (5.27)

proi =ip— A...ip+ A,j = jo — A...jo + A. Pocet pixelt patticich do daného
kruhového okoli oznac¢ime M 4.

Odhad drovné pozadi

V rozumné vzdalenosti od méfeného objektu si zvolime vétsi mnoZstvi pixeld,
které viditelné nepatfi k Zddné hvézdé a na zdkladé jejich primeéru ur¢ime
pozadi jeZ ozna¢ime jako Bg.

1
By = i Y L, (5.28)
ij

kde M je pocet pixelti ze kterych se urcovalo pozadi.
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Tok zafeni aperturou

Tok zafeni zachyceny nasim detektorem nakonec dostaneme jako

Fo =S4 — MsB, (5.29)

5.5 Profilova fotometrie

Profilova fotometrie se snaZi vystihnout tvar obrazu bodového zdroje na
snimku (PSF — point spread function) a na zékladé jeho znalosti odhadnout
celkovy tok energie zafeni. Konstrukce PSF je obecné velmi obtizna tdloha,

proto pro zacatek pouZijeme nejjednoduzsi variantu, kterou je approximace
profilt hvézd Gaussovou funkci

~(i—x0)*+(j—0)?
G(i,j|Go, Bp) = Goe 202 +Bp. (5.30)

V takto oznacené funkci znamenaji 7, j obvyklé soufadnice na snimku, Gy, Bp
parametry, které hleddme a x, 1o, o konstantni parametry, které musime znat
pfedem. Na urceni xg, yo udavajici tézisté hvézdy pouZijeme metody z ast-
rometrie (4.1) a na odhad ¢ pak druhé momenty rozloZeni signalu na CCD,
tedy

) Y wjj(i — x0)?
(Tx - Z W s
. 5.31
2 Zwili—w)? 53D
Y Ywij
(kde w;; bylo definovéno (4.2) a ze kterych pocitdme primeér
o= w (5.32)

Se znalosti téchto parametrtt mizeme odhadnout pro nas dulezité Gy, Bp.
PouZijme metodu nejmensich ¢tvercti

5= Z{Si]‘ — G(i,j|Go, Bp)}* — min. (5.33)
L]

Meze sum a okoli kolem centra objektu ur¢ujeme obdobné jako v piipadé
aperturni fotometrie. Definujme substituci

(i = x0)* + ( — y0)?

gi]- =e 20'2 (534)

a hledejme minimum funkce S. Podminkou minima jest soustava rovnic

Bp-Np+Go)lgij = LSj

5.35
BPZgij+GOZg1‘2j = X Sijgij (.35
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jejimZ feSenim dostaneme hodnoty obou parametr.
Celkovy tok pak dostdvdme jako

o o (i—x0)*+(j — o)
Fp = / / Goe 20 dxdy, (5.36)

—00 — 0

jez lze vyftesit napfiklad pfechodem k polarnim soufadnicim. Dostdvdme tak
vztah pro celkovy tok energie pod Gaussovym profilem

Fp = 271Goo>. (5.37)

5.6 Meéteni objektti na CCD snimku

At jiz pouZijeme aperturni nebo profilovou metodu, dostaneme pocet fotont
zavisly na konkrétnich pozorovacich podminkach, pfistroji ¢i filtru. Proto
se takto ziskané hodnoty oznacuji jako instrumentalni. K tomu, abychom
mohli vysledky nasich méfeni pfevést na veli¢ciny vhodné ke srovnani s pozo-
rovanimi na ostatnich observatofich, musime nase instrumentralni hodnoty
néjakym zptisobem zkalibrovat.

Zakladem kalibrace je srovnédni poc¢tu detekovanych a o¢ekavanych fotoni.
Jde tedy o urceni t(Ag) z (5.16). Z numerickych davodda budeme uréovat
reciprokou veli¢inu ry = 1/t(Ag) jez mutiZze byt nejsndze odhadnuta jako
prameérna hodnota poméru mezi kalibra¢nimi hvézdami u nichz mtizeme
spocist pocty fotontt N dle formule (5.15) a zméfenymi C ve stejném filtru.
Pro kalibra¢ni hvézdy pak je

N;
r=19) —. 5.38
Se zndmym r uZ miizeme pfevést libovolné nezndmé C na N

N =rC (5.39)

z ¢ehoz mlizeme vypocist tok (intensitu) pro dosud nezndmy objekt ve filtru
(zde naptiklad V)

NV he
svitivost objektu bude v daném filtru
Ly = 47d?Fy. (5.41)

Tento postup pfedpoklada totozné spektralni citlivosti (parametry Ag, AA)
naseho piistroje (spole¢né s atmosférou atd.) a pfistroje na kterém se provadeéla
kalibrace srovnavacich hvézd. Jen vyjime¢né budou obé citlivosti stejné a tak
toky F maji obycejné systematicky posun oproti skute¢cnym hodnotdm. Do
statistické odchylky se tento posun nepromitne, aviak obvykle se projevuje
pfi srovnavani méfeni z rtiznych piistroji nebo za rtiznych podminek.
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filtr Ao AA F)? (/\0)
[nm] [nm] [100Y"W-m™2.-nm™!]
u 357 47 3.36
B 437 66 7.36
1% 536 67 3.95
R 662 142 1.90
I 849 161 0.90

Tabulka 5.2: Charakteristiky Johnsonova systému filtrii






Kapitola 6

Spektroskopie s CD

Prvni smrtelnik, jenZ se zacal zabyvat systematickym rozkladem svétla na
jednotlivé vinové délky, byl Sir Isaac Newton. Zkoumal duhu vytvofenou na
hranach brouseného skla. Jinou rozsifenou metodou rozkladu svétla ndm v
moderni dobé nabizeji kompaktni disky (CD) jeZ obvykle slouzi k zdznamu
digitdlni informace. Pracuji na principu optické mfizky ovsem misto roz-
kladu pfi priichodu miiZkou se svétlo rozklada p¥i odrazu. K sestrojeni jedno-
duchého spektrografu umoznujicimu pofizeni pékného spektra tak staéi mit

obycejné CD nebo DVD a Sikovné ruce.

Zadani: Spektroskopie s kompaktnim diskem
Ukolem je sestrojit jednoduchy spektrometr a uréit jeho zakladni
parametry pozorovanim spektra zndmého objektu.

* Pofid'te vhodné CD a zméfte jeho m¥izkovou konstantu.
¢ Spoctéte polohu prvniho fadu a tu pouzijte pfi konstrukci
spektroskopu.

¢ Timto spektroskopem pofidte snimek spektra vhodného ob-
jektu, okalibrujte vinové délky a zjistéte jeho rozliSeni.

¢ Porovnejte spektra riznych svételnych zdrojt.

6.1 Difrakce na CD

Pohrdvédme-li si jen tak letmo s kompaktnim diskem, vSimneme si, Ze na strané
s daty se svétlo rozklada na barevné spektrum. Pokusime se objasnit jak je to
mozZné.

Obycejné, komercné vyrdbéné CD, ma draZky podobné, jaké by jsme
dostali, kdyby jsme k rotujicimu kotouci CD piilozili za tepla h¥eben. Drazky

51
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Obrézek 6.1: Povrch kompaktniho disku zobrazeny elektronovym mikrosko-
pem

maji mezi sebou piiblizné stejné siroké mezery. Cteni se provadi laserovym
paprskem o vlnové délce mensi nez je Siftka mezery. Povrch CD je zobrazen
na obrazku 6.1.

Znalost tvaru povrchu CD nés vede pfimo k popisu zptisobu, jakym se
na ném rozklddd svétlo na spektrum. Pfedpoklddejme, Ze na n€j dopadé pod
ur¢itym thlem rovinnd svételna vlna, jeZ se na ném odraZzi. Reknéme, Ze k
odraztim dochdzi jen na povrchu vrcholkti a v draZkach je svétlo pohlceno.

Sledujeme-li, co se stane s rovinnou vlnou po odrazu od pravidelné
¢lenitého povrchu CD, zjistime, Ze se svétlo odrdZi tak jako by vrcholky draZek
byly samy ¢arovym zdrojem svétla. To je zajisténo jejich velikosti srovnatelnou
s vinovou délkou svétla. Tyto, jakoby nové, zdroje svétla ale neodrazi aplné
totéz.

V dnesni dobé se ve fyzice povaZuje za velmi dobry model popisujici
$ifeni svétla prostfednictvim vin. Reknéme, Ze svételnou vinu miizeme popsat
prostfednictvim vztahu

E = Epcos ¢. (6.1)

V této rovnici znaci E vychylku viny v daném misté, Eg amplitudu (maximdlni
vychylku) a ¢ pak fazi viny. Intezitu, charakterizujici kolik energie dana vlna
nese (umérnou tomu, jak dany zdroj sviti), dostaneme jako druhou mocninu
amplitudy viny

I = kEZ. (6.2)

Konstanta k v tomto vztahu charakterizuje typ viny a prostfedi v némz se
vlna §ifi. Napftiklad pro Sifeni svétla ve vakuu je k = cep/2. Je zajimavé, Ze
tato inteznita I viibec nezaleZi na ¢. Pfesto lze projevy zmény faze u svétla
pozorovat a to vyuZijeme pravé v naSem piipadé odrazu svétla na CD.
Svételné viny, odrazené od draZek CD totiZ funguji jako nové zdroje svétla
ovsem kaZzdy tento zdroj ma posunutou fazi. V ptivodni svételné vIné smérem
od zdroje fdze rovnomeérné nartsta, tak, Ze by jsme ji v podstaté mohli pouZzit
jakozto méfitko vzdalenosti. Ve vzdélenosti vinové délky zafeni od zdroje
by méla hodnotu 277/ A ve vzdélenosti dvou vinovych délek pak 477/A atd.
V obecné vzdalenosti I (méfené v jednotkach vinovych délek) od zdroje pak
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bude mit faze velikost )
T
q) - Tl. (6.3)
Pokud nechdme zafeni na CD dopadat kolmo bude fdze dopadajicich
vIn stejna pro vSechny dopadajici viny. Avsak pokud pozorujeme odrazené
svétlo pod thlem « pak faze po odrazu bude jind pro kazdé dvé sousedni
body drézky. Pokud je vzdalenost mezi draZzkami d, budou mit sousedni viny
dréhovy rozdil | = dsinw a rozdil fazi bude

o= z%d sin «. (6.4)

Geometricky je situace nazna¢ena na obrdazku xxx.

Lidské oko nebo napiiklad fotoaparat nejsou schopny od sebe rozlisit
jednotlivé odraZené svételné viny, avsak detekujeme pouze soucet vSech vin
a jesté navic jen jejich intenzitu. Vysledna vlna od vSech drazek na CD pak
bude dana sou¢tem vsech jednotlivych odrazenych vin s fdzemi posunutymi
o konstatni hodnoty.

E =Eicos @i+ Eycos @2 + ... E,cos ¢y. (6.5)

Miizeme predpokladat, Ze se u kazdé viny odraZené viny nezméni amplituda
a navic si vybereme vlnu u které v okamZziku dopadu bude prvni fdze nulova.
Pak tedy mdme pro fazi prvni viny po odrazu ¢; = 27r/A = § a pro kazdou
dalsi pak

2
P11 = Tndsinzx =0

P2 = 27”2d sina = 26 (6.6)

Dohromady pak pro vyslednou vinu mame
E = Eo(1 +cosd +cos2d +...cosnd). (6.7)

Soucet vin s takto posunutou fazi se pak pro vyslednou svételnou vinu zapi-
suje! v tradi¢nim tvaru

21
510
I— Osm >n (6.9)

215/
sin 2(5

1Lze si jej odvodit bud’ za pouziti pravidel pro mnohonasobny soucet argumentti trigono-
metrickych funkci, av8ak jednoduzsi je provést vypocet prostrednictvim komplexnich ¢&isel.
V tom piipadé uvazime, Ze kosinus je redlnd ¢ast komplexniho ¢isla v goniometrickém tvaru
cosx = Rexp(—ix) = R(cosx —isinx). Pokud vime, Ze soucet redlnich ¢asti je ekvivalentni
realné ¢asti souétu, mtizeme nahradit cos x — exp(—ix), fadu sedist a ze souctu vzit redlnou
¢ast. Dostavame tak soucet geometrické fady

n—1
A: Zeflkx 1_e mx
k=0 1—e™™

s pomérem po sobé jdouci ¢lentt ¢ = exp(—ix). Snadno jsme jej vypocetli uZitim zndmého
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kde Iy = k*E3. Interpretace vysledku je zajimava. Vysledny vyraz v podstaté
fikd, Ze rozloZzeni odrazeného svétla nebude uz rovhomérné jak to bylo u
svétla dopadajiciho, ale bude mit periodickd maxima dana funkci sinus a navic
nebudou vSechna stejné vysokd, coz je dano tim, Ze funkce ve jmenovateli a
¢itateli maji jiné periody. Oboje je dlisledkem toho, Ze se spravnym zptisobem
v maximech poskladaji viny s danym fazovym posuvem a v minimech pak
poodecitaji.

Jak pifesné rozloZeni uvidime bude zilezet na fdzovém rozdilu dopa-
dajictho svétla a na thlu pod kterym pozorujeme odraZené zafeni. Nato¢ime-li
CD disk po thlem B k dopadajicimu svétlu rovhomerné osvétlujicimu disk
a pozorujeme-li jej pod tthlem & méfenému opét kolmo na disk, bud fazovy
rozdil mezi dopadajicim a odrazenym zéfenim

0= Z%d(sinoc —sin B). (6.10)
Situaci zndzorfiuje obrazek xxx.

Vyznam vztahti pro intenzitu (6.9) i pro fdzovy rozdil (6.10) si nejsnaze
demonstrujeme na situaci zndzornéné na obrazku xxx. V. ném mame piimo
pod zdrojem zafeni pozorovatele, jeZ se miiZe libovolné pohybovat ve vodo-
rovném sméru. Uhel dopadu ze vztahu (6.10) « je nulovy a thel 8 je p¥imo
odvoditelny z polohy pozorovatele. Pozorovatel pak uvidi nebo si neché
promitnout obrazec zndzornény vzorcem (6.9). Pokud bude zdroj monochro-
maticky (bude vyzafovat jen na jedné vinové délce) uvidi pozorovatel jen
jednotlivd maxima, avSak pokud bude svétlo zdroje sloZené z mnoha vinovych
délek, pak pro jednotlivé vinové délky dostaneme mirné posunuté maxima

vzorce pro soucet takové fady

Ke ziskani intenzity hleddme druhou mocninu tohoto sou¢tu. Druhou mocninu neboli velikost
vypocteme ndsobime-li tento vyraz vyrazem komplexné sdruZenym, coz vede na

1— e—inx 1— einx 2_ (einx + e—inx)
AAT = (1 _ e%nx) (1 _ einx) = 2 (eix + efix) : (6‘8)

Tento vyraz mtZzeme déle upravit za pouZiti vztahu

emx + e—lnx

cosx =
2

Pak pro (6.8) mame
2— ("™ +e ") 1—cosnx

AA* = - - = .
2 — (elX +e7iX) 1 —cosx

Jeho pfevedeni na (6.9) je jiZ jen otazkou dosazeni zndmé trigonometrické identity

2

sin®x = (1 — cos2x).

N[ —
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Obrézek 6.2: Prubeéh intensity svétla po difrakci na CD.

tak jak je znadzornéno na obrazku 6.3 pro tfi rGzné vinové délky. Toto je hlavni
princip rozkladu svétla na povrchu CD.

Naznacené schéma lze vyuzit i na zjisténi vzdalenosti d mezi drazkami CD.
Pozorujeme okem maximum intenzity nékteré barvy v prvnim nebo druhém
fadu. Z nasi polohy a pfiblizné vlnové délky barvy, ve které pozorujeme pak
snadno z (6.10) odhadneme d. Technické specifikace pro CD udavaji hodnotu
d ponékud jinou neZ pro DVD.

Obligatnim modelovym pfikladem na rozloZeni spekter je tzv. m¥izka.
Jedna se v podstate o kus specidlniho skla ve kterém je vytvofen obrazec ve
tvaru vodorovnych car. Svétlo pfitom prochazi pies sklo a je na vhodnych
mistech zaclonéno pravé m¥izkou. Ulohu odréazZejicich vrcholkd piebiraji me-
zery mezi zaclonénymi ¢dstmi. Princip rozkladu svétla je ale stejny.

Rozséhlejsi a hlubsi diskuze zasazend do Sirsiho fyzikdlniho kontextu je
uvedena ve Feynmanovych prednaskach z fyziky. Podrobny detailni popis
pak v Born, Wolf: Princpiles of Optics.

6.2 Konstrukce spektroskopu z CD

Priklad konstrukce jednoduchého, pfesto fukéniho, spektroskopu je na obrazku

6.2. Jsou zde vyznaceny tii nejpodstatnéjsi ¢asti spektroskopu v pofadi s nimiz
se dopadajici svétlo postupne stietdva:

Stérbina Stérbina vybere ze vstupniho svételného svazku pouze tizky prouzek
tak aby byl rovnobézny s drézkami na CD. Tloustka $térbiny ovlivituje
vysledné spektrum. Cim uZsi je $térbina, tim ostfejsi jsou pozorované
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Obréazek 6.3: Rozklad svétla v prvnim fadu. Detail obrazku 6.2 pro okoli
prvniho maxima ve kterém jsou vyneseny rtizné vilnové délky pro modré,
zelené a ¢ervené svétlo.

spektralni ¢ary a dostdvame spektrum s vétsim rozlisenim. Na druhé
strané, uzsi stérbina propousti méné svétla a omezuje tak sledovani
slabsi svételnych zdrojt.

Mfizka V naSem ptfipadé povrch CD. Nékdy se téZ mlizeme setkat s hrano-
lovym spektroskopem. Srdce kazdého spektroskopu.

Detektor V naSem pfipadé oko nebo digitalni fotoaparat.

S velmi podobnou konstrukci se setkdvame u vSech béZznych spektroskopt.

6.3 Jednoducha analyza spektra

S prévé popsanym spektroskopem miiZzme za pouZiti digitdlniho fotoaparatu
provéadét jednoduchou analyzu spektra béZnych svételnych zdrojh. VyuZijeme
pfitom znalosti zpracovani obrazu z digitalnich fotoaparatt popsanych v
kapitole ?2.

Velmi ndzorné piiklady spektra poskytuji napf¥iklad kompaktni zafivky
(flourescentni) se kterymi se 1ze setkat u malych tspornych lampicek a osvétleni
vétsich vnitfnich prostorti v podobé trubic. Jejich spektrum se skldda z nékolika
vyraznych emisnich ¢ar. Neobsahuje ale méfitelné kontinnum a absorpéni
cary.

Obrazek spektra takovéhoto zdroje mtiZeme najit na obrdzku 6.3. Spek-

2 ¥ 2

trum se sklddd z vyrazné cervené, zelené a modré tlusté ¢ary, které dohromady
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Obrazek 6.5:
Obrazek 6.4: Jednoduchy spektroskop z CD. 1,124 starbi ny.

davaji pro oko pfiblizné bilé svétlo. Na obrazku se zd4, Ze Cervend a zelena
¢dra jsou mnohem jasnéjsi neZ modra. Navic se zelend ¢dra zd4 mirné rozdvo-
jena. Proto, aby jsme tyto vlastnosti prozkoumali podrobnéji, transformujeme
barevny obrédzek do ¢ernobilé skaly. Pti této transformaci se sice ztrati infor-
mace o barvé, avsak zachova se fotometrickd informace. Vysledek mtizeme
naléz na obrdzku 6.3. Na obrdzku znamend ¢im ¢ernéjsi barva, tim vice svétla
na ¢ip dopadlo. Na ném je na prvni pohled patrné, ze spektru dominuje
vyraznd zelend ¢ara.

Jesté lepsi zobrazeni tvaru spektra nam poskytne fez (profil) podél vo-
dorovné osy vedené piiblizné stfedem spektra. Pokud do grafu vyneseme
na osu x pofadové &islo pixelu na Cipu fotoaparatu a na osu y pak veli¢inu
umernou tomu, kolik svétla na ¢ip dopadlo, dostaneme spodni (¢ervenou)
kiivku z grafu 6.3. Vidime, Ze kiivka vykazuje tvary, jeZ o¢ekdvdme. Mame
jednu vyraznou ¢aru v uprostfed a mensi cervenou. Celkové ale spodni k¥ivka
obsahuje dost Sumu. Proto bylo ke konstrukci horniho grafu pouZito praméru
nékolika pixelt odpovidajicich jedné vinové délce svétla. K primeéru pak byla
pri¢tena uméla konstanta, kterd cely graf posunula vzhiru (grafy by se jinak
pfekryvaly). Vidime, Ze se ndm objevila spousta jemnych rysti, které jsou
podstatné detailng&jsi neZ ty, které mizeme postfehnout okem na snimcich.

Vodorovna osa v grafu 6.3 je uddvana v relativnich jednotkach. Z geomet-
rie situace plyne, Ze vztah mezi vlnovymi délkami a polohou pfislusnych ¢ar
na ¢ipu bude zaleZet na parameterch miiZzky, na fddu spektra ve kterém pozo-
rujeme a na vzdalenosti detektoru od CD. Nékteré parametry jsme schopni
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Obrazek 6.6: Spektrum kompaktni zafivky.

Obrézek 6.7: Spektrum kompakitni zafivky.
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Obrézek 6.8: Priibéh spektra kompaktni zafivky. Horni kifivka je priimérem
mnoha spodnich a je posunuta a konstantu.

Alnm] phvod poloha [pix]
437  Rtuf 296
488  Terbium Tb3* 418
542  Terbium Tb3*t 547
547  Rtut 554
588  Europium Eu®":Y,0; 652
612 Europium Eu®":Y,0; 707
631  Europium Eu®":Y,0; 752

Tabulka 6.1: Identifikace a polohy ¢ar ve spektru.

ovlivnit jiné méne a proto je asto nutné provést zdkladni kalibraci spek-
troskopu. K tomu vyuZijeme znamé vlnové délky ¢ar ve spektru dle Wikipe-
die? a obrdzku s dentifikovanymi éarami. VInové délky pro nékolik vybranych
¢ar spolu s identifikacemi a polohou v pixelech jsou uvedeny v tabulce 6.1. Po-
lohy ¢ar na grafu byly vesmés zjistény odhadem z polohy nejjasnéjsiho pixelu.
Z tabulky mtiZeme ihned odhadnout pfiblizné rozliseni naSeho spekrometru
na asi 5 nm.

Vztah mezi polohou na ¢ipu x méfenou v pixelech je pro malé thly dan
jako x &< Ag a pro spektralni ¢ary, ne pfilis vzdalené od centra spektra mdme

2http://en.wikipedia.org/wiki/lmage:Fluorescent_lighting_
spectrum_peaks_labelled.gif


http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Fluorescent_lighting_spectrum_peaks_labelled.gif
http://en.wikipedia.org/wiki/Image:Fluorescent_lighting_spectrum_peaks_labelled.gif
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Obrazek 6.9: Vztah mezi nanometry a pixely v naSem piipadé.

z (6.10)
1 1 A — Ay
Ap;1 — A —_—_—~ 6.11
4)1 472 X /\1 AZ )\% ( )
linedrni vztah. Na obrazku ?? jsou vynesena data z tabulky 6.1. Vidime, Ze
je mefenymi vlnovymi delkami v pixelech a tabulkovymi v nanometrech

skute¢né tésny vztah dany ¢iselné:
x[pix] = (2.346 £ 0.011)A[nm| — 727.5 + 6.0 (6.12)

Standardni deviace ((primérnd odchylka od pfimky ve verikdlnim sméru)
byla 1.84 pixelu. S timto vztahem mezi pixelem a vinovou délkou jizZ mtZeme
snadno nakreslit vysledny pribéh spektra, tak jak je zachycen na obrazku ??.

Ovsem ani po téchto kalibracich jesté nemame korekci na citlivost detek-
toru v digitdlnim fotoapardtatu na rizné vinové délky. Vétsinou si lze p¥imo
pfi pozorovani spektra v§imnout toho, Ze modra ¢ést spektra je na snimku
silné potlacena. Kdybychom méli dobry zdroj svétla, ktery by svitil stejné
na vSech vinovych délkach, mohli by jsme snimkem jeho spojitého spektra
zjistit i citlivost naseho detektoru. V praxi neni samoziejmné takovy zdroj
svétla k dispozici, ale 1ze jej ¢asto nahradit Zarovkou nebo Sluncem. Oba tyto
zdroje vydavaji spojité zateni jehoZ priibéh se da teoreticky popsat a porovnat
s naméfenymi. Dalsi moznosti je zjistit citilovost konkretiho zafizeni podle
jeho technické dokumentace.
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Obrazek 6.10: Spektrum kalibrované ve vlnovych délkach.
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Kapitola 7

Spektroskopie Vegy

Zadani: Urceni fyzikdlnich parametra hvézd
Ukolem je na zékladé méteného spektra odhadnout jaké panuij
podminky na povrchu Vegy .

* Na zdkladé porovnéni pribéhu kontinuédlniho spektra a Planc-
kova vyzafovaciho zdkona odhadnéte teplotu hvézdy.

¢ Na zdkladé znalosti teploty, vzdédlenosti a magnitudy urcete
polomér hvézdy.

¢ Ve spektru identifikujte ¢ary vodiku a urcete jejich pfesné
polohy.

¢ Na zédkladé profilti spektralnich ¢ar urcete hustotu ¢éstic v
povrchovych vrstvach hvézdy.

¢ Odhadnéte pomér ionizovanych atomti vodiku a tezsich
prvka.

7.1 Spektrum

Obecné se slovem spektrum oznacuje rozloZeni néjaké veli¢iny v zavislosti
na jeji konktrétni charakteristice. V pfipadé elektromagnetického zéfeni se
spektrem oznacuje zdvislost hustoty energie na vlnové délce, frekvenci nebo
pfimo na samotné energii.

Elektromagnetickym z&fenim se pfendsi energie. Pro snadnéjsi srovnani
ruznych fyzikélnich situaci, experimentt nebo metod se zavadi “normovand”
energie zafeni pfipadajici na jednotkovou plochu, jednotkovy cas, jednotkovy
prostorovy thel a jednotkovou vinovou délku nebo frekvenci, oznac¢ujeme ji

63
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jako intenzita zafeni

AE
1) = S Aatoaw @D
a
AE
1) = A aamaaar @2

Veli¢ina I(v) je pravé zmifiované spektrum neboli celkovd energie zafeni
rozloZena na jednotlivé frekvence a podobné I()) je energie rozlond na jed-
notlivé vinové délky. Spektrum I obvykle zdkdvame méfenim nebo vypoctem.
Celkova mnoZstvi studované energie zafeni pfitom je AE, plocha jiz zafeni
prochazi AA, za ¢as At, z prostorového tthlu AQ) na jednotku frekvence Av
nebo vlnové délky AA. V pfipadé méfeni pak mtizeme pro jeho vypocet
pouzit (7.1) nebo (7.2), avsak v pfipadé vypoctu se obvykle diference AE, ...
nahrazuji diferenciély.

V ptipadé vzdalené hvézdy, jiz vidime jen jako bod, bude zafeni z do-
padat na objektiv dalekohledu o plose AA = wR? (R je polomér objektivu),
z prostrového thlu AQ = 47td? (d je vzdélenost ke hvézdé). Pokud svétlo
rozkldddme miizkou a snimdme prostfednictvim CCD kamery, pak na jeden
pixel (obvykle je to cely prouzek) dopada pravé AA z celého spektra béhem
expozi¢ni doby At, kdy dané spektrum exponujeme. CCD kamera nam pak
poskytne pravé zaznam intenzity I(A).

Energie elektromagnetického pole nesend jednotlivymi vinami o frek-
vencich v, kterou detekujeme nasSimi p¥istroji, je ddna souctem energii od
vSech téchto vin (fotoni)

E= Zi’ll’]’ll/i, (73)
i

pficemz fotont s frekvenci v; je celkem n; (h = 6.626 - 10734].s7! je Planckova
konstanta). Normovani energie podle frekvenc¢nich intervalti v; 1 — v; dava
pro intenzitu

AE  njthvi —nihy;

= = n;h. 7.4
Av Vit1 — i 74

Tento vyraz ukazuje, Ze méfend intenzita je aZ na konstantu (jak ¢iselnou, tak
v jednotkéch) totoZnd s poc¢tem fotont piislusejicich jednotlivym energiim
nesenym elektromagnetickou vlnou. MtZeme proto volné pfechdzet mezi
témito vyjaddfenimi. ProtoZe je vSak pocet fotonli v béZné pfijimaném zafeni
giganticky, ddva se v praxi pfednost terminologii s intenzitami a v teorii pak
poctu fotonti.

7.2 Spektrum absolutné ¢erného télesa

Pokud je latka se zdfenim v rovnovéze, pak hustota zafeni je dana Planckovym
vyzafovacim zakonem. Absolutné ¢erné téleso je natolik vyznamné, ze se v
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jeho ptipadé oznaluje intenzita specidlnim symbolem I(v) = B(v) (B jako
blackbody)

2h3 1
B(v) = =5 gwrmr — 1 (7.5)
a I )
B(A) = 2 ! (7.6)

Kde jsme pouzili kg = 1.3806 - 107K ! pro Boltzmanovu konstatu a ¢ =
3-108m.s~! pro rychlost svétla.

Pokud je latka v rovnovéze se zafenim, tak to znamend, Ze stejny pocet fo-
tont latka pohlti i vyzaii do okoli. Na Zemi se absolutné ¢erné téleso realizuje
dutinou zahfatou na néjakou teplotu. A pravé teplota je jediny a rozhodujici
parametr pro to, jaky bude tvar vyzafovaného zafeni z néjakého télesa.

Za piedpokladu, Ze Vega vyzafuje jako absolutné ¢erné téleso, mtizeme
naméfenym spektrem proloZit teoretickou zdvislost a zjistit tak teplotu hvézdy.

7.3 Urceni poloméru Vegy

Pokud znédme teplotu T kulového télesa ve vzdalenosti d, které ma nultou
magnitudu ve filtru V, mtZeme odhadnout jeho polomér R..
VyuZzijeme k tomu B(v) nebo B(A), kterou zintegrujeme pies vsechny

vlnové délky. Uvazime-li navic rozméry hvézdy, pak dostaneme celkovou
vyzéafenou energii hvézdy (zafivy vykon L = E) jako

L, = 4nR%cT? (7.7)
kde o = 5.67-1078]. K~*.m 2.5~ ! je Stefan-Boltzmannova konstanta. Spo¢itame-
J P

li zafivy tok jako energii dopadajici ve vzdalenosti Vega — Zemé na jednotko-
vou plochu

L,
F. = z (7.8)
pak miZeme snadno spocitat jeji magnitudu ve V filtru
my — mo = —2.5log,, F./Fy (7.9)

kde bylo zméteno, Ze pro mp = 0je Fy = 3.75- 10" 'W.nm~1.m 2. Paralaxa
Vegy, podle méfeni z Hipparca je 0.129”.

Lze otekavat, Ze vysledek nebude zcela pfesny, nebof srovnavame celko-
vou energii s energii jen ve V filtru. Pokud bychom tedy méli byt piesnéjsi,
musime zjistit kolik p¥islusného zafeni muze projit pres V filtr. To udélame
tak, Ze zintegrujeme propustnost filtru a intenzitu (bud danou vypoctem
podle B(v) nebo métenim) a ty pouZijeme jako hodnotu pro F.. Réadovy od-
had by mohl vzejit z piedstavy, Ze V filtr aproximujeme obdelnikem o vysce

N

odpovidajici maximdlni propustnosti toho filtru a $ifce odpovidajici polositce
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filtru. Pro V je definovano: Tmax ~ 1, AAy = 90 nm. S takovouto aproximaci
mutZzeme odhadnout tok na:

Fy = /0 T B(A)V(A)dA & B(Ag)AAy (7.10)

7.4 Identifikace vodikovych car

Identifikace &ar vodiku je snadnd, nebof vime, Ze frekvence (vinové délky)
¢ar Balmerovy série vodiku (ve viditelném svétle) jsou, pokud je atom viici
pozorovateli v klidu, ddny vztahem:

1 1 .
vH, = cRp (22 — 12> pro i=u«a,pB,7,... (7.11)

Rydbergova konstanta pro vodik vyplyvajici z feSeni p¥islusnych rovnic, ma
hodnotu s
27T mee
Ryp=—7— 7.12
a jeji pfesnd hodnota je R4 = 10967760m~!. Rozdil oproti teoretické hodnoté
je v zapocitani rozdilu mezi hmotou elektornu a protonu. Je zajimavé srovnat
obé hodnoty a ty srovnat s kalibrovanym spektrem. Odhali se tak s jakou
presnosti musime uvazovat ve spektroskopii.
Pfesné urceni vlnovych délek z pozorovaného spektra je zaloZeno na
snimcich. Je to jednoduZsi o to, Ze zde je jen jednorozmérny piipad. Vypocte
stfedu cary tak je

(7.13)

kde w; jsou vahy jednotlivych vinovych délek A;. Vahy pak dostaneme odectenim
predpoklddaného kontinua samotné cary:

w; = B(l/l'> — Il'. (714)
takto vypottené A miizeme porovnat s vlnovou délkou vypoétenou podle
(7.11) a ovéfit které cary prislusi vodiku a s jakou pfesnosti dané ¢ary urcujeme.
7.5 Analyza profilu cary

PtestoZe jsou v atomu vodiku dany pfesné hodnoty energii, nepozorujeme
spektrdlni ¢ary ostré, ale viditelné rozsifené. Studim téchto procesti, které
zptsobuji rozsifeni mtZze vést k pochopeni nékterych fyzikalnich procest v
systému, kde ¢ary vznikaji a proto se na né soustfed uje velka ¢ast klasické
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spektralni analyzy. My se budeme zajimat o dva zdkladni procesy zptsobujici
podstatné rozsiteni. Navic jde o mechanizmy s nimiz se lze v astronomii
setkat opravdu hojné a podstatnou mérou pfispivaji k pochopeni studovanych
objektti. Jde o rozsifeni spektralni ¢ary v dlisledku tepelného neusporadaného

A

pochybu atomii absorbujicich nebo emitujich zafeni a o rozsiteni zptisobené
vzajemnymi srdzkami téchto ¢astic. V dal$im se zaméfime pouze na absopci
zafeni ve hvézdné atmosféie, avsak vSechny tvahy plati také v pfipadé emise.

Ze statistické fyziky' vime, Ze pfi teploté T plynu maji jeho ¢astice s
hmotou mpy primérnou rychlost

v = 1/ZkBT. (7.15)
my

VInové délky podle vztahu (7.11) plati jen pro atomy v klidu. Pokud se atom
pohybuje rychlosti v viaci pozorovateli (jde o sloZku rychlosti rovnobéznou
s pohledem pozorovatele), je frekvence, jiz pohlti, posunuta jako dtsledek
Dopplerova jevu dle vztahu

V—1y = %1/0, v L. (7.16)

s vz

Dosazenim tohoto vztahu do Maxwellova rozdéleni rychlosti ¢astic idedlniho

plynu
_ |2 (my 32 2 —my/2kgT
f(U) dv = E ﬁ v-e dv (7.17)
B

v némz opét dosazujeme konkrétni hmotu vodikového atomu mp. Vhodnymi
Upravami lze pak tento posledni vztah prepsat do konvenéniho vztahu udavajici
profil spektrdlni ¢ary rozsifeny tepelnym pohybem atomiui

[2ksT
Do (v) = Poe VD kde Avp = % ml; . (7.18)

A 7 Yz

Zajiméame-li se o rozsifeni spektralni ¢ary v zdvislosti na vlnové délce a ne
frekvenci, je snadné prepocist (7.18) na

D) = Pge AMM/AL - kde AAp = % ZZBT. (7.19)
H

Konstanty ®g v (7.18) a (7.19) nemaji nic spole¢ného, pfestoZe jsou oznaceny
stejnym symbolem zastupujici obecnou tméru. V obou téchto vztazich jsme

predpokladali, Ze Sitka ¢ary je mnohem mensi neZ jeji soufadnice, tedy AAp <
Ao, Avp K 1.

IFeynman, R., Leighton, R., Sands, M.: Feynmanove prednésky z fyziky, 2. diel. Bratislava:
Alfa 1986



68 Kapitola 7. Spektroskopie Vegy

Ny

Vzajemné srazky vedou k jinému charakteru rozsiteni. Klasicky nahled (t;.
neodpovidajici skute¢nosti, ale vedouci ke spravnym matematickym vztahtim)
si absorbujici ¢astici predstavuje jako harmonicky oscilator v némz “kmita”
elektron kolem vodikového jddra (protonu s, bez nebo s vice neutrony) a
pokud dojde k absorbci, vede to k tomu, Ze elektron se uvolni a “kmiténi” se
prevede na kmity elektromagnetického pole (znovu zdtraziiujeme, Ze jde jen
o zjednoduZ8enou ilustraci skutec¢nosti). Vzdjemné srazky céstic se modeluji
jako proces, ktery ndhodné posune fadzy harmonického oscildtoru. Zptsobuji
tak, Ze elektromagnetické zafeni se sinusovym pribéhem nem4 celistvé pe-
riodické priibéhy, ale jen ndhodné dlouhé mensi ¢asti. Jednotlivé fotony, jeZ
pozorujeme z hvézdy, tak maji nahodné posunuté faze. Pfi pozorovani se
¢asovy rozptyl v okamziku dopadu projevi, v diisledku principu neurcitosti,
jako rozptyl ve frekvenci, kterou miizeme pozorovat jako rozsifeni spektralni
¢ary s profilem

Do
P = . 7.20
L(v) 14+ (v —v9)?/(Avy/4m)? (7.20)
Z teoretického odvozeni pro konstantu Avy, plati vztah
Avp, = 2V (7.21)

vV némz v je frekvence vzdjemnych srdZzek castic. Ta urcitym zptisobem
souvisi s hustotou ny absorbujicich ¢astic.

Ve vakuu, kde nejsou Zadné ¢astice, je pravdépodobnost, Ze foton je ab-
sorbovén, nulova, ale s pfibyvajici hustotou nebo tc¢innym prifezem ¢astic
roste pravdépodobnost absorpce fotonu. Kratce po absorbci je sice foton opét
s nejvétsi pravdépodobnosti vyzaren, ale do zcela libovolného sméru, takze
celkovy tok fotonti v ptivodnim sméru mtiZze byt vyrazné mensi. Vyzateny
foton ale mtZe byt znovu absorbovan a vyzafen opét do libovolného sméru a
déj se opakuje.

Stfedni volna drdha I mezi dvéma absorpcemi (vypoctena jako aritmeticky
pramér z mnoha absorbci a emisi) udava pravdépodobnost absorpce fotonu
pfi urazeni drahy d!

dl/1 (7.22)

z pohledu vzdaleného pozorovatele. Na druhé strané, pozorovatel spojeny s
fotonem vidi pfed sebou jednotkovou plochu pokrytou absorbujicimi ¢asticemi,
kaZdou s plochou ¢ a po¢tem ny (Gmérnym hustoté ¢y). Pravdépodobost
srazky je

ongdl (7.23)
pokud jsou céstice rozloZzeny v prostoru homogenné. Porovnanim téchto
dvou vztahti dostaneme z4vislost stfedni volné drahy na tc¢inném priifezu a
hustoté, tj na charakteristikdch materidlu

= — (7.24)
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[PRP2

Stfedni volnd draha tedy silné klesd, kdyz maji ¢astice vétsi koncentraci nebo
G&inny priifez.”

Pohybuje-li se ¢astice rychlosti v, pak stfedni volnou drahu urazi pfiblizné
zacas T

[ ~ v, (7.26)
pro néjz plati
T= v(Tln . (7.27)
H

Meéfend srazkova frekvence v, je pfimo vdzana na T:

1
Vool = (7.28)

MutZeme tak snadno odhadnout koncentraci ¢astic

A
ny = =L (7.29)
vo
Analogické vztahy dostaneme i v pripadé zavislosti na vlnové délce.
Srazkovy profil pak ma tvar

PN = T A2/ (AL fan)? (7.30)
a vinové délka odpovidajici sraZkové frekvenci je
Av L AA L
— = 7.31
0~ Ao (7.31)

Rychlost ¢éstic je tmérna teploté podle (7.15), a u¢inny prufez v piipadé
iontu vodiku mtizeme odhadnout na fadové 7r3, kde rg = h?n?/4m*me?
5.3 - 10~ !'m je Bohrtiv polomér orbity vodiku s hlavnim kvantovym &islem
n. SloZzenim vSech vztahti dohromady dostavdme pro priimérny pocet absor-

bujich atomii vztah
CA/\L my
ny = . 7.32
0= 222\ 2ksT (7.32)

Cislo, které takto dostaneme, je odhad po¢tu absorbujicich &astic z jednotkové
absorbujici plochy. Pokud by tato absorbujici plocha byla jako skofepina

~
~

2V praktickych tlohéch se misto sou¢inu ony pouZiva soudin ko, protoZe hustotu gy 1ze
oby¢ejné pfimo méfit. V tomto pfipadé se pak u¢inny prifez vztahuje na “Géinny prafez jed-
notkového mnoZstvi hmoty”, nazyvany opacita «. V dal$ich avahach proto budeme pouZivat
vyraz pro stfedni volnou drdhu ve tvaru:

(7.25)

ony KOH
3

Utinny priifez o se mé¥{ v cm?, koncentrace n v em ™2, opacita ¥ v ecm? /g a hustota ¢ v g/cm3.
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kolem hvézdy o jednotkové tloustce, dostali by jsme pfimo hustotu ¢astic
v atmosféfe. Normalni hvézdy maji ovsem atmosféru nesrovnatelné tlustsi.
Urcent jejich rozmért (tloustky) vede k feSeni sloZitych rovnic Sifeni zafeni
v takové atmosféte a také z néj mtizeme odhadnout lokalni hustotu ¢i jeji
priibeh v danych mistech atmosféry hvézdy. Z tohoto divodu se takto uréené
huststé fikd hustota ve sloupci (column density) a jde tedy o pfimo méfitenou
velic¢inu.

7.6 Proc jsou ve spektru jen ¢ary vodiku?

Urceni hustoty absorbujicich ¢éstic prostfednitcvim rozsifeni spektradlnich car
muZe byt dosti nepfesné a miize ndm tak podat zkresleny tidaj o skute¢né
hustoté. Divodi proto to je nékolik. Mechanismy rozsifujici spektralni ¢ary se
prevazné kombinuji a miize byt velmi téZké je od sebe odlisit, ale pfedevsim
nikdy nemtizeme z analyzy profilu spektralni ¢ary spolehlivé urcit, které
(sloupcové) hustoty je zaloZena na piimém méfeni abosorbované energie.
Oznac¢me energii emitovanou ze hvézdy E, energii pohlcenou v atmosféie

hvézdy pravé ve spektralni ¢afe E;, a Cast energie, ktera se vyzéii do okolniho
Vesmiru jako Ep,s. Pak je jasné, Ze ze zdkona zachovani energie plati podminka

E = Er + Eops (7.33)
Sahova rovnice:
nite (27tm,)3/? 3/2 —ei/kgT
e = 2 = (kT)%/2e (7.34)

CVS tag: $Id$



Kapitola 8

Meéfeni slunecni konstanty

Zadani: Méfeni slunecni konstanty
Zméfte slune¢ni konstantu pomoci jednoduchého bolometru.

¢ Vystavte bolometr slune¢nimu zafeni a zméfte ¢asovou zavislost
teploty.
e Zméite plochu bolometru.

¢ Urcete tepelnou kapacitu bolometru.

8.1 Slune¢ni konstanta

Meéfteni energie dopadajiciho zafeni pomoci citlivého detektoru je idedlni
pro slabé objekty, jako jsou vzdéalené hvézdy. Avsak Slunce ndm nabizi ji-
nou moznost, jak méfit tok zafeni, a to pfimym méfenim dopadené energie,
kterym zahtiva pfedméty na Zemi. S tim, jak Slunce oh¥iva svymi paprsky,
mame vSichni bezprostfedni zkuSenost a nasim tikolem bude tyto zkuSenosti
tyzikalné uchopit, popsat a pochopit.

Princip méfeni slune¢ni konstanty je vskutu jednoduchy. Méme desticku
z dobfe tepelné vodivého materidlu o mérné tepelné kapacité ¢ a hmotnosti .
Pokud ji vystavime slune¢nim paprskiim pak se teplota materidlu desticky za
néjaky cas zvétsi feknéme o AT stupnit. Vnitfni energie desticky se tak zvétsi

(o]
AE = mcAT. (8.1)

Pokud zaznamename ¢asovy interval At, v némzZ provddime méfeni, a plocha
desticky je AS, mlizeme snadno ur¢it tok zateni dopadajici na jednotkovou

plochu za jednotku ¢asu
AE AT

Ar mcm. (8.2)

71
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Tato veli¢ina méfend mimo atmosféru se oznacuje jako slunecni konstanta
amd vyznam energie dopadajici ze Slunce na jeden metr ¢tvereéni za sekundu.
V soustavé jednotek SI je jeji hodnota piiblizné 1.4 kW.m~2. Pro tuto veli¢inu
(konstantu) neexistuje Zadny vSeobecné pfijimany symbol.

Princip méfeni je tedy skute¢né prosty, musime se ovSem vyporadat s ce-
lou fadou neZadoucich faktort ovliviiujicich samotné méfeni. Jde piedevsim
o tepelné ztraty, nedokonalost detektoru a nezndmou tepelnou kapacitu bolo-
metru.

8.2 Bolometr

Zatizeni, jimZ se méf{ tok zafeni bez ohledu na jeho vinovou délku se nazyva
bolometr. Jako jednoduchy bolometr miuzZe slouZzit kus dobfe tepelné vo-
divého materidlu, ktery je ze strany, na kterou ma dopadat zafeni, vhodnym
zplisobem zacernény. Dobrym piikladem bolometru je mald médénd desticka,
na niZ je z jedné strany nanesena matnd ¢ernd barva. Méd nebo slitina médi za-
jisti rychlé vyrovnani teplot v riznych ¢astech plisku. Matna ¢ernd barva pak
absorbuje prakticky vSechno dopadené zafeni. V praxi se schopnost absorpce
méfi prostfednictvim emisivity materidlu pyrometrem. Pro béZzné dostup-
nou ¢ernou matnou barvu je experimentdlné otestovano, Ze absopce je blizka
dokonalé (v rdmci méficich chyb na trovni nékolika procent).

Samotna konstrukce bolometru pak spoc¢ivd ve vhodné izolaci ¢idla od
okoli, sikovném piipevéni teploméru a dobrém uchyceni tak, aby absorbujici
plocha byla pfesné kolmd ke slune¢nim paprskiim.

8.3 Teplota bolometru

Vystavime-li bolometr slune¢nim paprsktim, za¢ne jeho teplota rist. V idedlnim
piipadé by teplota rostla pfinejmensim do doby neZ by piekrocila teplotu
taveni kovu z néhoz je sloZzena. AvSak s timto pfipadem se v redlném svéte
nesetkdme, nebof horni hranice pro teplotu je dana tepelnymi ztratami bolo-
metru, tedy tinikem tepla do okoli konvekci a vyzafovanim.

Pro dalsi avahy ozna¢ime teplotu ¢idla v zavislosti na ¢ase T(t) a jeho
celkovou tepelnou kapacitu C = mc. A to proto, Ze ¢idlo mtZe byt ze slitiny
s nejistym ¢ a pro nase ucely postaci pouze znalost sou¢inu mc, budeme v
dal$im uvaZovat jen o celkové tepelné kapacité C.

Zac¢neme s analyzou jednoduchého piipadu, kdy uvazujeme systém beze
ztrat. Energie dopadajici za jednotku ¢asu na ¢idlo (v inZenyrské terminologii
oznaovand jako ptikon) nechf je Eg méfend ve watech (SI). V ¢ase ) ma
¢idlo teplotu Tp. Teplota ¢idla bude v diisledku dopadajiciho zafeni riist s
¢asem podle nasledujici diferencidlni rovnice, jeZ pochdzi z limitniho pfechodu
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vztahu (8.2), ve kterém je zavedeno oznaceni Cs = mc/AS:

((ii—:: = f:z. (8.3)
Regenim této rovnice se zapo&itdnim pocateni podminky
T(t=0) =T, (84)
je linedrni funkce
T= sz(t —to) + To. (8.5)

Sklon piimky reprezentujici feSeni je tmérny mnoZstvi dopadajici energie a
plose cidla (¢im vétsi ¢idlo a ¢im vic energie, tim je teplejsi) a nepfimo iimérna
tepelné kapacité ¢idla. Vysledek nam piedpovidd rozumné a ze zkusenosti
ocekdvané feSeni, avsak je ziejmé, Ze teplota nemftiZe riist do nekonecna.

Ztraty vedenim

Jakmile se teplota ¢idla zaéne lisit od teploty okoli, ¢ast absorbované energie
unikd raznymi fyzikdlnimi mechanismy do okoli jako disledek druhého
termodynamického zdkona. Mdme tak dva toky energie. Prvni ndm dodéava
energii ze Slunce a tim zvySuje teplotu ¢idla. Druhy naopak teplotu cidla
sniZuje diky teplenym ztratam. Zkusime uvazit jak se projevi oba mechanismy
na vysledné teploté.

Proc¢ vlastné tyto ztraty vnikaji a jak je matematicky popiSeme? V prin-
cipu, jde o jednu z aplikaci empirického elementdrniho zdkona tepelné vodi-
vosti, ktery ¥ikd, Ze prenesené teplo pres izolujici vrstvu zavisi na materialu
prostfednictvim soucinitelne tepelné vodivosti A, je tmérné rozdilu teplot,
dotykové plose S’ a nep¥imo umérné jeji tloustce d

AE AS

— =—(T-T). 8.6
Tepelnou vodivost materidlu a komplikovany geometricky tvar tepelné izolace
kolem bolometru zahrnujeme do konstanty a (a > 0), pficemZ pfedpokladame,
Ze se tvar ani materidlové charakteristiky izolace v priibéhu méfeni neméni.Ztraty

tak bereme imérné rozdilu teploty ohfivaného materialu a teploty okoli T
AE
— =a(T-T, 8.7
A =a(r-T) 7)
jak ndm teorie vedeni tepla doporucuje.
S uvaZzenim tepelnych ztrét se tak dostdvdme k rovnici

dT_EO a

e T U (8.8)
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pii pocatecni podmince (8.4). Jde o nehomogenni linearni diferencidlni rovnici,
jak snadno nahlédneme po tpravé na tvar

dT a Ey a

—+-T=—+_-T. 8.9

ate TG 89
Pfi jejim feSeni postupujeme standarnim zptisobem. Nejprve najdeme feSeni
homogenni rovnice:

dT a
L T = A
ar + C. 0, (8.10)

jez je tvaru
T = Ae /G, (8.11)

kde jsme zavedli integra¢ni konstantu A. Re$eni nehomogeni rovnice ziskdme
jako soucet feSeni homogenni rovnice a partikularniho feSeni. Partikularni
feSeni mtizeme hledat napiiklad pomoci metody variace (integra¢ni) kon-
stanty. Do nehomogenni rovnice tak dosadime partikuldrni feSeni, v némz
povazujeme integra¢ni konstantu za parametr:

T=A(t)e /S, (8.12)

Pfimé dosazeni (8.12) do (8.9) a nékolik tprav dava

dA EO a
— ==+ =T )eVS 1
a7 <C5+Cs >e , (8.13)
a integrace toho vyrazu
. t
a
A=(2+ =T /“@d 8.14
( C. + C. > e T (8.14)
pak dava
_(Eo ) (eatrc
A—-<a+T><e Q. (8.15)
Dosazeni A do (8.12) dava partikuldrni feSeni
EO / —at/Cs
T, = (24T (1—e ﬁ. (8.16)

Soucet obecného (8.11) a partikuldrniho feSeni s uvdZenim pocate¢ni podminky
(8.4) vede k feSeni rovnice (8.8):

E
T:]ﬁammt+(gﬁ+r>(1—eﬂﬂg). (8.17)

Ke stejnému feSeni se da dojit i jinym matematickym postupem metodou
separace proménnych.
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Je az s podivem, jak se takova bandlni véc dokaze zkomplikovat. Zkusme
se tedy zamyslet nad timtro feSenim.

V castém pitipadé, kdy zacindme méfit z klidu”, kdy teplota ¢idla je na
teploté okoli, plati podminka Tp = T’. V tom pf¥ipadé se feSeni zjednodussi na

_ Eo —at/C,
T=To+- (1 e ) (8.18)

ReSeni beze ztrat miizeme aproximovat te¢nou v pocatku. Derivace v
pocatku (pro t = 0) je

dT EO a ,
=2y (T =T 1
ot Cs( 0), (8.19)
pfipadné pro Ty = Tx
dT Ep
al _ Lo 2
Rovnice te¢ny v pocatku tak je
Eo a .,
T=To+ | =+ (T —To)| (t—to) (8.21)
CS Cs

jez je pro Tp = Ty totoZznd s (8.5).

Reseni (8.17) je obecné fegeni udavajici chovani teploty bolometru na
ktery dopadd zéfeni a jezZ md ztraty. Pfi jakémkoli praktickém experimentu v
usporddanim ekvivalentni s nasim, bude mit feSeni pravé tento tvar. Uplatnéni
tak naléza v fadé praktickych technickych obort.

Tvar feSeni se zda byt mnohem lépe vystihujici redlnou situaci. Pfedevsim
v pfipadé, kdy méfime velmi dlouho (tedy provedeme limitni pfechod t — c0)
bude teplota konstantni a bude se udrZovat na hodnoté (k tomuto vyrazu se
muZeme dostat bud’ limitnim pfechodem v (8.17) nebo p¥imo z (8.8))

E

T — ;0 +T. (8.22)
To znamen4, Ze bolometr bude v termodynamické rovnovaze s okolim, a
dopadajici energie bude pfesné kryt tepelné ztraty. Jeji hodnota ovsem zaleZzi
na zdkonu ochlazovéni a bude te sety liSit pro nas pfipad a pro pfipad, kdy

budeme uvaZovat i ztraty zafenim.

8.4 Tepelna kapacita bolometru

Pfi vypoctu slune¢ni konstanty hraje dtleZitou roli tepelnd kapacita bolome-
tru. Jeji méfeni ndm ovSem miize pfinést horké chvilky. Pfedevsim klasicka
kalorimetrickd metoda, kdy se vhodné smichavaji rtizné zahtaté kapaliny, je
neuvéfitelné necitlivd a tak v rdmci chyb mtZe tepelnd kapacita vyjit i zdporné.
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Dalsi z méné vhodnych metod je vdzeni materidlu bolometru a odhadovani
mérné tepelné kapacity ze smésy materidlti z nichZ je bolometr sestaven.
Proto se budeme snazit pouzit opét metodu zaloZenou na vztahu (8.1).
Experiment musime usporadat tak, Ze bolometru umisténém v kalorime-
tru (nebo jinak dobfe izolovaném systému) budeme dodavat definované
mnoZstvi energie a budeme sledovat, jak se pfitom méni teplota. Nejjed-
nodussi zptisob dodani definovaného mnozstvi tepla je ohfivani bolometru
odporovym dratem nebo napiiklad Zarovickou. V takovém piipadé je energie
dodand za ¢as At do dobfe izolovaného systému iimérnd proudu I a napéti U.

AE = UIAt. (8.23)
Ur¢eni tepelné kapacity je pak trividlni:

_ Ulnt

C= " (8.24)

Nesmime ovSem pfitom zapomenout, Ze jak ¢idlo tak i kalorimetr, ve kterém
provadime méfeni md jistou tepelnou kapacitu a tak musime nechat zahtivat
jak kalorimetr s bolometrem tak i bez. Rozdil mezi témito kapacitami pak
udava skutecnou kapacitu bolometru.

Meéfeni je opét vyhodné provadét jako méfeni casové zavislosti teploty.
Takto mtZeme eliminovat pfechodové jevy pii poc¢atku méfeni.

8.5 Atmosfericka extinkce

Ze zkuSenosti vime, Ze Slunce nizko nad obzorem zahfivd mnohem méné nez
Slunce vysoko na obloze. Jde o duisledek rozptylu a absorbce svétla (souhrné
nazyvané extinkce) v atmosféte Zemé. Pravé méfeni slunecni konstanty mtize
slouzit na kvantitativni popsani extinkce. Budeme-li méfit tok energie ze
Slunce pfes rtizné tlustou vrstvu atmosféry, mtiZzeme ji popsat.

CVS tag: $Id$



Kapitola 9

Barevny diagram hvézdokupy

Zadani: Barevny diagram hvézdokupy

Sestrojte barevny diagram hvézdokupy z pozorovani.

Podle modelt vykreslete teoretické isochrony.

ZN2

Odhadnéte staii hvézdokupy.
Odhadnéte vzdélenost hvézdokupy.

Odhadnéte chemické sloZeni hvézdokupy.

9.1 HR diagram

Hertzsprung—Russelltiv (HR) diagram zobrazuje zévislost mezi spektralnim
typem a svitivosti hvézdy pro rtizné typy hvézd. Pomoci néj mtGZeme snadno
a nazorné roztiidit velké mnoZstvi dnes zndmych typt hvézd. Je hlavni
pomtickou pfi studiu vyvoje a rozloZeni hvézd. Stejné tak pfi studiu otevienych
i kulovych hvézdokup. Podrobnosti kolem interpretace jednotlivych ¢asti HR
diagramu Ize nalézt v Mikulasek (2000)".

Pavodni diagram byl sestrojen jako zavislost (vizudlni) absolutni magni-
tudy hvézd na jejich spektrdlni tfidé. V soucasné dobé se jiz tento zptisob kon-
strukce pouzivi zfidkakdy. V zdsadé se 1ze dnes setkat se dvéma zakladnimi
typy diagrami:

¢ teoreticky HR diagram,

IMikulasek, Z.: Uvod do Fyziky hvézd a hvézdnych soustav, MU, Brno 2000
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* barevny HR diagram.

Pokud sestrojujeme teoreticky HR diagram, pak vynasime zavislost cel-
kové svitivosti na efektivni teploté hvézdy. Obé osy jsou pfitom logaritmické.
Dtivodem je této volby je skutecnost, Ze obé veli¢iny pfimo vystupuji v mo-
delech hvézd. Existuje sice tésnd zavislost mezi svitivostmi a asbolutnimi
magnitudami a mezi teplotou a spektralni tfidou, avSak pfimym pouzitim
svitiosti a teplot, se mtiZeme obejit bez komplikovanych model& hvézdych
atmosfér, pfipadné neZadouciho zkresleni zptisobeného okolim nebo pozoro-
vaci aparaturou.

9.2 Barevny diagram

Jesté komplikovanéjsi, pro praktickém zpracovéni, je urceni spektralni kla-
sifikace tisicti hvézd ve hvézdokupdch, &i jen pofizeni jejich spekter i pro
ty nejslabsi hvézdy. V moderni dobé se tak pro praktické sestrojeni misto
sepktrdlni klasifikace pouzivaji barevné indexy. Ty se pak spole¢né s méfenymi
magnitudami pouZiji na konstrukci barevného diagramu (color — magnitude
diagram, CMD). Mezi barevnym indexem a teplotou totiZ existuje pro hvézdy
vyzafujici jako absolutné ¢erné téleso jista relace. Barevny index je definovan
jako rozdil magnitud ve dvou filtrech nebo téZ jako logaritmus poméru toki
pies dané filtry. Reknéme, Ze pfi méfeni pouZijeme filtry R a V. Pak barevny
index definujeme jako

Jo  I(A, T) Ty (A) dA
Jo  I(A, T)Tr(A) dA’

V —R = —25log,, (9.1)

kde jsme propustnosti obou filtr@i oznacily funkcemi T a spektrum hvézdy
jako funkci I.

PrestoZe vyraz vypada pomérné komplikované, 1ze jej alespori numericky
vy¢islit a dostat tak pfimou souvislost mezi efektivni teplotou hvézdy a jejim
barevnym indexem.

Na zdkladé techto tvah pak mtZeme porovnat teoreticky HR diagram
vypocteny z obecnych vlastnosti hvézd a naméfeny barevny diagram. Jejich
porovnanim pak mtZzeme dokonce zjistit dileZité vlastnosti pozorovaného
objektu.

9.3 Vyhodnoceni méfenych snimkii

Vyhodnocenti se opira o kapitolu o Munipacku ??. Pfirozené je ovSéem moZzné
pouzit jakykoli jiny software s analogickou funkénosti.

Nechf méme snimky uloZeny v adresafich a souborech /obs/20070313/m37_% [V, R] . fits
/obs/20070313/dark/d30_*.fits,/obs/20070313/flat/flat_«[R,V].fits,
/obs/20070313/flat/d7_».fits. Pak zdkladni redukce jako vytvofeni
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primérného temného snimku, priimérného flat-fieldu a oprava originalnich
obrazki, je uskute¢néna prostfednictvim piikazi:

cd pracovni_adresar

ls /obs/20070313/dark/d30_x.fits | mdark @ robust=y mask=d30.fits

ls /obs/20070313/flat/d7_x.fits | mdark @ robust=y mask=d7.fits

ls /obs/20070313/flat/flat_=*[R,V].fits | darkbat @ dark=d7.fits mask=$
1ls flat_«V.fits | aflat @ mask=flatV.fits

1s flat_+*R.fits | aflat @ mask=flatR.fits

ls /obs/20070313/m37_*[V,R].fits | darkbat @ dark=d30.fits mask=$

1s m37_xV.fits | flatbat @ flat=flatV.fits mask=.

1ls m37_xR.fits | flatbat @ flat=flatR.fits mask=.

V V.V V V V V V V

Tyto snimky je tfeba pfedbézné zméftit k tomu, aby jsme z nich mohli sestrojit
vysledny kombinovany snimek:

> gmphot.pl —-i *.fits

1ls m37_x.fits | muniphot @ com=com

> edit match.opt # zmenit: Maximum read stars = 20
# Max. identification stars =

> 1s m37_%.SRT | munimatch -t @ ref=m37_01R.SRT

\%

|
ol

Po tispésném vykondani tohoto zpracovani uz mizeme pfistoupit k vytvoreni
slozeného snimku a jeho fotometrii:

1ls m37_xV.fits | kombine @ norm=mean mask=m37_V.fits
1ls m37_xR.fits | kombine @ norm=mean mask=m37_R.fits
1s m37_[V,R].fits | muniphot @ com=com

ls m37_[V,R].SRT | munimatch @ ref=m37_V.SRT

vV V V V

Vysledky mtZeme nalézt v souborech m37_V.MAT a m37_R.MAT. Jde o dvé velké
tabulky s fotometrif obou snimkt. Prvni dva fadky v této tabulce jsou hlavi¢ka s
udaji jako je, rozmér obrazku, velikost prvni clonky atd. Pak nasleduji fadky se
samotnou fotometrii. KzZd4 hvézda je na dvou fadcich. Na prvnim fddku najdeme
poradové ¢islo hvézdy, polohu jejiho stfedu v pixelech a instrumentalni magnitudy
ve 12cti clonkdch. Na druhém #ddku je odhad oblohy v prstenci kolem hvézdy, jeho
chyba a odhad tfettho momentu gaussova rozdéleni oblohy, za nimi nésledujf chyby
magnitud v pfislusnich clonkach. Soubor tak miize napfiklad vypadat takto:

NL NX NY LOWBAD HIGHBAD THRESH AP1 PH/ADU RNOISE
2 765 510 56.6 65000.0 92.91 2.00 2.30 15.00

626 174.737 382.215 11.626 11.492 11.423 11.392
168.985 12.37 0.00 0.002 0.001 0.001 0.001

Dozvime se tak, Ze prvni hvézda je na soufadnicich x = 174.737,y = 382.215 a jeji
instrumentalni magnituda v prvni clonce je 11.626 & 0.002. Pozadi kolem této hvézdy
bylo 168.985 + 12.37 ADU.

Oba soubory maji ztotoZnéné hvézdy tak, Ze na stejnych fadcich maji stejné
hvézdy, jen v jinych filtrech. Soufadnice si ale odpovidat nemusi. Obcas se miize
stat, Ze zdznam pro urcitou hvézdy chybi, to je zndmka toho, Ze hvézda nalezena v
jednom filtru nebyla nalezena v druhém.
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Sikovny progréamek dokaZe ze souborti .MAT vytdhnout jen magnitudy v libo-
volné clonce které jsou potiebné na sestaveni barevného diagramu.

Kalibrace takto ziskanych instrumentédlnich magnitud je popsana v odstavci 5.6.
Jako katalog pouzijeme né&jaky typu GSC nebo USNO. Bude pak vhodné pouzit
nékolik hvézd, z divodi vétsi presnosti, avSak nelze ¢ekat, Ze se takto dostaneme na
presnost vétsi neZ nékolik desetin magnitudy.

9.4 Teoreticky barevny diagram

Na konstrukci teoretického barevného diagramu mtizeme pouzit dva postupy. Prvni
je vypocet modelt hvézd pro rtizné pocatetni hmoty. Druhy zptisob je pouZit jiZ exis-
tujici modely. Jedny takové modely byly publikované v ¢lanku Bertelli et al.(1994).2
Data k témto modeltim jsou dostupna na adrese:

ftp://cdsarc.u-strasbg.fr/pub/cats/J/A+AS/106/275

v podobné rozsahlych tabulek s popisem. Jejich vynesenim do stejného grafu jsme
pak schopni Odpovédet na zakladni otdzky uvedené v zadéni.

CVS tag: $Id$

2Theoretical isochrones from models with new radiative opacities Bertelli G., Bressan A.,
Chiosi C., Fagotto F,, Nasi E, Astron. Astrophys. Suppl. Ser. 106, 275 (1994)



Kapitola 10

Atmosféricka extinkce

Svétlo vzdalenych nebeskych objektt je pfi prichodu atmosférou pozménéno.
Dochézi k jeho zeslabeni a ke zméné jeho spektralniho sloZeni. To ovliviiuje
méfené hodnoty riiznych fyzikdlnich veli¢in. Pro pozorovatele na zemském
povrchu je proto diileZité pochopit a popsat tyto mechanismy tak, aby bylo
mozné tyto neZddouci faktory odstranit.

Zadéani: Urceni extink¢ni p¥imky
Zjistéte hodnotu extinkce z pozorovani jednoho objektu pii zméné
jeho zenitové vzdalenosti.

10.1 Extinkce

Pojmem atmosfericka extinkce se obecné oznacuje rozptyl a pohlcovani svétla
v zemské atmosféie. Extinkce zptisobuje to, Ze se ndm objekty pozorované
pfes atmosféru jevi slabsi, nez jsou ve skute¢nosti a ¢asto majf jiné barvené
sloZeni svétla. To je disledek pravé extinkce. Jak barevna zména svétla, tak
zeslabeni, jsou jevy jeZ jsou nam d@vérné zndmé z kazdodenniho Zivota.
Zeslabeni mtiZeme citit doslova na vlastni kizi, kdy nam ji pfi priichodu
merididnem Slunce rozpali, kdeZto p¥i vychodu nebo zdpadu miizeme jeho
paprsky sotva citit. Extrémnim pfipadem pak samoziejmé je zcela zataZzena
obloha. Barevné zmény pak zndme jako zfervendni nebeskych objektt pobliz
horizontu. V minulém stoleti, kdy bylo jesté koufeni béZnym jevem, se s nim
mohli setkat také ndvstévnici restauraci, které byly vyplnény modrym koufem.
Rozptyl svétla ve vzduchu je zodpovédny za to, Ze hrany stinti nejsou ostré
jak by to bylo ve vzduchoprazdnu.

Pochopeni jednoduchého mechanismu extinkce nas miiZe vést k metodé
vhodné na méfeni extinkce a naopak pokud bude tato metoda funkéni, tak
k ovéfeni nasi pfedstavy o extinkci. Pfedstavme si, Ze vzduch je sloZen s
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¢astic o poloméru r, které maji Geinny prafez o = 7rr?. Pokud si nad nami
vy¢lenime ve vzduchu pomyslny sloupec o plose ¢tvere¢niho metru a vysce x,
pak foton pfichdzejici z vnéjsku pfed sebou uvidi zastinénou plochu onx. Sym-
bolem 7 jsme oznadili pocet ¢astic v tomto sloupci na jednotkovou délku (jenz
miiZzeme ziskat z hustoty) pficemZ predpokladdme, Ze n se s vySkou neméni.
Pravdépodobnost, Ze foton projde atmosférou o tlousfce dx a nezméni sviij
smér, je dand pomérem zastinéné plochy ke krychlovému metru

ondx

T (10.1)

Na druhé strané, pomér poctu pro nds ztracenych fotontt 4N k celkovému
poctu N je umérny praveé této zastinéné plose

dN

——— =ondx 10.2

= (102)
Dostali jsme se k jednoduché diferencidlni rovnici jejimz feSenim dostaneme
zavislost poctu fotond, které pronikly atmosférou o tloustce x. Je-li jich pied
vstupem Ny pak na povrch dopadne celkem

N = Noe 7" (10.3)
fotonti. Vzdélenost x udava drahu, kterou proslo svétlo v absorbujicim prostiedi.
MnoZstvi svétla, které méfime nasimi piistroji je pfimo imérné poctu fotont,
které dopadnou na nas detektor. MiiZzeme tedy uZzit pfimo N k odhadu zmény
magnitudy méfeného objektu:

N
m—mgy = —2.5log No (10.4)

Drobné tpravy a substituce

2.5
= —on. 10.
c i Oan (10.5)
vedou k jednoduché tméie
m = mg + cx. (10.6)

10.2 Vzdusna hmota

Pokud by jsme shrnuly vSechny ¢astice podél paprsku néjaké hvézdy, ktera
je praveé v zenitu, a tyto ¢astice rozptylily s hustotou jakou mé vzduch pii
zemském povrchu, dostaneme sloupec s konstantni hustotou a jistou vyskou.
Jak bude tato hvézda klesat k obzoru, bude paprsek prochazet stale delsi
drahou. Kdyz opét srovndme hustoty pak pomyslny sloupec bude obsahovat
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vic ¢astic a pokud by mél mit stejnou hustotu jaka je u povrchu, musi byt
sloupec delsi. Pokud by jsme nebrali v tivahu zakfiveni zemského povrchu,
pak pomér mezi délkou téchto pomyslnych sloupcti pti zenitové vzdalenosti

z a v zenitu zg bude

X _ coszp (107)
X0 cosz '

Métime-li délku jednotlivych sloupcti relativné k délce sloupce v zenitu kde
zo = 0, pak pokladame x¢ = 1 a definujeme

1

X = .
CcOS z

(10.8)

X se tradi¢né nazyva vzdusnd hmota. Jeji ndzev svadi k tomu, Ze jde o hmotu
vzduchu. V podstaté by jsme ji mohli snadno vypocist za pfedpokladu, Ze
by jsme ve zminéném sloupci hmotu jedné ¢éstice poloZili rovnou napiiklad
hmoté dusiku, ze kterého je pfevazné vzduch sloZen. ProtoZe ale méfime
délky a to navic relativné k zenitu, je X bezrozmérna relativni veli¢ina se
zajimavym historickym ndzvem. Zavislost mezi instrumentalni magnitudou

m a vzdusnou hmotou X se oznacuje jako extinkéni pfimka
m = mo + kX. (10.9)

Jde pfitom jen o vztah (10.6) pro transformovanou nezavislou proménnou.
Vyznam parametrd této pfimky Ize snadno uhodnout. my oznac¢uje mimoat-
mosférickou magnitudu méfeného objektu (tedy magnitudu neztlumenou o
pfi prachodu atmosférou neboli pfed tim neZ vstoupi do atmosféry). Sklon
piimky k je tradi¢ni oznaceni pro extinkéni koeficient. Extinkéni koeficient
uddva kolik svétla se ztrati pfi priichodu atmosférou. Pokud by byl naptiklad
k = 0.3 pak je svétlo v zenitu ztlumeno asi o 30%.

Vztah (10.8) funguje ptibliZzné pro z < 60° (objekt musi byt vic jak tficet
stupnit nad obzorem, tedy plati pro méné jak dvé vzdusné hmoty). Pokud
pozorujeme niZe, musime vzit v Givahu i zakfiveni zemského povrchu a pouZit
presnéjsi aproximaci. VSeobecné se pro z < 85° pouZziva vztah (Young, Irvine:
AJ,72,945,(1967)):

X =1 [1 —0.0012 ( 12 — 1)] (10.10)
COsz COSs~ z

10.3 Urceni extinkce z pozorovani

V principu lze extinkci urc¢it dvéma zptlisoby. Prvni zptisob vychéazi z po-
zorovani jednoho objektu v riznych vyskach nad obzorem (metoda Bou-
guerovych pfimek). Druhy zptisob pak spoléhd na to, Ze zndme mimoat-
mosférickou magnitudu alesponi dvou objekttl v riznych vyskach nad ob-
zorem a na zdkladé méfené instrumentdlni magnitudy mtizeme vypocist
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extink¢ni koeficient. Zkusime prakticky vyhodnotit pozorovani ¢asové fady
pfi vychodu nebo zdpadu hvézdy.
Snimky mtZeme vyhodnotit napfiklad prostfednictvim Munipacku (kap. ??).
Nechf mame snimky uloZeny v adresafich a souborech /obs/20080226/denebola _»V.fits
(vlastni pozorovanijasné hvézdy), /obs/20080226/d[1, 7] _» . fits (temné
snimky pro flat-field v trvani7 sa 1 s pro Denebolu) a /obs/20080226/f_xV.fits
(flat-fieldy pro piislusny filtr). Zakladni redukce (odecteni temného snimku a
korekce na flat-field provedeme nésledujicimi piikazy:

cd pracovni_adresar

1s /obs/2008226/d1_x*.fits | mdark @ robust=y mask=dl.fits

ls /obs/2008226/d7_*.fits | mdark Q@ robust=y mask=d7.fits

ls /obs/20080226/f_xV.fits | darkbat @ dark=d7.fits mask=$

1ls flat_«V.fits | aflat @ mask=flatV.fits

1s /obs/20080226/denebola_xV.fits | darkbat @ dark=dl.fits mask=$
1ls denebola_xV.fits | flatbat @ flat=flatV.fits mask=.

V V V V V V V

Vlastni fotometrie je uz jen dilem dvou pfikazti

> gmphot.pl —-i x.fits
> 1s denebola_x*V.fits | muniphot @ com=com

Predpoklddame, Ze na snimcich je jen jedna jasnd hvézda. Peclivym prohlédnutim
nékterého ze snimki zjistime jeji polomér, prohlédnutim souboru mphoto.opt
zjistime pofadové cislo clonky a pak jej pouZijeme v col= (bliZe viz kapitola 9).

1ls denebola_xV.fits | munilist @ suf=SRT -of col=11 4 > denebola.dat

V souboru denebola.dat pak najdeme na ¢as pocatku expozice (prvnich Sest ¢isel),
expozi¢ni dobu, pouzity filtr, Julidnské datum stfedu expozice a instrumentalni
magnitudu spole¢né s chybou (posledni dva sloupce). Z téchto tidajti, znalosti
zemépisnych soufadnic a soufadnic hvézdy uz mtZeme snadno spocist vzdusnou
hmotu a urcit extinkéni pfimku.

Mimoradné dtleZzité je v tomto uréeni obou parametrdl véetné jejich nejistot.
Dtivodem je velmi obvykle maly sklon pfimky, ktery mizZe silné ovlivnit odhad
nejistoty obou parametrt.
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Kapitola 11

Barevna kalibrace
fotometrického systému

Chceme-li porovndvat nase méfeni, s daty ziskanymi na jinych observatofich,
musime nasi aparaturu zkalibrovat. Pod fotometrickou kalibraci se obvykle
mysli nalezeni transformacnich vztahii pro instrumentélni a katalogové mag-
nitudy.

Zadani: Barevna kalibrace fotometrického systému

e Pofid'te kvalitni snimky vhodného pole s kalibraénimi hvézdami
v nékolika filtrech.

* Snimky zpracujte a ziskejte instrumentalni magnitudy pro
nékolik hvézd o raznych barevnych indexech.

* Vyneste do grafu zavislosti m, — My na Mg — My.
* Vyneste do grafu zavislosti m;, — m, na Mp — My.
e Urcete kalibra¢ni transformace mezi instrumentalnimi a stan-

dardnimi magnitudami podle vztahti (11.10) a (11.9).

Tato tiloha navazuje na metody z kapitoly ??.

11.1 Fotometrie ve vice barvach

Lidské oko vnimd barevné jen nejjasnéjsi hvézdy. Je to proto, Ze je vhimame
¢ipky, kombinujici svétlo z ¢ervené, zelené a modré ¢ésti spektra jako danou

wev s

barvu. U slabsich objekt(i uz vnimame jen jestli jsou jasnéjsi nebo slabsi a to
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navic jen relativné. Bézna CCD kamera, dfive pouZzivany fotograficky ma-
teridl nebo fotonasobi¢, poskytuji také jen ¢ernobily obraz. Na snimcich tak
miiZeme pfesné zméfit jasnost riaznych objektt, ale nezjistime nic o prabéhu
jejich spektra, o tom jestli vice sviti v ¢ervené nebo modré barvé. K tomu, aby
jsme dostali pfiblizny prabéh spektra, tak musime ziskat cernobilé snimky
z nékolika filtri a z nich pak vytvofit barevny obrazek skute¢nosti. ProtoZe
pfitom postupujeme analogicky tomu, jak oko zpracovava déj, casto se na-
znaceny postup oznacuje jako barevnd fotometrie a hvézddm rizné jasnym v
rtiznych filtrech se pak ¥ika barevné.

Pouziti barevné fotometrie v dnesni dobé snadno dostupnych spektroskopti
se mtZe zdat krokem zpét. Nicméné existuje nékolik dtivodi, proc se dosud
¢asto barevna fotometrie pouziva. Pfedevsim je ke ziskdni kvalitniho spektra
potieba nesrovnatelné vic zafeni a tedy mnohem vétsi piistroj, delsi expozice
apod. S tim téZ souvisi zmény spektra, které muze byt podstatné, z téhoz
diivodu, snazsi pozorovat fotometricky nez spektroskopicky.

V pifpadé hvézd souvisi teplota ptimo s barvou. Zhavé hvézdy s teplotami
pfes deset tisic stupiiti jsou namodralé, hvézdy kolem péti tisic stupnit jsou
nazelenalé a chladnéjsi hvézdy pak nacervenalé.

11.2 Filtry

K tomu, abychom vymezili ¢ast spektra, kterou chceme sledovat, tedy obrazné
fe¢eno definovali si pfislusnou barvu, potfebujeme filtr, coz je opticky ¢len
propoustéjici jen urcity rozsah vlnovych délek. Lidové feceno, jde o barevné
sklicko, pfes které kdyZ se podivdme, pak predméty o stejné barvé se ndm
jevi bilé a jasné, kdeZto ostatni barvy jsou velmi tmavé. Takovyto obraz je
dasledek vlastnosti naseho oka porovnavajicitho jasné a tmavé véci a to co
se nam jevi jasné je jen miniméIné ztlumeno filtrem, kdeZto jiné barvy jsou
ztlumené vic a tedy od nich pfichdzi méné zafeni a jevi se tak jako tmavé.

11.3 Fotometrické systémy

V poloviné minulého stoleti zavedli H. L. Johnson a W. W. Morgan fotome-
tricky systém UBV na zdkladé pozorovani nékolika vybranych hvézd pres
presné definované filtry s pomoci fotondsobice. Tento systém se uchytil a byl
pozdéji rozsifen o dalsi filtry mimo viditelnou oblast spektra do soucasné po-
doby UBVRI systému.! Filtry systému UBV byly navrZeny tak, aby pokryly
zakladni charakteristiky béznych hvézd a citlivosti uzivanych zafizeni (U ma
polohu Balmerova skoku, B odpovid4d maximu citlivosti fotografické emulze
a V pak lidskému oku, R citlivosti CCD kamery. Pro barevné indexy hvézdy

1Prvni rozsiteni pochazi od Johnsona z konce Sedesatych let jesté pfed vznikem CCD.
Neodpovida tak dokonale citlivosti téchto prvki a tak se 1ze ¢asto setkat s Kron-Causinsovym
rozsifenim s mirné jinak definovanymi filtry s ozna¢enim UBV R¢Ic.
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spektrélni tfidy A0 plati U — B = 0, B — V = 0.). Kromé Johnson-Morganova
barevného systému se pouZziva fada systémi, které mohou byt vhodnéjsich
ke konkrétnim tcelim (Napiiklad pro hvézdy je vhodny Zenevsky ubuvy,
systém vhodny na pozorovani komet atd.). Sami Johnson s Morganem defi-
novali nékolik jasnych hvézd pfiblizné nulté magnitudy nachazejicich se asi
po rektascenzni hodiné kolem nebeského rovniku. Tyto hvézdy se oznacuji
jako priméarni standardy. Vzhledem ke své jasnosti jsou pro soucasné citlivé
aparatury a velké dalekohledy nepouZitelné. Misto nich jsou dnes de facto
primarnimi standardy hvézdy proméfované od pocatku 70-tych let Landol-
tem. Ty Ize nalézt na Vybranych polich (SA, selected area, pole pouZivané na
pocitani hvézd pfi vyzkumu tvaru vesmiru). Hvézdy na téchto polich jsou v
rozmez{ asi 6 aZ 16 magnitudy.

V bézné fotometrické praxi pak séhneme bud po Landoltovych standar-
dech nebo po dobie proméfeném fotometrickém poli a pak stojime pred
problémem jak ndmi naméfené hodnoty transformovat na hodnotami stan-
dardnich hvézd. V podstaté to znamend, Ze v dneSnim svété, posedlém stan-
dardizaci, se snazime pouZzivat stejné miry jako ostatni. Nase vysledky tak
miiZeme porovnavat s ostatnimi pozorovateli nebo pfevést na konven¢ni
tyzikalni veli¢iny.

Otazkou ovsem zlistdvd, pro¢ by se mél nas systém lisit od standardniho?
Je to proto, Ze nemédme pfesné stejnou aparaturu, jako mél Landolt nebo
Johnson s Morganem. Mame jiny dalekohled, nepatrné jiny prabeéh filtrt,
mame jiny detektor a data vyhodnocujeme jinym zptisobem.

11.4 Barevné transformace svételnych toka

N4&s fotometricky systém (CCD kamera, filtry, dalekohled, software) produ-
kuje instrumentalni magnitudy v jednotlivych filtrech m,, m;, m,, m,, m;. Pro
kaZzdou méfenou hvézdu pak déle zndme standardni magnitudy My, Mg, My, Mg, M
obvykle z hvézd proméfenych Landoltem. Nasim cilem je nalezeni transfor-
maci mezi témito dvéma sadami &isel tak, aby jsme byly schopni pro nezndmy
objekt vypocist z instrumentalnich magnitud magnitudy standardni.
Méfeny svételny tok f(A), ktery prochdzi pfes nas filtr v(A) ziskdame tak,
Ze z celého spektra I(A) vybereme jen &ést prostiednictvim tohoto filtru

fo=[ I(A)o(A)dA, (11.1)
/

vysledkem je ¢iselnd hodnota imérna po¢tu dopadnuvsich fotont (energie).
Namifime-li na$ dalekohled na standardni hvézdu (proméfenou Landoltem
nebo Johnsonem) pak spektrum I(A) této hvézdy bude stejné. Pokud by
jsme méli piesné stejny filtr (pfesnéji celou aparaturu vcetné atmosferickych
podminek) pak by nase hodnota pfesné odpovidala standardnimu svételnému
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toku

F, = / I(A)V(A) dA. (11.2)
0

Obecné ovsem budou pribéhy rizné V(A) # v(A) a dostaneme tak ponékud
filtrti. Pokud by byl nas filtr vic centrovany do modré pak by ndm sice v(A)
dal mensi ¢islo, ale naopak sousedni b(A) o néco vétsi. Je tedy vidét, ze
kdybychom trochu ubraly z toku f}, a pfidali do f,, mohly by jsme se vice
pfiblizit toktim, které odpovidaji standardnim hodnotdm. A pravé tyto hod-
noty muZzeme ziskat méfenim. Nejobecnéjsi kombinace méfeni tokii ve dvou
nasich a dvou standardnich filtrech dostaneme jako jejich linedrni kombinaci

fv» = EppFp + Epy Fy

11.3
fo = EuFp + EyvFy 113)

V nasem jednoduchém piikladu jsme pouZili jen dva filtry. V praxi je
bézné pouZiti vSech dostupnych filtrti. Dosahneme tak presnéjsi a spoleh-
gické uvedenému postupu, jen se pfislusnym zptisobem zvétsi transformacni
matice.

Zname-li hodnoty tokt v obou filtrech, je snadné ziskat transformaéni
vztahy mezi nasimi a standardnimi toky feSenim jednoduché soustavy rovnic
(11.3). Pfedtim vSak musime uvaZit, jak se tato soustava zméni v pfipadeé, Ze
nepracujeme v tocich, ale v konven¢né uzivanych magnitudach.

11.5 Barevné transformace magnitud

Postupujeme tak, Ze nejprve upravime rovnici pro V, v filtry do tvaru

F
& - EvV + EvBiz

114

a zlogaritmujeme

F
logy, [j;; = log,, [EUV + Eu F‘}i] . (11.5)

Déle se soustfedime na feSeni v piipadé, Ze plati podminky E,y ~ 1a E,p < 1.
Obé jsou v praxi splnény tim, Ze vyrobci se snazi co nejvice ptiblizit stan-
dardnim filtrim. Pro béZné objekty (tedy nejen hvézdy) je navic pomér Fg/Fy
fadové jednotkovy. Pak tedy dostdvdme

EvB PB:|

—— 11.6
Eyv Fy (11.6)

F
log,, f—: = log,, Evv + logy, [1 +
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a muzeme zde pouZit, s dostatecnou pfesnosti, aproximaci desitkového loga-
ritmu v okoli jedni¢ky log,,(1+€) ~ €/ In10:

fo 1 Eup Fp
I = =1 E —_— — 11.7
810, = 080V T 90 (11.7)
a pripravime pro Pogsonovu rovnici
fo 25 E,g Fp
—2.51 = = 251 E,y — —— —. 11.8
810 Fy 9810 5oV ~ 1n10 E,v Fy (11.8)

Clen na levé stran& (11.8) identifikujeme jako m, — My, prvni ¢len na pra-

vou oznacime m,y = —2.5log;, Eyv a ve druhém pak konstantou nasobeny
ptibliZny vyraz pro barevny index?
25 Eup Fy _
MTWE = €yB (MB MV)

Tyto substituce vedou k jednoduchému aproximativnimu vztahu mezi stan-
dardnimi a instrumentalnimi magnitudami

my, — My = myy + evB(MB - MV)- (119)

Hodnoty magnitud m, zméfime, My, Mp jsou pak zndmé kalibra¢ni magni-
tudy. Koeficienty m,y, e,p jsou hledané transformaéni konstanty. Tento vztah
déava i navod, jak je urcit. Staci si vybrat vhodné pole s rizné barevnymi
hvézdami, jak se metaforicky oznacuji hvézdy s riznym barevnym indexem.
Pak vyneseme zavislost rozdilu mezi standardni a méfenou magnitudou na
barevném indexu hvézdy. Hledana zavislost je pfimka a jeji dva parametry
uddvaji pravé m,y, e,g. Parametr m,y udava relativni posun magnitudového
méfitka (v jazyku svétlenych tokii to uddva pomér mezi nasim a standardnim
tokem f,/Fy) a béZné se oznacuje jako korekce na nulu. Sklon pfimky e,p je
umérny odchylce srovnavanych filtri. Obvykle dosahuje v absolutni hodnoté
pouze nékolika desetin (coZ znadi, Ze filtry jsou vyrobené dobte).

Podobné tivahy, které nas dovedli ke vztahu (11.9) pro rozdil magitud
muiZeme dostat i pro barevné indexy. Je snadné odvodit, Ze pro instrumentalni
barevny index m;, — m, a standarni Mp — My plati relace

My — My = My + ey (Mp — My ). (11.10)

Grafem této zdvislosti je pfimka prochazejici poc¢atkem (parametr m,,, udavajici
odchylku od nuly je obvykle pomérné maly) a se sklonem jedna: tan(.) =
Cpy N 1.

UZziti vice filtrti vede opét k vétsi soustaveé rovnic. Pfesnost transformace v
magnitudach v praxi dosahuje nékolika setin. Pak si m{iZeme udélat pfedstavu
o velikosti ¢lenu e,p. Pokud jej zanedbdme, coZ odpovidd prostému posuvu
magnitud, pfesnost navdzani obvykle klesne na desetiny.

2Tato manipulace neni zcela exaktni a omezuje rozsah pouZitelnych barevnych index.
Pouzivédme ji proto, aby nds pfivedla ke konvenénimu tvaru transformace.
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11.6 FaleSné barvy

Pfi ttvahach nad vztahem (11.1) jasné vyplyne, Ze jsme piedpokladali, Ze
puvodni zafeni je filtrovano jen nasim filtrem. To je ovSem jen idedlni pfipad,
Vv praxi je barva svétla ovlivnéna uz pfi prichodu mezihvézdnym prostfedim
(to ndm pfi kalibraci ovSem nevadi), pfi pruchodu atmosférou a nakonec
dalekohledem. Dalekohled pridava jakoby dalsi filtr, ktery je ovSem konstantni
a nerozeznatelny od filtru skute¢ného.

Ovsem deformace spektra v atmosféie je proménna a nezanedbatelna.
Pokud atmosferické zabarveni, které odrazi aktudlni meteorologickou situaci
a vysku objektu nad obzorem, ignorujeme, zkalibrujeme nas snimek jen pro
konkrétni pozorovéni. I to uz oviéem muzZe byt uZite¢né a pomtiZze ndm vyftesit
dany tkol.

V ptipadé, Ze nemtizeme ignorovat stav atmosféry, musime ve vzorcich
typu (11.9) pouzit mimoatmosférické instrumentalni magnitudy. Ty dosta-
neme z instrumentdlnich magnitud s uvaZenim atmosferické extinkce.

Vztah (11.3) l1ze psét v ekvivalentnim tvaru

FB = EBbfb + Evivz

(11.11)
Fy = Evefo + Evofo,
ktery vede stejnymi tivahami k
My — my, = myy, + eyp(my — my). (11.12)

Zménila se tedy nezavisld proménnd. Z matematického hlediska jde o ekviva-
lentni p¥istup a mél by vést ke stejnym hodnotdm. Avsak pravé diky atmosfe-
rické extinkci obvykle vede k ponékud jinym vysledkiam.

11.7 M 67

Jak vime, idedIni pro konstrukci kalibraéni pfimky, je pofidit snimek s nékolika
hvézdami s riznymi barevnymi indexy. Pfesné k tomuto ticelu se hodi oteviené
hvézdokupy, které obsahuji mnoZstvi riizné barevnych hvézd na malé plose.
Jednou z nejlépe studovanych hvézdokup je M 67 (NGC 2682), ktera navic
obsahuje zndmou kalibra¢ni sekvenci.®

Zpracovani snimkt probiha stejné jako v tiloze 9. Po zakladni kalibraci pro-
vedeme fotometrii a snimky z kombinujeme. Kalibraci pochopitelné mtGZeme
provést i na jednom snimku, avsak jejich slozenim ziskdvdme piesnéjsi hod-
noty instrumentélnich magnitud. Ty si vypiSeme z fotometrickych soubort v
dostatecné velké clonce a mtizeme pouZit ve vztazich (11.9) a (11.10).

CVS tag: $Id$

Shttp://adsabs.harvard.edu/abs/1993AJ....106..181M
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Kapitola 12

Plosna fotometrie

Hlavni odlisnost plosné fotometrie od fotometrie bodovych zdrojii spociva v
tom, Ze neméfime celkovy tok zdfeni z daného objektu, nybrz se omezujeme
pouze na jeho ¢ast. V pfipadé galaxii nds zajima plosnd hustota hvézd na jed-
notku prostorového tthlu. V pfipadé hvézd jde o tok pfes celkovy prostorovy
thel 47

F(t, Av) = / I(t, A,v, Q) dQY (12.1)
Q/

12.1 Plosna magnituda

V astronomii se tradi¢né misto pomérti intensit (nebo jejich logaritm) pouziva
na méfeni relativniho toku magnituda definovand jako

F
m —my = —2.5log, B (12.2)

Tato veli¢ina byla definovana z historickych dtéivoda pro hvézdy a chceme-
li porovnavat i plosné objekty. Musime zavést analogickou veli¢inu, kterou
definujeme pfes pomér tokii v jednotkovém prostorovém tihlu jako

f
u —mo = —2.5log,, B (12.3)
kde f(«, ) je obvykle brano jako tok z prostorového tthlu se stranou jedné
thlové vtefiny (100" arcsec):

flo)= [

o0

I(t, A,v,a,8) da’ d&. (12.4)

Plosna magnituda se obvykle udavd, ponékud nepiesné, jako magnituda
(vztazend) na Ctvereéni vtefinu.
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12.2 Radialni profily galaxii

Galaxie jsou plosné objekty sloZené z mnoha hvézd, které nejsme sto vzdjemné
od sebe odlisit. Metody méfeni mnoZstvi svétla jsou proto odlisné od metod
vhodnych na fotometrii hvézd.

Pfi studiu plosnych jasnosti eliptickych galaxii dosel G. de Vacouleour
k pozoruhodnému zjisténi, Ze vétSina galaxii tohoto typu ma radialni profil
pomérné jednoduchy a lze jej analyticky popsat vztahem, ktery dnes nese jeho
jméno de Vacoulertv profil:

1/4
1(0) = po + 8.3268 [<ng) - 1] . (12.5)
Veliciny po, 0o jsou efektivni hodnoty parametrti vlastni pro kazdy objekt.
Oznacime-li thlovou vzdélenost od centra ¢ a vynesme-li si zdvislost méfené
u na vzdalenosti od centra z niz udéldme ¢tvrtou odmocninu, dostaneme
priblizné pfimkovou zavislost jejiz sklon a poloha mohou slouZit pro urceni
obou parametrti. Vztah (12.6) je jeden z mnoha empirickych zdkont. Obvykla
modifikace spocivd v rozdilné mocniné (Sérsic). Jadra galaxii se ¢asto modeluji
pomoci Hubbleova profilu:

_ fo
fle) =17 (/a0 (12.6)

V piipadé galaxii m@izeme z méfeného y a znamé vzdélenosti odvodit
tok ze vSech hvézd (objektti) promitnutych v daném sméru a studovat tak
strukturu galaxii. Studiem profilti se napiiklad zjistilo, Ze de Vacoulertv profil
dobfe popisuje klasické eliptické galaxie (NGC 3379, M87), kdeZto trpaslici
galaxie (Leo I) se tomuto popisu ponékud vymykaji. Dalsi velky problém
moderni astrofyziky lezi ve stfedech galaxii, kde tento model selhdva tplné a
jejichZ tvar neni doposud ani teoreticky objasnén.

12.3 Radidlni profily komet

Stejné metody jako v p¥ipadé galaxii, se daji pouZzit i na profily komet. Komety
maji sice zcela jinou fyzikalni podstatu, avSak metody urceni profilt jsou
analogické. Interpretace je ovSem jind. Svétlo z komet je ddno souctem zareni
od jednotlivych hvézd (pfipadné jinych objektt v galaxii), v pfipadé komet
vidime svétlo Slunce odrazené na prachu komet (prachové slozka) a zafeni
ionizovaného prachu kolem komety (plynna slozka).

Ptesto se ukazuje, Ze v fadé pfipadli se d4 i koma dobie popsat de Vaou-
lerovym profilem. Je to pozoruhodné nebof v ptipadé komet profil vznika
jinak. Pfitom se pfedpoklada, Ze profil u komet vznika diky neustalé produkci
¢astic s koncentraci n v centru a ty pak izotropné odlétaji do prostoru. Jejich
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pocet se tak fedi smérem dél od centra podle rovnice kontinuity (ve sférickém
pfipadé)
on 1 9(r’nv)
ot 2 o
Je-li rychlost ¢astic zhruba konstantni a neméni se s ¢asem, pak hustota klesa se
druhou mocninou vzddlenosti. Pokud se ¢éstice v fidkém prostiedni komy ni-
jak nezacloriuji (opticky tenké prostiedi) a profil se neméni s casem, dostdvame

=0. (12.7)

n(o) = 1 (12.8)
Y
a vysledny primét poctu ¢éstic (z hustoty) do naseho sméru dava pfimku v
log (mag) — r grafu.

12.4 Urceni radidlniho profilu

Metoda fezt

Metoda fezi je velmi jednoduché a spociva v tom, Ze pouze vypiseme hod-
noty pixeli ve vhodné zvoleném sméru od jddra galaxie. Musime pfitom
dévat pozor na pfipadné jasné hvézdy promitajici se na obraz galaxie. Daleko
od stfedu je obvykle profil zna¢né ovlivnén Sumem. Nesmime zapomenout
odecist pozadi.

Metoda prstencta

Je-li obraz galaxie takika kruhovy, je vhodné pouZit metodu prstencti, ktera
spociva v tom, Ze fotometricky stied galaxie obklopime soustavou prstencti a
v kaZzdém z nich vypocteme urcime sttedni hodnotu z hodnot v jednotlivych
pixelech. ProtoZe se jen téZko vyhneme kontaminaci jednotlivych prstencti
hvézdami, je vhodné stfedni hodnotu ur¢ovat medidnem (nebo jesté 1épe
robustnim priimeérem) nebo jednotlivé hvézdy ignorovat.

Zadani: Profil eliptické galaxie
Ukolem je zm&fit radidlni profil galaxie:

¢ Ziskejte snimek vhodné galaxie (idedlné dva — z pozemni i
druZicové observatore).

YN 2

¢ Zjistéte méfitko snimku a fotometricky jej zkalibrujte.

* Vypoctéte stfed galaxie jako fotometrické tézisté.

¢ Urcete radidlni profil jako radialni fez nebo pomoci prstencti.
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Kapitola 13

Urceni polohy planety

Zadani: Uréeni polohy planety
Ukolem je uréit polohu planety na obloze nasledujicimi postupy:

¢ Zapomocijednoduchého tihloméru zméfit thlovou vzdalenost
planety k nejbliz$im hvézdam.

¢ Totéz za pouZiti sextantu.

¢ Na zdkladé téchto méfeni vhodnou metodou urcit aktualni
polohu planety véetné odhadu nejistoty jejtho urceni.

¢ Vypocitat polohu Saturnu pro okamzik méfeni na zdkladé
drahovych elementti planety a porovnat s naméfenou hodno-
tou.

13.1 Uvodni tvahy

Zakladem vypoctu polohy planety na obloze je znalost zakonti, které popi-
suji jejich chovéni, ¢iselné hodnoty elementti drahy a ¢asovy okamzik, pro
ktery polohu pocitdme. VSechny tyto tidaje miiZeme snadno zjistit, nebof jsou
vysledkem tsili nasich pfedchtidcti.

Pohyby planet ve slune¢ni soustavé jsou popsany s dostate¢nou presnosti
pomoci Keplerovych zakonti. Elementy drahy popisuji tvar drdhy planetky a
jeji orientaci v prostoru. My pak jen musime zjistit jaka je poloha planety v
prostoru v case, kdyZ ji pozorujeme z povrchu Zeme.

13.2 Postup vypoctu
Postup vypoctu je nasledujici (jednotlivé kroky budeme déle zjemriovat):
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Velka poloosa drahy a 1.52360 AU

Stfedni anomalie My 184.168°
Excentricita e 0.09349
Délka perihélia @  336.118°
Sklon drdhy i 1.8493°

Délka vystupniho uzlu () 49.538°
Stfedni denni pohyb n  0.524082°

Tabulka 13.1: Elementy drahy Marsu podle Hvézdatské ro¢enky 2006 uvedené
pro ¢asovy okamzik t = 2 453 920.5 UT.

1. Zjisténi element a dal$ich tidajti z rocenky.
Vypocet polohy planety ve drédze, feSeni Keplerovy rovnice.

Vypocet heliocentrickych ekliptikdlnich soufadnic télesa.

L

Vypocet polohy Zemé a pfepocet heliocentrickych soufadnic na geocen-
trické.

5. Vypocet rovnikovych soufadnic télesa.

13.3 Drahové elementy Marsu

K teoretickému vypoctu polohy planety je tfeba znat Sest elementt drahy
planety. Velkd poloosa a spoletné s excentricitou e popisuji tvar elipsy po
které planeta obihd. Sttedni anomalie M je fazovy thel ur¢itého vyznaéného
okamziku. Uhly @ (délka perihélia), i (sklon drahy vici ekliptice) a Q (délka
vystupniho uzlu) pak uréuji orientaci elipsy v prostoru. Ciselné hondoty
elementti dradhy Marsu podle Hvézdarské ro¢enky na rok 2006 jsou uvedeny
v tabulce 13.3.

13.4 Definice soustavy soufadnic

V astronomii se z historickych divodii pouziva soustava soufadnic v jejimz
pocatku je Slunce, rovina x — y je totoznd s ekliptikou (rovina slune¢ni sou-
stavy prakticky shodnd s rovinou obéhu Zemé kolem Slunce) a osa z je na ni
kolmd. Kladny smér osy x udava orientaci této soustavy soufadnic, vzhledem
ke statickému hvézdnému pozadi. Mifi do souhvézdi Ryb k takzvanému
Jarnimu bodu, do kterého se promité stfed slune¢niho kotouce v okamziku
Jarni rovnodenosti pfi pohledu ze Zemé. Rovnikové soutfadnice tohoto bodu
jsoua = 0°,6 = 0°. Planety obihaji ve sméru matematického kladu a stejné
tak nartista i fdzovy thel.
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13.5 Vypocet polohy télesa ve své draze

Stfedni anomalie

Stfedni anomalie je thel mezi priivodicem planety obihajici po virtudlni
kruZnici a pfimkou apsid. Pro libovolny okamZik v ramci daného roku lze jeji
aktudlni hodnotu spocitat jako

M(t) = Mo+ n(t —to) (13.1)

kde My je hodnota pro cas tg. K vypoctim rozdilt ¢ast se pouziva Julianské
datum, které ma tu vyhodu, Ze nezdvisi na poctu dni v roce nebo mésici na
rozdil od béZné zauzivané ¢asomiry.

Veli¢ina (sidericky) stfedni denni pohyb mé vyznam thlové rychlosti
obihajici planety vyjadiené ve stupnich za den (°/den). Plati tedy w =
271/ P = 2wa—3/? (kde a udavéame v astronomickych jednotkach AU, perioda
Pje v rocich a w v radidnech za rok.), ze kterého mame n = 360° / (365.25Pyny)
(kde P je ve dnech a n ve stupnich za den. Stfedni anomaélie M je tedy
astronomické oznaceni pro bézny fazovy thel. Udava polohu v polarnich
soufadnicich télesa rovnomérné obihajiciho po kruZnici.

Keplerova rovnice

Pfesnou polohu planety, obihajici po elipse, dostaneme feSenim Keplerovy
rovnice

E—esinE=M (13.2)

kde E oznacuje tzv. excentrickou anomalii, coZ je thel mezi pravodicem ze
stfedu elipsy planety (ne ohniskem) a pfimkou apsid.

Z této rovnice nelze vyjadrit neznamou E. Zajima-li nés, jako v tomto
pfipadé, pouze numericka hodnota fe$eni (n&jaké byt i iracionalni &islo) ne-
musime si s tim délat starosti, jelikoZ existuji diimyslné postupy jak ziskat
dostate¢né pfesné feSeni. Se dvéma z nich se sezndmime.

Do mnohem obtiZnéjsi situace se dostaneme pokud nds nezajim4 jen jedna
numericka hodnota, ale chceme znat prbéh feSeni pro rtizné parametry,
vlastnosti feSeni v rozli¢nych situacich a podobné. Pak se musime uchylit k

rafinovanym metoddm matematickeé fyziky.

Iteraéni metoda

Reseni Keplerovy rovnice prostfednictvim iteraéni metody je prosté. Z rovnice
na jedné strané vyjadiime neznamou, kterd ovSem bude i na druhé strané,
av$ak jako argument néjaké funkce. Do takto upravené rovnice dosadime
odhad feSeni, a vypoctem dostaneme presnéjsi feSeni. Postup opakujeme tak
dlouho, dokud nejsme spokojeni s pfesnosti vysledku.
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Klicovou otazkou zlistavd odhad pocatecniho feSeni. Bohuzel obecné
nelze dat ndvod, kde toto prvni ¢islo vzit a musi se vZdy vychazet z konkrétni
situace. V piipadé, ktery feSime, vime, Ze se sice planety pohybuji po elipsach,
ale ty jsou velmi blizké kruZnicim a za odhad feSeni tak miizeme povaZovat
pfimo pravou anomadlii.

Cely postup pii iteracich 1ze shrnout do nasledujiciho postupu:

1. Odhadneme pfibliznou hodnotu feSeni ze sttedni anomalie

Ey = M. (13.3)

2. Provedeme zpiesnéni dosazenim do Keplerovy rovnice

Ei+1 = M+ esin Ei- (134)

3. V iteracich pokracujeme tak dlouho, dokud rozdil mezi poslednimi
dvéma neklesne pod néjakou pfedem danou hodnotu

‘E,‘ — Ei+1’ < €. (13.5)

Pti vypoctech poloh planet vétsinou vystacime s péti platnymi misty.
Vsechny vypocty pii iteracich Keplerovy rovnice provadime v radidnech.

Newtonova metoda

Alternativni metoda k vypoctu Keplerovy rovnice je Newtonova metoda
(metoda tecen) na feSeni rovnice typu

f(x) =0, (13.6)

kde f(x) formélné oznaluje funkci jejiz kofen hleddme. Tato funkce musi mit,
v okoli kofene, kde provddime vypocty, nenulovou derivaci. Pak vyjdeme z
né&jakého pocatetniho odhadu feseni které oznacime jako xp (nula v indexu
oznatuije iteraci, oznacuje tedy potadi). Ukolem jakékoli numerické metody je
sestrojeni posloupnosti stdle presnéjSich odhadu x; kofene, co nejrychleji se
bliZicich k pfesnému feSeni.

Newtonova metoda pfedpokladd, Ze v okoli kofene existuje bod x; ve
kterém muZzeme k funkci sestrojit te¢nu, jejiz smérnice je dand derivaci funkce
f'(x;) v tomto bodé a jejiz prusecik s osou x udava lepsi aproximaci polohy
kofene. Obecnou rovnici te¢ny k funkci y = f(x) v bodé a mazeme vyjadFit
jako

y = f(a) + f'(a) (x - a). (137)
Zname-li f(a), f'(a) a a, pfesnéjsi polohu kofene ziskdme za podminky y = 0.
Zkonstruujeme tedy posloupnost odhadt kofene podle vzorce

_ f()
Flx) (139

Xit+1 = Xi
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ve kterém, jsme pieznadili x; = a, f(x;) = f(a), f'(x;) = f(a) a polohu kofene
pro konkrétni feSent x;, 1.

Tato metoda se vyznacuje velkou rychlosti konvergence blizko kofene, kdy
se pti kazdé iteraci pocet platnych mist pfiblizné zdvojnasobuje. Na druhé
strané vyzaduje metoda vypocet derivace funkce, coZ miize byt napfekazku.

Ke vzorci pro Newtonovu metodu lze dojit ¢isté mechanicky, bez geomet-
rické pfedstavy, pouzitim Taylorova rozvoje funkce. Taylortiv rozvoj funkce
f(x) kolem bodu 4 je

fx) = fla)+fa)(x—a)+

+ %f”(a)(x—a)zqt... (13.9)

Zanedbanim ¢lent vyssich ¥adt nez prvniho, polozenim f(x) = 0 (funkce
prochazi osou x) a pfeznacenim (a — xj, X — Xj41) dostdvdme podminku

0= f(xe) + f(xe) (i1 — xx), (13.10)

jejiz feSeni pro xi;1 vede k metodé (13.8). Tento zptlisob nazirdni miize byt
vyhodny v pifipadé, kdy metodu pouzivame v situaci bez jednoduchého
geometrického vyznamu.

Poloha planety

Na zakladé znalosti E mtiZeme vypocist vSechny ostatni veli¢iny potiebné ke
znalosti polohy télesa slune¢ni soustavy.
Délka priivodice (vzdéalenost od Slunce):

a(l—e?)

r=a(l—ecosE) = py—

(13.11)

Prav4 anomélie (tthel mezi prtivodi¢em z ohniska elipsy planety a pfimkou
apsid — obdoba fazového tthlu)

v 1+e E
tani =4/ - tan 5 (13.12)

13.6 Vypocet heliocentrickych soufadnic

Heliocentrické pravouhlé ekliptikdlni soufadnice X, Y, Z ziskdme za pouziti
substituce

L=wo+v—0, (13.13)
ze vztaht
X = r(cosQcosL —sinQsin Lcosi),
Y = r(sinQcosL+ cosQsinLcosi), (13.14)

Z = rsinLsini.
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Obrazek 13.1: Rovinny model slune¢ni soustavy. Obrazek je momentkou 2006-
03-01 v 19:00 UT pro Mars.

a heliocentrické ekliptikalni soufadnice R, A, B tedy:

X = rcosBcosA,
Y = rcosBsinA, (13.15)
Z = rsinB.

Rovinny model slune¢ni soustavy

ProtoZe vSechny planety obihaji pfiblizné ve stejné rovinneé (v ekliptice), je
moZné v prvnim pfibliZzeni omezit nase vypocty na dvou dimensiondlni mo-
del.

V rovnicich (13.14) v takovém pitipadé pokladdme i = 0, coZ vede k

X = r(cosQcosL —sinQsinL), (13.16)
Y = r(sinQcosL+cosQsinL), '
které Ize za pouZiti (13.13) a trigonometrickych identit pro soucet tthl upravit
na
X = rc9s(c@—|—v), (13.17)
Y = rsin(@o+v).
Heliocentrické ekliptikdIni soufadnice takového objektu pak pfimo jsou
A=w—+v,B=0.
V tomto rovinném modelu si mtiZeme snadno na papir zobrazit situaci ve
slune¢ni soustavé. Vysledek je na obrdzku 13.1.

13.7 Poloha Zemé

Geocentrické soufadnice

Planety nepozorujeme ze Slunce, ale ze Zemé. Proto musime prepocitat
soufadnice planety k jinému poc¢atku soufadnic. K tomu pottebujeme pravotihlé
heliocentrické soufadnice Zemé. Postup je analogicky jako pro Mars. OvSem
pro jiné hodnoty parametri. Vzhledem k minimalnimu sklonu dréhy je
mozené i pro piesné vypolty pouZit rovinné piiblizeni. Ciselné hondoty
element(i drdhy Zemé podle Hvézdaiské rocenky na rok 2006 jsou uvedeny v
tabulce 13.7.
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Velka poloosa drahy a 1.00000 AU

Stfedni anomalie My 178.750°
Excentricita e 0.01671
Délka perihélia @  103.028°
Sklon drahy i 0.0009°

Délka vystupniho uzlu €  175.002°
Stfedni denni pohyb n  0.985614°

Tabulka 13.2: Elementy drdhy Zemé podle Hvézdéiské rocenky 2006 uvedené
pro ¢asovy okamzik t = 2 453 920.5 UT.

Vypocet geocentrickych soufadnic

Resenim Keplerovy rovnice pro Mars dostavame heliocentrické pravothlé
soufadnice X, Yiu, Zy a jejim feSenim pro Zemi pak X, Y, Z,. Geocentrické
soufadnice vzhledem k nasemu pozorovacimu mistu pak dostaneme posuvem
pocétku:

X = Xm - Xz/
Y=Yy — Y., (13.18)
z = Zm - Zz.

Geocentrické ekliptikdlni soufadnice A, B pak z pravouhlych vypoéteme
na zakladé vzorct:

x = AcosfcosA,
y = AcosBsinA, (13.19)
z = Asinp,

v nichZ A oznacuje vzdalenost Marsu od Zemé A? = x2 + y? + z2.

Pievod ekliptikdlnich soufadnic na rovnikové

sinacosd = cospcosesinA —sinfBsine +
cosacosd = cospBcosA (13.20)
sind = cospsinesinA + sinfcose

€ = 23.438511° je sklon ekliptiky k rovniku pro 1. ledna 2006.
Pro prakticky zptisob vypoctu podle téchto vzorct je uZite¢ny tvar pro «
—sin Bsin€ + cos B cos €sin A

tana =
cos fcos A

(13.21)

Ten je vyhodny pfi vypoctech na ruénim pocitacim stroji nebo pocitaci, nebof
je na nich oby¢ejné definovadna funkce atan2 (y, x) tak, aby vracela hodnotu
funkce v intervalu —7r. .. 7T za pouziti dvou sloZek soufadnic x, y.
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Mars Zemé

t | 2453810.29 UT 2453810.29 UT
M 126.410° 70.127°

E 130.484° 71.033°

% 134.445° 71.941°

L 421.025° —

r 1.5236 AU 0.9946 AU
X —0.5671 AU —0.9907 AU
Y 1.5126 AU 0.0872 AU
Z 0.0456 AU —

Tabulka 13.3: Poloha Marsu a Zemé ve slune¢ni soustavé 15. bfezna 2006
kolem 20h SEC.

Mars — Zemé
0.4237 AU
1.4254 AU
0.0456 AU
1.4877 AU
1.757°

73.447°

24.157°
71.814°

RO, >N R

Tabulka 13.4: Geocentrické soufadnice Marsu.

Numericky p¥iklad

V tabulkéch 13.3 a 13.4 jsou shrnuty vypocty jednotlivych veli¢in pfi vypoctu
polohy Marsu na obloze Zemé.

Pro srovnani. Pfesnd poloha podle XEphemu je « = 71.8083° a § =
24.1561°. Pocet platnych mist je vétsi, nez by odpovidalo pfesnosti pocatecnich
hodnot z divodii snazsiho srovnéni postupu vypoctu.
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Priloha A

Zpracovani naméfenych dat

Potfebujeme-li si ovéfit néjakou teorii nebo nés prosté zajima hodnota od-
povidajici jisté fyzikalni veli¢iné, provedeme néjakd meéfeni na jejichz zdkladé
si myslime, Ze dostaneme vS$e potfebné. Zpracovanim téchto naméfenych dat
pak rozumime proces, metodu nebo algoritmus, jak z fady ziskanych hodnot

0.642,0.157, —0.179,0.125, 0.263, . . . (A1)

kterd je projevem zminované fyzikdlni veli¢iny a rusivych vlivli, dostaneme s
jistou pravdépodobosti hodnotu skute¢né veli¢iny. Nejjednoduzsi je vypocist
aritmeticky prmeér spole¢né s jeho nejistotou udévajici pravdépodobnost, Ze
ziskana stfedni hodnota je spravnd. V tomto pfipadé pak aritmeticky primeér
odpovidé skute¢né veli¢iné a jeho smérodatnd odchylka charakterizuje méfici
proces (pfistroje a okolni vlivy) a nemusi mit pfimy vztah k méfené velicing.

A1l Aritmeticky primér

Oznacme si obecnéji méfené veli¢iny néjakym vektorem proménnych
X1,X2,X3,...XN- (AZ)

Tento vektor méfeni pfedstavuje napiiklad tabulku ¢isel, pracujeme-li na

papife, nebo proménou typu pole, zpracovavame-li data v pocitaci. Aritme-

ticky primér pak pocitd stfedni hodnotu jako

x1+xt+x+..av 1
N " N !

X =

™=z

Xi, (A3)

Il
—_

pro N > 1. Priimérnou odchylku od priméru neboli stfedni kvadratickou
odchylku (standardni deviaci) definujeme pro N > 2

1 N

2 _ 22
o= Z‘:1(x, x)°. (A4)

105



106 Priloha A. Zpracovani naméfenych dat
Nejistota s jakou zname polohu aritmetického priméru pak je

N
s (xi — %)%, (A.5)
=1

2 1

- N(N—-1):
a je zni odvozena pravdépodobnost, Ze X udava spravnou hodnotu v inter-
valux —s...Xx+sje68.2%ax —3s...X+ 3s je 99.7% pokud mame vic jak
pét méfeni. Pro mensi hodnoty se interval rozsifuje pomoci tzv. Studentova

koeficinetu.

A.2 Histogram
Alternativni pohled na vypocet stfedni hodnoty a stfedni odchylky a zdroven

velmi uZzite¢na pomticka pro dalsi préaci s daty ndm poskytuje graf ¢etnosti
odchylek od priiméru neboli histogram.

Uz

—

Obrézek A.1: Pfiklad histogramu pro bézné data s vyznacenymi statistickymi
parametry.

Histogram obdobny tomu, ktery mtiZeme spatfit na obrazku A.1 sestrojime
nasledujicim zptisobem:

1. Zvolime délku déleni intervalu A tak abychom méli v jednotlivych
intervalech dostatek hodnot a zaroveni vhodné rozliSeni grafu.

2. Rozdélime okoli bodu x do nékolika intervalti o délce A: ¥ —iA ... %X —
(i—1)A,...

3. Spocteme kolik hodnot padlo do danych intervalt. Tyto poéty oznacime
n;. Histogram je pak zavislost n; na stfedech intervala x;.
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Na zékladé znalosti poctu hodnot v jednotlivych intervalech miizeme
provést vypocet parametrli ¥ a ¢ zptisobem, ktery matematicky odpovida

vypoctu tézisté a momentu setrvac¢nosti ttvaru popsaného histogramem.
Aritmeticky pramér pak pfibliZzné vypocteme jako

1 N
X = N ; n;X; (A.6)
a standarni deviaci N
1
2 _ -\2
- = m ;ni(xi — X) . (A7)

V téchto vzorcich pfitom plati podminka

N
Z n;i = N. (AS)
i=1
Pokud provedeme substituci
1
P = A9
wi =y (A9)

mad veli¢ina w; vyznam vahy jednotlivych hodnot x;. Jejich soucet dava jednicku,

proto se ji v analogii s mechanikou pfikla vyznam hustoty pravdédobnosti.
Pomoci histogramu si 1ze snadno graficky znazornit zdkon Sifeni chyb.

Jako piiklad si mtizeme uvést vztah mezi méfenymi hodotami intenzity a

magnitudy. Jak vime vztah mezi nimi je ddn Pogsonovou rovnici
I
m —mo = —2.5log,, s (A.10)
0

Nasim méfenim jsme dospéli ke stfedni intenzité a jeji statistické nejistoté ve
tvaru
ITE£AI

a zajima nas magnituda a jeji chyba. Pro jednoduchost poloZime hodnoty
pro zvolenou nulovou hladinu magnitudy a ji odpovidajici intenzitu jako
my = 0, Ip = 1 a na obr... vyneseme graf funkce.
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Piiloha B

FITS format

Data z CCD kamery se ukladaji, podobné jako jiné obrazky, v obrazovém
formatu FITS, kterd kromé samotnych dat muize obsahovat i dalsi idaje o
obrédzku (¢as pofizeni, expozi¢ni doba, atd).

FITS formét mtize mit fadu podob, avsak v zdkladni a nejpouzivan
verzi obsahuje dvé nezbytné slozky: hlavicku a data.

Hlavicka FITS formatu obsahuje nékolik nezbytnych hodnot a vétsi mnozstvi
informativnich tdajd. Jejich vyznam je uveden v tabulce B.1. DileZité jsou
pfedevsim tidaje o rozmérech snimku: NAXIS, NAXIS1, NAXIS1, Okamzik
zaCatku expozice DATE-OBS, jeji trvani EXPTIME a filtr ve kterém byl snimek
pofizen FILTER.

Vlastni obrazek (pofizend data) nasleduji po hlavi¢ce a pro béZnou préci je
dulezité védeét, Ze data jsou v obrazku uloZena jako tabulka (matice, dvoudi-
mensiondlni pole). Jednotlivé ¢isla v tabulce (prvky v matici, poli) se oznacuji
jako pixely a jejich hodnoty jsou tmérné dopadnutému zateni. Z tohoto
dtivodu pfi nésledné praci jednotlivé pixely oznacujeme jejich polohou po-
moci celo¢iselnych soufadnic i (horizontalni) a j (vertikdIni) a samotnou hod-
notu jako matici naptiklad S;;. Dimenze obrazku budeme oznacovat jako N, M
takZe 7, j nabyvaji celo¢iselnych hodnoti =1...N,j = 1... M. V pfipadé¢, Ze
se nebudeme zajimat o jednotlivé pixely (prvky matice) budeme pouzivat pro
cely snimek oznaceni S.

Blizsi popis formatu FITS, jeho vlastnosti, software na prohliZeni a zpra-
covani lze nalézt na adrese http://fits.gsfc.nasa.gov/.

ve

751
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BITPIX rozsah dat0...2B1TP %,
NAXIS pocet dimenzi v obrazku
NAXISn pocty pixelt jednotlivych os
EXPTIME expozi¢ni ¢as v sekundach
DATE-OBS datum a ¢as pocatku expozice
FILTER filtr

OBJECT pozorovany objekt

[X, Y]XFACTOR binning

Tabulka B.1: P¥ehled zdkladnich tidaja v hlavic¢ce FITSu.




Ptiloha C

Python

Tato kapitola nastiriuje praci s Pythonem pii feSeni astronomickych problém.
Seznamuje se zdklady préace a s aplikaci zakladnich statistickych metod na
astronomické snimky.

Pavodné byl Python navrZen jako jednoduchy programovaci jazyk na
vyuku programovani pro neprogramatory. Diky svému ¢istému a jasnému
navrhu se rychle rozsitil a dnes se pouZzivd v mnoha oborech védeckého
bddani. Jedna z jeho nejvétsich vyhod je odstinéni technickych detailti spo-
jenych s pocitacem, coZ ndm ddvd moznost se plné soustfedit na feSeni naseho
problému.

Méme-li v imyslu pouZit pocita¢ k feSeni problémi, je nutné mit neustéle
na paméti nasledujici:

¢ Hlavni sila soucasnych pocitact spocivd v rychlosti, preciznosti a repro-
dukovatelnosti vypocthi. Nejsou ale obdafeny ani Spetkou rozumu, a
nedomysli viibec nic za nés.

® Chceme-li fesit ilohu pomoci pocitate musime do nejmensich detailti
promyslet feSeni, které pak popiSeme zptisobem vhodnym pro pocitac —
napfiklad v Pythonu.

¢ Program dél4 naprosto piesné to co mu napiSeme, nic vic ¢i min. Za
vSechny chyby jsme zodpovédni my, jako autofi.

¢ Postup vypoctu vyjadiujeme prostfednictvim textu s klicovymi slovy.
Pomoci nich jsme schopni vyjadfit, podobné jako v mluveném jazyce,
nekone¢nou plejadu moznosti a tvofit kombinace prvki ve slozitych a
komplikovanych strukturach.

* Nepropadejte panice. V kaZdém programu jsou chyby a nepracuje dle
poZadavki. Na druhé strané, neprogramujete-li zrovna sondu Mariner-

1, nemtiZete prakticky nic pokazit.
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File Edit Shell Debug Options Windows Help

Pytheon 2.7.3 (default, Mar 13 2014, 11:03:55) =
[GCC 4.7.2] on linux2

Type "copyright", "credits" or "license ()" for more information.
>>> RESTART
>>>
('Golden ratio (Press key F5) = ", 1.618033988749895)
53>

Eile Edit Format Run QOptions Windows Help

math
("Golden ratio (Press key F5) = ", (1+math.sqgrt (5.0))/2.0
# Zlaty rez je ... zmackni klavesu F5.

£ |

Ln: 1 |Col:

Obrazek C.1: Nastroj Idle. Vidime okno editoru a shellu v akci.

C.1 Prvni kontakt

Python mtiZzeme zacit pouZivat snadno pomoci néstroje Idle, ktery je soucasti
Pythonu. Pfiklad jeho pouZiti je na obrdzku C.1. Idle se skldda z okna editoru
ve kterém piSeme Pythonovsky program a kldvesou F5 jej spoustime v druhém
okné tzv. shellu, kde obdrzime vysledky ¢&i ziskdme hlaseni o pfipadnych
chybach. BéZzna prace se tak sestava z psani programfi, jeho spousténi a
sledovani vypisu.

Obvykle je tento proces doprovdzen mnoha nepfedvidatelnymi problémy.
PonévadZ, Python pouZzivé fada lidi, je velmi pravdépodobné, Ze nejsme prvni,
kdo se s danym problémem setkal. Nejjednodussi zptisob, jak se dozvédét
feSeni tak je prohledat sit pomoci vhodného vyhledavace (nemtizeme na-
povidat konkretni komerc¢ni vyhleddva¢, na http://en.wikipedia.org/
wiki/List_of_search_engines sisnad vybere kazdy), kde se feSeni ob-
vykle dozvime béhem nékolika sekund a nemusime zdlouhavé ¢ekat na od-
povéd od svého zkusebniho kolegy.

Jako piiklad hleddni chyby mtiZeme uvést fragment kédu na vypocet
odmocniny pomoci funkce sqrt, ktery selze:
>>> print (' sqrt (2) _=_",sqrt (2))

Traceback (most recent call last):

File "<stdin>", line 1, in <module>
NameError: name ’sqgrt’ is not defined

Vyhleddme-li frdzi NameError: name ’sqrt’ is not defined,snadno
nalezneme feSeni spo¢ivajici v importu modulu s matematickymi funkcemi:

>>> import math


http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_search_engines
http://en.wikipedia.org/wiki/List_of_search_engines
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>>> print (' sqrt (2) _=_',math.sqrt (2))
("sqrt(2) =", 1.4142135623730951)

[ 4

Uvedeny piiklad pro nds moznd neni tiplné srozumitelny. Doufejme, Ze se
tak stane po pfecteni dalSich fadk.

Dal$im zdrojem informaci je velmi rozsahld dokumentace Pythonu, kde
Ize najit jak navody pro zacatecniky tak detailni informace pro experty:

https://www.python.org/

C.2 Piehled moZnosti Pythonu

V Pythonu lze provadét fadu véci: od béZnych operaci na pocitaci az po slozité
zpracovani dat nebo vypocty.

Aritmetické operace

Nejprve se sezndmime s aritmetickymi operacemi. Ty ¢tyfi zdkladni se zapisuji
dle ocekavani:

>>> 243

5

>>> 2-3

i

>>> 23

6

>>> 2/3

0

>>> 2.0/3.0
0.6666666666666666

Jak vidime, objevuje se ndm mala zaludnost pfi déleni. Zde musime peclivé
rozliSovat mezi celo¢iselnym délenim v mnoZziné celych ¢&isel 2,3 € Z a
délenim v mnoziné redlnych ¢&isel 2.0,3.0 € R. V Pythonu se pfislusnost
k dané ¢iselné mnoziné rozliSuje uvedenim nebo neuvedenim desetinné tecky
(Dtirazné doporucujeme pouZzivat anglo-saské konvence pro desetinou tecku,
nikoli ¢arku.)

Aritmetické operace nemusime provadét pfimo s ¢isly. Je mozné definovat
si proménné a pocitat misto toho s nimi, ¢imz se vypocty zobeciiuiji:
>>> x 1
>>> y = 2

>>> x+y
3

Tento ptfiklad znamena toto: proménnou x nastavime na jedna, proménnou
y nastavime na dveé a po secteni obdrzime vysledek. Tento vysledek je také
mozné ulozit do proménné:


https://www.python.org/
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>>> x = 1

>>> y = 2

>>> z = x t+y
>>> print (z)
3

Jak ale vidime, vysledek nam ztstane skryt a pomoci print () sijej musime
vypsat.

Pouziti proménnych miiZze byt ale daleko dlimysInéjsi. Ziejmé nejcastéjsi
je pfifazeni do stejné proménné:
>>> x = 1
>>> y = 2
>>> x = xXx +y

>>> print (x)
3

To se provede tak, Ze nejprve nastavime obé proménné, pak s nimi provedeme
operaci s¢itani a jeji vysledek opét uloZime do x. Pochopitelné, ptivodni obsah
je ztracen. Tohoto triku vyuZijeme pozdéji.

S vyuZitim modulu numpy lze rozsifit tyto zdkladni operace i na slozitéjsi
matematické struktury, jako jsou vektory a matice. PouZiti numpy se pro-
vede pfikazem import <modul> ¢mz se zpfistupni nové funkce. Prvni z
fady téchto funkci definuji vektory a matice pomoci funkce numpy .array a
hranatych zavorek:

>>> import numpy

>>> x = numpy.array([1l,2])
>>> y = numpy.array([3,4])
>>> print (x)

[1 2]

>>> print (y)
[3 4]

>>> z = x +y
>>> print (z)
[4 6]

V tomto ptikladé jsme definovali dva vektory x = (1,2),y = (3,4) a spocetli
jejich soutet z = (4, 6). Pro t¥idimensiondlni vektory jsou definovany i dalsi ob-
vykle operace pomoci pod-modulu numpy . 1inalg: velikost vektoru (norma),
skalarni (vnitfni) a vektorovy (cross) soucin:

>>> import numpy

>>> x = numpy.array([1,2,0])
>>> y = numpy.array([3,4,0])
>>> print (numpy.linalg.norm(z))
7.21110255093

>>> print (numpy.inner (x,vy))

11

>>> print (numpy.cross (x,Vy))

[ 0O 0 -2]
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Prace s maticemi je podobna. Jejich definice vyZaduje o jedny zavorky vic,
ale opét mtizeme zkusit vypocist napiiklad determinant

A
>>> import numpy
>>> m = numpy.array ([[1,2],([3,4]1])
>>> print (numpy.linalg.det (m))
-2.0

nebo nam miiZe pomoci vyfesit soustavu linedrnich rovnic

Ax=0D>

>>> import numpy

>>> a = numpy.array ([[1,2],[0,411)
>>> b = numpy.array ([10,20])

>>> x = numpy.linalg.solve(a,b)
>>> print (x)

[ 0. 5.1

¢i vypodist inversni matici (funkce numpy . inv)
A-ATM=1

a vysledek si ovéfit pomoci maticového nasobeni (ponékud nestastné na-
zvaného numpy . dot):

>>> import numpy

>>> a = numpy.array ([[1,2],[0,411)
>>> al = numpy.linalg.inv(a)
>>> print (al)
[r 1. =0,9 |
[ 0. 0.25]]

>>> u = numpy.dot (a,al)
>>> print (u)
[[ 1. 0.]

[ 0. 1.11

7 Mz

¢i dokonce zjistit vlastni ¢isla (eigenvalues) a vektory matice:

A)\i = )\ﬂ)i, pro i= 1,2

>>> import numpy
>>> a = numpy.array ([[1,2],[0,411)
>>> 1,v = numpy.linalg.eig(a)
>>> print (1)
[ 1. 4.]
>>> print (v)
1, 0.5547002 ]
[ @ 0.83205029]]

Vlastni ¢isla jsou Ay = 1,A; = 4 a k nim piisluSejici vlastni vektory jsou
uspofadané po sloupcich v; = (1,0), v = (0.555,0.832).
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C.3 Nacéteni astronomického snimku

Astronomické snimky jsou uloZeny ve FITS formatu. V Pythonu je ¢teni, zapis
a manipulace s FITS snimky zpfistupnéna pomoci modulu pyfits

http:
//www.stsci.edu/institute/software_hardware/pyfits/,

Jeho zakladni funkce zahrnuji:
¢ otevfeni snimku pomoci jeho ndzvu: open ("filename")

¢ informace o snimku: .info ()

vypis hlavicky: .header

data z obrdazku: .data

uloZeni modifikovaného obrdzku: .writeto ("new")

Pouziti téchto funkci v podstaté sleduje obvykly systém prace: otevieme
snimek, prozkoumdme co je za¢, provedeme poZadovanou operaci a vysledek
si uloZime.

Nasledujici fragment otevie snimek néjaké hvézdy, vypiSe informace o
FITS souboru, vypiSe hlavicku a data prvni extenze a opét snimek zavfte:

# zpristupneni knihovny
import pyfits

# nacteni obrazku ’barnard.fits’ v aktualnim

# adresari, je mozne uvest celou cestu

barnardka = pyfits.open(’barnard.fits’)

# nebo: barnardka = pyfits.open (r’C:\\Ucha\\barnard.fits’)

# vypis informaci o obrazku, prehled extenzi
print ("\n_===_Informace_o_obrazku ===")
barnardka.info ()

# vypis hlavicky prvni extenze z indexem [0]
print ("\n_===_Hlavicka_obrazku_===")
print (barnardka[0] .header)

# vypls dat prvni extenze
print ("\n_===_Data_ (hodnoty) obrazku_===")
print (barnardka([0] .data)

# uzavreni snimku
barnardka.close ()

Tento kéd staci okopirovat do editoru okna v Idle, zmacknout klavesu F5
a méli by jsme obdrZet zajimavy vypis.


http://www.stsci.edu/institute/software_hardware/pyfits/
http://www.stsci.edu/institute/software_hardware/pyfits/
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C.4 Aritmetické operace se snimky

Zakladni aritmetické operace s &isly se v Pythonu pouZivaji dle o¢ekdvani,
ovSem vyjma déleni:

>>> 1 + 1

2

>>> -1 - 1
=2

>>> 5x%6

30

>>> 10/3

3

>>> 10.0/3.0
3.3333333333333

Python je navrZen tak, Ze naprosto stejnym zptisobem miiZeme provadét
aritmetické operace i se snimky. Ndasledujici fragment ilustruje odecteni temného
snimku a podélenim flat-fieldem.
>>> import pyfits
>>> star = pyfits.open(’astar.fits’)
>>> dark = pyfits.open (’dark.fits’)
>>> flat = pyfits.open(’flat.fits’)
>>> star.data = star.data - dark.data
>>> star.data = star.data / flat.data
>>> star.writeto(’star.fits’)

Tady vyuZzivdme skute¢nosti, Ze data jsou uloZeny v sekci .data. Vysledek
nasich operaci si uloZime do nového souboru star. fits.
Za pozornost stoji fadek

>>> star.data = star.data - dark.data

znamenajici toto: vezmeme star.data, ode¢teme od nich dark.data a
vysledek této operace opét uloZzime do star.data. V korektnim matema-
tickém zapisu by jsme méli psat (= znaci ekvivalenci):

X = star.data,

Yy = dark.data,

X'=x-vy,
[

star.data = x'.

Jak vidime, symbol rovné se (=) md v Pythonu nepatrné jiny vyznam. Jeho
pouZiti je ale velmi pfirozené a snadno si na néj rychle zvykneme.

Vyznam funkce .writeto (’’) je asi zfejmy — modifikovany snimek
uloZi do souboru s danym ndzvem. Jen pro doplnéni pfipomindme, Ze hlavicka
snimku je nemodifikovand, ale data jsme nahradili daty s korigovanym
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temnym snimkem a flat-fieldem (z dokumentac¢nich dtavodi je to vhodné
poznamenat do hlavicky).

C.5 Statistika na snimcich

vvvvvv

Jedna z nejdilezitéjsich aplikaci programovani pfi zpracovani astronomickych
snimk je odhad aritmetického prameéru a rozptylu dat.

Ve statistice je aritmeticky primér ¥ z N hodnot x1, x3, ... xy definovan
vSeobecné zndmym vztahem

f= 5w (C.1)

1 N
i=1
Tedy jako soucet vSech hodnot vydéleny poctem. V Pythonu tuto sumu
zapiSeme ndsledujicim zptisobem:
x =11, 2, 3, 4, 5]
n = len(x)
s =0
for i in range(0,n):
s = s + x[1i]
prumer = s/n
print ('Mean_of_/,x,’ _,is_ '’ ,prumer)

Vyznam prvniho fadku je definovdni hodnot x;. Zde zapisujeme hodnoty, ze
kterych chceme pocitat primér. Na rozdil od standardniho matematického
zdpisu uzivame hranaté zdvorky a takovyto objekt sloZeny z ¢isel oznacujeme
jako pole (array).

Pocet prvkii v poli zjistime prostfednictvim funkce len () (z anglického
length) a pro piehlednejsi pouzivani uloZime do proménné n.

Srdcem vypoctu je cyklus for. Jeho tikolem je secist vSechny hodnoty coz
realizuje s = s + x[1i].Zde vyuZivame toho, Ze jednotlivé prvky jsou k
dosaZeni pomoci indexu v hranatych zavorkach.

Na to, aby jsme ziskali vSechny mozné hodnoty i pouZivdme funkci
range (0, n) . Jejim zavoldnim ziskdme pole indexi:

>>> print (range (0, 4))
[6, 1, 2, 3]

ze které postupné vybirdme pomoci operace i in range (0,n) (tedy ope-
ratoru pfislusnosti do mnoZiny €).

Postupné scitani zajistuje piikaz for. Ten se sklada z tzv. Fidici &asti,
nésledujici za for, jeZ se v nasem pifipadé stard o zvétSovani indexu. Dale
pak z tzv. téla cyklu coZ jsou prikazy, které se maji vykonat, v nasem piipadé
samotného souctu. Na vymezeni fidici ¢4sti se pouZziva dvojtecka : ukoncujici
fidici ¢ast. Télo cyklu musi byt odsazeno o nékolik mezer. Obecné by jsme
mohli psét cyklus jako:
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for ... ridici cast
telo

O vypis vysledki se stard posledni ¢ast, ptikaz print (), do kterého
napiseme co chceme odhalit okolnimu svétu. Tento pfikaz ndm umoziuje
lepe nahlédnout do ¢innosti programu, kdyZ na zajimavé ¢asti umistime
vypisy:
x=11, 2, 3, 4, 5]

n = len(x)

print (' Pocet _prvku_pole:_’,n)

s =0

print (' Indexy: , ,range (0,n))

print (’/  Index, prvek, ,soucet: ')

for i in range(0,n):
print (i, x[1i],s)

s = s + x[1]
prumer = s/n
print ('Mean_of /,x,’_is. ' ,prumer)

—

Kdykoli chceme nahlédnout do ¢innosti programu (pro zajimavost, na ovéfen,
pii hledani problémt), je funkce print () naprosto neocenitelnou pomiickou.
V nasem pfipadé dostaneme vypis podobny tomuto:
("Pocet_prvku_pole: )/, 5)

(" Indexy:.", [0, 1, 2, 3, 41])
Index, prvek, soucet

(0, 1, 0)

(1, 2, 1)

(2, 3, 3)

(3, 4, 6)

(4, 5, 10)

('Mean_of ', [1, 2, 3, 4, 51, ’_is ', 3)

Vypocet pramérné hodnoty obrazku je dosti podobny jako u zndmého
aritmetického praméru. Rozdil je jen v tom, Ze obrdzek je dvojrozmérny (to
ale nema vliv na hodnotu priiméru). Pro obrézek s hodnotami [;; a rozméry
N x M by jsme tedy priimér vypocetli dle vztahu

_1
[=——
N-M

™=z
™M=

I;;. (C.2)

]

Il
—
I
—_

V Pythonu je dvojdimensiondlni obrdzek poskladany po fadcich a proto
také budeme muset pouZit dva vnofené cykly. Jeden bude probirat prvky v
jednotlivych ¥adcich a druhy pak bude brat jeden fadek po druhém. (Nacteni
obrédzku je popsdno v oddile C.3.)

# nacteni snimku
import pyfits
filename = ’'astar.fits’

snimek = pyfits.open (filename)
obr = snimek[0].data
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snimek.close ()

m,n = obr.shape

for i in range (0, m):
for j in range (0,n):
s = s + obrli, j]

prumer = s/ (n*m)
print (' Mean_of ', filename,’

is.’,prumer)

—

Funkce . shape vraci dimense obrazku. Jsou bohuZel uspofddané v opacném
pofadi, neZ ocekdvdme. Obvykle se v matematice dodrZuje konvence, Ze prvni
index je fddkovy a druhy sloupcovy a podobné je to i s dimensemi. V Pythonu,
pfesnéji knihovné NumPy, kterou nevédomky pouzivame, autofi bohuZzel
pouzivaji pifesné opacnou konvenci a tak pfevracime pofadi proménnych n a
m.
Zcela analogickym zptsobem muZeme spocitat i varianci Var[I]|, nebo
stiedni kvadratickou odchylku o; = /Var|I], definovanou jako
1 N M .
Var|l]| = ——— Lij — 1)~ C3
1] N.M_li_le_le ) (C3)

# nacteni snimku

import pyfits,math

filename = ’barnard.fits’
snimek = pyfits.open (filename)
obr = snimek[0] .data

m,n = obr.shape

s =0
for i in range (0, m):
for j in range(0,n):
s = s + obrl[i, j]

prumer = s/ (nxm)

s2 =0
for i in range (0, m):
for j in range(0,n):
s2 = s2 + (obr[i,J] - prumer) x*2

var = s2/ (n*xm - 1)
print (' Variance_and std. deviation_ of ', filename,’ is
var,math.sqrt (var))

’
oo

Na vystupu obdrzime vypis podobny tomuto:

("Mean_of ", ’'barnard.fits’, ’_is_ ', 672.85901121649113)
("Variance_and _std._deviation_  of ', ’barnard.fits’, ' _is /',
1372.376584844249, 37.04560142370817)


http://docs.scipy.org/doc/numpy/user
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PtestoZe je vypocet priméru pomérné jednoduchy, je zbytecné ho opisovat
stale dokola. Proto je v pii praktickych vypoctech jednodussi pouZit jeho
vypocet, ktery pro nés jiZz nékdo pripravil. Knihovna NumPy md pro vypocet
aritmetického primeéru funkci .mean (), pro varianci pak .var () a pro
stfedni kvadratickou odchylku pak . std (). Pouziti je snadné:

# nacteni snimku

import pyfits,math

filename = ’"barnard.fits’
snimek = pyfits.open (filename)
obr = snimek[0].data

print (' Mean, variance_and _std._dev._ of ', filename,’ is_ ',
obr.mean (), obr.var(),obr.std())

C.6 Jak zpracovat velké mnoZstvi soubori

Jen vyjime¢né pofidime a chceme nésledné vyhodnotit jen jediny snimek.
Pokud jich je vic, museli by jsme pro kazdy snimek zménit jeho nazev ve
funkci .open v pfedchozim odstavci, coZ je pfinejmensim velmi pomalé.
Proto by nés zajimala moZnost, jak v Pythonu zpracovat velké mnoZstvi s
minimdalni ndmahou.

Tato tloha jde rozdélit na dvé ¢asti. V prvni ¢asti jde o to, jak definovat ¢éast
kédu, kterou mhiZeme provadét opakované a kterd déla jednu elementarni
véc (rozdélit tlohu na jednotlivé logické celky). V druhé pak kde vzit viechny
nazvy soubort.

Definice funkce

Rozklad problémti na logické kusy je jeden z hlavnich principti programovani.
V Pythonu pro to mame zptisob, jak definovat elementarni akci podobné jako
funkce v matematice. Vzor je imyslné velmi prosty:

def nazev (parametry) :
telo funkce
return vysledek

Tedy jen slovem def, za kterym nasleduje ndzev funkce jako libovolné slovo.
V zavorkach pak najdeme parametry funkce. Parametr je, stejné jako v ma-
tematice, zdstupny symbol, kterému teprve pii skute¢ném pouziti prifadi
Python néjakou hodnotu.

Podobné jako u cyklu, télo funkce je odsazeno a miiZe obsahovat libovolny
pocet fadki, volani funkci, cykly, atd. Ve funkci miiZe byt pfikaz return pomoci
kterého zpfistuprniujeme vysledek okolnimu svétu.

Takto definovanou funkci pak pouZijeme opét velmi snadno, jak je vidét v
nésledujicim kédu, ktery pocita aproximaci do druhého fadu funkce sinus:
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import math

def sin_approx(x):
y = x — x%x3/6
return y

for i in range (0,10):
x =1 / 100.0
yl = sin_approx (x)
y0 = math.sin (x)

print (' sin(x)_is . ',y0,’, _approximation_is /,yl,’,_dif._’,yl-yO0)

—

Pfehledné vypisy

V ukézce jsme sice dostali presny vypis vysledki, ale o jeho pfehlednosti
miiZeme byt jen téZko presvédceni. Nastésti jde vypisy podstatné zpfehlednit
pomoci tzv. forméatovani.

Formatovani se pfedepisuje ke kazdému fetezci, tj. textu uzavienému v
apostrofech (”) nebo uvozovkach (") jako funkce . format, kterd funguje
tak, Ze interpretuje ¢islo a mizeme pfedepsat pocet platnych mist, format s
pevnou ¢arkou (f) nebo v exponencidlnim tvaru (e). Detailni rozsahly popis je
https://docs.python.org/2/library/string.html.
print (' {0}’ .format (0.1))

print (' {0:.02f}’ .format (0.1))
print (' {0:.02e}’ .format (0.1))

yv0 0.333

at 0.666

print (' sin(x)_is_{0:.04f}_approximation_is_{1:.04f} dif. {2:.02e}’
.format (y0,vyl,yl-y0))

Statistika série obrazkua

Majic adresat plny FITS obrazki, stojime pfed rozhodnutim, jak s nimi jed-
noduse nalozit tak, aby jsme ziskali vSe potfebné a zaroven to udélali co
nejsnaze a nejrychleji. Nasledujici fadky 1ze brat jako voditko pfi pocitacovém
zpracovani dat.

Predstavme si, Ze jsme pofidili mnoZstvi obrazkt pojmenovanych naptiklad
obrazek_000.fits,obrazek_001.fits,...obrazek_666.fits.NasSim
ukolem je kazdy snimek prohlédnout a zjistit jakou md primérnou hodnotu.
Z predchozich odstavcil vime, jak vygenerovat fetézec, ktery chceme — to
vyuZijeme na generovani jmen obrazkt. Déle pak vime, jak volat néjakou
funkci opakované — tak zjistime priimérnou hodnotu.

Nejprve tedy vygenerujme ndzvy vSech snimkt. Mél by to provést nasledujici
cyklus:

for i in range (0, 666) :
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filename = ’'obrazek_{0:3}.fits’.format (i)
print (filename)

Nyni definujme funkci na vypocet priméru obrazku a spoc¢téme priabéhy.
V podstaté jen sloZime vSe co jiZz zndme.
import pyfits
def frame_mean (filename) :
frame = pyfits.open (filename)
fmean = frame[0].data.mean ()

frame.close ()
return fmean

for i in range(0,666):

filename = ’'obrazek_{0:04}.fits’.format (1)
fmean = frame_mean (filename)
print ("Mean_of_ {0} _is_{1:.1f}.".format (filename, fmean))

Vypocet probiha tak, Ze nejprve pomoci funkce range vygenerujeme
vSechna ¢isla kterd potfebujeme, pomoci nich si naformatujeme nazev snimku,
a poté zavoldme funkci na vypocet priméru. Ta vezme kazdy vygenerovany
nazev snimku, otevfe jej, vypocte co potfebujeme, snimek opét zavie a vo-
lajicimu kédu pieda vysledek, ktery pak vytiskneme.

Nas programek je mozné jakkoli modifikovat, naptiklad:

¢ Meénit tvar vypisu ve funkci print ¢ ndzvy snimkda.
¢ Omezit se na pouze vybrané snimky range (666, 667).

¢ Pfi vypoctu prameéru si pomoci indexti vybrat jen jistou ¢ast snimku
frame[0] .data[100:200,566:666] .mean ().

¢ Misto primeéru .mean () pouZit sttedni kvadratickou odchylku . std ().
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Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license document, but changing it is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other functional and useful document “free” in the sense of freedom: to assure
everyone the effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying it, either commercially or noncommercially. Secondarily,
this License preserves for the author and publisher a way to get credit for their work, while not being considered responsible for modifications
made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the document must themselves be free in the same sense. It
complements the GNU General Public License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software, because free software needs free documentation: a free
program should come with manuals providing the same freedoms that the software does. But this License is not limited to software manuals;
it can be used for any textual work, regardless of subject matter or whether it is published as a printed book. We recommend this License
principally for works whose purpose is instruction or reference.

1. APPLICABILITY AND DEFINITIONS

This License applies to any manual or other work, in any medium, that contains a notice placed by the copyright holder saying it can be
distributed under the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free license, unlimited in duration, to use that work
under the conditions stated herein. The “Document”, below, refers to any such manual or work. Any member of the public is a licensee, and is
addressed as “you”. You accept the license if you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission under copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Document or a portion of it, either copied verbatim, or with
modifications and/or translated into another language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section of the Document that deals exclusively with the relationship
of the publishers or authors of the Document to the Document’s overall subject (or to related matters) and contains nothing that could fall
directly within that overall subject. (Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary Section may not explain any
mathematics.) The relationship could be a matter of historical connection with the subject or with related matters, or of legal, commercial,
philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are designated, as being those of Invariant Sections, in the notice
that says that the Document is released under this License. If a section does not fit the above definition of Secondary then it is not allowed to
be designated as Invariant. The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not identify any Invariant Sections then
there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that
the Document is released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5 words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy, represented in a format whose specification is available to the
general public, that is suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors or (for images composed of pixels) generic
paint programs or (for drawings) some widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters or for automatic
translation to a variety of formats suitable for input to text formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup, or
absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent modification by readers is not Transparent. An image format is not
Transparent if used for any substantial amount of text. A copy that is not “Transparent” is called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII without markup, Texinfo input format, LaTeX input format,
SGML or XML using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML, PostScript or PDF designed for human modification.
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Examples of transparent image formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary formats that can be read and
edited only by proprietary word processors, SGML or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available, and the
machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such following pages as are needed to hold, legibly, the material
this License requires to appear in the title page. For works in formats which do not have any title page as such, “Title Page” means the text
near the most prominent appearance of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

The “publisher” means any person or entity that distributes copies of the Document to the public.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document whose title either is precisely XYZ or contains XYZ in paren-
theses following text that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific section name mentioned below, such as
“Acknowledgements”, “Dedications”, “Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the Title” of such a section when you modify the
Document means that it remains a section “Entitled XYZ” according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which states that this License applies to the Document. These
Warranty Disclaimers are considered to be included by reference in this License, but only as regards disclaiming warranties: any other
implication that these Warranty Disclaimers may have is void and has no effect on the meaning of this License.

2. VERBATIM COPYING

‘You may copy and distribute the Document in any medium, either commercially or noncommercially, provided that this License, the copyright
notices, and the license notice saying this License applies to the Document are reproduced in all copies, and that you add no other conditions
whatsoever to those of this License. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or further copying of the copies you
make or distribute. However, you may accept compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number of copies you
must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you may publicly display copies.

3. COPYING IN QUANTITY

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed covers) of the Document, numbering more than 100, and the
Document’s license notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that carry, clearly and legibly, all these Cover Texts:
Front-Cover Texts on the front cover, and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and legibly identify you as the
publisher of these copies. The front cover must present the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may add
other material on the covers in addition. Copying with changes limited to the covers, as long as they preserve the title of the Document and
satisfy these conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on
the actual cover, and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more than 100, you must either include a machine-readable
Transparent copy along with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a computer-network location from which the general
network-using public has access to download using public-standard network protocols a complete Transparent copy of the Document, free
of added material. If you use the latter option, you must take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies in
quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at the stated location until at least one year after the last time you
distribute an Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Document well before redistributing any large number of copies, to
give them a chance to provide you with an updated version of the Document.

4. MODIFICATIONS

‘You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release
the Modified Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role of the Document, thus licensing distribution and
modification of the Modified Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things in the Modified Version:

A. Usein the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that of the Document, and from those of previous versions
(which should, if there were any, be listed in the History section of the Document). You may use the same title as a previous version
if the original publisher of that version gives permission.

B. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities responsible for authorship of the modifications in the Modified
Version, together with at least five of the principal authors of the Document (all of its principal authors, if it has fewer than five),
unless they release you from this requirement.

C. State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version, as the publisher.
D. Preserve all the copyright notices of the Document.
E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to the other copyright notices.

F. Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving the public permission to use the Modified Version under
the terms of this License, in the form shown in the Addendum below.

G. Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and required Cover Texts given in the Document'’s license notice.

H. Include an unaltered copy of this License.
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1. Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it an item stating at least the title, year, new authors, and
publisher of the Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled “History” in the Document, create one
stating the title, year, authors, and publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item describing the Modified
Version as stated in the previous sentence.

J. Preserve the network location, if any, given in the Document for public access to a Transparent copy of the Document, and likewise
the network locations given in the Document for previous versions it was based on. These may be placed in the “History” section.
You may omit a network location for a work that was published at least four years before the Document itself, or if the original
publisher of the version it refers to gives permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”, Preserve the Title of the section, and preserve in the section all the
substance and tone of each of the contributor acknowledgements and/or dedications given therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text and in their titles. Section numbers or the equivalent are
not considered part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be included in the Modified Version.
N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to conflict in title with any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices that qualify as Secondary Sections and contain no material
copied from the Document, you may at your option designate some or all of these sections as invariant. To do this, add their titles to the list of
Invariant Sections in the Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any other section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains nothing but endorsements of your Modified Version by various
parties—for example, statements of peer review or that the text has been approved by an organization as the authoritative definition of a
standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end
of the list of Cover Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one of Back-Cover Text may be added by (or
through arrangements made by) any one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover, previously added by you or
by arrangement made by the same entity you are acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one, on explicit
permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give permission to use their names for publicity for or to assert
or imply endorsement of any Modified Version.

5. COMBINING DOCUMENTS

You may combine the Document with other documents released under this License, under the terms defined in section 4 above for modified
versions, provided that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of the original documents, unmodified, and list them
all as Invariant Sections of your combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple identical Invariant Sections may be replaced with a single
copy. If there are multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make the title of each such section unique by adding
at the end of it, in parentheses, the name of the original author or publisher of that section if known, or else a unique number. Make the same
adjustment to the section titles in the list of Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in the various original documents, forming one section Entitled
“History”; likewise combine any sections Entitled “Acknowledgements”, and any sections Entitled “Dedications”. You must delete all sections
Entitled “Endorsements”.

6. COLLECTIONS OF DOCUMENTS

‘You may make a collection consisting of the Document and other documents released under this License, and replace the individual copies of
this License in the various documents with a single copy that is included in the collection, provided that you follow the rules of this License
for verbatim copying of each of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it individually under this License, provided you insert a copy
of this License into the extracted document, and follow this License in all other respects regarding verbatim copying of that document.

7. AGGREGATION WITH INDEPENDENT WORKS

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and independent documents or works, in or on a volume of a storage
or distribution medium, is called an “aggregate” if the copyright resulting from the compilation is not used to limit the legal rights of the
compilation’s users beyond what the individual works permit. When the Document is included in an aggregate, this License does not apply to
the other works in the aggregate which are not themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the Document, then if the Document is less than one half of the
entire aggregate, the Document’s Cover Texts may be placed on covers that bracket the Document within the aggregate, or the electronic
equivalent of covers if the Document is in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket the whole aggregate.
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8. TRANSLATION

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute translations of the Document under the terms of section 4. Replacing
Invariant Sections with translations requires special permission from their copyright holders, but you may include translations of some or all
Invariant Sections in addition to the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation of this License, and all the
license notices in the Document, and any Warranty Disclaimers, provided that you also include the original English version of this License
and the original versions of those notices and disclaimers. In case of a disagreement between the translation and the original version of this
License or a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”, or “History”, the requirement (section 4) to Preserve its
Title (section 1) will typically require changing the actual title.

9. TERMINATION

‘You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as expressly provided under this License. Any attempt otherwise to
copy, modify, sublicense, or distribute it is void, and will automatically terminate your rights under this License.

However, if you cease all violation of this License, then your license from a particular copyright holder is reinstated (a) provisionally,
unless and until the copyright holder explicitly and finally terminates your license, and (b) permanently, if the copyright holder fails to notify
you of the violation by some reasonable means prior to 60 days after the cessation.

Moreover, your license from a particular copyright holder is reinstated permanently if the copyright holder notifies you of the violation
by some reasonable means, this is the first time you have received notice of violation of this License (for any work) from that copyright holder,
and you cure the violation prior to 30 days after your receipt of the notice.

Termination of your rights under this section does not terminate the licenses of parties who have received copies or rights from you
under this License. If your rights have been terminated and not permanently reinstated, receipt of a copy of some or all of the same material
does not give you any rights to use it.

10. FUTURE REVISIONS OF THIS LICENSE

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU Free Documentation License from time to time. Such new versions
will be similar in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft/.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the Document specifies that a particular numbered version of
this License “or any later version” applies to it, you have the option of following the terms and conditions either of that specified version or of
any later version that has been published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document does not specify a version number
of this License, you may choose any version ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document specifies that a
proxy can decide which future versions of this License can be used, that proxy’s public statement of acceptance of a version permanently
authorizes you to choose that version for the Document.

11. RELICENSING

“Massive Multiauthor Collaboration Site” (or “MMC Site”) means any World Wide Web server that publishes copyrightable works and also
provides prominent facilities for anybody to edit those works. A public wiki that anybody can edit is an example of such a server. A “Massive
Multiauthor Collaboration” (or “MMC”) contained in the site means any set of copyrightable works thus published on the MMC site.

“CC-BY-SA” means the Creative Commons Attribution-Share Alike 3.0 license published by Creative Commons Corporation, a
not-for-profit corporation with a principal place of business in San Francisco, California, as well as future copyleft versions of that license
published by that same organization.

“Incorporate” means to publish or republish a Document, in whole or in part, as part of another Document.

An MMC is “eligible for relicensing” if it is licensed under this License, and if all works that were first published under this License
somewhere other than this MMC, and subsequently incorporated in whole or in part into the MMC, (1) had no cover texts or invariant
sections, and (2) were thus incorporated prior to November 1, 2008.

The operator of an MMC Site may republish an MMC contained in the site under CC-BY-SA on the same site at any time before August
1,2009, provided the MMC is eligible for relicensing.
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